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DEL PROLOGO A LA PRIMERA EDICION

Como en los demas tomos de este curso, aspiramos a ofrecer, de una parte,
una exposicién clara en lo posible de los principios generales y, por otra parte.
una-exposiciéon lo mas completa que se pueda de sus numerosas aplicaciones. Sin
embargo, en el presente libro no se han incluido aquellas aplicaciones de la esta-
distica ligadas con las propiedades magnéticas y eléctricas macroscopicas de la
materia; estas cuestiones, como también las relativas a la cinética, nos proponemos
estudiarlas en otro volumen.

Al exponer los fundamentos de la estadistica clasica se estudia ya desde el
principio la distribucion estadistica para porciones pequefias de los sistemas (sub-
sistemas), y no para sistemas cerrados considerados como un todo. Este método
corresponde precisamente a los problemas y a los fines fundamentales de la fisica
estadistica y permite soslayar por completo la cuestion que plantea la hipotesis
ergddica u otras andlogas, en realidad no esenciales para dichos fines.

Muchas cuestiones importantes de la estadistica no han sido aclaradas por com-
pleto todavia y el resolverlas choca con serias dificultades. Entre ellas figuran tanto
ciertos problemas generales (por ejemplo, la fundamentacion fisica de la ley de
crecimiento de la entropia), como también diferentes cuestiones concretas —en la
teoria de los cambios de fase de segunda especie, en la del punto critico, en la
teoria de los espectros energéticos de los cuerpos macroscopicos, etc.—. En tales
casos nos hemos esforzado en formular tan claramente-como ha sido posible en
qué consisten precisamente los puntos oscuros, si bien a menudo tampoco es claro
ni tan sélo el propio planteo del problema.

1950. L. LANDAU, E. LIFSHITZ






PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Para la presente edicion, el libro ha sido considerablemente ampliado y se ha
modificado la exposicion de toda una serie de puntos. En particular, se han com-
pletado los capitulos dedicados a los cuerpos condensados y a los gases reales, a los
cambios de fase de segunda especie y a las fluctuaciones (a este ultimo capitulo,
en particular, se ha incorporado la teoria de las fluctuaciones no-termodindmicas,
que ha aparecido después de 1950 y que antes se exponia en otro volumen, en la
«Electrodindmica de los medios continuos»).

Como es sabido, estos dltimos afios se han caracterizado en la Fisica estadistica
por grandes progresos vinculados con el éxito que ha acompafiado a la aplicacion
al problema de varios cuerpos de métodos tomados de la teoria cudntica de los
campos. En particular, ha sido posible resolver muchas cuestiones que planteaban
los espectros energéticos de los cuerpos macroscopicos y que no resultaban claras
hace diez afios.

Sin embargo, no ha sido posible exponer dichos métodos en esta edicién del
libro y, en este sentido, las modificaciones llevadas a cabo deben considerarse insu-
ficientes. El hecho es de qué siempre nos hemos esforzado en construir el curso de
fisica tedrica como una disciplina tnica, enlazando unas con otras las exposiciones
de sus diferentes ramas en los varios tomos. Pero, al mismo tiempo, y de acuerdo
con el plan general del presente curso, este volumen deberia seguir al dedicado
a la teoria cuéntica de los campos, y la exposicion de los correspondientes métodos
en este libro deberia haberse basado en su desarrollo en el volumen precedente.
Dado que la redaccion de este ultimo no ha terminado todavia, ha resultado impo-
sible incluir tales métodos en la presente edicion. Ahora bien, la edicién anterior
hace ya tiempo que se agotd y, segun parece, entre los lectores se siente la nece-
sidad de contar con este libro. En consecuencia, se decidio editar de nuevo el libro
sin esperar mas en su forma actual, dejando para el futuro, después de publicado el
volumen 1V, el seguir rehaciéndolo.

A pesar de la escrupulosa $eleccion del material, el volumen de cada tomo del
curso ha ido creciendo de manera natural debido al desarrollo continuo de la ciencia.
Por ello, sera posiblemente util indicar qué parte del mismo podria omitirse, en
opiniéon de los autores, al estudiar este libro limitando su volumen al «minimo
tedrico». Se podria asi prescindir de los parrafos 22, 30, 50, 73, 76, 77, 84, 85,
97, 101, 102, 124, 127, 136, 139-141, 143-151.

Una parte considerable de lo afiadido fue escrita hace ya algunos afios por
ambos autores. Desgraciadamente, la enfermedad que siguié al tragico accidente

vii



de automdvil no ha dado la posibilidad a L. D Landau de participar en la pre-
paracién final de esta edicion.

Quisiera expresar aqui mi reconocimiento a mis amigos A. A. Abrikosov,
L. P. Gor’kii, I. E. Dzialoshinskii, I. M. Jalatnikov, y en particular a I. M. Lifshitz
y L. P. Pitaevskii por la discusion de diferentes cuestiones. Agradezco también a
N. V. Vdovichenko la ayuda que prest6 en la redaccion del § 141.

Junio de 1964. ' E. M. LIFSHITZ



NOTA

El 22 de enero de 1968, Lev Davydovich Landau cumplia 60 afios. Unos pocos
meses después, el mes de abril, fallecia en Moscu. Su actividad en el campo de la
fisica tedrica le llevo a tratar los mas variados temas en las areas mas diversas de
la misma, aparte la labor que desarrolld junto con E. M. Lifshitz en el campo de la
literatura cientifica y que: cristalizé en el mundialmente conocido « Curso de Fisica
tedrica ». Un cierto numero de los temas que traté se abordan precisamente en
este volumen V, el dedicado a la Fisica estadistica, si bien otros muchos se estudian
en algunos de los restantes volumenes del mismo curso, por ejemplo, el diamag-
netismo de los metales (el llamado diamagnetismo de Landau), la teoria de Landau-
Lifshitz del ferromagnetismo, los estados intermedios de los superconductores, etc.

Entre los temas que figuran, mas o menos desarrollados, en el presente volumen
hay que mencionar en lugar primero su teoria macroscopica de los liquidos for-
mados por bosones — por ejemplo, el He* a muy baja temperatura, con sus dos
fases liquidas (§§ 66, 67) — y de los constituidos por fermiones — por ejemplo
el He® a temperaturas muy bajas, sin transicion A ninguna (§ 68) — que condujo al
establecimiento de la nueva hidrodindmica cuédntica. Su memoria sobre teorias del
comportamiento de la materia condensada, en particular del helio liquido, le vali¢
el premio Nobel de Fisica, en 1962. Aunque la primera teoria de Landau acerca
de los cambios de fase de segunda especie (Cap. XIV) ha resultado insuficiente
para explicar todos los pormenores de este tomplicado fendmeno, los conceptos
fundamentales de la misma siguen en la base de los trabajos actuales en este campo.
Por otra parte, sefialaremos también que, hoy, se cuenta con indicios de la posible
existencia de estrellas de Landau, constituidas por neutrones (Cap. XI) y cuya
posibilidad puso él de manifiesto hace ya treinta afios.

También es notable su contribuciéon a los estudios del equilibrio estadisticc
entre un gas de nucleones y un ntcleo atémico, a la dispersién nucleén-nucledn,
a la formacion de multiples particulas en las colisiones de nucleones de alta energia
y a la electrodinamica cuantica (teoria de Landau-Pomeranchuk). La actividad
cientifica de Landau quedd cortada por el accidente automovilistico que se men-
ciona en el prélogo de E. M. Lifshitz a la segunda edicidn rusa de esta obra, accidente
que sufrié el 7 de enero de 1962 yendo de Moscu al Instituto Conjunto de Inves-
tigaciones Nucleares en Dubna. Ello fue, sin duda, una pérdida grande para la
fisica tedrica contemporanea. '

R. ORrRTIZ FORNAGUERA



NOTACION

~ sobre una letra denota un operador

Espacio de las fases
D, q = impulsos y coordenadas generalizados
dpdq = dp,dp, ... dp,dq,dg, ... dg; es un elemento de volumen del espacio de las
fases (s = numero de grados de libertad)
dI' = dpdq 2 = h)*
[’ ... dI" = integral extendida a todos los estados fisicamente.distintos

Magnitudes termodindmicas

Temperatura T

Volumen V

Presién P

Energia E

Entropia S

Entalpia W = E 4 PV

Energia libre F = E— TS

Potencial termodinamico ® = E— TS + PV

Potencial termodindmico 2 = — PV

Capacidades calorificas C,, C, (capacidades calorificas moleculares ¢, c,)

Numero de particulas ¥

Potencial quimico

Coeficiente de tension superficial o

Area de una superficie de separacién s

En todas las férmulas la temperatura se expresa en unidades energéticas (para el
paso a grados, véanse las paginas 39, 142).
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CapituLO 1

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA FiSICA ESTADISTICA

§ 1. Distribucion estadistica

El objeto de la fisica estadistica o, como se suele decir para abreviar, simple-
mente de la estadistica es el estudio de un tipo particular de leyes al que se ajusta
el comportamiento y las propiedades de los cuerpos macroscépicos, es decir, de los
cuerpos constituidos por una enorme cantidad de particulas individuales — de
dtomos y de moléculas. El cardcter general de estas leyes es en buena medida in-
dependiente de cual sea la mecdnica mediante la. que se describe el movimiento de
las particulas individuales del cuerpo, trdtese de la mecdnica cudntica o de la cld-
sica. Sin embargo, su fundamentacidon exige razonamientos distintos en uno y otro
caso; para comodidad de exposicién, todas nuestras consideraciones se referirdn,
al principio, al caso en que se supone vélida la mecdnica cldsica.

Escribiendo las ecuaciones del movimiento de un sistema mecdnico en niimero
igual al nimero de grados de libertad e integrdndolas, podemos obtener, en prin-
cipio, informaciones completas acerca del movimiento del sistema. Sin embargo,
si se trata de un sistema que, aun obedeciendo a las leyes de la mecdnica cldsica,
posee un numero enorme de grados de libertad, en la aplicacion practica de los
métodos de la mecdnica nos enfrentamos con la necesidad de establecer y resolver
un numero igual de ecuaciones diferenciales, lo que es, en general, prdcticamente
irrealizable. Hay que subrayar que incluso si fuese posible integrar en forma general
estas ecuaciones, seria absolutamente imposible substituir en la solucion general
las condiciones iniciales para las velocidades y las coordenadas de las particulas,
aunque sélo fuera por el tiempo y la cantidad de papel que para ello serian nece-
sarios.

A primera vista se podria concluir de aqui que al aumentar el nimero de parti-
culas deben crecer de manera inimaginable la complejidad y el embrollamiento de
las propiedades de un sistema mecdnico, y que en el comportamiento de un cuerpo
macroscopico no podemos descubrir ni tan sélo trazas de regularidad. Sin embargo,
esto no es asi y veremos en lo que sigue que al aumentar el nimero de particulas
se manifiestan nuevas leyes de un cardcter peculiar.
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Estas leyes — las llamadas leyes estadisticas —, que vienen precisamente deter-
minadas por el hecho de que el nimero de particulas que componen el cuerpo es
grande, en modo alguno se pueden reducir a leyes puramente mecdnicas. Su cardc-
ter especifico se manifiesta en que pierden todo contenido al pasar a sistemas mecd-
nicos con un numero pequefio de grados de libertad. De esta manera, aunque el
movimiento de los sistemas con un gran numero de grados de libertad obedece
a las mismas leyes mecdnicas que el movimiento de un sistema constituido por un
pequefio nimero de particulas, el hecho de que el nimero de grados de libertad
sea grande conduce a leyes cualitativamente nuevas.

El valor de la fisica estadistica entre las otras partes de la fisica tedrica procede
de que en la naturaleza nos encontramos constantemente con cuerpos macrosco-
picos, cuyo comportamiento, por las razones expuestas, no se puede describir de
manera completa por métodos puramente mecdnicos y que obedecen a las leyes
estadisticas.

Pasando a la formulacidén del problema fundamental de la estadistica cldsica,
ante todo hay que introducir el concepto de espacio de las fases, del que deberemos
valernos constantemente en lo que sigue.

Sea s el nimero de grados de libertad del sistema mecdnico macroscopico con-
siderado. Con otras palabras, la posicion de los puntos de este sistema en el espacio
se caracteriza por s coordenadas que designaremos por las letras g;, donde el in-
dice i toma los valores 1, 2, ..., s. El estado de este sistema en un -momento dado
vendrd entonces determinado por los valores, en este instante, de las s coordenadas
q; v de las s velocidades correspondientes g;. En estadistica se suele utilizar como
caracteristica del sistema sus coordenadas y los impulsos p;, y no las velocidades,
ya que el hacerlo tiene un gran niimero de ventajas muy importantes. Los diferentes
estados del sistema se pueden representar matemdticamente por puntos en el lla-
mado espacio de las fases (que es, claro estd, un concepto puramente matemadtico);
sobre los ejes de coordenadas de este espacio se toman los valores de las coorde-
nadas y de los impulsos del sistema dado. Cada sistema posee, en estas condiciones,
su propio espacio de las fases, espacio cuyo nimero de dimensiones es igual al doble
del nimero de grados de libertad. Todo punto del espacio de las fases, en tanto
corresponde a determinados valores de las coordenadas del sistema g; y de sus
impulsos p;, representa un determinado estado de este sistema. En el transcurso
del tiempo el estado del sistema cambia y, por consiguiente, el punto del espacio
de las fases que representa dicho estado (en lo que sigue hablaremos simplemente
de punto fase del sistema) describird en él una cierta linea llamada trayectoria fase.

Consideremos ahora un cuerpo macroscopico cualquiera o un sistema de cuerpos.
Supongamos que el sistema estd aislado, es decir, que no se encuentra en interaccion
con ningin otro cuerpo. Separemos mentalmente de este sistema una parte que es
muy pequefia comparada con todo el sistema, pero que a la vez se puede considerar
macroscopica; es claro que para un nimero suficientemente grande de particulas
en todo el sistema, el nimero de particulas en una parte pequefia del mismo puede
todavia ser muy grande. Estas partes, relativamente pequeiias, pero, con todo, ma-
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croscépicas, las llamaremos subsistemas. Un subsistema es a su vez un sistema
mecdnico, pero no ya aislado, sino que, por el contrario, experimenta toda clase de
influencias por parte de las restantes componentes del sistema. Gracias al enorme.
nuimero de grados de libertad de estas otras partes, dichas interacciones tendrdn
un cardcter muy complejo y confuso. Por ello, también el estado del subsistema
considerado variard con el tiempo de manera complicada e intrincada.

La solucidn exacta del problema que plantea el comportamiento del subsistema
es solo posible mediante la resolucion del problema mecdnico relativo a todo el
sistema aislado, es decir, mediante el establecimiento y resolucién de todas las ecua-
ciones diferenciales del movimiento para condiciones iniciales dadas, lo que, con-
forme se hizo ya notar, constituye una tarea irrealizable. Pero, por fortuna, pre-
cisamente esta marcha extraordinariamente complicada de la variacién del estado
del subsistema, que hace inaplicables los métodos de la mecdnica, ofrece la posi-
bilidad de abordar la solucién del problema por otro lado.

Fundamental para este método es el hecho de que, en virtud Je la extrema com-
plejidad y confusidn de las acciones exteriores debidas a las restantes componentes
del sistema, al cabo de un intervalo de tiempo suficientemente grande el subsistema
que hemos separado pasa un numero de veces suficientemente grande por todos
sus estados posibles. Esta circunstancia se formula de una manera mds exacta como
sigue. Representemos por ApAq una pequefla- porcion de « volumen » del espacio
de las fases del subsistema correspondiente a valores de sus coordenadas g; e im-
pulsos p; que se encuentran en pequefios intervalos Ag; y Ap;. Es posible afirmar
que durante un intervalo suficientemente grande de tiempo, 7, la extraordinaria-
mente enrevesada trayectoria en fase pasa muchas veces por cualquiera de dichas
porciones del espacio de las fases. Sea At la parte del intervalo total de tiempo T
durante la que el subsistema «se encontraba » en una porcion dada del espacio
de las fases ApAg *. Cuando el intervalo total de tiempo T tiende a infinito, la razén
At/T tenderd a un cierto limite

_ lim At
W= p e " (1.1)
Esta magnitud se puede considerar, evidentemente, como la probabilidad de que
al observar el subsistema en un instante arbitrario lo encontremos en la porcién
dada ApAgq del espacio de las fases.
Pasando a un elemento infinitesimal de dicho espacio **

dgdp = dqidgs ... dgsdpidps ... dps, (1.2)

podemos introducir la probabilidad dw de los estados que se representan por puntos .

* Para abreviar, diremos de ordinario, como se suele hacer, que el sistema « se encuentra en la por-
cién ApAg del espacio de las fases », entendiendo por ello que el sistema se encuentra en estados que
se representan por puntos del espacio de las fases pertenecientes a dicha porcion.

** En lo que sigue convendremos en designar mediante dp y dg el producto de las diferenciales de
los impulsos y de las coordenadas del sistema, respectivamente.
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en este elemento, es decir, la probabilidad de que las coordenadas ¢; y los impul-
sos p; tomen valores que pertenecen a los intervalos infinitesimales dados entre
qi» p; ¥ q;+dgq;, p;+dp;. Esta probabilidad dw se puede escribir en la forma

dw =o(p1, ... Pn, @1, - gn) dpdg, (1.3)

donde @(pys -+ Pns 41> > 4n) €s una funcién de todas las coordenadas e impulsos
(de ordinario, escribiremos abreviadamente g¢(p, g¢) o incluso simplemente o). La
funcidén o, que representa el papel de « densidad » de distribucion de la probabilidad
en el espacio de las fases, se llama funcién de distribucion estadistica (o, simplemente,
funcién distribucién) del cuerpo dado. La funcion distribucién debe, evidentemente,
satisfacer la llamada condicién de normalizacion

f odpdg =1 (1.4)

(la integral se extiende a todo el espacio de las fases), que expresa simplemente el
hecho de que la suma de las probabilidades de todos los estados posibles debe ser
igual a la unidad.

Una circunstancia extraordinariamente importante para la fisica estadistica es
la siguiente. La distribucion estadistica del subsistema dado no depende del estado
inicial de cualquier otra pequefia porcidn del propio sistema, ya que la influencia
de dicho estado inicial se verd, en el curso de un tiempo suficientemente largo,
completamente anulada por la influencia de otras partes del sistema considerable-
mente mayores. Tampoco depende del estado inicial de la pequefia parte que hemos
separado, ya que ésta, en el transcurso del tiempo, pasa por todos los estados posi-
bles y cada uno de ellos se puede elegir como estado inicial. Por consiguiente, la
distribucion estadistica correspondiente a pequefias partes de un sistema se puede
encontrar sin resolver el problema de mecdnica para el mismo teniendo en cuenta
las  condiciones iniciales.

Determinar la distribucidn estadistica para un subsistema cualquiera es precisa-
mente el problema fundamental de la estadistica. Cuando se habla de « pequefias
porciones » de un sistema aislado, hay que tener en cuenta que los cuerpos macros-
copicos que hemos de estudiar son, con frecuencia, ya de suyo « pequefias partes »
de un gran sistema aislado constituido por dichos cuerpos junto con un medio
exterior en el que se encuentran sumergidos.

Si se ha resuelto el problema indicado y se conoce la distribucion estadistica
del subsistema dado, podemos calcular las probabilidades de los diferentes valores
de cualesquiera magnitudes fisicas que dependan del estado de este subsistema
(es decir, de los valores de sus coordenadas g e impulsos p). Podemos también calcu-
lar el valor medio de una cualquiera de estas magnitudes f(p, g), valor medio que
se obtiene multiplicando sus valores posibles por las correspondientes probabilida-
des e integrando con relacion a todos los estados. Representando el promedio por:
un trazo sobre el correspondiente simbolo, podemos escribir la formula.
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f= f f(p,9)o(p, q) dpdg, (1.5)

de acuerdo con la cual se calculan los valores medios de las diferentes magnitudes
mediante la funcién de distribucidn estadistica.

El promedio obtenido a partir de la funcidn distribucidn (o, como suele decirse,
el promedio estadistico) nos libra de la necesidad de seguir el cambio del valor real
de la magnitud fisica f(p, g) con el tiempo a fin de determinar su valor medio. Es
evidente también que, en virtud de la propia definicion del concepto de probabilidad
de acuerdo con la férmula (1.1), el promedio estadistico es del todo equivalente
al promedio con relacidn al tiempo. Este tltimo significaria que, teniendo en cuenta
la marcha de la variacién de la magnitud con el tiempo, habria que construir la
funcién f = f(¢), hecho lo cual el valor medio buscado se determinaria mediante
la igualdad

o 1 2
= Ji%;ff(t) dt (1.6)
0

De lo expuesto resulta claramente que las conclusiones y las predicciones acerca
del comportamiento de los cuerpos macroscépicos que permite hacer la estadis-
tica poseen cardcter probabilistico. En esto precisamente se distingue la estadistica
de la mecdnica (cldsica), cuyos resultados tienen un cardcter totalmente univoco.
Sin embargo, hay que subrayar que el cardcter probabilistico de los resultados de la
estadistica cldsica no se debe en modo alguno a la propia naturaleza de los objetos
que considera, sino que estd ligado con el hecho de que estos resultados se obtienen
basdndose en un numero de datos considerablemente menor de los que serian ne-
cesarios para una descripcion mecdnica completa (no se exige conocer los valores
iniciales de todas las coordenadas e impulsos).

En la préctica, sin embargo, cuando se aplica la estadistica a los cuerpos macros-
copicos, su cardcter probabilistico no se manifiesta, de ordinario, en modo alguno.
Ello resulta de que si se observa un cuerpo macroscopico cualquiera (que se encuen-
tra en condiciones exteriores estacionarias, es decir, no dependientes del tiempo)
durante un intervalo suficientemente grande de tiempo, todas las magnitudes fisicas
que lo caracterizan * son précticamente constantes (iguales a sus valores medios)
y solo muy rara vez, relativamente, experimentan desviaciones apreciables **. Esta
circunstancia fundamental para la estadistica se sigue de consideraciones mucho
mas generales (expuestas en el pdrrafo siguiente) y es tanto mds correcta cuanto

* Se trata, claro estd, de magnitudes macroscdpicas, que caracterizan al cuerpo como un todo o a sus
diferentes partes también macroscopicas, pero no a las particulas individuales.

** He aqui un ejemplo que muestra intuitivamente con qué enorme precision se cumple esta regla.
Si se separa una parte cualquiera de gas que contenga, digamos, 1/100 moléculas-gramo, resulta que
la desviacion relativa media experimentada por la energia de esta cantidad de materia respecto de su
valor medio es s6lo ~ 10711, La probabilidad, en cambio, de encontrar (en una sola observacion) una
desviagig’)&}srelativa del orden de, por ejemplo, 10~% se refleja en el numero fantdsticamente pequefio
~ 1073
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mds complicado y mayor es el cuerpo de que se trata. En términos de la distribucién
estadistica podemos decir que si mediante la funcién p(p, q) se construye la funcién
de distribucién de probabilidades de los diferentes valores de la magnitud f(p, g),
esta funcién presentard un mdximo extraordinariamente pronunciado para f=f,
siendo tan sélo apreciablemente distinta de cero en la inmediata vecindad del punto
correspondiente a dicho mdximo.

De esta manera, al hacer posible el cdlculo de los valores medios de las magni-
tudes que caracterizan a los cuerpos macroscdpicos, la fisica estadistica permite
hacer predicciones que son correctas con muy gran precision para la mayor parte
de un intervalo cualquiera de tiempo, suficientemente grande como para que desa-
parezca completamente la influencia del estado inicial del cuerpo. En este sentido,
las predicciones de la estadistica adquieren un cardcter prédcticamente determinista,
no probabilistico. (Teniendo todo esto en cuenta, al utilizar en lo que sigue los
valores medios de las magnitudes macroscdpicas casi nunca escribiremos el trazo
sobre el simbolo correspondiente.)

Si el sistema macroscopico aislado se encuentra en un estado tal que para cual-
quiera de sus partes, que sea de por si un cuerpo macroscopico, las magnitudes
fisicas « macroscoOpicas » son iguales a sus valores medios con una gran precisién
relativa, se dice que el sistema se encuentra en un estado de equilibrio estadistico
(se habla también de equilibrio termodindmico o caldrico). De lo que precede se sigue
que si un sistema aislado macroscdpico se observa durante un intervalo suficiente-
mente grande de tiempo, se encontrara que dicho sistema se pasa la mayor parte
de este tiempo -en un estado de equilibrio estadistico. Si en un cierto momento
inicial el sistema macroscépico aislado no se encontraba en un estado de equilibrio
estadistico (por ejemplo, si se le apartd artificialmente de dicho estado mediante
acciones exteriores, después de lo cual se le abandona de nuevo a si mismo, es decir,
pasa de nuevo a ser un sistema aislado), en ultimo término volverd necesariamente
a un estado de equilibrio. El intervalo de tiempo al cabo del cual debe necesaria-
mente haberse producido la transicion al equilibrio estadistico se llama tiempo de
relajacién. Cuando, en lo que precede, hemos hablado de intervalos de tiempo
« suficientemente grandes », pensdbamos en el fondo en intervalos que son .grandes
comparados con el tiempo de relajacion.

La teoria de los procesos ligados a la transicion a un estado de equilibrio se
llama cinética; no se la considera como una teoria estadistica en sentido estricto,
ya que ésta se limita a los sistemas que se encuentran en equilibrio estadistico (en
el presente libro nos ocuparemos solamente de esta tultima *).

§2. Independencia estadistica
Los subsistemas de que se traté en el § 1 no son de por si sistemas aislados.

* Sélo los §§ 122-123 se dedicaran a cuestiones cinéticas.
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Por el contrario, experimentan una accién ininterrumpida por parte de las otras
componentes del sistema total. Pero gracias a que estas partes, pequeflas en com-
paracién con todo el sistema, son a su vez cuerpos también macroscépicos, podemos
considerar de todas maneras que durante intervalos de tiempo no demasiado grandes
se comportan aproximadamente como sistemas aislados. En efecto, en la interac-
cién del subsistema con las partes que lo rodean participan sobre todo aquellas par-
ticulas que se encuentran cerca de su superficie. Pero la cantidad relativa de estas
particulas comparada con el nimero total de particulas en el subsistema disminuye
rdpidamente al aumentar las dimensiones de este dltimo, y para un subsistema
suficientemente grande la energia de su interaccién con las partes en torno serd
pequefia comparada con su energia interna. Asi, pues, cabe decir que los subsis-
temas son cuasiaislados. Hay que subrayar una vez mds que el cardcter cuasiaislado
de un subsistema se mantiene tan sélo durante un intervalo de tiempo no demasiado
grande. En efecto, al cabo de un intervalo de tiempo suficientemente grande, la
influencia de la interaccidn de los subsistemas — por débil que sea — acaba de todas
maneras por manifestarse. Pero hay mds, precisamente esta interaccion relativamente
débil conduce en ultimo término al establecimiento del equilibrio estadistico.

El hecho de que diferentes subsistemas se puedan considerar ligados entre si
sblo por una débil interaccion, conduce a que se les pueda considerar independientes
también en sentido estadistico. La independencia estadistica significa que el estado
en que se encuentra uno de los subsistemas en modo alguno influye sobre la proba-
bilidad que poseen los diferentes estados de los otros subsistemas.

Consideremos dos subsistemas cualesquiera y sean dpMdgt) y dp®dg® los ele-
mentos de volumen de sus espacios de las fases. Si se considera el conjunto de ambos
subsistemas como un subsistema compuesto, la independencia estadistica de los
subsistemas significa, desde el punto de vista matemadtico, que la probabilidad de
que el subsistema compuesto se encuentra en el elemento de volumen de su espacio
de las fases dp(12dq? = dpMdq®.dp@dg® se descompone en el producto de las
probabilidades de encontrar cada uno de los subsistemas en dpWdg® y dp@dg®),
respectivamente, dependiendo cada una de estas probabilidades tan sélo de las coor-
denadas y de los impulsos del subsistema dado. Se puede escribir asi:

012 dpU12dgd = o) dpWdgM . g, dp@Pdg®,
o bien
012 = 0102 2.1

donde p,, es la distribucién estadistica del subsistema compuesto y p,, o, son las
funciones distribucion de los subsistemas individuales; una relacién andloga se
puede escribir también para el conjunto de varios subsistemas *.

Cabe afirmar también, evidentemente, el reciproco: si la distribucién de pro-

* Con l~a condicidn, claro esté, de que el conjunto de estos subsistemas constituya, en cualquier caso,
una pequeina parte de todo el sistema aislado.
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babilidades para un cierto sistema compuesto se descompone en un producto de
factores, cada uno de los cuales depende solamente de las magnitudes que describen
una de las partes del sistema, ello significa que estas partes son estadisticamente
independientes, siendo cada uno de los factores proporcional a la probabilidad de los
estados de la parte correspondiente.

S1 f v f; son dos magnitudes fisicas que se refieren a dos subsistemas diferentes,
de (2.1) y de la definicion de valores medios de acuerdo con (1.5) se sigue inmediata-
mente que el valor medio del producto f; f; es igual al producto de los valores medios
de cada una de las magnitudes f; y f; por separado:

fife =fifa 2.2)

Consideremos una magnitud cualquiera f relativa a un cierto cuerpo macros-
cbépico o a una de sus partes. En el transcurso del tiempo, esta cantidad cambia,
fluctuando en torno de su- valor medio. Introduzcamos una magnitud que carac-
terice en promedio la anchura del intervalo de esta variaciéon. Como cantidad carac-
teristica es imposible tomar el valor medio de la diferencia Af = f—7, ya que la
magnitud f se desvia de su valor medio tanto en un sentido como en el opuesto,
y el valor medio de la diferencia f— f, que es alternativamente positiva y negativa,
resulta igual a cero independientemente de con qué frecuencia f experimentd desvia-
ciones importantes con relacion a su valor medio. Para caracterizar dicha desviacion
conviene tomar el valor medio del cuadrado de esta diferencia. Dado que la magnitud
(A f)? es siempre positiva, su valor medio tiende a cero Unicamente en el caso en que
ella misma tienda a cero; con otras palabras, dicho valor resulta pequefio tan sélo
cuando las desviaciones importantes de f respecto de f poseen una pequefia pro-

babilidad. La magnitud

VvV B2 =+ T

se llama fluctuacion cuadrdtica media de la magnitud f. Obsérvese que

(Af) = FP=2f+f% = fr—2ff 42
de donde

(B2 = f2—(/)?, 2.3)

es decir, la fluctuacion cuadrdtica media viene determinada por la diferencia entre
el valor medio del cuadrado de dicha magnitud y el cuadrado de su valor medio.

La razén
v (&f)2

f
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se llama fluctuacion relativa de la magnitud f. Cuanto menor es esta razon tanto
mds insignificante es la parte del tiempo que el cuerpo pasa en aquellos estados
en los que la desviacion de la magnitud f respecto de su valor medio representa
una parte apreciable de este ultimo.

Demostremos ahora que la fluctuacion relativa de las magnitudes fisicas dis-
minuye rdpidamente al aumentar las dimensiones (el nimero de particulas) de los
cuerpos a que se refieren. Para ello observemos, en primer lugar, que la mayor
parte de las magnitudes que presentan un interés fisico son aditivas; esta circuns-
tancia es consecuencia del cardcter cuasiaislado de las partes individuales del cuerpo,
y consiste en que el valor de una tal magnitud para todo el cuerpo es la suma de los
valores de esta magnitud para las partes (macroscépicas) del mismo por separado.
En efecto, dado que, por ejemplo, las energias internas de estas partes, de acuerdo
con lo dicho antes, son grandes comparadas con las energias de sus interacciones,
la energia de todo el cuerpo se puede considerar con precision suficiente como igual
a la suma de las energias de sus partes.

Sea funa de estas magnitudes aditivas. Descompongamos mentalmente el cuerpo
considerado en un nimero grande, N, de partes pequeflas aproximadamente iguales.

, N
Entonces f= X f; donde las magnitudes f; corresponden a las diferentes partes;
i=1

lo mismo vale también para el valor medio

Es claro que al aumentar el niimero de partes, f crece de manera aproximada-
mente proporcional a N. Determinemos ahora la fluctuacidon cuadrdtica media de
la magnitud f. Se tendrd:

A1 = (S AR

Pero en virtud de la independencia estadistica de las diferentes partes del cuerpo,
los valores medios de los productos son

Afi Af =Dfi Afy =0 (i R)

(ya que cada Z?; = 0). Por consiguiente,

(AP = Z (B | @4

De aqui se sigue que, al aumentar N, el cuadrado medio (A f)? también crecerd
proporcionalmente a N. En cambio, la fluctuacién relativa serd entonces inver-

samente proporcional a l/ N, es decir,
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V@R 1

— 7 . N (2.5)
Por otra parte, si se conviene en descomponer un cuerpo homogéneo en porciones
de un cierto tamafio, es claro que el niimero de tales partes serd proporcional al
ntmero total de particulas (de moléculas) en el cuerpo. Por ello, el resultado ob-
tenido se puede formular también diciendo que la fluctuacién relativa de toda
magnitud aditiva f decrece de manera inversamente proporcional a la raiz cuadrada
del ntimero de particulas del cuerpo macroscépico y, asi, para un valor suficiente-
mente grande de dicho nimero la propia magnitud f se puede considerar prctica-
mente constante en el tiempo e igual a su valor medio. Esta conclusién fue ya uti-
lizada en el pdrrafo anterior.

§ 3. Teorema de Liouville

Prosigamos el estudio de las propiedades de la funcién de distribucion estadis-
tica.

Supongamos que, durante un intervalo muy largo de tiempo, se observa un cierto
subsistema. Descompongamos este intervalo de tiempo en un nimero muy grande
de intervalos iguales pequefios (en el limite, en un niimero infinito) separados por
los instantes #;, t,, ... En cada uno de estos instantes el subsistema considerado se
representa por un punto en su espacio de las fases (llamemos estos puntos 4;, A4,,
A3, ...). El conjunto de los puntos asi obtenidos se distribuye en el espacio de las fases
con una densidad que, en el limite, es proporcional en cada punto al valor de la
funcién distribucion o(p, g), por el propio sentido de esta ultima, en tanto que
define la probabilidad de los diferentes estados del subsistema.

En vez de considerar los puntos que representan los estados de un subsistema
en los diferentes instantes ¢, #,, ..., se puede introducir, de una manera puramente
formal, un nimero muy grande (en el limite, infinito) de subsistemas exactamente
iguales *, que se encuentran en un cierto instante (digamos, el ¢+ = 0) en estados
representados por los puntos A4, 4, ...

Sigamos ahora el movimiento de los puntos del espacio de las fases que represen-
tan los estados de estos subsistemas durante un intervalo de tiempo no demasiado
grande — tal que un sistema cuasiaislado se pueda considerar, con precision sufi-
ciente, como sistema aislado. El movimiento de dichos puntos obedecera entonces
las ecuaciones de la mecdnica que contengan unicamente las coordenadas y los im-
pulsos de las particulas del subsistema. ’

Es claro que en cada instante ¢, por igual razén que en el instante t = 0, todos
estos puntos se distribuirdn en el espacio de las fases segin la misma funcién de
distribucion g(p, g). Con otras palabras, al desplazarse con el tiempo, los puntos

* Este conjunto ideal de sistemas idénticos se suele llamar asamblea estadistica.
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fase se distribuyen constantemente con una densidad que es la misma en cada punto
dado. y proporcional al correspondiente valor de .

De una manera puramente formal, este movimiento de los puntos fase se puede
considerar como la corriente estacionaria de un « gas » en el espacio.de las fases
de 2s dimensiones y aplicarle la conocida ecuacidén de continuidad, que expresa
la invariabilidad del nimero total de « particulas » (en el presente caso, de puntos
fase) del gas. La ecuacion ordinaria de continuidad tiene la forma

% 4 0
=2+ div(ov) =

‘0
(o es la densidad, y v la velocidad del gas), y para una corriente estacionaria ( Efi: O)
\

div(ev) = 0.

La generalizacidn de esta ultima ecuacién al caso de un espacio multidimensional
se escribe, evidentemente:

2s

z —a—(gvg) =0.
oxy

i=1

En el presente caso, las « coordenadas » x; son las coordenadas g y los impulsos p,
y las « velocidades » v; = x;, las derivadas respecto del tiempo ¢ y p definidas por
las ecuaciones de la mecdnica. De esta manera tenemos:

8
> [otetirt potei ] =0
“eq)T ——lepi) | =0.
o Lo op <
Desarrollando las derivadas, se tiene:

—+p— |0 [__ — | =0, 3.1
Z [94 Pt 394+ o €RY

Escribiendo las ecuaciones de la mecdnica en la forma hamiltoniana

oH oH

t=— =——,
. op:’ 7 ogs’
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donde H = H(p, q) es la funcion de Hamilton del subsistema considerado, vemos que

04i 02H ops

ogr  0qidpy oy

Por ello, el segundo miembro en (3.1) se anula idénticamente. El primer término,
en cambio, no es sino la derivada total de la funcidn distribucidén respecto del tiempo.
Se tiene asi:

do i dp oo .
— = E — G+ — =0. 3.2
dz ’; (aqg L 3?{ P‘) ( )

Hemos llegado, por consiguiente, al importante resultado que la funcién dis-
tribucidn es constante a lo largo de las trayectorias fase del subsistema (este es el
llamado teorema de Liouville); recordemos que en tanto hablamos de subsistemas
cuasiaislados, el resultado obtenido es vélido solamente para intervalos de tiempo
no demasiado grandes, durante los cuales el sistema, con precisién suficiente, se
comporta como aislado.

§4. EIl papel de la energia

Del teorema de Liouville se sigue inmediatamente que la funcién distribucion
debe expresarse tan sélo en funcién de aquellas combinaciones de las variables p, ¢
que se conservan constantes en el movimiento del subsistema considerado como
aislado. Estas combinaciones, que constituyen los llamados invariantes mecdnicos
o integrales del movimiento, son, conforme se sabe, integrales primeras de las ecua-
ciones del movimiento. Cabe decir, por consiguiente, que la funcién distribucidn,
en tanto que funcidn de invariantes mecdnicos, es a su vez una integral del movi-
miento.

Es posible restringir extraordinariamente el nimero de integrales del movimiento
de las que puede depender la funcién de distribucién. Para ello hay que tener en
cuenta que la distribucién g, correspondiente al conjunto de dos subsistemas es
igual al producto de las funciones de distribucion g; y g, de estos dos subsistemas
por separado: g;, = g0, (véase 2.1). Por lo tanto,

Ing12 = Inp 1+Ingo, 4.1

es decir, el logaritmo de la funcidén distribucién es una magnitud aditiva. Llegamos,
por consiguiente, a la conclusiéon que el logaritmo de la funcién distribucién no
sélo debe ser una integral del movimiento, sino, ademds, una integral aditiva.
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Como es sabido por mecdnica, existen en total 7 integrales del movimiento adi-
tivas independientes: la energia, las tres componentes del vector impulso y las tres
componentes del vector momento cinético. Designemos estas magnitudes para el
a-ésimo subsistema (como funciones de las coordenadas y de los impulsos de sus
particulas), respectivamente, por E,(p, q), Pu(p, q¢), Mu(p, q). Ahora bien, la Unica
combinacién aditiva de estas magnitudes es una combinacién lineal de la forma

Inea = xa+BEau(p, 9)+Y Pa(p, 9)+ Ma(p, 9) 4.2)

con coeficientes constantes «,, §,Y,é, donde 5,7 ,6 , deben ser los mismos para
todos los subsistemas del sistema aislado en cuestion.

A un estudio detenido de la distribucion (4.2) volveremos mds adelante (capi-
tulo 3). Para nosotros es fundamental aqui tan sélo la siguiente circunstancia. El
coeficiente «, es simplemente una constante de normalizacién definida por la con-

dicién f 0.dp@dg® = 1. En cuanto a las constantes 8, Y, 8 — en total, siete canti-

dades independientes — se pueden determinar, evidentemente, por siete valores
constantes de las integrales del movimiento aditivas correspondientes a todo el
sistema aislado.

De esta manera, llegamos a la siguiente conclusién, la mds importante para la
fisica estadistica: los valores de las integrales aditivas del movimiento — la ener-
gia, el impulso y el momento cinético — determinan por completo las propiedades
estadisticas de un sistema aislado, es decir, las distribuciones estadisticas de cual-
quiera de sus subsistemas, y, con ellas, también los valores medios de cualquiera
de sus magnitudes fisicas. Estas siete integrales aditivas del movimiento substituyen
por si solas la inimaginable multiplicidad de datos (condiciones iniciales) que seria
necesaria para un tratamiento mecdnico del problema.

Los razonamientos expuestos permiten construir, sin mds, para un sistema ais-
lado una simple funcién de distribucion 1til para describir sus propiedades esta-
disticas. Dado que, conforme ahora sabemos, los valores de las integrales del movi-
miento no aditivas no influyen sobre dichas propiedades, para describir estas altimas
cabe utilizar una funcién cualquiera ¢ que depende solamente de los valores de las
integrales del movimiento aditivas del sistema y que satisfaga al teorema de Liou-
ville. La mds simple de estas funciones es la funcion ¢ = const para todos los puntos
del espacio de las fases que corresponden a los valores constantes dados de la energia
(Ey), del impulso (P,) y del momento cinético (M,) del sistema (con independencia
de los valores de las integrales no aditivas), y ¢ = 0 para todos los demds puntos.
Es claro que la funcién definida de esta manera se conserva en cualquier caso cons-
tante a lo largo de las trayectorias fase del sistema, es decir, satisface el teorema
de Liouville. :

Sin embargo, esta formulacion no es del todo exacta. En efecto, los puntos defi-

nidos por las ecuaciones
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E(pr q) = E, P(P)q) = Py, M(P: q) = M,, 4.3)

forman una variedad de 2s — 7 dimensiones (y no de 2s dimensiones, cual corres-

ponde a un volumen de fases). Por ello, para que la integral J. o dpdq sea diferente
de cero, la funcién g(p, g) debe hacerse infinita en dichos puntos. La forma correcta
de la funcidn distribucién de un sistema aislado es:

= const 8(E— Eg)3(P— Po)S(M—My). (4.4)

La presencia de las funciones  * permite asegurar que p se anulard en todos los
puntos del espacio de fases en los que una cualquiera de las cantidades E, P, M,
no es igual a su valor dado E;, P, M,. En cambio, la integral de ¢ extendida a cual-
quier volumen del espacio de las fases que incluya aun que sélo sea una parte de
la variedad antes indicada, es diferente de cero. La distribucion (4.4) se califica de
microcandnica **.

El impulso y el momento cinético de un sistema aislado estdn ligados con su
movimiento como un todo — una translaciéon uniforme y una rotacién uniforme.
Podemos decir, por lo tanto, que el estado estadistico de un sistema que realiza
un movimiento dado depende solamente de su energia. Gracias a esto, la energia
adquiere en la fisica estadistica un papel del todo excepcional.

A fin de excluir por completo en las consideraciones ulteriores el momento ciné-
tico y el impulso, se puede aplicar el siguiente método: imaginemos el sistema en-
cerrado en una «caja» rigida y utilicemos-un sistema de coordenadas en el que
ésta se encuentre en reposo. En tales condiciones, el momento cinético y el impulso
no serdn ya integrales del movimiento y la unica integral del movimiento aditiva
que queda es la energia; al mismo tiempo, la existencia de la « caja » no se mani-
festard, evidentemente, en las propiedades estadisticas de las pequefias partes del
sistema (los subsistemas). Por consiguiente, para los logaritmos de las funciones
de distribucion de los subsistemas tendremos, en vez de (4.2), la expresién, mucho
mds simple todavia,

Ines = aa+BEq(p, g) (4.5)

En cuanto a la distribucién microcanénica para todo el sistema, ésta se puede es-
cribir en la forma

* La definicion y las propiedades de la funcién d se pueden ver, por ejemplo, en Mecdnica cudntica, § 5.

** Subrayemos una vez mas que esta distribucion no es, en modo alguno, la distribucién estadistica
real de un sistema aislado. Reconocerla como a tal equivale a afirmar que la trayectoria de un sistema
aislado en el espacio de las fases pasa, al cabo de un tiempo suficientemente largo, tan préxima cuanto
se quiera a un punto arbitrario de la variedad definida por las ecuaciones (4.3). Pero esta afirmacién
(conocida con el nombre de hipdtesis ergddica) es evidentemente falsa en general.
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@ = const §(E—Ej). 4.6)

Hemos supuesto hasta aqui que todo el sistema aislado se encuentra en equili-
brio. Con otras palabras, lo hemos observado durante un intervalo de tiempo grande
comparado con su tiempo de relajacion.

En la prdctica, sin embargo, surge con frecuencia la necesidad de considerar
un sistema durante tiempos que son comparables e incluso pequefios frente al tiempo
de relajacion. Para grandes sistemas esto resulta posible gracias a la existencia,
junto al equilibrio estadistico completo de todo el sistema aislado, de los llamados
equilibrios incompletos (o parciales).

Ello se debe a que el tiempo de relajacion crece al aumentar las dimensiones del
sistema. En virtud de este hecho, las pequefias partes del sistema alcanzan por se-
parado su estado de equilibrio mucho mds rdpidamente de lo que corresponde al
establecimiento del equilibrio entre estas diferentes partes pequefias. Esto significa
que cada parte pequefia de un sistema se describe por su propia funcidén distribucidn,
que es de la forma (4.2), pero los valores de los pardmetros de la distribucién f,
¥, & son diferentes para las diferentes partes. En tal caso se dice que el sistema se
encuentra en un equilibrio incompleto. A medide que el tiempo transcurre, el equilibrio
incompleto se transforma gradualmente en completo, de manera que los pardmetros
B,¥ , 8 para cada parte pequeiia van variando lentamente con el tiempo y en ultimo
término pasan a ser iguales en todo el sistema aislado.

Con frecuencia hay que considerar también equilibrios incompletos de otro
tipo. Se trata en este caso de equilibrios incompletos cuyo origen procede, no de una
gran diferencia entre los tiempos de relajacién para todo el sistema y para sus partes
pequeiias, sino de la diferencia entre las velocidades de todos los diferentes procesos
posibles que ocurren en aquél. Puede servir como ejemplo intuitivo el equilibrio
incompleto de la mezcla de varias substancias entre las que tiene lugar una reaccion
quimica. Gracias a la relativa lentitud del curso de las reacciones quimicas, el equi-
librio con relacién al movimiento de las moléculas se establece, en general, mucho
mds rdpidamente que el equilibrio respecto de las transformaciones de moléculas
entre si, es decir, respecto de la composicién de la mezcla. Esta circunstancia hace
posible considerar los equilibrios incompletos de una mezcla como equilibrios para
una composicion quimica dada de la misma (en realidad, de no equilibrio).

La existencia de equilibrios incompletos permite introducir el concepto de estados
macroscépicos de un sistema. A diferencia de la descripcion microscépica mecdnica
(es decir, la que supone dar las coordenadas y los impulsos de todas las particulas
del sistema), se llama descripcion macroscopica del mismo a la que resulta de dar
los valores medios de las magnitudes fisicas que determinan uno cualquiera de sus
equilibrios incompletos. Por ejemplo, estos pueden ser los valores medios de mag-
nitudes que caracterizan diferentes partes del sistema, suficientemente pequeiias,
pero macroscopicas, y cada una de las cuales se puede considerar que se encuentra
.en uno de sus propios estados de equilibrio.
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§ 5. La matriz estadistica

Pasando a la cuestion de las caracteristicas peculiares de la estadistica cudntica,
observemos ante todo que un enfoque puramente mecdnico del problema que
plantea la determinacién del comportamiento de un cuerpo macroscopico resulta,
claro estd, tan sin salida en mecdnica cudntica como en mecdnica cldsica. De acuerdo
con él, habria que resolver la ecuacion de Schrodinger para el sistema constituido
por todas las particulas del cuerpo — problema que, si cabe, es todavia mds ina-
bordable que la integracién de las ecuaciones cldsicas del movimiento. Pero incluso
si resultara posible, en tal o cual caso, hallar la solucion general de la ecuacién de
Schrddinger, seria absolutamente imposible determinar y escribir la solucién par-
ticular que satisface a las condiciones concretas dadas del problema y que se carac-
teriza por valores determinados de un numero enorme de diferentes niimeros cudn-
ticos. Ademds, veremos en lo que sigue que, para un cuerpo macroscopico, el con-
cepto de estados estacionarios pasa a ser, en cierto sentido, puramente un convenio
— circunstancia ésta que tiene un importante sentido fundamental.

Ante todo, pongamos de manifiesto algunos rasgos particulares que caracterizan,
desde un punto de vista puramente cudntico, a los cuerpos macroscopicos frente
a los sistemas constituidos por un numero relativamente pequefio de particulas.

Estas particularidades se traducen en un extraordinario adensamiento de la
distribucion de niveles en el espectro de valores propios de la energia del cuerpo
macroscépico. Es fcil comprender la causa de este adensamiento si se observa que,
gracias al niimero colosal de particulas en el cuerpo, cualquier energia puede ser,
hablando toscamente, « distribuida » entre las diferentes particulas de innumerables
‘maneras. La relacion entre este hecho y el adensamiento de los niveles aparece de
manera particularmente clara si se considera como ejemplo un cuerpo macroscé-
pico que constituye un « gas » de N particulas completamente independientes en-
cerradas en un cierto volumen. Los niveles de energia de este sistema son, simple-
mente, las sumas de las energias de las particulas individuales, y la energia de cada
particula recorre a su vez una sucesién infinita de valores discretos *. Es claro
que, eligiendo de todas las maneras posibles los valores de los N términos de esta
suma, obtenemos en cada porcidn finita, cualquiera, del espectro un nimero enorme
de posibles valores de la energia del sistema que, por consiguiente, se distribuirdn
muy préximos entre si.

Se puede demostrar (véase 7.18) de manera general que el niimero de niveles
en un intervalo dado del espectro energético de un cuerpo macroscopico crece
exponencialmente al aumentar el numero de particulas que contiene y que las dis-
tancias entre niveles consecutivos se expresan por niimeros de la forma 10~N (donde
N es un nimero del orden del nimero de particulas que constituyen el cuerpo),
con independencia de las unidades adoptadas, ya que la diferencia entre distintas

* Los intervalos entre niveles vecinos de la energia de una particula individual son inversamente
proporcionales al cuadrado de las dimensiones lineales, L, del volumen en el que se encuentra en-
cerrada (~#%/mL?, donde m es la masa de la particula y % la constante cudntica).
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unidades de energia carece del todo de importancia frente a un nimero tan extraor-
dinariamente pequeiio *.

Como consecuencia del extraordinario adensamiento de los niveles, un cuerpo
macroscépico nunca puede encontrarse de hecho en un estado rigurosamente es-
tacionario. Ante todo, es claro que el valor de la energia del sistema en cualquier
caso estard como « difuminado » en un intervalo que esdel orden de Ja energia
de interacciéon del sistema con los cuerpos que lo rodean. Pero esta ultima es ex-
traordinariamente grande comparada con las distancias entre niveles, no solamente
para los sistemas « cuasiaislados », sino también para aquellos sistemas que, desde
cualquier otro punto de vista, podriamos considerar como rigurosamente aislados.
En la naturaleza, claro estd, no existen sistemas completamente aislados, sistemas
cuya interaccién con cualquier otro cuerpo sea rigurosamente nula; cualquier
interaccion que de hecho quede, y que puede incluso ser tan pequefia que no se
manifiesta en ninguna otra propiedad del sistema, serd de todas formas extraor-
dinariamente grande comparada con los muy pequefios intervalos de su espectro
energético.

Pero es que, junto a esto, existe otra causa profunda por la cual un cuerpo ma-
croscépico no puede, de hecho, encontrarse en un estado estacionario. Como se
sabe por mecdnica cudntica, el estado de un sistema cudntico descrito por una
cierta funcién de onda resulta de un cierto proceso de interaccion de este sistema
con otro sistema que obedece con precision suficiente a la mecdnica cldsica. La for-
macién de un estado estacionario presenta en tal caso propiedades especiales. Es
necesario distinguir aqui entre el valor de la energia del sistema antes de la inter-
accién; E, y la energia, E’, del estado que resulta de la interaccion. Como es sabido **,
las imprecisiones AE y AE’ de las cantidades E y E’ estdn ligadas con la duracién
At del proceso de interaccion por la relacion

|AE'—AE| ~ #jAt.

Ambas indeterminaciones AE y AE’ son, en general, de igual orden de magnitud
y el andlisis demuestra que es imposible conseguir que sea AE’ € AE. Por ello cabe
afirmar que también AE’ ~ %/At. Pero para que un estado se pueda considerar como
estacionario, la imprecision AE’ debe, en cualquier caso, ser pequefia comparada
con las distancias entre niveles vecinos. Debido a la extraordinaria pequefiez de
estas ultimas, vemos que para llevar un cuerpo macroscépico a un estado estacio-
nario cualquiera seria necesario un intervalo de tiempo enormemente grande

At ~ K|AE.

* Hay que mencionar que los razonamientos expuestos no son aplicables a la parte inicial del espectro
energético; las distancias entre los primeros niveles de energia de un cuerpo macroscépico pueden incluso
resultar independientes de las dimensiones del cuerpo, por ejemplo, en el caso del espectro electréonico
de un dieléctrico — véase § 70. Este hecho, sin embargo carece por completo de importancia con vistas
a los resultados que siguen: divididas por, el numero de particulas, las distancias entre los primeros ni-
veles energéticos de un cuerpo macroscopico son por completo despreciables, y el adensamiento de los
niveles que se sefiala en el texto se alcanza ya para energias que son del todo insignificantes cuando se
refieren a una sola particula.

** Véase Mecdnica cudntica, § 44.
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Con otras palabras, llegamos de nuevo a la conclusion de que es imposible conse-
guir estados rigurosamente estacionarios de un cuerpo macroscopico.

De una manera general, la descripcion del estado de un cuerpo macroscépico
mediante una funcién de onda es irrealizable, ya que el nimero efectivamente posi-
ble de datos de que se dispone acerca del estado de dicho cuerpo no corresponde ni
de lejos al numero total de datos necesarios para construir su funcién de onda. La
situacion es aqui en cierto sentido andloga a la que se encuentra en la estadistica
cldsica, en la que la imposibilidad de tener en cuenta las condiciones iniciales para
todas las particulas del cuerpo conduce a la imposibilidad de una descripcion me-
cdnica rigurosa de su comportamiento; la analogia, sin embargo, es incompleta,
ya que la imposibilidad de una descripcion mecdnica cudntica completa y la falta
de una funcién de onda que describa al cuerpo macroscopico pueden deberse, con-
forme hemos visto; a razones mucho mds profundas.

La descripciéon mecanicocudntica basada en un numero incompleto de datos
acerca del sistema se consigue, como es sabido, mediante la llamada matriz den-
sidad *. El conocimiento de la matriz densidad permite calcular el valor medio de una
magnitud cualquiera caracteristica del sistema, y también las probabilidades de los
diferentes valores de estas magnitudes. El cardcter incompleto de la descripcién
consiste, en este caso, en que los resultados de mediciones de otro tipo, que se pue-
den predecir con una cierta probabilidad basdndose en el conocimiento de la matriz
densidad, podrian ser predichos, posiblemente, con mayor o incluso con absoluta
seguridad partiendo de una informacién completa acerca del sistema, informacién
que es suficiente para la construccidn de la funcion de onda.

No nos detendremos en escribir aqui las conocidas férmulas de la mecdnica
cudntica que dan la matriz densidad en la representacion de coordenadas, ya que
esta representacion no se aplica de hecho en la fisica estadistica. Indicaremos, con
todo, cémo es posible introducir directamente la matriz densidad en la representacion
de energia que requieren las aplicaciones estadisticas.

Consideremos un subsistema cualquiera e introduzcamos el concepto de «es-
‘tados estacionarios » del mismo en tanto que estados que se obtienen cuando se
prescinde enteramente de todas las interacciones del subsistema dado con las partes
del sistema aislado que lo rodean. Sean ,(g) las funciones de onda normalizadas
de estos estados (sin el factor temporal), donde g representa, como de ordinario,
el conjunto de todas las coordenadas del subsistema, y el indice », el conjunto de
todos los numeros cudnticos que caracterizan a los diferentes estados estacionarios;
las energias de estos estados las representaremos por E,.

Supongamos que en un instante dado el subsistema se encuentra en un cierto
estado por completo descrito por la funcién de onda ¥'. Esta ultima se puede desa-
rrollar en serie de las funciones y,(g), que forman un sistema completo. Escribire-
mos este desarrollo en la forma

* Véase Mecdnica cudntica, § 14.
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\F = %C”l/’" (5.1)

El valor medio de una magnitud cualquiera f en el estado dado puede calcularse,
como es sabido, en funcién de los coeficientes ¢,, mediante la formula

/= ;?,% n*Cmfam 5.2)

donde
Joam = f Yn*fbm dg (5.3)

son los elementos de matriz de la magnitud f (f es el correspondiente operador).

El paso de la descripcion mecanicocudntica completa del subsistema a la in-
completa se puede considerar, en un cierto sentido, como promedio relativo a sus
diferentes estados ¥'. Como resultado de este promedio, los productos c,*c,, con-
ducen a una doble sucesiéon de magnitudes (ya que dos son los indices) que desig-
naremos por wp, ¥ que no se pueden expresar ya como producto de dos cantidades
que constituyen una sucesion simple. El valor medio de la magnitud f se expresa

ahora por la formula
f = %% Wmnfum- (5.4

El conjunto de la cantidades wy,, (en general, funciones del tiempo) define la matriz
densidad en la representacién de energia; en estadistica recibe el nombre de matriz
estadistica 1.

Si se consideran los wp,, como elementos de matriz de un cierto operador esta-
distico W, la suma X wy,,fam serd un elemento de matriz diagonal del producto de

~ " o - T
operadores wf, y el valor medio f se escribird en forma de traza (suma de elementos
diagonales) de este operador

f = Z(&f)nn = Tr(af) (5.5)

Esta forma de escribir tiene la ventaja de que hace posible efectuar los cdlculos
valiéndose de un sistema completo arbitrario de funciones de onda ortogonales
entre si y normalizadas: la traza de un operador no depende de la eleccidn del sis-
téma de funciones respecto del cual se determinan los elementos de matriz **.

De manera andloga se modifican también las demds expresiones cudnticas en
las que intervienen las cantidades c,: los productos c,*c,, deben substituirse cada
vez por los « valores promedios » Wy, :

_ "' Habl.amos de representacion de energia porque es precisamente ésta la que se aplica de ordinario
en estadfstica. Sin embargo, hasta ahora en ningin momento hemos utilizado de manera directa el hecho
de que las gy son las funciones de onda de los estados estacionarios. Es c¢laro por ello que exactamente
este mismo método se puede aplicar a la matriz densidad relativa a cualquier sistema completo de fun-
ciones de onda.

** Véase Mecdnica cudntica, § 12.
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cn¥*cm — Winn.

Asi, la probabilidad de que el subsistema se encuentre en el n-ésimo estado serd
igual al correspondiente elemento diagonal w,, de la matriz densidad (en vez del
cuadrado del mddulo c,*c,). Es evidente que estos elementos, que en lo que sigue
representaremos por w,, son siempre positivos

= Wnp > 0 (5.6)
y satisfacen la condicién de normalizacién

Trth = Zwy =1 (5.7)

(que corresponde a la condicién b [en]2 = 1).

Hay que subrayar que el promedio con relacion a los diferentes estados ¥,
promedio que hemos introducido a fin de hacer intuitivo el paso de la descripcién
‘mecanicocudntica completa a la incompleta, es un artificio cuyo sentido es pura-
mente convencional. En particular, seria del todo incorrecto considerar que la
descripcién mediante la matriz densidad corresponde al hecho de que el subsistema
puede encontrarse, con diferentes probabilidades, en los diferentes estados ¥ y que
el promedio efectuado es el promedio relativo a dichas probabilidades; esta afir-
macién contradiria en general los principios fundamentales de la mecédnica cudntica.

Los estados de un sistema cudntico representados por funciones de onda se lla-
man a veces estados puros, a diferencia de los estados mezclados, que se representan
por la matriz densidad. Sin embargo, hay que poner en guardia contra una inter-
pretacién incorrecta de estos wltimos en el sentido antes indicado.

El promedio obtenido mediante la matriz densidad, y definido por la férmula
(5.4), posee una doble naturaleza; incluye tanto el promedio ligado con el cardcter
probabilistico intrinseco de la descripcién cudntica — incluso la méds completa —,
como el promedio estadistico cuya necesidad surge como resultado del cardcter
incompleto de nuestras informaciones acerca del objeto considerado. En el caso de

«un estado puro » subsiste tinicamente el primer promedio, mientras que en los
casos estadisticos coexisten siempre ambos elementos de promedio. Sin embargo,
es necesario tener en cuenta que dichos elementos en modo alguno se pueden se-
parar uno de otro; todo el promedio se efectiia de una tinica manera y es imposible
representarlo como resultado de la aplicacién consecutiva de dos promedios, uno
puramente cudntico y el otro puramente estadistico.

La matriz estadistica substituye en la estadistica cudntica a la funcién distribu-
cién de la estadistica cldsica. Todo lo dicho en los parrafos que preceden y aplica-
ble a la estadistica cldsica con relacion al cardcter practicamente determinista de
las previsiones hechas por ella, se aplica por completo también a la estadistica
cudntica. La demostracion expuesta en el § 2 de que las fluctuaciones relativas de
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las magnitudes fisicas aditivas tiende a cero (al aumentar el nimero de particulas),
no utilizaba en absoluto ninguna caracteristica especifica de la mecdnica cldsica,
por lo que se aplica enteramente al caso cudntico. De acuerdo con lo que precede,
podemos afirmar, por consiguiente, que las magnitudes macroscSpicas se conservan
prdcticamente iguales a sus valores medios.

En la estadistica cldsica, la funcién distribucion g(p, q) proporciona directamente
la distribucion de probabilidades de los diferentes valores de las coordenadas y de
los impulsos de las particulas del cuerpo. En la estadistica cudntica, en cambio,
esto no es asi: las cantidades w, dan solamente las probabilidades de encontrar
el cuerpo en los diferentes estados cudnticos, sin ninguna indicacion inmediata
acerca de los valores de las coordenadas o de los impulsos de las particulas.

En virtud de la propia naturaleza de la mecdnica cudntica, en la estadistica que
se basa en ella sélo puede tratarse de encontrar la distribucién de probabilidades
para las coordenadas y los impulsos por separado, pero no para unas y otras con-
juntamente, ya que las coordenadas y los impulsos de una particula no pueden
nunca poseer a la vez valores determinados. Las distribuciones de probabilidad
buscadas deben tener en cuenta tanto la indeterminacién estadistica, como la inde-
terminacion inherente a la descripcién mecanicocudntica en si. Para hallar estas
distribuciones nos valdremos de nuevo del tipo de razonamientos antes aplicado.
Supongamos primero que el cuerpo se encuentra en un estado cudntico puro‘con
funcién de onda (5.1). La distribuciéon de probabilidades para las coordenadas se
define en este caso por el cuadrado del mddulo:

llylz = EE Cn*c?nlﬁ”*l/lm

ya que la probabilidad de que las coordenadas tomen valores en el intervalo dado
dg = dg,dg, ... dgs es dw, = |¥'[2dq. El paso a un estado mezclado se efectiia
substituyendo los productos c,*c,, por los elementos w,,, de la matriz estadistica,
con lo cual |¥'|? se transforma en la suma

‘E,z" wmnsbn*lﬁm.

Pero, por definicién de elementos de matriz, se puede escribir:

E WmnPm = 72‘)«/1,..
Por lo tanto,
EE Wonnn*Pm = %:‘/ln*ﬁl/ln-

Obtenemos asi la siguiente férmula para la distribucion de probabilidades de
las coordenadas:

dwg = I Yn*dbifn.dg. (5.8)
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En la expresion escrita de esta forma pueden utilizarse como funciones vy, las de
cualquier sistema completo de funciones de onda normalizadas.

Determinemos ahora la distribucién de probabilidades de los impulsos. Los
estadas cudnticos en los que todos los impulsos poseen valores determinados corres-
ponden al movimiento libre de todas las particulas. Designemos las funciones de
onda de estos estados por y,(g), donde el subindice p designa, como de ordinario,
el conjunto de los valores de todos los impulsos. Conforme sabemos, los elementos
diagonales de la matriz densidad representan las probabilidades de encontrar el
sistema en los correspondientes estados cudnticos. Por ello, determinando la matriz
densidad respecto del sistema de funciones ,, obtenemos la distribucién buscada
de probabilidades para los impulsos de acuerdo con la férmula T

dwp = wppdp = dp f Pp*difp dg, (5.9)

donde dp = dp, dp, ... dp..
Es curioso que ambas distribuciones — en coordenadas y en impulsos — se
pueden obtener integrando una y precisamente la misma funcién

I = Yp*(q)D(q)- (5.10)

Integrandola respecto de g, obtenemos la distribucidén en impulsos. En cambio,
integrdndola respecto de p, obtenemos la distribucion en coordenadas (la expresién
(5.8) con las funciones , como sistema completo de funciones de onda). Subrayemos,
sin embargo, que esto no significa, en modo alguno, que la funcién (5.10) se pueda
considerar como distribucidn de probabilidades para las coordenadas y los impulsos
a la vez; incluso dejando de lado el que este punto de vista estaria en contradiccion
completa con los principios fundamentales de la mecdnica cudntica, la expresion
(5.10) es compleja.

§ 6. Distribucion estadistica en la estadistica cuintica

En mecdnica cudntica se puede demostrar un teorema por completo andlogo
al teorema de Liouville obtenido.en el § 3 basdandonos en la mecdnica cldsica.

Para ello deduciremos, en primer lugar, la ecuacién mecanicocudntica general
que determina la derivada, respecto del tiempo, de la matriz estadistica de un sis-
tema (aislado) cualquiera**. Siguiendo el método aplicado en el pdrrafo precedente,
supongamos primero que el sistema se encuentra en un estado « puro » con funcién
de onda representada en forma de serie (5.1). Teniendo en cuenta el cardcter ais-
lado del sistema, su funcién de onda poseerd exactamente la misma forma en todos

T Las funciones yp se suponen normalizadas respecto de la funcién ¢ de todos los impulsos.
** En el parrafo anterior hablabamos de la matriz densidad de un subsistema con vistas a sus apli-
caciones estadisticas fundamentales. Es claro que la matriz densidad puede describir también un sistema
aislado que se encuentra en un estado « mezclado ».
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los instantes subsiguientes, s6lo que los coeficientes ¢, serdn ahora funciones del
tiempo proporcionales a los factores e“Z#/*, Por ello tenemos:

0 i

—cn*cm = —(En—En)cn*cm.

at n ‘m h( n m)
El paso a la matriz estadistica en el caso general de estados mezclados se efectiia
ahora substituyendo los productos c¢,*c, por wy, Obtenemos de esta manera la

ecuacion buscada

1
Wmn = ;—i(Eﬂ—'Em)‘wmn- 6.1)

Esta ecuacion puede escribirse también en forma general de ecuacion entre
operadores observando que

(En—En)wmn = ?l (wmiHim—Hmiwm),

donde Hp, son los elementos de matriz del hamiltoniano A del sistema, matriz
que es diagonal en la representacién de energia que hemos adoptado. Por consi-
guiente,

&= ;’(wﬁ-ﬂw). (6.2)

(Hay que hacer notar que esta expresion difiere en el signo de la expresion ordinaria
cudntica para el operador de la derivada de una magnitud respecto del tiempo.)
Vemos, pues, que para que la derivada respecto del tiempo de la matriz esta-
distica se anule, el operador w debe conmutar con el hamiltoniano del sistema.
Este resultado es el teorema cudntico andlogo al teorema de Liouville: en mecdnica
cldsica, la condicién de que la funcién de distribucion sea estacionaria conduce
a que w sea una integral del movimiento; por otra parte, el hecho de que el opera-
dor de una magnitud conmute con el hamiltoniano es precisamente la expresién
cudntica del cardcter conservativo de esta magnitud. »

En la representacion de energia, que es la que nos interesa, la condicién de esta-
cionariedad se formula de manera particularmente simple: conforme se ve en (6.1),
la matriz wpy,, debe ser diagonal, de nuevo en correspondencia con la expresién
matricial ordinaria del cardcter conservativo cudntico de una magnitud (la matriz
de una magnitud conservativa se reduce a la forma diagonal a la vez que el hamil-
toniano).

De manera andloga a como se hizo en el § 3, podemos ahora aplicar los resul-
tados obtenidos a los subsistemas casi aislados considerando intervalos de tiempo
durante los cuales se comportan, con precision suficiente, como aislados. Dado
que las distribuciones estadisticas (aqui, las matrices estadisticas) de los subsistemas
deben ser estacionarias por la propia definiciéon de equilibrio estadistico, llegamos
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ante todo a la conclusién de que las matrices wy,, de todos los subsistemas son dia-
gonales *. El problema de determinar la distribucion estadistica se reduce, por
consiguiente, al cdlculo de las probabilidades w, = w,, que representan precisa-
mente la « funcién distribucion » en la estadistica cudntica. La férmula (5.4) para
el valor medio de una magnitud cualquiera f se simplifica y toma la forma:

f = E‘wnfnn; (6.3)

en ella intervienen ahora solamente los elementos de matriz diagonales f;,.

Ademds, teniendo en cuenta que w debe ser una «integral del movimiento »
en sentido cudntico y valiéndonos de la cuasiindependencia de los subsistemas, de
manera por completo andloga a como se dedujo la férmula (4.5) se encuentra que
el logaritmo de la funcién distribucién de los subsistemas debe tener la forma

In 0a@ = @ 4BE,®@ (6.4)

(el indice a distingue los diferentes subsistemas). De este modo se pueden expresar
las probabilidades w,, como funcién solamente de los valores de los niveles ener-
géticos: w, = w(E,).

Finalmente, todos los razonamientos expuestos en el § 4 acerca del papel de
las integrales del movimiento aditivas, en particular el de la energia, conservan
toda su validez como elementos determinantes de todas las propiedades estadis-
ticas del sistema aislado. Esto ofrece de nuevo la posibilidad de construir para un
tal sistema una funcién distribucidn sencilla, 1til para describir sus propiedades
estadisticas, aunque en modo alguno constituye la funcién distribucién propiamente
tal (como ocurria en el caso cldsico).

Para la formulacion matemadtica de esta « distribucion microcandnica cudntica »
hay que aplicar el siguiente método. Teniendo en cuenta que el espectro energético
de los cuerpos macroscopicos es « casi continuo », introduzcamos el concepto de
numero de estados cudnticos de un sistema aislado « correspondientes » a un de-
terminado intervalo, infinitamente pequefio, de valores de su energia** Designemos
este niimero por dI'; su papel es aqui andlogo al papel que representa el elemento
de volumen del espacio de las fases dpdg en el caso cldsico.

Si se considera un sistema aislado como formado por sus subsistemas, despre-
ciando la interaccidén entre estos ultimos, cada estado del sistema en conjunto se
puede caracterizar dando los estados de los diferentes subsistemas y el nimero dI'
se representa en forma de producto

* Dado que esta afirmacion esta ligada, en cierto sentido, con el hecho de haber prescindido de las
interacciones de los subsistemas entre si, cabe decir mds exactamente que los elementos no diagonales
wmn tienden a cero a medida que disminuye el papel relativo de dichas interacciones y, por consiguiente,
a medida que aumenta el numero de particulas en los subsistemas.

** Recordemos que hemos convenido (§ 4) en excluir por completo de nuestras consideraciones el
impulso y el momento del sistema como un todo, para lo cual basta imaginar el sistema encerrado en
una « caja » rigida y referida al sistema de coordenadas en el que se encuentra en reposo..
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dl' = g dlg (6.5)

de los ntimeros dI', de los estados cudnticos de los subsistemas (tales que la suma
de las energias de todos ellos se encuentre precisamente en el intervalo considerado
de valores de la energia de todo el sistema aislado).

Podemos ahora formular la distribuciéon microcanénica de manera andloga a
la expresion cldsica (4.6) escribiendo para la probabilidad dw de encontrar el sis-
tema en uno cualquiera de los dI" estados la siguiente expresién:

dw = const §(E—Eq) I dT. (6.6)

§ 7. Entropia

Consideremos un sistema aislado durante un tiempo que es grande comparado
con su tiempo de relajacion; supongamos con ello que el sistema se encuentra en
equilibrio estadistico completo.

Las consideraciones que siguen se referiran primero a la estadistica cudntica.
Descompongamos el sistema en un gran nimero de partes macroscopicas (subsis-
temas) y consideremos una cualquiera de éstas. Sea w;, la funcién distribucién de
este subsistema; para simplificar las férmulas, prescindiremos por el momento en
wp (v en las otras cantidades) del indice que distingue al subsistema. Mediante la
funcidén w, es posible, en particular, calcular la distribucién de probabilidades de
los diferentes valores de la energia E del mismo. Vimos que w, se puede escribir
como funcién de la energia unicamente

= w(Ey) (véase 6.4).

Para obtener la probabilidad W(E)dE de que el subsistema posea una energia en
el intervalo entre £ y E+dE, hay que multiplicar w(E) por el nimero de estados
cudnticos con energias que se encuentran en este intervalo; utilizaremos aqui la
misma idea de un espectro energético « esfumado » que se introdujo al final del
ultimo pérrafo. Designemos por I'(E) el niimero de estados cudnticos con energias
menores o iguales que E; el nlimero que nos interesa de estados con energias entre
E y E{dE se puede entonces escribir en la forma

dI(E)

dE
y la distribucién de probabilidades en energia serd:

W(E) = %(E) (7.1)
dE )
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La condicion de normalizacién
[wE)aE =1

significa geométricamente que el drea limitada por la curva W = W(E) es igual
a la unidad.

En correspondencia con las proposiciones generales formuladas en el § 1, la
funcién W(E) presenta un mdximo extraordinariamente agudo para E = E, siendo
apreciablemente distinta de cero tan sélo en la vecindad inmediata de este punto.
Introduzcamos la « anchura » AE de la curva W = W(E) definiéndola como igual
a la anchura del rectdngulo cuya altura es igual al valor de la funcién W(E) en el
punto del mdximo y cuya drea es igual a la unidad:

W(E)AE = 1. (1.2)

Teniendo en cuenta la expresién (7.1), podemos escribir también esta definicion
en la forma

w(E)AT = 1. (1.3)

donde
dI(E)
Al' =

AE (7.4)

es el nimero de estados cudnticos que corresponde al intervalo AE de valores de
la energia. De la cantidad AT asi definida se puede decir que caracteriza el « grado
de esfumacion » del estado macroscépico del subsistema en sus estados micros-
cépicos. En lo que concierne al intervalo AE, es del mismo orden de magnitud
que la fluctuacién media de la energia del subsistema.

Las definiciones introducidas se extienden inmediatamente a la estadistica cld-
sica, sélo que en vez de la funcién w(E) hay que hablar de la funcién distribucién
cldsica o y en vez de AT, del volumen de la porcién del espacio de las fases definido
por la férmula

o(E) ApAg = 1. (1.5)

El volumen AT del espacio de las fases, de manera andloga a ApAgq, caracteriza
las dimensiones del dominio de dicho espacio en el que el subsistema dado pasa
casi todo el tiempo.

No ofrece dificultad establecer la relacion que liga AT' y ApAg en el paso al
limite de la teoria cudntica a la cldsica. Como es sabido *, en el caso cuasicldsico,

* Véase Mecdnica cudntica, § 48.
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el préximo a la mecdnica cldsica, cabe establecer determinada correspondencia
entre el volumen de una region del espacio de las fases y el numero de estados cudn-
ticos que le « corresponden »; cabe decir, en efecto, que a cada estado cudntico
« corresponde » en el espacio de las fases una « celdilla » de volumen (27%)* (s es
el nimero de grados de libertad del sistema). Es claro, por lo tanto, que en el
caso cuasicldsico el nimero de estados AT se puede escribir en la forma

ApAg

" @)’ 79

donde s es el nimero de grados de libertad del subsistema dado. Precisamente esta
férmula establece la correspondencia buscada entre AI' y ApAg.
La cantidad AT se llama peso estadistico del estado macroscépico del subsistema,

y su logaritmo
S=InAIl 7.7

se llama entropia del mismo. En el caso cldsico la entropia se define por la expre-
sidén correspondiente

ApAq

(2 h)s 7.8)

La entropia asi definida, al igual que el propio peso estadistico, es una cantidad sin
dimensiones. Dado que el nimero de estados AI" no es nunca menor que la unidad,
la entropia no puede ser negativa. El concepto de entropia es uno de los mds impor-
tantes en fisica estadistica. ’

Conviene hacer notar que si nos mantenemos del todo en las posiciones de la
estadistica cldsica, es absolutamente imposible introducir concepto alguno relativo
al « niimero de estados microscépicos », y deberiamos definir el peso estadistico,
simplemente, como igual a la cantidad ApAg. Pero esta cantidad, como todo volu-
men del espacio de las fases, tiene las dimensiones del producto de s impulsos e
igual nimero de coordenadas, es decir, la dimensién de la potencia s-ésima de
una accion [(erg-s)’]. La entropia, definida como igual a In A pAg, tendria entonces
la singular dimensién del logaritmo de una accion. Esto significa que, al cambiar
la unidad de accidn, la entropia variaria en una constante aditiva: si se cambia la
unidad de accion por otra a veces mayor, el producto ApAgq se transforma en a’A pAq
y In ApAq en In ApAg+sIn a. Por ello, en la estadistica puramente cldsica la entro-
pia representa una magnitud definida salvo una constante aditiva, que depende
de la eleccién de unidades. En este caso las unicas cantidades univocamente deter-
minadas, independientes de las unidades elegidas, son las diferencias de entropia,
es decir, los cambios de entropia en uno u otro proceso.
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También con este hecho estd ligada la aparicion de la constante cudntica # en
la definicion (7.8) de la entropia para la estadistica cldsica. Tan sdlo el concepto
de niimero de estados cudnticos discretos, inevitablemente unido con el hecho de
que la constante cudntica sea diferente a cero, permite introducir un peso estadistico
sin dimensiones y, con ello, definir la entropia como magnitud completamente
univoca.

Escribamos la definicién de entropia en otra forma, expresdndola directamente
mediante la funcién distribucién. De: acuerdo con (6.4), el logaritmo de la funcién
distribucion de un subsistema tiene la forma

In w(En) = x+BEn. -

Dado el cardcter lineal de esta expresion con relacién a E,, la magnitud

Inw(E) = «+BE

se puede escribir también_como valor medio In w(Ey,). Por consiguiente, la entro-
pia S = In AT = — In w(E) (segtin (7.3)) se puede escribir en la forma

S = — In w(E,), ' (7.9)
es decir, se puede definir la entropia como igual al valor medio (cambiado de signo)
del logaritmo de la funcién de distribucién del subsistema. Por definicién de valor

medio tenemos:

S =—Swalnwy; (7.10)

esta expresion se puede escribir en forma general de igualdad entre operadores
que no depende de la eleccién del sistema de funciones de onda mediante las cua-
les se definen los elementos de la matriz estadistica *:

S = —Tr(d In ®). (7.11)

De manera andloga, en la estadistica cldsica la definicion de entropia se puede
escribir en la forma

S=—4m%mw=—f@m%m@@@. - (1.12)

* El operador In #, de acuerdo con las reglas generales, debe entenderse como el operador cuyos
valores propios son iguales a los logaritmos de los valores propios del operador w y cuyas funciones
propias coinciden con las funciones propias de este ultimo.
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Volvamos ahora al caso de un sistema considerado como un todo y sean ATY,
AT, ... los pesos estadisticos de sus diferentes subsistemas. Si cada uno de éstos
puede encontrarse en uno de los AI', estados cudnticos, a ello corresponden, evi-
dentemente,

AT =TI AT, (1.13)

estados diferentes del sistema en conjunto. Esta magnitud se llama peso estadistico
del sistema aislado, y su logaritmo, entropia, S, del mismo. Es claro que

S =S, (7.14)

es decir, la entropia asi definida es una magnitud aditiva: la entropia de un sistema
compuesto es igual a la suma de las entropias de sus partes.

Para comprender de una manera clara el método seguido para definir la entropia,
es importante tener en cuenta la circunstancia siguiente. Es posible definir la entro-
pia de un sistema aislado (cuya energia total representaremos por E,), que se encuen-
tra en equilibrio estadistico completo, directamente, sin proceder a la descompo-
sicién del sistema en subsistemas. Para ello imaginemos que el sistema considerado
es, en realidad, tan s6lo una pequefia parte de un cierto sistema imaginario muy
grande (al que se llama, desde este punto de vista, termostato o bafio térmico).
Se supone que el termostato se encuentra en un estado de equilibrio completo y
precisamente tal que la energia media de nuestro sistema (que es ahora un subsis-
sistema, no aislado, del termostato) coincide precisamente con el valor real de la
energia E,. Podemos entonces atribuir de manera formal al sistema considerado
una funcién distribucién de igual manera que para cada uno de sus subsistemas,
y mediante esta distribucion cabe entonces definir su peso estadistico, AI', y con
él también la entropia directamente, de acuerdo con las mismas férmulas (7.3-7.12)
que utilizamos para los subsistemas. Es claro que la existencia del termostato no
influye en absoluto sobre las propiedades estadisticas de las pequefias partes indi-
viduales (subsistemas) de nuestro sistema, partes que en cualquier caso no estdn
aisladas y se encuentran en equilibrio con las restantes partes de aquél. Por consi-
guiente, la existencia del termostato no modifica los pesos estadisticos AT', de estas
partes y el peso estadistico que acabamos de definir por el método indicado coin-
cidird con el antes definido en forma de producto (7.13).

Hasta aqui hemos supuesto que el sistema aislado se encuentra en equilibrio
estadistico completo. Es necesario ahora generalizar las definiciones dadas para
incluir los sistemas que se encuentran en estados macroscopicos cualesquiera (equi-
librios incompletos).

Supongamos para ello que el sistema se encuentra en un cierto equilibrio incom-
pleto y considerémoslo durante intervalos de tiempo At que son pequefios compa-
rados con el tiempo de relajacién del equilibrio completo. Entonces, para definir
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la entropia deberemos proceder de la siguiente manera. Dividamos mentalmente
el sistema en partes tan pequefias que sus tiempos de relajacion propios resulten
ser pequefios comparados con los intervalos de tiempo At (recordemos que el tiempo
de relajacion disminuye en general al disminuir las dimensiones del sistema). Es
posible considerar que tales subsistemas se encuentran durante los tiempos At en
algunos de sus estados particulares de equilibrio, estados que se describen por de-
terminadas funciones distribucion. Por ello, cabe aplicarles la definicion anterior
de pesos estadisticos AT', y, de esta manera, calcular sus.entropias S,. El peso esta-
distico AT" de todo el sistema se define luego como igual al producto (7.13) y, de
acuerdo con esto, la entropia S se define como suma de las entropias S,.

Hay que subrayar, sin embargo, que la entropia de un sistema que no se encuentra
en equilibrio, y definida de esta manera como suma de las entropias de sus partes
(que satisfacen la condicion antes impuesta), no se puede calcular ahora acudiendo
al concepto de termostato, sin descomponer el sistema en partes. Al mismo tiempo
esta definicidn es del todo univoca, en el sentido de que la ulterior descomposicion
de los subsistemas en partes todavia mds pequefias no modifica los valores de la
entropia, ya que cada subsistema se encuentra, ya de suyo, en su propio equilibrio
« completo ».

Hay que llamar la atencidn, en particular, sobre el papel del tiempo en la defi-
nicién de la entropia. La entropia es una magnitud que caracteriza las propiedades
medias del cuerpo al cabo de un cierto intervalo de tiempo At distinto de cero.
Dado At, para definir S debemos descomponer mentalmente el cuerpo en partes
tan pequefias que sus tiempos propios de relajacion sean pequefios comparados con
At. Puesto que, al mismo tiempo, estas partes deben ser de suyo macroscopicas, es
claro que para intervalos de tiempo At demasiado pequefios el concepto de entro-
pia pierde por completo su sentido; en particular, es imposible hablar de sus valores
instantdneos.

Dada asi la definicién completa de entropia, pasemos ahora a examinar las pro-
piedades mds importantes y el sentido fisico fundamental de esta magnitud. Para
esto hay que utilizar la distribucién microcandnica, de acuerdo con la cual para
representar las propiedades estadisticas de un sistema aislado es posible utilizar
una funcién distribucién de la forma (6.6)

dw = const 3(E—E) . l} drI%.

Aqui se puede interpretar dI', como diferencial de una funcién I',(E,) que repre-
senta el nimero de estados cudnticos del subsistema con energias menores o iguales
que E,; escribiremos dw en la forma

: dr
dw = const §(E—Ey) | | — AR, (1.15)
dEa
a

El peso estadistico dI',, por su propia definicion, es funcién de la energia media
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E, del subsistema; lo mismo vale para S, = S,(E,). Consideraremos ahora formal-
mente AT, y S, como funciones del valor real de la energia E, (las mismas funciones
precisamente que las que, en realidad, las ligan con E;). Podemos entonces subs-

tituir en (7.15) las derivadas ——“;E“) por las razones A;" , donde AT, es
a a

la funcién de E, en el sentido indicado, y AE, es el intervalo de valores de la

energia correspondiente a I', (también funcién de E,). Finalmente, substituyendo

AT, por eSFa) se obtiene

dw = const §(E—Eo)es ﬂ (7.16)

AE,’
donde
S= % Sa(Ea)

es la entropia de todo el sistema aislado, entendida como funcién de los valores
exactos delasenergias de sus partes. El factor ¢S, en cuyo exponente aparece una
magnitud aditiva, es una funcidén rdpidamente variable de las energias E,. Com-
parada con esta funcidn, la dependencia de la magnitud ITAE, con relacién a las

a
energias carece por completo de importancia y, por ello, con gran precision se pue-
de substituir (7.16) por la expresion

dw = const§(E—Eo)es II dE. (7.17)

Pero dw, expresada en forma proporcional al producto de las diferenciales de to-
das las dE,, no es sino la probabilidad de que todos los subsistemas tengan energias
pertenecientes a los intervalos dados, entre E, y E,+dE, Vemos de esta manera
que dicha probabilidad viene determinada por la entropia del sistema como funcién
de las energias de los subsistemas; el factor (E — E,) garantiza la igualdad de la
suma E = ZE, con el valor dado E, de la energia del sistema. Esta propiedad de
la entropia, conforme veremos mds adelante, constituye la base de sus aplicaciones
estadisticas.

Sabemos que los.valores mds probables de las energias E, son sus valores me-
dios E,. Esto significa que la funcién S(E,, E,, ...) debe tener para E, =E, el méximo
valor posible (para el valor dado de la suma ZE, = E,). Pero E, son precnsamente
aquellos valores de las energias de los subsistemas que corresponden al equilibrio
estadistico completo del sistema total. Llegamos asi a la siguiente conclusién, que
es de la mayor importancia: la entropia de un sistema aislado que se encuentra
en un estado de equilibrio estadistico completo posee el mdximo valor posible (para
la energia dada del sistema).

Finalmente, sefialaremos todavia una interesante interpretacién de la funcién
S = S(E), es decir, de la entropia de un subsistema cualquiera o de un sistema ais-
lado (en el ultimo caso se supone que el sistema se encuentra en equilibrio completo,
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como resultado de lo cual su entropia se puede expresar como funcidn sélo de su
energia total). El peso estadistico AT" = e5(B), por su propia definicién, es el niimero
de niveles de energia correspondientes al intervalo AE que, en cierto modo, carac-
teriza la amplitud de la distribucidn de probabilidades en energia. Dividiendo
AE por AT, obtenemos, evidentemente, la distancia media entre niveles consecutivos
en el intervalo dado (un entorno del valor E) del espectro energético del sistema
considerado. Designando por D(E) esta distancia, podemos escribir:

D(E) = AEeS'®), (7.18)

La funcién S(E) determina asi el adensamiento de los niveles del espectro energé-
tico de un sistema macroscopico. Visto el cardcter aditivo de la entropia, podemos
decir que la distancia media entre niveles de un cuerpo macroscopico disminuye
exponencialmente al aumentar sus dimensiones (es decir, el nimero de particulas
que lo constituyen).

§8. La ley de crecimiento de la entropia

Si un sistema aislado no se encuentra en un estado de equilibrio estadistico,
a medida que el tiempo transcurre cambiard su estado macroscopico hasta que el
sistema alcance, en ultimo término, un estado de equilibrio completo. Caracteri-
zando cada estado macroscépico de un sistema por la distribucidén de energia entre
sus diferentes subsistemas, podemos-decir que la sucesion de estados por los que va
pasando el sistema corresponde a una sucesidn de distribuciones de la energia cada
vez mds probables. Este crecimiento de la probabilidad, en general, es extraordi-
nariamente importante en virtud de su cardcter exponencial puesto de manifiesto
en el pdrrafo anterior. Vimos, en efecto, que la probabilidad se determina por la
expresion eS en cuyo exponente aparece una magnitud aditiva — la entropia del
sistema. Podemos decir, por lo tanto, que los procesos que se desarrollan en un
sistema aislado no en equilibrio ocurren de tal manera, que el sistema pasa continua-
mente de estados de entropia menor a otros de entropia mayor hasta que, finalmente,
la entropia alcanza el valor mdximo posible, que corresponde al equilibrio estadis-
tico completo.

De esta manera, si en un cierto instante un sistema aislado se encuentra en un
estado macroscopico de no equilibrio, la consecuencia mds probable de ello en
los instantes siguientes serd un crecimiento mondétono de la entropia del sistema.
Esta es la llamada ley de crecimiento de la entropia o segunda ley de la termodindmica.
Fue descubierta por R. CLAUSIUS, y su fundamentacidn estadistica fue establecida
por L. BOLTZMANN.

Al hablar de «la consecuencia mds probable », hay que tener en cuenta que,
en realidad, la probabilidad de la transicion a estados con mayor entropia es una
cantidad tan enormemente grande comparada con la probabilidad de cualquier
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disminucion apreciable de la misma, que, en general, esta Ultima prdcticamente
jamds puede observarse en la naturaleza. Prescindiendo de las disminuciones de
entropia ligadas con fluctuaciones del todo despreciables, podemos, por lo tanto,
formular la ley de crecimiento de la entropia de la manera siguiente: si en un ins-
tante cualquiera la entropia de un sistema aislado es diferente de la mdxima, en los
instantes siguientes la entropia no disminuye — o aumenta, o, como caso limite,
permanece constante.

No existe duda alguna de que las simples formulaciones expuestas corresponden
a la realidad fisica; vienen confirmadas por todas nuestras observaciones cotidianas.
Sin embargo, al considerar mds atentamente la cuestién de la naturaleza fisica y del
origen de estas leyes se ponen de manifiesto dificultades fundamentales hasta cierto
punto todavia no superadas por el momento.

Ante todo, si intentamos aplicar la estadistica al universo en conjunto, consi-
derado como un sistema aislado tinico, tropezamos inmediatamente con una patente
contradiccién entre teoria y experiencia. Segiin los resultados de la estadistica, el
universo debiera encontrarse en un estado de equilibrio estadistico completo. Mds
exactamente, deberia encontrarse en equilibrio cualquier regiéon del mismo por
grande que sea, pero finita, cuyo tiempo de relajacion es, en cualquier caso, finito.
La experiencia cotidiana, en cambio, nos dice que las propiedades de la naturaleza
no tienen nada en comin con las propiedades de un sistema en equilibrio, y los
datos astronémicos prueban que lo mismo vale también para toda la colosal region
de universo accesible a nuestra observacién.

Cabria intentar soslayar esta contradiccién suponiendo que la parte del universo
observada por nosotros no es sino una grandiosa fluctuacién en un sistema que se
encuentra en equilibrio como un todo. El hecho de que hayamos conseguido ob-
servar esta colosal fluctuacion se podria explicar admitiendo que precisamente la
existencia de dicha fluctuacién es la condicion necesaria para la existencia de un
observador (es decir, la condicién que hace posible el desarrollo bioldgico de los
organismos). Este argumento, sin embargo, no resiste a la menor critica, puesto
que la probabilidad de una fluctuacion seria incomparablemente mayor, en, digamos,
el volumen de sélo el sistema solar, y ello en cualquier caso seria ya suficiente para
asegurar la posibilidad de existencia de un observador,

La salida a la contradiccién que asi se plantea hay que buscarla en la teoria
general de la relatividad. En efecto, al considerar grandes regiones del universo
comienzan a representar un importante papel los campos gravitatorios que en ellas
existen. Como es sabido, segiin la teoria general de la relatividad, estos tultimos
.no son sino variaciones de la métrica espacio-temporal que se representa por el
tensor métrico g;;. Al estudiar las propiedades estadisticas de los cuerpos, las pro-
piedades métricas del espacio-tiempo se pueden considerar, en cierto sentido, como
« condiciones exteriores » en las que se encuentran estos cuerpos. Pero la afirma-
cién de que un sistema aislado debe pasar, al cabo de un tiempo suficientemente
largo, a un estado de equilibrio se refiere, claro estd, tan sélo a un sistema que se
encuentra en condiciones exteriores estacionarias. Pero el tensor métrico g, en
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general, es funcién no solamente de las coordenadas, sino también del tiempo, de
modo que en el presente caso las « condiciones exteriores » no son en modo alguno
estacionarias. En todo esto es esencial el hecho de que el campo gravitatorio no se
puede incluir, él, en la composicion del sistema aislado, dado que, de hacerlo, se redu-
cirian a una identidad las leyes de conservacién que son, conforme se vio, el fundamento
de la estadistica. Gracias a esto, en la teoria general de la relatividad el universo
como un todo debe considerarse, no como un sistema aislado, sino como un sistema
que se encuentra en un campo gravitatorio variable; la aplicacion de la ley de cre-
cimiento de la entropia no conduce entonces a la conclusiéon de que el equilibrio
estadistico sea inevitable.

Asi, pues, en la parte expuésta de la cuestion que plantea el universo como un
todo son claras las raices fisicas ‘de las aparentes contradicciones. Sin embargo,
existen todavia otras dificultades en el entendimiento de la naturaleza fisica de la
ley de crecimiento de la entropia.

Como es sabido, la mecdnica cldsica es de suyo completamente simétrica en
relacién con ambos sentidos del tiempo. Las ecuaciones de la mecdnica se con-
servan invariables al substituir el tiempo ¢ por — ¢; por ello, si estas ecuaciones
permiten un cierto movimiento, también permiten el movimiento directamente
opuesto, movimiento en el cual el sistema mecdnico pasa por exactamente las mismas
configuraciones en orden inverso. Es claro que esta simetria debe conservarse tam-
bién en la estadistica Basada en la mecdnica cldsica. Por ello, si es posible un cierto
proceso acompafiado de crecimiento de la entropia de un sistema macroscdpico
aislado, debe ser también posible el proceso inverso, en el que la entropia del sistema
disminuye. La formulacién antes presentada de la ley de crecimiento de la entropia
no contradice de por si esta simetria, ya que en ella se trata solamente de la conse-
cuencia mds probable del estado descrito macroscépicamente. Con otras palabras,
si se da un cierto estado macroscopico de equilibrio, la ley de crecimiento de la en-
tropia afirma solamente que de todos los estados microscopicos que satisfacen la
descripcién macroscépica dada, la enorme mayoria conduce a un crecimiento de la
entropia en los instantes siguientes.

Sin embargo, surge la contradiccidn si se atiende a otro aspecto de esta cuestion.
Al formular la ley de crecimiento de la entropia, habldbamos de la consecuencia
mds probable de un estado macroscépico dado en un cierto instante. Pero este
estado deberia proceder, él, de ciertos otros estados como resultado de los procesos
que ocurren en la naturaleza. La simetria con relacion a los dos sentidos del tiempo
significa entonces que en cualquier estado macroscdpico, arbitrariamente elegido
en un cierto instante ¢ = #,, de un sistema aislado cabe afirmar, no solamente que la
consecuencia del mismo enormemente mds probable para ¢ > f, es un aumento
de la entropia, sino también que es enormemente probable que dicho estado proceda
de estados con mayor entropia; con otras palabras, la existencia de un minimo de
la entropia, como funcién del tiempo, en el instante ¢ = ¢, debe ser algo extraordi-
nariamente probable siendo dicho instante aquél en que hemos elegido arbitraria-
mente el estado macroscdpico.
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Pero una tal afirmacion, claro estd, en modo alguno equivale a la ley de creci-
miento de la entropia, seglin la cual en todos los sistemas aislados que realmente se
presentan en la naturaleza la entropia nunca disminuye (prescindiendo de fluctua-
ciones completamente despreciables). Y es precisamente esta formulacién general
de la ley de crecimiento de la entropia la que se ve completamente confirmada por
todos los fenémenos que ocurren en la naturaleza. Hay que subrayar que de ninguna
manera equivale a la formulacién dada al principio de este parrafo, como podria
parecer. Para obtener una formulacién a partir de la otra, habria que introducir
el concepto de un observador que artificialmente ha « preparado » en cierto instante
un sistema aislado, de modo que la cuestion acerca del comportamiento anterior
se desvanezca por completo; una tal relacién de las leyes fisicas con las propie-
dades del observador es, claro estd, totalmente inadmisible.

No estd claro actualmente si la ley de crecimiento de la entropia asi reformulada
puede o no deducirse partiendo de la mecdnica cldsica. Observemos que, en virtud
de la invariancia de las ecuaciones de la mecdnica cldsica respecto del cambio de
signo del tiempo, sélo puede tratarse de deducir una variaciéon mondtona de la en-
tropia. Para obtener la ley de su crecimiento mondtono deberiamos definir el futuro
como aquel sentido del tiempo en el que se produce un crecimiento de la entropia.
Con ello se plantearia aun el problema de demostrar la identidad de esta definicion
del futuro y del pasado con sus definiciones en mecdnica cudntica (véase a conti-
nuacidn).

Mi4s natural es pensar que el origen de la ley de crecimiento de la entropia, en
la formulacién general indicada, estd ligado con efectos cudnticos.

Como es sabido, la ecuacion fundamental de la mecdnica cudntica — la ecuacidon
de Schrédinger — es de suyo simétrica con relacion al cambio de signo del tiempo
(con la condicién de cambiar a la vez la funcién de onda ¥ por la ¥'#). Esto sig-
nifica que si en un cierto instante ¢t = #; se da la funcién de onda ¥ =¥ (), y
si de acuerdo con la condicién de Schrédinger, en otro instante ¢ = ¢, debe pasar
a ser igual a W¥(¢,), la transicién de ¥(¢;) a V' (¢,) es reversible; con otras palabras,
si en el instante inicial 1=¢, fuera ¥'="¥*(t,) , en el instante 1=#, serd ¥ =V*(z,).

Sin embargo, a pesar de esta simetria, la mecdnica cudntica contiene en realidad
de manera esencial la no equivalencia de los dos sentidos del tiempo. Esta no equi-
valencia resulta del proceso, fundamental para la mecdnica cudntica, de la inter-
accion del objeto cudntico con un sistema que obedece con un grado de precision
suficiente a la mecdnica cldsica. En efecto, si ocurren sucesivamente dos procesos
de interaccién con el objeto cudntico dado (los llamaremos 4 y B), es posible afir-
mar con sentido que la probabilidad de un resultado cualquiera del proceso B se
determina por el resultado del proceso A4 tan sdlo en el caso en que el proceso 4
tuvo lugar antes que el proceso BT.

Asi, pues, en la mecdnica cudntica se tiene una no equivalencia fisica entre am-
bos sentidos del tiempo y, posiblemente, la expresién « macroscdpica» de este

1 Véase también Mecdnica cudntica, § 7.
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hecho es precisamente la ley de crecimiento de la entropia. Sin embargo, hasta
ahora no se ha conseguido de manera convincente establecer esta relacion y demostrar
que en efecto tiene lugar. Si el origen de la ley de crecimiento de la entropia es efec-
tivamente éste, debe existir una desigualdad, que contiene la constante cudntica 7,
que garantiza la validez de dicha ley y se cumple en el mundo real (muy probable-
mente, con un amplio margen). ’

Resumiendo, repitamos una vez mds la formulacién general de la ley de cre-
cimiento de la entropia: en todos los sistemas aislados que existen en la naturaleza
la entropia jamds disminuye — o aumenta, o, en el caso limite, se conserva cons-
tante. En correspondencia con estas dos posibilidades, todos los procesos que ocurren
en los cuerpos macroscopicos se suelen clasificar en irreversibles y reversibles. Se
entiende por irreversibles los procesos que van acompafiados de un crecimiento
de la entropia de todo el sistema aislado; los procesos que serian su repeticion en
orden inverso no pueden ocurrir, ya que de lo contrario la entropia tendria que
disminuir. En cambio, se califican de reversibles los procesos en los que la entropia
del sistema aislado se mantiene constante *  los cuales, por consiguiente, pueden
ocurrir también en sentido contrario. Un proceso rigurosamente reversible es, claro
estd, un caso limite ideal; los procesos que realmente ocurren en la naturaleza
pueden ser reversibles tan sélo dentro de un mayor o menor grado de precision.
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MAGNITUDES TERMODINAMICAS

§9. Temperatura

Las magnitudes fisicas que caracterizan los estados macroscopicos de los cuerpos
se llaman magnitudes termodindmicas. Entre estas magnitudes hay algunas que,
ademds de su sentido termodindmico, poseen también un sentido puramente mecd-
nico; tales son, por ejemplo, la energia y el volumen. Existe, sin embargo, otro
tipo de magnitudes que aparecen precisamente como resultado de leyes puramente
estadisticas y que carecen por completo de sentido al aplicarlas a sistemas no macros-
copicos; tal es, por ejemplo, la entropia.

En lo que sigue deduciremos toda una serie de relaciones entre las magnitudes
termodindmicas que se cumplen con independencia de cuales sean precisamente
los cuerpos a que se refieren dichas magnitudes. Estas relaciones se califican de ter-
modindmicas.

Al utilizar las magnitudes termodindmicas, por lo general, carecen de interés
las insignificantes fluctuaciones que experimentan. De acuerdo con esto, prescin-
diremos por completo de tales fluctuaciones, considerando las magnitudes termo-
dindmicas como magnitudes que varfan solamente al cambiar el estado macros-
copico del cuerpo *. '

Consideremos dos cuerpos que se encuentran en equilibrio térmico el uno con
el otro y de forma que ambos cuerpos juntos constituyen un sistema aislado. La
entropia S de este sistema posee entonces el mayor valor posible (para la energia
dada E del mismo). La energia E es suma de las energias E; y E, en cada uno de los
cuerpos: E = E;+E,. Lo mismo vale para la entropia S del sistema, siendo la entro-
pia de cada uno de los cuerpos funcion de la energia del propio cuerpo: S =
= Si(E))+S,(E,). Dado que E, = E— E;, donde E es una constante, S es en reali-
dad funcién de una sola variable independiente y la condicién necesaria de méxi-
mo se puede escribir en la forma

* Las fluctuaciones de las magnitudes termodindmicas se estudiardn en el capitulo 12 dedicado
especialmente a ellas.
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ds _ds,  ds,dE, _ds, ds,
dE, _dE, T4E, dE, _ dE, 4B, _

de donde

ds, ds,

dE,  dE,

Esta conclusion se generaliza sin dificultad al caso de un nimero arbitrario de cuer-
pos que se encuentran en equilibrio entre si.

Asi, pues, si un sistema se encuentra en un estado de equilibrio termodindmico,
la derivada de la entropia respecto de la energia es la misma para todas sus partes,
es decir, es constante en todo el sistema. La magnitud igual al valor reciproco de
la derivada de la entropia .S del cuerpo respecto de su energia E se llama temperatura
absoluta, o simplemente temperatura 7

ds 1

©.1)

d T’

Las temperaturas de los cuerpos que se encuentran en equilibrio entre si son, par
consiguiente, iguales: T = T,.

Al igual que la entropia, la temperatura es, evidentemente, una magnitud de
cardcter puramente estadistico que tiene sentido exclusivamente para los cuerpos
macroscopicos.

Consideremos ahora dos cuerpos que juntos constituyen un sistema aislado,
pero que no se encuentran en equilibrio entre si. Sus temperaturas 7, y T, son di-
ferentes. A medida que el tiempo transcurre, se establecerd el equilibrio entre ellos,
con lo cual sus temperaturas se irdn igualando gradualmente. Su entropia total
S = S§;+S, deberd crecer con ello, es decir, su derivada respecto del tiempo es
positiva:

ds ds, ds, ds, dE, dS, dE,

&t~ a tTar ~aE a . tTaE a %

Dado que la energia total se conserva, se tendrd

dE; dE,

dt | dt

’

de modo que
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> 0.
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Supongamos que la temperatura del segundo cuerpo es mayor que la tempera-
tura del primero (7, > T,). Entonces

dE;
—>0
dz
dE, .
(y de acuerdo con estoT < 0). Con otras palabras, la energia del segundo

cuerpo disminuye y la energia del primero aumenta. Esta propiedad de la tempe-
ratura puede formularse asi: la energia pasa de los cuerpos con mds alta temperatura
a los cuerpos con temperatura mds baja.

La entropia S es una magnitud sin dimensiones. Por ello, de la definicién (9.1)
se sigue que la temperatura tiene las dimensiones de la energia y puede, por lo tanto,
medirse en unidades de energia, por ejemplo, en ergios. Sin embargo, el ergio resulta
en los casos ordinarios una cantidad demasiado grande y en la préctica se suele
medir la temperatura en ciertas unidades especiales, llamadas grados Kelyin o,
simplemente, grados. El coeficiente para pasar de grados a ergios, es decir, el nimero
de ergios en un grado, se llama constante de Boltzmann y se designa de ordinario
con la letra k; es igual a *

k = 1,380 x 10716 erg/grado

Convendremos en que, en lo que sigue, la temperatura se supondrd medida en
unidades energéticas en todas las formulas. Para pasar en los cdlculos numéricos
a la temperatura medida en grados, basta substituir 7" por k7. El constante uso del
factor k, cuya unica finalidad consiste en recordar que se trata de las unidades or-
dinarias de medida de la temperatura, no haria sino recargar las formulas.

Si se utiliza la temperatura en grados, para evitar la aparicién de la constante k
en las relaciones termodindmicas generales se suele introducir este factor también
en la definicion de la entropia, escribiendo

S =kln AT 9.2)

en vez de (7.7). Entonces la férmula (9.1) que define la temperatura, y con ella tam-

bién todas las relaciones termodindmicas que se obtendrdn mds adelante en este

capitulo, no cambian al pasar a grados.

a "‘_Como referencia daremos también el coeficiente de cambio de grados a electrén-voltios:
1 eV = 11606 grados.
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Asi, pues, la regla para pasar a grados consiste en substituir en las férmulas

S
T — kT, S—>? 9.3)

§ 10. Movimiento macroscopico

A diferencia del movimiento microscopico de las moléculas, se llama movimiento
macroscopico aquél en que toman parte como un todo las componentes individua-
les macroscdpicas del cuerpo. Examinemos la cuestidn de si es posible el movimiento
macroscopico en un estado de equilibrio termodindmico.

Dividamos el cuerpo en un gran numero de partes pequefias (pero macrosco-
picas), y sean M,, E,, P, la masa, la energia y el impulso de la g-ésima parte. La
entropia S, de cada parte es funcidn de su energia interna, es decir, de la diferencia
entre su energia total E, y la energia cinética P2/2M, de su movimiento macros-
copico *. Por consiguiente, la energia total del cuerpo se puede escribir en la forma

P2
- . (10.1)
S ;S“( “ 2Ma>'

Supondremos que el cuerpo estd aislado. Entonces, junto con la energia se con-
servan el impulso total y el momento cinético total del mismo:

% P, = const, Zul[ra x Pg]= const. (10.2)

(r, son los vectores posicion de las partes del cuerpo). En un estado de equilibrio,
la entropia total del cuerpo, S, como funcion de los impulsos P,, posee un mdximo
con las condiciones suplementarias (10.2). Siguiendo el conocido método de los
factores indeterminados de Lagrange, se encuentran las condiciones para la exis-
tencia del mdximo igualando a cero las derivadas respecto de P, de la suma

2 {Sat+a. Patb.(ta x Pg)}, , (10.3)

donde a, b son vectores constantes. La derivacidon de S, respecto de P, **, dars,
en virtud de la definiciéon de temperatura:

* El hecho de que la entropia de un cuerpo es funcion solamente de su energia interna se sigue in-
mediatamente del principio de relatividad de Galileo; el nimero de estados cudnticos, y, por consiguiente,
también el peso estadistico (cuyo logaritmo es igual a la entropia) deben ser iguales en todos los sistemas
inerciales de referencia, en particular, también en aquél en que el cuerpo se encuentra en reposo.

** Por derivada respecto de un vector hay que entender el vector cuyas componentes son iguales a las
derivadas respecto de las componentes del vector con relacion al cual se deriva.
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0 P2 P; 1 v
Sa(Ea o ) = —_a'_‘ = _‘1
0P, 2M, M, T T

(va = Py/M, es la velocidad de la a-ésima parte del cuerpo). Por ello, derivando
(10.3), encontraremos:

Va
—F+a+(b xra) = 0.

o bien
Vo =u+ (R x1y) (10.4)

donde u = Ta, & = Tb son vectores constantes.

El resultado obtenido posee un sentido fisico sencillo. Si las velocidades de todas
las partes del cuerpo se determinan por la férmula (10.4) con los mismos vectores
u y © para todas ellas, esto significa que se trata de un movimiento de translacién
del cuerpo como un todo con velocidad constante u y de su rotaciéon como un todo
con velocidad angular constante 2. Llegamos asi a un importante resultado: en
el equilibrio termodindmico, un sistema aislado puede efectuar solamente un movi-
miento de translacién y de rotacién uniforme como un todo; no es posible ningin
movimiento macroscopico interno en un estado de equilibrio.

En lo que sigue consideraremos de ordinario cuerpos en reposo; de acuerdo
con esto, la energia E representard la energia interna del cuerpo.

Hasta aqui hemos utilizado solamente la condicién necesaria para que la entropia
sea mdxima considerada como funcién de los impulsos, pero no la condicién sufi-
ciente que se impone a sus derivadas segundas. Es fdcil ver que esta 1iltima conduce
a la conclusién muy importante de que la temperatura sélo puede ser positiva:
T > 0 *. Para ello ni tan sélo es necesario calcular de hecho las derivadas segundas,
sino que basta el siguiente razonamiento.

Consideremos un cuerpo aislado en reposo como un todo. Sila temperatura
fuera negativa, la entropia creceria al disminuir su argumento. Debido a la tenden-
cia de la entropia a aumentar, el cuerpo tenderia a descomponerse espontineamente
en partes que se separarian unas de otras (con impulso total P, = 0), de modo
que el argumento de cada una de las S, en la suma (10.1) tome el menor valor po-
sible. Con otras palabras, para T < 0 seria absolutamente imposible la existencia
de cuerpos en equilibrio.

Sin embargo, hagamos notar ya aqui el siguiente hecho. Aunque la temperatura
del cuerpo o de una cualquiera de sus partes no puede nunca ser negativa, pueden
resultar posibles ciertos equilibrios incompletos tales que en ellos sea negativa la
temperatura correspondiente a determinada parte de los grados de libertad del
cuerpo (para pormenores acerca de esto, véase § 71).

* La temperatura T = 0 (el cero absoluto) se encuentra en la escala de Celsius a — 273,15 °C.
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§ 11. El proceso adiabatico

Entre los diferentes tipos de influencias exteriores que experimenta un cuerpo,
forman un grupo particular las que conducen a un cambio de las condiciones ex-
ternas en que se encuentra el mismo. Por condiciones externas entendemos en sen-
tido amplio los diferentes campos exteriores. Prdcticamente, el papel de condiciones
externas lo representa casi siempre el volumen dado del cuerpo. También este caso
se puede considerar, en cierto sentido, como un tipo especial de campo .exterior,
ya que las paredes que limitan el volumen equivalen, por su accion, a una barrera
potencial que impide que las moléculas del cuerpo escapen al exterior.

Si el cuerpo no estd sometido a ninguna otra accién salvo el cambio de las con-
diciones exteriores, se dice de él que se encuentra térmicamente aislado. Hay que
subrayar que aunque un cuerpo aislado térmicamente no se encuentra en interaccion
directa con ningun otro cuerpo, no estd, en general, aislado y su energia puede
cambiar con el tiempo.

Desde un punto de vista puramente mecdnico, el aislamiento térmico de un cuerpo
difiere del de un cuerpo aislado tan sélo en que, debido a la existencia de un campo
exterior variable, su funcion de Hamilton (la energia) depende explicitamente del
tiempo: E = E(p, q, t). Si el cuerpo se encontrara también en interaccién directa
con otros cuerpos, no poseeria por si solo una funcién de Hamilton, ya que la inter-
accién dependeria, no de las coordenadas de las moléculas del cuerpo dado tinica-
mente, sino también de las coordenadas de las moléculas de los otros cuerpos.

Esta circunstancia conduce a que la ley de crecimiento de la entropia resulte
vélida, no solamente para los sistemas aislados, sino también para los cuerpos tér-
micamente aislados. En efecto, consideramos aqui el campo exterior como una
funcién dada de las coordenadas y del tiempo tinicamente, prescindiendo, en par-
ticular, de la reaccion del propio cuerpo sobre el campo. Con otras palabras, el
campo es aqui un objeto puramente mecdnico, no estadistico, y en este sentido
cabe decir que su entropia es igual a cero. De aqui precisamente la proposicién
antes formulada.

Supongamos que el cuerpo estd térmicamente aislado y que las condiciones
exteriores en que se encuentra cambian con suficiente lentitud. Un proceso de este
tipo se califica de adiabdtico. Demostremos que en un proceso adiabdtico la entro-
pia del cuerpo se conserva invariable, es decir, que dicho proceso es reversible.

Caracterizaremos las condiciones exteriores por ciertos pardmetros que son fun-
ciones dadas del tiempo. Supongamos, por ejemplo, que existe tan sélo uno de estos
pardmetros, que representaremos por la letra A. La derivada de la entropia respecto

ds di
del tiempo a dependerd en cierto modo de la velocidad e de variacion

da d
del pardmetro A. Dado que T pequeiia, podemos desarrollar Frile serie

da . 5
de potencias de - El término de orden cero de este desarrollo, que no contiene
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d . da ., ds :
4 5¢ anula, ya que si Tl 0, también 9 debe ser igual a cero, puesto

que la entropia de un sistema aislado que se encuentra en equilibrio termodindmico,
ha de mantenerse invariable cuando las condiciones exteriores son constantes. Pero

. . . ) dA
también el término de primer orden, proporcional a G debe anularse. En efecto,

: ; ; ; . da )
este término cambia de signo cuando cambia de signo 4 mientras que de acuerdo

- ds . . .
con la ley de crecimiento de la entropia, FTE es siempre positiva. Se sigue de aqui

ds . . .
que el desarrollo de —g;  comienza con términos de segundo orden, es decir, para

di
pequefios valores de ar tenemos:

s dx\ 2

8 a2,

dz dt
de donde

ds da
di dt

i . . iy
Por consiguiente, cuando ar tiende a cero, tiende también a cero an lo que

demuestra la reversibilidad del proceso adiabdtico.

Subrayaremos que si bien un proceso adiabdtico es reversible, no todo proceso
reversible es adiabdtico. La condicién de reversibilidad de un proceso exige solamente
la constancia de la entropia total del sistema aislado en conjunto, pero las entropias
de sus diferentes partes igual pueden crecer que decrecer. En cambio, en un proceso
adiabdtico se cumple una condicién mds fuerte — se mantiene constante también
la entropia del cuerpo dado, que constituye de suyo unicamente una parte de un
sistema aislado.

Hemos definido antes un proceso adiabdtico como un proceso suficientemente
lento. De una.manera mds precisa podemos decir que las condiciones exteriores
deben cambiar tan lentamente, que en cada instante sea posible considerar que el
cuerpo se encuentra en el estado de equilibrio que corresponde a las condiciones
exteriores que se tienen en dicho instante. Con otras palabras, el proceso debe ser
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lento comparado con los procesos de establecimiento del equilibrio en el cuerpo
dado *

Deduzcamos una férmula que permite calcular de manera puramente termodi-
ndmica diferentes valores medios. Para ello supongamos que en el cuerpo tiene

T . . dE
lugar un proceso adiabdtico y determinemos la derivada & de su energia res-

pecto del tiempo. Por definicidn, la energia termodindmica es
E=E(p, ¢; A

donde E(p, q; 2) es la funcion de Hamilton del cuerpo que depende paramétrica-
mente de 1. Como es sabido por mecdnica, la derivada total de la funcién de Hamil-
ton respecto del tiempo es igual a su derivada parcial respecto del mismo **:

dE(p,q;2) _ 9E(p,q;7)
de a

En el presente caso E(p, q; 2) depende explicitamente del tlempo a través de A(2),
por lo que es posible escribir:

dE(p,¢;%) _ 9E(p,g;) dA
de o dt

Dado que la operaciéon de promediar respecto de la distribucién estadistica y la
operacion de derivar respecto del tiempo, se pueden efectuar, evidentemente, en
orden arbitrario, tenemos:

dE _ dE(p,g;4)  9E(p,g;}) dA

= = 11.1
dt dz oA dz Wkl

. da .
(la derivada 4 s una funcién dada del tiempo y puede sacarse fuera del signo

de promedio).

* De hecho, esta condicién puede resultar muy débil, ya que un proceso adiabatico « lento » puede
ser practicamente bastante « rapido ». Asi, por ejemplo, en la expansion de un gas (digamos, en un cilin-
dro con un émbolo movil) la velocidad del émbolo debe ser pequefia tan sélo comparada con la velo-
cidad del sonido en el gas, es decir, practicamente puede ser muy grande.

En los cursos generales de fisica, la expansion (o la compresion) adiabatica se define con frecuencia
como « suficientemente rapida ». Al hacerlo asi, se piensa en otro aspecto de la cuestion — el proceso
debe ocurrir con rapidez suficiente para que durante este tiempo el cuerpo no consiga entrar en inter-
cambio térmico con el medio en torno —. De esta manera, se tiene en cuenta una condicion que debe
garantizar practicamente el aislamiento térmico del cuerpo, y la condicion de lentitud del proceso com-
parado con los procesos de establecimiento del equilibrio se supone, implicitamente, que se cumple.

** Véase Mecdnica, § 40.
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Es muy importante el que, gracias al cardcter adiabdtico del proceso, el valor

b ’ 2’
medio de la derivada —(—}; Zq )
valor medio respecto de la distribucion estadistica que corresponde al equilibrio
para un valor dado del pardmetro 4, es decir, para las condiciones exteriores en el
instante considerado.

que aparece en (11.1) puede interpretarse como

La derivada se puede escribir también en otra forma considerando la

dE
dt
magnitud termodindmica E como funcién de la entropia del cuerpo, S, y de los
pardmetros exteriores A.

Dado que en un proceso adiabdtico la entropia S se conserva constante, te-
nemos: '

( = (11.2)

donde el subindice .S indica que la derivada se toma manteniendo S constante.
Comparando (11.1) con (11.2), encontramos:

aE(M’A) ( ) (11.3)

Esta es precisamente la formula buscada. Dicha férmula permite calcular, siguiendo
un método termodindmico, los valores medios (respecto de una distribucién esta-
9E(p, q; A)
oA
se encuentran a cada paso en el estudio de las propiedades de los cuerpos macros-
copicos, por lo que la formula (11.3) representa en estadistica un papel muy impor-
tante. Entre ellas figuran el cdlculo de diferentes fuerzas que actiian sobre un cuerpo
(siendo los pardmetros A las coordenadas de una u otra parte del mismo; véase
en el pdrrafo siguiente el caso de la presion), el cdlculo del momento magnético o
eléctrico de los cuerpos (caso en que los pardmetros A son la 1ntens1dad del campo
magnético o del campo eléctrico), etc.

Todos los razonamientos que hemos desarrollado aqui para la mecdnica cldsica,
valen también para la teoria cudntica, bastando tUnicamente introducir, en todos
los puntos en que aparezca, en vez de la energia E(p, g; A), el hamiltoniano H
La férmula (11.3) se escribe entonces en la forma:

7).

distica de equilibrio) de las magnitudes de la forma . Tales magnitudes
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donde el trazo significa el promedio estadistico completo, que incluye automdtica-
mente el promedio cudntico.

§12. La presion

La energia de un cuerpo FE, en tanto que magnitud termodindmica, posee la
propiedad aditiva; la energia del cuerpo es igual a la suma de las energias de sus
diferentes partes (macroscopicas) *.

La misma propiedad posee también otra magnitud termodindmica fundamental
— la entropia.

El cardcter aditivo de la energia y de la entropia conduce al siguiente resultado,
muy importante. Si el cuerpo se encuentra en equilibrio térmico, cabe afirmar que
su entropia, para un valor dado de la energia (o la energia, para un valor dado de la
entropia), depende solamente del volumen del cuerpo, pero no de su forma **. En
efecto, el cambio de forma del cuerpo se puede representar como desplazamiento
de diferentes partes del mismo, como consecuencia de lo cual la entropia y la ener-
gia, que son magnitudes aditivas, no varian. Se supone, claro estd, que el cuerpo
no se encuentra en un campo de fuerzas exterior, de modo que el desplazamiento
de sus partes en el espacio no va ligado con una variacién de sus energias.

Asi, pues, el estado macroscépico de un cuerpo en reposo que se encuentra en
equilibrio estd determinado completamente por tan s6lo dos magnitudes — por
ejemplo, el volumen y la energia. Todas las demds magnitudes termodindmicas se
pueden expresar como funciones de estas dos. Claro estd, en virtud de esta depen-
dencia mutua de las diferentes magnitudes termodindmicas, como variables inde-
pendientes se pueden utilizar cualquier otro par de ellas.

Determinemos ahora la fuerza con que un cuerpo actua sobre la frontera de su
volumen. De acuerdo con férmulas conocidas de la mecdnica, la que actiia sobre
un elemento de superficie ds es igual a

_9E(p,g;1)
or

donde E(p, g;r) es la energia del cuerpo como funcién de las coordenadas y de los
impulsos de sus partes, y también del vector posicién del elemento dado de superficie,
que representa en este caso el papel de pardmetro externo. Promediando esta igual-
dad y utilizando la férmula (11.3), obtenemos:

F =

* En tanto en cuanto prescindamos de las energias de interaccion de estas partes; esto es imposible
hacerlo si lo que nos interesa son precisamente aquellos fenomenos que estdn ligados con la existencia
de superficies de separacion entre diferentes cuerpos (al estudio de estos fendmenos se dedica el capitulo 15).

** Hay que mencionar que todo esto se aplica de hecho a los liquidos y a los gases, pero no a los
solidos. El cambio de forma (deformacion) de un sélido exige la realizaciéon de un cierto trabajo, es decir,
cambia con él la energia del cuerpo. Este hecho se debe a que el estado deformado de un cuerpo sélido
es, en sentido estricto, un estado de equilibrio termodindmico (pero el tiempo de relajacién para que se
establezca el equilibrio completo es tan largo, que, en muchos aspectos, un cuerpo deformado se com-
porta como si estuviera en equilibrio).



