MATEMATICAS Il

ek

1.2 Edicion Digital
2020

Transformaciones.
Integrales Multiples.
Integrales de Linea.
Integrales de Superficie.

J. ARMANDO VENERO B.

LICENCIADO EN MATEMATICAS (U.N.IL.)

O

EDICIONES GEMAR
LIMA PERU



MATEMATICAS III

Autor: JESUS ARMANDO VENERO BALDEON
Estudios de Magister en MATEMATICAS (P.U.C.P.)

Dpto. de tipeo, diagramacién y disefio
Ana Maria Vargas Loayza de Venero,
Lic. en Educacion (U.N.M.S.M.)

1.2 Edicion digital, SETIEMBRE 2020

Hecho el Depésito Legal en la Biblioteca Nacional del Perd N° 202005377
ISBN IMPRESA : 978-612-45216-2-1

ISBN DIGITAL :  978-612-45216-9-0 978-612-48340-4-2
PDF EPUB

Editado por:

© 2020, Representaciones GEMAR E.I.R.L.

Calle Rio Vilcanota 168. COO 27 de abril, Ate - Lima
Teléfono: 446-6176

rep_gemar09@hotmail.com
https://www.facebook.com/veneromath/

Prohibida la reproduccién parcial o total, por cualquier me-
dio o método, de este libro sin la autorizacion legal del
autor y/o de REPRESENTACIONES GEMAR E.IL.R.L.
LIMA — PERU.



PROLOGO

Presentamos esta segunda edicion revisada y corregida con sumo
esmero donde hemos adicionado algunos ejercicios resueltos interesantes.

Este libro fue escrito con la idea de presentar el tema de las Inte-
grales Miltiples en una forma detallada y accesible para quienes conocen
un poco de las funciones reales de varias variables. Fundamentalmente se
requiere saber como graficar estas funciones asi como sus respectivos do-
minios.

Hemos tratado de evitar en lo posible una excesiva abstraccion en
el enfoque de los temas, presentando los resultados teéricos més impor-
tantes aunque sin demostrarlos en su mayoria.

En el primer capitulo se estudia una clase de funciones de R™ en
R" llamadas Transformaciones de R™ , las que constituyen la base ana-
litica y geométrica de todo el texto; principalmente, se presentan algunas
técnicas que permiten conocer la forma en que el espacio R" es modifi-

cado por alguna de estas Transformaciones.

En este capitulo se presenta ademas, con especial detalle a las
Transformaciones en Coordenadas Polares, Cilindricas y Esféricas.

A continuacién se estudian las Integrales Dobles en una amplia
exposicion de la teoria y sus técnicas de calculo. Su aplicaci6on inmediata
se encuentra en el cilculo de areas y volimenes.

Presentamos también aqui el fundamento del Cambio de Variables
en las Integrales Dobles, y que tiene su extensi6on natural a funciones de
tres o mas variables.

Revisamos un poco de las Coordenadas Polares utilizdndolas en el
célculo de una gran cantidad de integrales multiples que se presentan con
mucha frecuencia en el campo de la Ingenieria. Esto lo podemos ver tam-
bién en el capitulo de las Integrales Triples.

Se incluye un capitulo dedicado al estudio de la Topologia de R"
a un nivel basico, enfatizando el aspecto geométrico de estos conceptos



que seran muy utiles en el resto del texto; en particular, su utilidad se
aprecia en el Capitulo del TEOREMA DE GREEN el cual relaciona las In-
tegrales Dobles con las Integrales de Linea.

El texto termina con un séptimo capitulo referente a las INTE-
GRALES DE SUPERFICIE que presenta los famosos Teoremas de GAUSS
y de STOKES, completando de este modo el estudio del ANALISIS VEC-
TORIAL el cual constituye la principal herramienta matematica de la
Mecanica de Fluidos y de la Teoria de Campos Electromagnéticos.

J. ARMANDO VENERO B.
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Cap. 1

TRANSFORMACIONES

1. | TRANSFORMACIONES DE R" A R"

1.1 INTRODUCCION.-

En este capitulo estudiaremos a las funciones T: D — R"

(D, conjuntode R" ) llamadas TRANSFORMACIONES DE R" , y estaremos inte-

. . s r n
resados en conocer como estas transformaciones deforman alaregion D C R .

YA

T (D)

T(u,v) =(x,y)

VA
D

v /
(u,v)

0 u U

0

\d ?{

(x,y) = T(u,v) = (x(u,v), yu,v))

Tomemos por ejemplo la transformacion

tal que x uCosv

y = uSenv

T: D —>R2
w [\

(u,v) B T(u,v) = (x,y)
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definida sobre el rectangulo D = { (u, v) € Rz/ uel[0,1]1, velo,n]}:
(x,y) = T(u,v) = (uCosv, uSenv) , uel[0,1], ve[0,nx].

Esta transformacion toma el rectangulo D = [0,1]1x [0, n] C R>

(plano UV) ylo lleva a su imagen, el semicirculo T (D) C R (en el plano XY) tal
como se muestra en las siguientes figuras.

Una forma de conocer cémo actla la transformacion T para transformar el
rectangulo D en el semicirculo T (D) consiste en mantener fija en D una de las

variables, por ejemplo v = v, , Y hacer variar la otra variable u en el intervalo

[0,1]: 0 < u < 1, generando la "curva" (segmento de recta en este caso) :

gvo(u)=(u,uo) . vofijoefo,n], uelo,1]

cuyo rango es un segmento de recta horizontal a la altura v = v, en D.

Y
7 T
—_—
i T(u,v,)
o | (ov)= gvo(u) 0
0 i
\
I
| > »
0 u U 1 x
x = uCosv, , y = uSenv, , uelo,l1]

Vemos aqui, que v, representa el angulo de inclinacion (fijo) del radio vector (x, y),

y que u representa la longitud del radio vector (x, y) desde el origen, de manera
que el radio u aumenta desde 0 hasta 1 tomando todos los valores intermedios.

Asi, el SEGMENTO HORIZONTAL { (u,v,)/ 0 < u < 1} es transformado en el
SEGMENTO DE RECTA RADIAL :
{T(u,vo) = (uCosv,, uSenv,)/ 0 < u < 1} C XY .

Se puede interpretar como que el dominio D es generado por el barrido de la recta ho-
rizontal { (u, vy)/ 0 < u <1} desdelaaltura v, = 0 hasta v, = x.
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Asimismo, se puede considerar a la imagen de todo el semicirculo T (D)
generada por el barrido del segmento radial { T (u, vy), 0 <u <l }  desde el

angulo v, = 0 hastaelangulo v, =, como desplegando un abanico.

Otra forma de ver como se deforma la region D del plano UV me-
diante la transformacion T consiste en mantener fija la otra variable u = u_ , y ha-
cervariar v: 0 < v < m. Ello genera un SEGMENTO DE RECTA VERTICAL
{ (uy, )/ 0<v<m } el cual es transformado via T en un arco de semicir-
cunferencia { T(u,,v) = (u,Cosv, u Senv)/ 0 < v < n } de radio u, -

YA
VA

It

(x,y) =T(ugy,v)

N

Se puede considerar al dominio D generado por el barrido de la recta
vertical { (u0 ,v)/ 0 < v < n} desde el segmento vertical izquierdo
sobre el eje V (uO = 0) hasta el segmento vertical derecho u, =11y

simultaneamente se puede considerar a suimagen T (D) generada por el
barrido de una semicircunferencia centrada en (0, 0) desde la que tiene ra-

dio u, =0 hasta la que tiene radio u, =1.

1.2 NOTA.- En ambos planos UV y XY del ejemplo anterior vemos que al hacer va-
riar solamente una de las variables u 6 v (manteniendo la otra variable
fija) se obtiene una CURVA que se considera generada por el DESPLA-
ZAMIENTO de un punto; vy luego al hacer variar la otra variable (que
estaba fija) se obtiene una SUPERFICIE que se considera generada por
el barrido de la curva antes mencionada.

. . 2 2
Esto es valido en general para las transformaciones T: R™ — R”,

salvo los casos degenerados en que la CURVA es un solo punto o cuando la SU-
PERFICIE mencionada se reduce a una CURVA o a un solo punto.
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Asi, en la transformacion T (u, v) = (x, y) = (uCosv, uSenv) , laima-
gen del segmento { (0, v) / 0 < v < = } consiste de un Unico punto: (0, 0) .
1.3 GENERALIZACION .-

Para transformaciones T : ]R3 — ]R3 , del espacio UVW
al espacio XYZ: T(u,v,w) = (x,y, z) , se tiene que en ambos espacios:

1°  Manteniendo v = v, W= wy fijos , y haciendo variar u, entonces se
genera una CURVA (o un punto).

2° Manteniendo w = w, fijo , y haciendo variar u y v, se genera una SU-
PERFICIE (6 una curva 6 un punto).

3° Haciendo variar u,v y w se genera un SOLIDO, salvo los casos degenerados.

» uv XY .
1.4 EJEMPLO.- Dada la transformacion ) P definida por :
R™ — R
T(u,v) = (x,y) = Q+u—-2v, l+u+v), esdecr
x =2+u-—2v
(%)
y=1+u+wv

Veamos como es la imagen via T delcuadrado D = [0, 1] X
x[0,1] ={(u,v)/ uel0,1], velo,1]}.

VA YA

(b)

(c)

2l----¢

o (a)

a) Laimagen del segmento horizontal { (u,0)/ 0 < u < 1} se puede encon-

trar en el plano XY haciendo v = 0 en (%) Yy relacionando las variables x,y
entre si:
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X =2+4+u
= y=x-1, xel[2,3]
y I+ u

b) Laimagen del segmento horizontal { (u,1)/ 0 < u < 1} se puede encon-
trar en el plano XY haciendo v =1 en (%) :

u

X
= = x4+ 2 , x €[0,1
{y u+ 2 Y L ]

c) Laimagen del segmento vertical { (0,v)/ 0 < v < 1} se encuentra (en
XY ) haciendo u = 0 en (%) :

x =2 —2v
— 2y =4—x, x €[0,2]
y=1+v

d) La imagen del segmento vertical {(1,v)/ 0 < v <1} se encuentra
haciendo u =1 en (%) :

x =3 —2v
= 2y =7—-—x , x e€[l1,3]
y 24+ v

e) Observe que las imagenes de las rectas u = 2v + h son las rectas verticales:

x =2+ h.
f) Las iméagenes de las rectas v = —u+ k son las rectas horizontales

1.5 EJEMPLO .- La transformacion T : R2 — 1R2 definida por (x, y) =

= T(u,v) = (au, bv) , a > b > 0 transforma el disco
2 2
compacto D: u2+ u2 <1 enlaregién T(D): X4 J_ < 1 encerrada
a2 b2
2 2
por la elipse *— + L — mediante deformaciones de las circunferencias
a2 b2
2 2
u2+v2:r2 , refo0,1] en las elipses x—+y—:r2 , con
a2 b2
refl[0,1].

Aqui tenemos otra forma de ver cdmo se transforma una region D del plano UV

2

caracterizada por una desigualdad como u2 + v~ <1 (%) enunaregion T (D) del
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plano XY caracterizada por una desigualdad como x—2 + == <1 (x%).

Note que utilizando la definicionde T: x = au ,
zandoen (¥) : u = x/a , v = y/b, obtenemos (x%).

bv y reempla-

<
Il

VA
1 YA

I

) v %ﬂ)% x

1.6 PROBLEMA.- Dada la transformacién (x, y) = T (u, v) = (4u + 2, 3v — 1) :

a) Grafique la imagen T (D) donde D es el rectangulo [0,1]1x[0,1] del
plano UV.

b) Grafique laimagen T (D) donde D eslaregion { (u, v) / w4+ v? <1}

SOLUCION.- T: x = 4u + 2, y=3v—1, u,v € [0,1] utilizamos los
métodos anteriores

a) YA
T
Vv —_—
0 D (2,2) (6,2)
1 21
L+ T (D)
v -
0 1 X
14
0 1 ~ (2,-1)
b) T X = 4u + 2 . u=(x-—2)/4

y =3v-—1 v (y +1)/3
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2 2
-2 1
D: u2+v2:r2§1 = T(D): (x ) +(y+) =r2§1
16 9
AY
v T,
1
D
. X
0 1 U

2. | TRANSFORMACIONES AFINES DE R™

Son aquellas transformaciones T : R" — R" que se pueden
definir mediante una matriz constante A = [aij] cuadrada de orden n tal que si

u :(ul,uz,...,un), ;:(xl,xz,...,xn) y si

— .y n

X, = (xol ,x02 y e ,xon) es un punto fijode R~ entonces
X = T(u) = X+ Au (%)

donde Au es el producto de la matriz A con el vector (columna) u .

En el caso particular de )70:6 setieneque x = T(u) = Au (% %)

En este Gltimo caso T recibe el nombre de TRANSFORMACION LINEAL DE R™ .

Notese que (%) y (=) carecen de sentido a menos que x , §0 y u  se expresen
como vectores columnas.

2.1 EJEMPLO .- La transformacién T del Problema 1.6 definida por (x, y) =
= T(u,v) = (4u + 2, 3v — 1) es una Transformacion Afin
pues se puede expresar

(o) =[] (030

X A u
[
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4 0
Aqui la matriz A = [ ] es diagonal (caso muy particular).
0 3

Una caracteristica de las transformaciones afines es la siguiente.

2.2 TEOREMA.- Toda transformacién afin x = T(u) = x, + Au

de R" en R" talque det(A) = 0 :

a) Transforma RECTAS en RECTAS.

b) Si D es una regién poligonal con k vértices P, P,, ..., P,
entonces la imagen T (D) es una region poligonal con k vértices
W), TEED 5 cae 5 T

En otras palabras, T lleva vértices en vértices.

2.3 NOTA.- Laparte (b) del Teorema 2.2 proporciona un método rapido para hallar
la grafica de la imagen de una region poligonal D via una transforma-
cion afin, trabajando solamente sobre los vértices.

2.4 EJEMPLO.- Enlatransformacién (x, y) = T(u, v) definida por

X =24+ u—2v

y=1l+u+v

que ya vimos anteriormente tenemos que

(3] reo - (00700

1 =2
donde A = [ ] tiene determinante det A = 3 = 0
1 1

de modo que si D es la region VA
poligonal ( un cuadrado ) R=(0,1) S=(1,1)

D=[0,1]1x[0,1]

del plano UV entonces la ima-
gen T (D) es una region poli- -

’ o

gonal cuyos vértices son : P=(0,0) Q=(1,0) U
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T(P) =T(,0 =(2,1) , T(R)
T(Q) =T{,0 =(@3,2) , T(S)

T(0,1) = (0,2)
T, 1 = (1, 3)

YA

T (R)

(=)
[\)
(9%)
<Y

2.5 TEOREMA- Sea T: R’ — R’ una transformacién afin :
T(w) = x_ + Au
Si detA = 0, entonces T es una transformacion inyectiva so-

bre R, ysi detA = 0 entonces T transforma a todos los

puntos de R’ sobre UNA RECTA que pasa por x , 6 sobre UN
(itnico) PUNTO x,

2.6 TEOREMA.- Sea T: R’ — R’ una transformacion afin
T (u) = x,+ Au .
Si det = 0 entonces T es una transformacion inyectiva sobre R’

ysi detA = 0 entonces T transforma a todos los puntos de R’
sobre UN PLANO que contiene a x 6 sobre UNA RECTA que pasa

por x 0 sobre el iinico punto x,

2.7 PROBLEMA.- ;Cémo actua la transformacion afin  (x, y) = T(u, v) =

= 34+u—v, 4—2u+ 2v) sobre R2?

, 1 -1
SOLUCION.- A = [ ] , detA =0
-2 2

Vemos que la recta horizontal { (u, uo) / u € R} setransformaen
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x:3-i-u—v0
= y = -—2x+10 )]
y:4—2u+2v0

que es UNA RECTA , en XY, que no depende del valor v, - Es decir, TODAS LAS
RECTAS HORIZONTALES { (u, uo) / u € R } setransforman en UNA MISMA RECTA

L: y = —2x+10, paracualquier v .
Luego , T(]Rz):L:{(x,y)/ y = —2x +10 }.
Y
VA A
T, \
vy 10
0 ;U L
0 5\ X
Asi, la imagen T(Rz) de TODO el plano UV es UNARECTA L: y = —2x + 10.

2.8 PROBLEMA .- Halle una transformacion que deforme el cuadrado unitario en el
triangulo de la figura

VA YA
6
1 T
—
0 1 U 0 4 X

SOLUCION.- Todo segmento de recta de extremos A y B tiene la parametrizacion
{A+t®B-A)/ tefo,1]}
Consideremos el borde L: A +t(B—A) , t € [0,1] ylasrectas paralelas

de extremos sA y sB, Ls: SA + t(sB—-5sA) , 0 < s < 1; demane-
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Cap. 1
ra que conforme s varia desde 0 hasta 1, larecta LS barre todo el tridngulo des-

de (0, 0) hastalarecta L delafrontera. Asiesquepara 0 < s <1
t €[0,1]

s(4,0) +t(s(0,6) —s(4,0)) ,

Lot (x,y) =
= (4s — 4st, 6st) .
Denotando ¢t = u, s = v tenemos la transformacion
(x,y) = T(u,v) = (4v — 4vu, 6uv) = (4v( — u), 6uv) |,
uelo,11, velo,1]. AY
Note que el segmento {(u, 0)} se (0,6)=8B
transforma en el unico punto (0, 0)
para v = 0, y que el segmento sB
{@,n/uerlo, 11} Ls .
se transforma en larecta L de la
L: 3x+4+ 2y =12. >
ey 0 SA A=(4,0) X

frontera,
La transformacién del problema anterior es un ejemplo de una Transfor-

2.9 NOTA.
macion no-afin .
Halle una transformacién que deforme la region encerrada por el

cuadrado de lado 1 de la figura en el circulo de radio 4 .

2.10 EJERCICIO .-
YA
VA
1 T 4
—_—
—4 4 §
0 1 U
-4
T: x = 4uCos(2nv) , y = 4uSen(2nv) ,
vel[o,1].

RESPUESTA.-
para u €[0,1] ,

2.11 EJERCICIO.- Halle una transformaciéon T que deforme la regién encerrada por el
rectdngulo [0, 11 x [0, 2] C UV , enelinterior de la elipse de

lafigura (a, b > 0) .
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YA YA
2 L b
0 a "X
0 1 X

SOLUCION.- X — uCos (nv) , Y — uSen (mv) ,
a b

vel[0,2], uefo,1]. Es decir,

(x,y) =T(u,v) = (auCos(nv), buSen(nv)), u € [0,1],v € [0, 2].

3. | TRANSFORMACIONES DE R3

Consideremos la transformacion
T R — R’
(u,v,w) » T(u,v,w) =(x,y, z)

definidapor x = 5u, y =3v, z = 2w ; podemos expresar

5 0 0 u X
T(u, v, w) = 0 3 0 v = y
0O 0 2 w zZ
A u X
es decir, X = T(u) = Au

a) Esta transformacion deforma el cubo unitario D = {(u, v, w)/ u,v,w €
€[0,1]1} = [0,11%x[0,11x[0,1] delespacio UVW en el paralele-
pipedo T(D) = [0,5]1x[0,3]1x[0,2] delespacio XYZ.
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WA Z A
T

1 I 2

0 3 -
0 = Y

1 A%
1
U
X K5

b) Esta misma transformacion deforma la bola unitaria D = { (u, v, w) / u2 +

+ v? + w? < 1} delespacio UVW en el sélido elipsoidal
2 2 72

T(D) = {(x,y, z)/—+y—+— < 1} delespacio XYZ.
25 9 4

4. | LIMITES Y CONTINUIDAD DE LAS TRANSFORMACIONES

4.1 DEFINICION.- Una transformacion T : R™ — R" es una funcion tal que si
u = (ul,uz, e, un) , X = (xl,xz, e, xn)
entonces
X = (x,xy, s x) = T = (f (), £, ..., f (W)

donde las f; sonlas funciones (reales)componentes :

x; = f; (v) = £ (up,uy, oo s up ) que también se denotan por

x; = xi(ﬁ) = xi(ul,uQ, ,un) = fi(ul’ ,un) = fl.(ﬁ),

y donde estas coordenadas x; son funciones reales (llamadas FUNCIONES CO-

ORDENADAS de T) de n variables Up, Uy, oee s, UL
x; = fl.: ]Rn — R
w
u B ox;(u) = ()

T(u) = T(ul, ,un)

=N
Il
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(x, (W), ..., x (u))

(xl(ul, e, un), e, xn(ul, e, un)) .

4.2 PROPOSICION.- Una transformacion T : R™ — R™ es continua sobre un
dominio D c R" siy sélo si todas sus funciones coor-

denadas x; = fl. son continuas sobre D.

4.3 DEFINICION.- Una transformacion T : R"™ — R" se dice que es de clase

C(k) sobre su dominio D ¢ R" si todas sus funciones coor-
denadas x; (u) son de clase c™) sobre D ; es decir, si todas las funciones
coordenadas x; (u) son continuas y tienen sus derivadas parciales hasta el or-

den k todas continuas sobre el dominio D .

5. | DERIVADA DE LA TRANSFORMACION DE R

Si una transformacion T de R™ es de clase C(l) sobre un domi-

nio D c R" entonces todas sus funciones coordenadas x; = £, = fl.(ﬁ)
son diferenciables y por lo tanto existen sus gradientes o derivadas

_ of of of

vi = (—, /4, ..., —1)
8u1 c’)u2 Bun

_ (8x1 Bxl 8x1 )
Bul 6u2 Bun
_ of. of. of.

Vi (u) = (—~, L L)
8u1 8u2 ou
n
ox. ox. ox.

= L 5 L PR ! ) ) 1 <i1<n
Bul 6u2 Bun
5.1 DEFINICION.- Dada una transformacion T = (f1 s f2, ,fn) de R",

de clase C(l) sobre un dominio D entonces, si denotamos

X = T(u) = (f(u), ..., f (W) ,
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se define la DERIVADA de T enelpunto u = (u1 s Uy s e ,un) €D a
la MATRIZ cuadrada de orden n definida por
_ of, _ of, _ of, _
V£ (u) (), (0), ..., (u)
ou, du, ouy
_ Vi (W RdE ey A T S B ey
DT (u) = = ou, du, du,
_ of . _ af, _ of . _
V£, (0) L (w), —(u), ..., —(u)
du du, du,

También se le denota por T’(u) = DT(u) .

52 EJEMPLO.- Si T(u,v) = (uCosv,uSenv) = (f (u,v), fy(u, v))

entonces x; = fj(u,v) = uCosv ,
x, = fy(u,v) = uSenv ; y por lo tanto
af, af,
(u, v) (u, v)
Vi(u, v Ju v
PTas v = ot v | = | o £
u, v P’] d
2 2 (u, v) 2 (u, v)
qu v

Cosv —uSenv
Sen v uCosv
53 EJEMPLO.- Si T(u,v,w) = (2u,3v,5w) = (f (u), f,(w), f;(u))

entonces f(u) = 2u , f,(u) , 3v , f(u) =5w,
donde u = (u, v, w) ,
af,  af,  af,
Ju Jv Jw

Vi (u)
_ af,  af,  af
DT (u, v, w) = | Vi,(u) 2 2 2
_ Ju Jv Jw

Vf3(u)

afy  afy  afy
ou ov Qw
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2 0 0
DT (u, v, w) = 0 3 0 = T'(u,v, w)
0O 0 5

6. | MATRICES JACOBIANAS Y JACOBIANOS DE TRANSFORMACIONES

A la matriz derivadade T enunpunto u € D ¢ R"

también se le llama MATRIZ JACOBIANA DE T en u , y por ser una matriz
cuadrada a su DETERMINANTE se le denomina JACOBIANO DE LA TRANS-
FORMACION T en el punto u y se le denota indistintamente por

J(u) = n) = det[ DT(u)].

6.1 EJEMPLO.- Sea (x,y) = T(u,v) = (uCosv, uSenv) , entonces

ox Ox
ou ov Cosv —uSenv
J(u,v) = o,y _ _
o (u, v) dy 0y Sen v u Cos v
ou Ov
= u(Coszv + Senzv) = u .

Asi, tenemos que, en particular J (3, ) = 3.
6.2 EJEMPLO.- Sea T(u,v,w) = (x,y, z) = (2u, —3v, 5w), entonces

ox ox ox

ou ov ow

Ju. v, w) = 2xv.2 | 9y 9y 9y
o(u,v, w) du av aw

0z oz 0z

ou ov ow

= 0o -3 0 = —30 paratodo (u, v, w) .
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7. | PROPIEDADES DE LAS MATRICES JACOBIANAS

71 TEOREMA.- Sean T: A C R — R" , T(W) =7V ,
G:BCR" > R", G(v)=w, donde Ay

B son conjuntos abiertos de R" tales que T es diferenciable en
2€A.S b=T@@) €eB, G diferenciableen b, y H= GoT
es una transformacién definida en una vecindad del punto a € A ,
entonces H (la composicién) es diferenciableen a y :

DH(a) = DG[T(a)]-DT (a)
0 H'(a) = G'(T(a))-T'(a)

resultando H'(a) una matriz cuadrada n x n como producto de

las matrices G’ (T (a)) = G’ (b) y T’(a), cuadradas de orden n.

7.2 COROLARIO.- Con las condiciones del Teorema 7.1 , por propiedades de los
determinantes , y como

w = H(a) = G(T(a)) = G(b) : T(a) = b

entonces , en una vecindad del punto a :

9(wy, ... ,wy) _ 9(wy, ... , wy) (vy, ... ,v,)
8(u1,...,un) 9 vy, ..., vy) 8(u1,...,un)

PRUEBA.- Aplicar determinantes a la formula del Teorema 7.1.

7.3 TEOREMA.- Sea T: R° — R° , X = T(u) una transformacién

(1)

de clase C sobre un conjunto abierto D y si el jaco-

biano J(u) = 0, VY u € J, entonces T es localmente
univalente.

Es decir, para cada punto u € D existe una vecindad V (u, §) de
centro u y radio 8 > 0 donde T es univalente sobre V(u; 8) .
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7.4 LEMA.- Si I: R™ — R"™ es la transformacion identidad I(u) = u , en-
tonces LA DERIVADA de I enelpunto u esla matriz IDENTIDAD

I de orden n:
I'(W) = DI(u) =1 , paratodo u € R" .

PRUEBA.- Sea x = I(u) = u , entonces x; = u; :
Bxl_aul_{15|l=J
8uj 8uJ 0 si 1=
1 0 0
o 1 0
= I'(w) = =1
0O O 1

7.5 COROLARIO.- Eljacobiano de la transformaciéon IDENTIDAD I esiguala 1.

7.6 TEOREMA.- Si la transformacion T : A — B es de clase c® 5o
bre A (A y B : conjuntos abiertos de R" ) y tiene
inversa T~ ': B — A declase ¢ sobre B entonces

para X =T, u=T '@: T loT( = I(W),

= DT [T ] -DT(@@) = I

~ o~ o~~~

~N A~~~ ~N~N~N~N~N~~~

7.7 COROLARIO.- Con las hipotesis del Teor. [7.6], y tomando determinantes :

A (up, uy, ... , uy) A(xy, v 5 xpy) _ 1
9(x;, x5, «.. , xp) 8(u1, cee s up)
N 8(u1,u2, ,un) _ 1
d(xy, x5, «.. , xp) 9(x, Xy, «.. , X))
3(u1,u2, ,un)

~ o~ o~~~

PRUEBA.- Del teorema anterior se concluye que ambas matrices derivadas son No
Singulares. Luego, sus respectivos jacobianos son diferentes de cero.
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7.8 EJEMPLO.- Sea T(u) = x latransformacion de R tal que u=x"—y°,

9xy) en términos de u, v, sobre R>— {(0, 0)}.
o(u, v)
Haremos el célculo indirectamente por el COROLARIO 7.7 pues se torné

v = 2xy . Halle

SOLUCION.-
algo complicado el tratar de despejar x, y, entérminosde u y v:
ou ou
dx dy 2x =2y
CACTR ) - = a2+ yH
9(x,y) ov ov 2y 2x
dx dy
yoomo u = x’—y?, v=o2xy = ul+v’=(x>+y>)?
= x"+ y2 =y ulto?
o(x,y) _ 1 _ 1 _ 1
- 9(u,v) 2 2.
o0, v N 4"+ y7) 4 uz—i-v2
9(x,y)

R"™ — R" esuna TRANSFORMACION

7.9 PROBLEMA.- Demuestre quesi T :
es una

AFIN X = T(u) = §0+ Au , donde A = [a;;]
matriz cuadrada de orden n, entonces

a) DT(u) = T'(u) = A

_ axy, ...,
) s = 20 ) gaa
B(ul, e, un)

PRUEBA- Sea X = (dq,, d,, ..., q,) unpuntofijode R"

n
) X =4t X A
k=1
0 x; 9 (Zn: ) Zn: Ouy
= a., u = a = a..
ou Buj = ik "k = ik ou 1

pues o uy { 1, si k=7
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_ 0 Xx.
= DT(u) = Buf = [al.].] = A .
J
a(x,, ..., _
b) J(u) = ol *n) = det[DT(u)] = detA .
B(ul, ,un)

7.10 PROBLEMA .- Halle una transformacién T : R> — R> de un plano UV a

un plano XY que transforme una region D del plano UV en una
region E = T (D) del plano XY limitada por las gréaficas de :
2 2 2

x —y2=9, xT—y =1, xy=2, xy =4,
enlaregion x > 0 .
SOLUCION.- Sean u = x2— y2 , v = 2xy , entonces, enelplano UV, las
curvas dadas corresponden a las imagenes de las rectas

u=9, u=1, v=4, v=28

VA Y
1 I
1 I
1 | T
v=238}| e —
D —
—1
T
v=4+tF -
1 I
1 I
l |
0lu=1 u=9 U 0
—1 2 2
(u,v) =T (x,y) = (x"—y",2xy) , (x,y) = T(u,v)

7.11 PROBLEMA.- Dada latransformacion T(x,y) = (x —y, xy)
a) Halle el jacobianode T (x, y) .
b) ¢Cuéles son los puntos de laregion A = {(x,y)/ y > x,
y <1, x > 0} donde el jacobiano no es cero ?.

SOLUCION.- (r,s) = T(x,y) = (x—y, xy) = r=x—y, S = xy

dr/dx dr/dy 1 =1
J(x,y) = det = det = x+y .
ds/dx 9s/dy y x
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Asiesque J(x,y) = x+y =0 < y = —x , corresponde a una recta que
al intersectar con A se obtiene el Unico punto (0, 0) donde el jacobiano se anula.

7.12 NOTA.- Limitaremos nuestro estudio a transformaciones que satisfagan las si-
guientes condiciones:

a) T:R2—>]R2, (x,y) = T(u,v), (u,v)EDC]R2 donde x, y,

Jox O0x 0y 0y

du Odv du Ov

son continuas en D (es decir, T es de clase C(l)

sobre D), 2¥) S 5 2 Y) o v(u, weD
d(u, v) 9 (u, v)
3 3 3
b) T:R>  — R, (x,y,z)=T@w,v,w), (u,v,w) €D cC R tal

(1)

que T es de clase C sobre D, y ademas

M>0 o) M<oy vV (u,v,w) €D.

d(u, v, w) a(u, v, w)

Bajo estas condiciones la transformacién T mapea una region cerrada y acota-
da D sobre una imagen cerrada y acotada T (D) de manera que la frontera
de D es mapeada sobre la fronterade T (D) .

Y si LACTE ) = 0 , para (u, v) € D, entonces existe una transforma-
o (u, v)

1

cibninversa T = de T(D) sobre D, de clase C(l), tal que

JT_I(x,y):Mzo , para (x,y) € T(D)

2,uu) , sobre (u,v) €

Por ejemplo, para (x,y) = T(u, v) = (u2— v
D= {(u,v)/ u>0,v >0} entonces T(D) ={(x,y)/y>0},

de modo que T es una transformacién que mapea el PRIMER CUADRANTE del plano
UV sobre el SEMIPLANO SUPERIOR del plano XY. Ademas,

= 2(u2+ Uz) > 0 sobre D.

Porlo tanto, T resulta ser una transformacion biyectiva de D sobre T (D) .
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8. | TRANSFORMACIONES EN COORDENADAS POLARES (r,6)

La transformacion T que expresa un punto del plano R (XY) en términos

de las COORDENADAS POLARES (r, 6) del plano R> (UV = R0O) esta definida
por

RO XY
T: R2 — ]R2
(r, ) & (x,y) = T(r, 0)
x = rCos9
donde (%)
y = rSenb

esdecirr  (x,y) = T(r,0) = (rCosf, rSenb) .

Esta transformacion lleva un punto (r, 0) € ]R2 (plano R6O) hasta el pun-
to (x,y) € ]R2 (plano XY ) mediante la formula (x) .

Una caracteristica de estas coordenadas polares es que:

r = x2+y2 , Tan® = 2L .

X

Consideraremos aqui los siguientes dominios para r y 6 :
D,={(@,00/ 0<r<oc, a<6<a+2n} , x€R

En particular, si D={(r,0)/0<r<r,, 0<0<2n} entoncessu

imagen consiste de todo el disco cerrado con centro en (0, 0) y de radio r, :

AY

0A T v 0 fijo, r variable

T(D

®) (x,y)=T(r,0)
D
27

/ 0 .

0 L Ty X
> r fijo,

0 r To R 0 variable
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x =1Cos® , y =r1rSenH: 60<r<r,, 06 <2n.
El Jacobiano de esta transformacion es:
dx dx
9 ar a0 Cos® —rSenB
J(r,0) = O,y _ —
a(r,0) oy oy Sen 0 r Cos 0
or o0
= r.(Cos26 + Senze) = T.

Ahora estudiaremos como actla esta transformacién con algunos ejemplos.

8.1 EJEMPLO.- Exprese en coordenadas cartesianas aquellos puntos del plano cuyas
coordenadas polares (r, 6) son:

a) (2, m) , by (3,—m/4) , c¢) (5,7n/6) .
SOLUCION.- x = rCos® , y = rSen9 .

a) x =2Cosm , y = 2Senm = (x,y) =(-2,0)

=
=
Il

3Cos(—mn/4) , y = 3Sen(—m/4)
= (x,y=0GN2,-342)
c) x = 5Cos7mn/6 = —5Cosn/6 , y = 5Sen7mn/6 = —5Sen /6

8.2 EJEMPLO.- Halle las coordenadas polares de los puntos cuyas coordenadas car-
tesianas (x, y) son:

a) (3,3, b) (—1,-1) , ¢) (3,-+v3)
d (—V5,Vs5), e (—2v3,-2), ) (0,-4).

SOLUCION.- Ubicaremos el cuadrante en el cual se encuentra cada punto.

a) PRIMERCUADRANTE, x =3, y=3: T = x>+y’> =32
Tan® = y/x =1 => 0 = n/4: (r,0) = (342, n/4) .

b) TERCERCUADRANTE, x = —1, y = —1: 1=+ x> +y> =+2
Tan® = y/x =1 => 0 = 5x/4: (r,0) = (2, 57/4) .
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c) Cuartocuadrante, x = 3, y = _J3:r = \/ x2+ y2 =243
Tan® = y/x = —1/43 => 0 =—n/6 6 0 = 111/6
que son equivalentes por estar en el 4° cuadrante:
(r,0 = 2v3,-n/6) 6 (r,0) = (2J3,117/6) .
d) Segundocuadrante, x = —v5,y =+5: r =10
Tan® = y/x = -1 = 0 = 3n/4: (r,e):(w/l_o,3n/4).
e) Tercercuadrante, x = —2+3, y = —2: 1 =4 ,
Tan@:y/x:l/w/? = 06 =7n/6 6 6 = —5n/6
(r,0) = (4,7n/6) 6 (4, —57/6) .

f) (0, —4) : semieje negativo del eje Y : 6 = —m/2 6 3m/2

r=yxley? =4 e =(4,-5) 6 (4,22).
2 2

8.3 EJEMPLO.- Grafique en el plano R6 y en el plano XY los conjuntos D definidos
por las ecuaciones

a) 0 = m/4 b) r =2.

SOLUCION.- Ambas son curvas.

a) Laecuacion 6 = m/4 es independiente de la variable r (es decir 6 = =n/4,
paratodo r > 0) :

YA
oA (D)

—> \
/ (x,y)
(r,m/4) D

j-[/4 T T
I
| para todo r >0 /
! - ¥ A 0=m/4 .
r R 0 para cada r: X
0<r < o
D={(,0/06=n4,1r>0}
T(D) = {(x,y) = (rCosmn/4, rSenn/4) = (—=, —), r >0}
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b)

La ecuacion r = 2 es independiente de la variable 6 ; asi, un punto de su
grafica es de la forma (r,6) = (2,0) enelplano RO , para cualquier
6bela, a+2n], a fijo

AY
0A
T
a4+ 2md-----o - 2| (x,y) =(2Cos6,2Senb)
0 f------ D
at------
0 > R ) 5%
para todo para todo
Oecla, a+2n] 0Oela, a+2n]
-2

de modo que la graficade r = 2 en el plano XY es una circunferencia de ra-
dio iguala 2. Otra forma de ver esto mismo es como sigue:
r=2 & Pyl =2 & Peyi=

que es la ecuacion de la circunferencia de radio 2 con centro en el origen, y sin
restricciones para 6 , ( es decir, paratodo 6 en [, o + 27]).

8.4 EJEMPLO.- Indique los limites en coordenadas polares de la regién ubicada en el

interior de la circunferencia r = 3Sen® Yy en el exterior de la
cardioide r =1+ Sen® .

SOLUCION.- 1 = 3Sen® => r”=3rSen® = x+ y2 = 3 , esdecir
2 2
x4+ (y —3/2)" =9/4. YA
Para conocer los valores de r=3Sen 0
8, y 6, igualamos: ™~ . (x,y)
3Sen® =1 =1+ Sen6 B
en + Sen 6:62 6_91
= SenB = 1/2 :
7 5n
0, == , 6, = — . 0
1 p 2 B
Enlaregion E el punto
r=1+Sen 6

(x,y) = (rCosH, rSen0)

estalque /6 < 6 < 57/6 ,
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y cuando se mantiene 6 fijo se obtiene el segmento radial que pasa por (x, y) €
E para el cual el valor de r varia segun la relacion

1+Sen® <r < 3Sen® , 0el[n/6, 57/6] .
Por lo tanto en el plano XY se tiene

E = {(x,y)/x:rCose, y = rSenf ,
/6 < 0 < 5m/6, 1+8SenB <r < 3Senf }

sin embargo en el plano R6 se oA
tiene la gréfica adyacente. r=Sen0
r=1+Sen6
De esta forma se tiene que TS %.’ 770 r=3Sen®
SN Lo
E = T(D) SR N v =
\
es laimagen mediante T Vo |
. - L R et
de la region D de la Ultima T !
- /
gréfica. N/ | —1
w/6|-- s -1 D=T (E)
Ve I I |
0 1 3 2 3 "R
2

8.5 PROBLEMA.- Halle los limites expresados en coordenadas polares de la region W
del plano XY encerrada por la lemniscata: (a > 0)

Py’ = alP )
% 7
W X

SOLUCION.-  La grafica es simétrica respecto a los ejes X, Y,y al Origen; y como
x =rCos® , y =rSen0 ,

entonces la ecuacion de la lemniscata se convierte en

r4 = a2r2 Cos 260 = Cos26 >0 y 1 = a,/ Cos 20 (%)

De la grafica vemos que los valores de r variansegin: 0 < r < a, Cos20
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y para conocer los limites para el angulo polar 6 tenemos la gréafica siguiente

AY
9:\62 /6:91

ycomo (0, 0) pertenece a la grafica, entonces de () :

tiende 0 sii Cos 26 tiende 0+
sii 20 —— n/27, 3n/2t, sm/27, 7m/2t
si 0 —— m/4", 3n/4T, snjaT, Tm/aT .
Luego, 6, = /4 , 6, = 3n/4 , 65 =5n/4 , 6, = —n/4 O 7Tn/4:

W = AUB = T(A’) u T(B’) donde A’ y B’ son las regiones en el plano

RO correspondientesa A y B respectivamente:

a4 Cos20, —n/4 <0 < m/4}
ayCos20 , 3m/4 <0 < 5m/4}.
8.6 PROBLEMA.- Sea A = {(r,0)/ 0 <r < 2Senf, 0 <0 < 3n/4} vy

la transformacién T (r, 6) = (rCos6, rSen6). Grafique A y
laimagen T (A).

A=A,/ o0

B"={(r,0)/ 0

T

<
r <

<
<

SOLUCION.- Enelplano RO se tiene oA
el conjunto A : n
La ecuacion en coordenadas polares
) 3n/4 r =2Sen 0
r = 2Senf —> r“ = 2rSenb P
A
= x?+y’ =2y N2 AL
6 (r,06)

-0 =1

corresponde a una circunferencia en el plano XY. . _
(x,y)=T(r,0)=(rCos0, rSen0) : 0 r 2 R
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AY
) x =rCos®, y =rSenH
0<0 < 3n/4
T(A) 0 <r<2Senf
T
N (x,y)
\ — Y
:\ rr
| \\ 0
! ~
-1 0 X
2 2
87 PROBLEMA- Sea D = {(x,y), =¥ , W=D" 41
2 4

region en el plano XY . Definir dos transformaciones T, y T,
de R’ tales que: T, (T,(x,y)) = (r,6) , donde

T,(D) =A={(wv)/ v’ +v’ <1}

Ty(A) =B ={(,0/0<6<21,0<r<1}
SOLUCION.- oA
2
Y T, VA T, "
—_— . —
D A B
x -1 0 1 U
-1 ol 1 R
2 2
a) :x_y,u:y_l u2+v2—(x_y) +(y_1) <1
2 2 2 4
X -y y—1
T, (x,y) = (u,v) = ( , ) : T,(D) = A.
1 5 5 1
b) u=rCos®, v =rSenb, Tan@:i, r = u2+v2

u
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(r,0) = T,(u,v) =

( (\/u2+ v? , Arc Tan (v/u)) , u>0,veR

(\/u2+v2,n/2) , u=0, v >0
- 4 (\/u2+v2,n+ArcTan(v/u)) , u<0,veER
(\/u2+v2,3n/2) , u=0,v<0

k (0, 0) , (u,v) =(0,0)

y de este modo se cumple que T, (A) = B . Note que el rango de valores de
Arc Tan (v/u) es (—m/2, n/2) , porsu definicion.

9. | TRANSFORMACIONES CILINDRICAS (r, 6, z)

En forma analoga a las coordenadas polares en el plano, estudiare-
mos las COORDENADAS CILINDRICAS en R3, definidas por la transformacion

ZA
x = rCos9
zZ \\
T : y = rSenb S
zZ = Z \\\\
A I
\\ 7 ?
0 \\\1~ //
\\ Va
~ Vs
\\ Ve
X/ o e e e e e e A ~
X (x,y)
T: R’ — R’
w

(r,0,2z) » T(r,0,2z)=(x,y,z)=1(rCosO, rSenf, z)

del espacio ROZ al espacio XYZ . A los nimeros (r, 6, z) se les llama las
COORDENADAS CILINDRICAS del punto (x, y, z) representadas en la anterior figura.
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El rango maximo de valores de las coordenadas cilindricas (r, 6, z) es:

0<r < oo

a<06< a+2n, o fjoen R

z arbitrario € (—o0, o) .

Esta transformacion es una extension de las coordenadas polares a un espacio R

9.1 CARACTERISTICAS DE LAS COORDENADAS CILINDRICAS

Luego de haber relacionado las variables (r, 8) con las variables

(x, y) del plano coordenado XY, y solamente en este plano deben analizarse sus
variaciones en algun problema particular.

Para ello se debe hallar la PROYECCION PERPENDICULAR de la curva, superficie o re-
gion del espacio en estudio, HACIA EL PLANO XY .

Ademas, en este plano, por tenerse que

x = rCos0 -~ [ 2 2
se cumple que r=yvx+y

r Sen 6

S
Il

Tan = y/x
Asi la superficie S en el espacio XYZ definida por
S={(x,y,2)/ z=1f(x,y), (x,y) €D}
tiene su representacion en coordenadas cilindricas como sigue:
"= {(r,0,2)/ z=1f(CosH, rSenB), 0<r1 <r(0),
6, <06<06, ),
Y el solido V encima del plano XY y debajo de la superficie S, definido por
V=A(,y,2)/ 0<z<f(x,y), (x,y) €D}
tiene su representacion en coordenadas cilindricas como sigue:
Vi={(r,0,2z)/] 0< 2z < f(rCosf, rSenf) ,

0<r<r(®, 06 <6<6,}.
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z="F(x,y)

X /
/
/

0 91 D = Pryy (S)

9.2 EJEMPLO.- Halle las graficas de los siguientes conjuntos
a) D

b) D

{(r,0,2z)/] 0<r <5, z=4}

{(r,0,2)/] 0<r<s5;an<06<2n,0<z<3}

1

asi como las de sus imagenes en XYZ mediante la transformacion cilindrica T .
SOLUCION.-

a) D={(r,0,z)/ 0<r<5,2z=4} nodependede 6, elloindica
que 6 varia entoda unavueltade 2 radianes: 0 < 6 < 271 (a = 0) .
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En el espacio ROZ , D es una lamina rectangular plana horizontal a la altura
z =4 , ysuimagen T (D)

en el espacio XYZ es un disco horizontal de radio
5 alaaltura z = 4 .
b) {(r,0,2)/ 0<r<s5;n<8< 2, 2€[0,3]})
Z
A T ZA
3..
1
0L ==L Z,
/|
5
R
9.3 NOTA.-

Las coordenadas cilindricas se analizan en el espacio XYZ de modo
que las coordenadas r y 6

se ubican en algin plano coordenado
(XY, XZ 6 YZ).

9.4 PROBLEMA.- a) Encuentre las coordenadas cilindricas de los puntos cuyas coor-
denadas rectangulares son (2,2,3) y (=2 2«/_ —5)

b) Encuentre las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas ci-
lindricas son (2, m, —3) y (5, —m/3, 2) .
SOLUCION.- x = rCos® , y = rSen6 , z
31) x = 2

Y 2, z=23 \/ w/_ «/_
Tan 0

:y/x:l :>O:n/4

(pues x > 0, y > 0: ler cuadrante)
Asi, (r,0,2) = (22, 7/4,3) .
a2) x = —2 243 (2°cuadrante), z = —5;
\/x—i-y = 41 4;Tan9:y/x:—\/?:>9:2n/3;
Asi, (r,0,z2) = (4,2n/3, —5)
b1) r 2, 6=mn, z=-3:
x = 1rCosH = 2Cosm -2 y =rSenB = 2Senmn 0
Asi,

(x,y,z) =(—2,0,—-3)



Cap.

1 Transformaciones Cilindricas -33-

b2)

9.5

r=5, 6=—-xn/3, z=2
x = 1rCosB = 5Cos(—mn/3) = 5/2
y = rSen® = 5Sen(—n/3) = —5+3/2

Por lo tanto, (x, y, z) = (5/2, —5«/?/2, 2) .

PROBLEMA.- Grafique el conjunto D definido en coordenadas cilindricas :
a) D={(r,0,2z)/ 06=mn/4, z€[0,6]}
b) D={(r,0,2)/ 6=mn/2, rel[0,1]}
¢) D={(r,0,2)/ r=3, z€[0,4]1}.

SOLUCION .-
0 =mn/4, ze€[0,6], 0<r1 < oo (todosurango).

a)

6 =mn/2, rel[0,1].

<Y

T
TS
é/D \\/T(D)
§ Sln/2 o 0
0 >?';/2

r=3, ze€[0,4] , 6 € todosurango [0, 2] :
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7 V4
T ] T
—_— AT \){’1 ™
[ } ! : 1 ‘/\ ; } 1 |
—imj 4 R e
A o
27 :
_/|_> — =
|
EEjldNN
3 ‘0 3 Y
R

X

9.6 PROBLEMA.- Exprese en coordenadas cilindricas la region limitada superiormente
por el plano z = 2x ,

e inferiormente por el paraboloide

Z

z = x2+ y2.

SOLUCION.- La interseccion de
ambas superficies tiene su pro-
yeccion en el plano XY:

2X:Z:X2+y2

= x2+y2 = 2x

2 2 Y
= (x—-D"+y =1 C1 0
2 2
\ (x=D"+y =1
2
X
Veamos mas claramente la variacion de r y 6 enunsolo plano, el XY :
x = rCosb y=rSenf , z =2z
ey o2 = 1l = 2wcesh = )
Segln (%) :
r tiendea 0 si
0 tiende a: ﬂ, -
2

Asi, 0 <r < 2Cosb

—n/2 <06 < w/2
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La variacion de z en coordenadas cilindricas la ubicamos de la grafica en XYZ:
2 2 2
x"+y" <z<2x = 1 <z <2rCosb |,
. 2 2 2
desde el paraboloide z = x“+ y~ =r~ hastaelplano z = 2x = 2rCos 6.

Por lo tanto, el sélido buscado esta definido por las coordenadas cilindricas:

{(r,0,2)/ 12 <z <2rCos®, 0 <t <2Cos0, -2 <0<}
2 2

9.7 PROBLEMA.- Halle una ecuacién en coordenadas cilindricas de la superficie :
2+ 2y?—5z2-6=0. RPT: 2r’—5z = 6.

9.8 | JACOBIANO DE LAS COORDENADAS CILINDRICAS

x =rCos® , y=rSenb , z =2 |,

Cos® —rSen6 0
J(r,0,2z) = 9z, y,2) = Sen 0 rCos®6 0| = r
a(r, 0, z)
0 0 1

9.9 SUGERENCIAS PARA EL USO DE LAS COORDENADAS CILINDRICAS

De acuerdo a la forma del sélido en estudio, las coordenadas cilin-
dricas se pueden definir de manera que las coordenadas polares (r, 6) tengan que

ver no con las coordenadas (x, y) sino con las coordenadas (y, z) 6con (x, z).

Esta flexibilidad permite resolver mayor cantidad de problemas, principalmente en lo
que se refiere a las integrales multiples , como veremos en el siguiente capitulo.

9.10 EJEMPLO.- Consideremos el sélido, en XYZ , limitado por las graficas de las
ecuaciones:

x2+22:9, y+z=3 , y=-31.

Siendo S = {(x,y,2)/ x*+2z2<9, —3<y<3—z},

en este caso conviene elegir
x =1CosB®, z=r18enb, y =y ,

asi es que x“+z"=r
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=\

La proyeccién perpendicular de todo el sélido hacia el plano XZ es el disco cerrado
2

24z <9, 7
donde observamos 3
que (r,0) =(x,2)
: 0

< <2 >

=vs 0 3 X

<r <3
Segun la primera figura, la variacion para "y" es: —-3<y<3-z
(desdeelplano y = —3 hastaelplano y + z = 3 ), queen coordenadas
polares corresponde a : —3< y < 3-—rSenb . Es decir,

S={(r,0,y)/ —-3<y<3—rSenh, 0<r<3, 0<6<2m}.

9.11 EJEMPLO.- Si S es el solido encerrado por la superficie y = 4 x>+ z> vy

losplanos x+z=0 , y=a , a> o0 , enlaregion
z > —x , encuentre las variaciones de las coordenadas cilindri-

cas que definen al sélido S .

SOLUCION.- y = 4 x>+ 2z> ... Cono circular recto con eje en el Eje Y
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La proyeccion de todo el so6lido lo haremos hacia el plano XZ , vy por tener la forma de
una circunferencia , para este cono y = \/ x>y z? elegimos las siguientes coor-

denadas cilindricas en el espacio XZY :

x =1rCos®, z =r8Senf, y=1y = x24 22 = r?
Segun la figura vemos que: —mx/4 < 6 < 3m/4 .
Ademas, la proyeccion de la curva de interseccién del cono y = x>+ z% conel
plano | y = a | es: a =y = 2+ z? = x24+z2=a’

Luego, 0 < r < a . Paralavariacionde y:

x2+22§y§a = r <y<a.

Por lo tanto, el solido estéd definido por las siguientes relaciones en coordenadas cilin-
dricas:

T <0< 3_71}

4 4

S={@,0,y/r<y<a, 0<r<a, -
cuya representacion grafica en el espacio ROY la tenemos en la figura siguiente.

Aqui la ecuacion y = r corresponde al plano inclinado que se genera ba-
rriendo la recta y = r del plano RY a lo largo del EJE © desde 0 = —m/4
hasta 0 = 3m/4.
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YA y=a

|
|
g =_= |
4 | ( 3n/4
_”/4i 0
1

I\
@‘

y:[‘ 9

an
4
(para todo 0)

R
Note que en la proyeccion (triangulo) en el plano RY, las relaciones:
0<r<a , r<yc<a (%)

son equivalentes a las relaciones:
0<y<a, 0<rc<y (% %)

que determinan la misma region triangular

YA YA
al (%) a (% %)
: r=y : Yot
Yharrt ~ (r,y) :
: v A
Ty ! 1 1
L,y 7
| i i : i
I I > L : >
0 r a 'R 0 T y a 'R

Por esta razon podemos también definir el sélido S en la forma equivalente:
3
s={(t.,0,y/ 0<r<y, 0<y<a, —-<0< "},
4 4
9.12 NOTA.- El manejo de estas variaciones sera una herramienta muy util en el ca-
pitulo de las INTEGRALES MULTIPLES. El Gnico cambio que se presenta
en estas variaciones es el signo del jacobiano con respecto a las coor-
denadas cilindricas usuales enlasque J(r,0,y) = r .

En efecto, x =rCosO y=Yy, z=r8enb ,
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Cos® —rSen6 0

J(r,e,y):M: 0 0 1 - _r

a(r,0,y)
Sen 6 rCos6 0

Este detalle no presenta ningln inconveniente en cuanto al calculo de las INTEGRALES
MULTIPLES pues ahi lo que se considera es EL VALOR ABSOLUTO DEL JACOBIANO .

10. | TRANSFORMACIONES ESFERICAS (p,6, ¢)

La Transformacion Esférica esta definida de la siguiente manera:

RO® XYZ

3

T: R — R’
w

(p7 e’ cb) = T(p’e’ ¢) = (X7 y,Z)

donde

x = pSen ¢ Cos 0
y = pSen ¢ Sen 0
z = pCosod

de lo que se deduce
la relacion:

x2+y2+22:p2.

10.1 CARACTERISTICAS DE LAS COORDENADAS ESFERICAS

a) Cadaterna (p, 6, &) de coordenadas esféricas determina un Unico punto
P=(x,y,z2) en R°.

b) La coordenada esférica p mide la DISTANCIA del punto P al origen (p > 0).

c) Lacoordenada esférica 6 esla misma que la coordenada cilindrica (polar) 6 y
su variacion no se ve en el espacio sino en un plano cartesiano (XY).
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Esta coordenada 6 recibe el nombre de LONGITUD o ACIMUT de P . Surango
de variacion es de 2m radianes:

o <6< a+2n (o real fijo)
d) La coordenada esférica ¢ es el angulo entre la direccion positiva del eje Z vy el
radio vector P . Se le mide a partir del semieje positivo Z™ 'y recibe el nombre

de COLATITUD del punto P.
Al 'dngulo (/2 — ¢) selellamala LATITUD de P.

e) Cadapunto P = (x,y, z) tiene muchas representaciones en coordenadas es-
féricas.

f)  Elrango maximal de variacién del angulo ¢ es: 0< b <m

g) De la definicion de las coordenadas esféricas se tiene que

x2+y2+z2:p2, x2+y2=p2Sen2¢ , Tan@:i.
X
h) Las variaciones maximales de (p, 6, ¢) , son:
p>0, a<O<a+2r (a fjo), 0<¢é < m,
de modo que
2 2 2 2
X"+ X"+
Send):—y , Cosd):i , Tan ¢ = y
P p z

10.2 JACOBIANO DE LA TRANSFORMACION ESFERICA (p, 0, o)

x =pSend CosO, y =pSend Senb, z = pCosod

J(p,0,6) = 2¥.2

o(p, 6, )

Sen ¢ Cos 0 Sen ¢ Sen 6 Cos ¢
= —pSend Sen® pSend CosB 0
pCos¢d CosO pCosod Sen® —pSendod

= —p2Sencb
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10.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA TRANSFORMACION ESFERICA

AD
byl
o[
1 \\\ \\\\ D
\\ T
L 1
Lo
! 1 ! 1
oo
e
\\\ | : 1 //:/ ,// @
\\I 1 s 7
Ik\ : /’r : /’,
) IS AZ
L A DA e =9
R /'7
/
T
—
0, <0 <0, (0, -0, < 2m)
0<p <p<py
0< ¢, <d < ¢, <
|I
P
0=0,
X

10.4 PROBLEMA.- Determine las coordenadas cartesianas de los puntos cuyas coor-
denadas esféricas (p, 6, ¢) son:

a) (1,0,n/2), b) (1,xn/3,0), c¢) (2,n/2,3n/4).

SOLUCION.- x = pSen$pCosO , y = pSendpSen® , z = pCosd

a p=1,0=0, ¢ = /2 : x=1, y=0, z=0
b) p=1,0=mx/3, & =0 : x=0, y=0, z =1
c) p:2,9:n/2,¢:3n/4:x:O,y:Z/«/?,z:—Z/«/?

10.5 PROBLEMA .- Asigne coordenadas esféricas a los puntos cuyas coordenadas
cartesianas x, y, z son:
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a) (1,0,0) , ¢ (0,¥3,-1 , e) (32,—25,18)
b) (1,1,0) , d 3,¥3,42).

SOLUCION.- p2 = x’+ y2+ z? , Tan® = y/x , Cosd = z/p .

a) Semieje XT: p =1, Tan® = y/x =0, Cosd = z/p =0
= 0=0, 6 = n/2.
b) Plano XY: ¢ =n/2, p=+2 , Tan® =1 = 0 = n/4 ,

por estar (1, 1, 0) en el Primer cuadrante del plano XY.

c) Plano YZ7: ©0=m=n/2 , p=2, Cosd = z/p = —1/2
= ¢ = 2m/3 V
= 120° Ld) ﬁ
X |
—1,&(0”/7,—1)

d) (x,y,z):(«/_S,«/?,ﬁ): p:2\/7; si hacemos girar el punto

alrededor del eje Z describimos un arco de circunferencia de radio

r = \/ X2+ y2 = + 6 , sinhacervariar ¢ , hastallevarlo al plano YZ:

<Y

Tand):ﬂ:‘/?:} d):i_ﬁoo’
2 3
0 también:  Cosd = = = 2 o1 = ¢ =2 = 600
p 22 2 3

pues el rango maximo de variacion de ¢ es 0 < ¢ < =m ; este Ultimo método
(algebraico) es mas rapido, mientras que el anterior es un método geométrico.
Note que 6 = m/4 . ;Porqué?.
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10.6 PROBLEMA.- Interprete geométricamente en XYZ la ecuaciéon p = 2 (da-
da en coordenadas esféricas).

SOLUCION.-  Como no hay restricciones para 6 (el cual da toda una vuelta) ni para
¢ entonces:
p =2 <= p2=4 =g x2+y2+22:4

que corresponde a la ecuacion de una esfera deradio p = 2 centrada en el origen.

10.7 PROBLEMA.- Dada la ecuacion 6 = m/4 en coordenadas esféricas, interpre-
tarla geométricamente.

SOLUCION.- La ecuacién indica que manteniendo fijo 6 = m/4 se hace variar to-
do p (p>0)ytodo ¢ € [0, 7] :

ZA
0 = n/4 La ecuacién 6 = m/4  corres-
ponde al semiplano de la figura, a
partir del eje Z, hacia XTy™.

10.8 PROBLEMA.- Interprete la grafica de la ecuacién: Tan® = 1, dada en co-
ordenadas esféricas.
SOLUCION .- 0<6<2m:
Tan® =1 <& 0 = xn/4 , 571/4.

De modo que la grafica corresponde, en el espacio XYZ , al semiplano de la figura

del Problema 10.7 mas su prolongacion hacia X~ Y~ ; es decir, corresponde a todo
el plano vertical y = x .

10.9 PROBLEMA.- Interprete geométricamente la solucién de las ecuaciones

a) ¢ =mn/4 , b) ¢& = m/2, dadasen coordenadas esféricas.
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SOLUCION.-  Ambas ecuaciones corresponden a superficies conicas, pues por ser in-
dependientes de 6 y p , estas varian segun sus maximos rangos:

6 < 2n a)
p < o

AV

b) Obviamente, ¢ = =/2

corresponde a todo el pla-
no coordenado XY.

Otra forma de obtener los resultados anteriores es como sigue:

n/4 => z =pCosd =p/J2 >0

a ¢

= 222:p2:x2+y2+22, z >0

= z X2+ y2 (ecuacién de un cono simple).

b) ¢ =n/2 = z=pCosd =0 = 2z = 0, quecorresponde ala

ecuacion del plano coordenado XY .

10.10 PROBLEMA.- Grafique el conjunto solucion en XYZ, de la ecuacién

p Cosd = 1| , dadaen coordenadas esféricas.

SOLUCION.- Como z = pCosé = 1 el conjunto solucién es todo el plano horizon-
tal z =1

© O N

Cosod =1
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10.11 PROBLEMA.- Grafique los conjuntos
D={(p,6,0)/ & =mn/4, p=1}
T(M) ={(x,y,2)/ & =mn/4, p=1F}.
SOLUCION.-

Z

en toda una vuelta:

Un punto correspondientea 6 = /2 es:

Como las ecuaciones son independientes de 6 , la grafica de T (D)
rodea al eje

Cos 0
x = pSend CosO = 1- o8 =0
V2
Sen 6
y = pSend Senb = 1- en - L
V2 V2
1
z =pCosd = —
W2
Z
b=n/4 _T(D)
T
—
® A <: —————— /N2
e !
J'[/4 \\\ \ //// :
AT T T T T P AN ‘e
> \ ’’ 1
D /0 17 (@) ‘A4 1
£ a7 \\\\‘,5/ :
R 1/v2 Y

La grafica corresponde a una circunferencia horizontal centrada en el eje Z, de radio

1/5 , alaaltura z = 1/5.

10.12 PROBLEMA.- Grafique los conjuntos D = {(p, 0, ¢)/ 6 = n/4, p=1}

y T ={(x,y,z)/0=mn/4,p=1}

mediante coordenadas esféricas.

definidos

SOLUCION.- Como D no depende de ¢ , este varia libremente segin 0 < ¢ < = .

Unpunto (x,y, z)

x = pSendCos® = 1()(/2) = 1/¥2
y =pSendSend = 1)1/ 2) = 1/¥2
z = p Cosd = 0

para ¢ = m/2 en particular es:
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La grafica de T (D) corresponde al arco de la semicircunferencia de la figura.
10.13 PROBLEMA.- Utilizando la transformacion esférica grafique los conjuntos
D ={(p,0,6)/ 6=n/3, ¢ =n/4}
y TM) ={(x,y,2)/ 60 =mn/3, ¢ =mn/4}
SOLUCION.- La variable p recorre todo su dominio: p > 0 ,
x =pSenpCosO, y=pSenpSenO, z = p Coso
y = p“/? 7z = —p
242 J2
(1,V3,2) , vp>o0
- AZ
e
AN
P A1)
H_L»' n/3 /4 2
© ¥Ey
AN Ty
1 ____’5/_-”__1\_\1/

La grafica de T (D) corresponde al rayo que parte del origen 0 y en la misma direc-
cion y sentido que el vector (1,3, 2) .
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10.14 | GENERACION DE UNA ESFERA

Tomando como referencia los problemas 10.11 y 10.12 , generaremos
una esfera (cascara) deradio p = 1:

a) Comenzaremos generando una
circunferencia con p =1 = SN

¢ = ¢, (constante) y hacien- / N

E_

do variar 6 desde 0 hasta 2n
(una vuelta).

=\

AN

b) Luego, manteniendo constante
p = 1 , hacemos variar ¢ Z
desde ¢ = 0 (semieje positi- 1

vo zt) hasta ¢ = ¢, . _—

Esto generara circunferencias

paralelas mas pequefias que la

correspondiente a ¢ = ¢ ,

<Y

y conforme ¢ varie desde 0
hasta & = ¢, estas circunfe- X
rencias barreran un casquete

esférico como en la figura ad-
yacente (b).

c) Continuaremos haciendo variar
¢ hasta ¢ = n/2 de mo-
do que las circunferencias
generadas con p = 1 ba-
rrerdn toda una semiesfera de
radio p = 1.

d) Evidentemente haciendo variar
& desde 0 hasta m, ©

desde 0 hasta 2m , y manteniendo constante p = 1, habremos generado la

esfera completa X2+ y2+ z? = 1; esdecir:

E={(x,y,2)/p=1}=A{(x,y,2)/ x>+y*>+2> =1}

={(x,y,2)/ p=1, 0<06<2n,0<¢<m}.
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10.15 | GENERACION DE UNA BOLA

La bola B cerrada de radio 1 y centrada en el origen 0 esta descrita por
la ecuacion

B: x2+y’+z2 <1

que equivale a tener esferasderadiop : 0 < p <1

2 2

Pyt =p7 (pP <)
a las que se les hace variar el radio p desde 0 hasta 1 ; ello hara que las esferas

vayan aumentando de radio barriendo una region sélida, es decir todo el interior mas la
cascara de una esfera de radio 1.

Por lo tanto las variaciones de las coordenadas (p, 6, &) que generan una BOLA
cerrada B de radio 1, con centro en el origen de coordenadas , son:

2

B={(x,y,2)/ x*+y>+22 <1}

{(x,y,2)/p <1} (que no depende nide 6 nide ¢ )

{(x,y,2)/ 0<p <1, B6ec[0,2n], & € [0, ]} .

10.16 PROBLEMA.- En coordenadas esféricas halle una ecuacion para la esfera

iyl z—a?t=a’, a>o0 (%)

y encontrar las variaciones de las coordenadas esféricas (p, 0,
, ) que definen a la region encerrada por dicha esfera.

SOLUCION.- La ecuacion rectangular dada (*) es equivalente a:

x2+ y2+ z? = 2az

queincluyea p = 0 como se puede verificarpara ¢ = m/2 .

Un punto genérico P = (x, y, z) del interior del sélido que se mueve sobre el
segmento radial de la figura tiene su distancia p variando desde 0 hasta el punto so-
bre la esfera p = 2aCos ¢ segun la relacion

0 <p < 2aCosd .
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p =2aCos ¢
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Para ver la variacién de ¢ , podemos utilizar la proyeccion en el plano YZ (haciendo

x = 0 enlaecuacién) de todo el sélido.

Z A

2a

p =2aCos ¢ Por lo tanto
2 0<¢<a/2
P
ad
p
0 Y

Otra forma de ver esto es como sigue: los puntos sobre la circunferencia
p = 2aCos¢ incluiran al origen 0 al que se le puede considerar como un punto
limite en dicha ecuacion cuando p tiende a cero; entonces, en p = 2aCos ¢ :
p — 0t siysélosi
Cosd — 01T  siysolosi
& — m/27 (por laizquierda)

Porlotanto, 0 < ¢ < m/2 .



