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PROLOGO

Como alternativa a la necesidad de contar con un libro que comple-
mente el primer curso de matemdticas universitarias en las especialidades
de Ingenieria y Ciencias , es que presentamos esta obra que trata acerca del
CALCULO DIFERENCIAL. El estudio de este tema es enfocado de dos mane-
ras: tedrica y practica.

La teoria no es tan rigurosa, con ejemplos ilustrativos que explican
por si mismos la importancia de estudiar la teoria con atencién y cuidado.

El estudio de este tema presupone conocer, aunque a un nivel ele-
mental, la Légica Simbélica y la Teoria de Conjuntos, y a un mayor grado
las propiedades de los NUMEROS REALES que se refieren a sus axiomas, a
la solucién de Ecuaciones e Inecuaciones tanto Lineales como Cuadrdticas,
las propiedades del Valor Absoluto y del Maximo Entero, asi como el Axioma
del Supremo. Estas propiedades se pueden encontrar en muchos libros entre
los cuales: MATEMATICA BASICA o INTRODUCCION AL ANALISIS MA-
TEMATICO de mi autoria. Sin embargo, algunos conceptos y propiedades
importantes los presentamos en este libro en un capitulo introductorio de-
nominado Capitulo 0: NUMEROS REALES.

Los capitulos de esta obra siguen un orden tal que cada uno de ellos
depende del anterior en gran medida, razén por la cual aconsejamos al es-
tudiante dedicarse con esmero a cada capitulo, tanto en lo que respecta a su
teoria como a sus ejemplos resueltos.

El primer Capitulo titulado RELACIONES esta dedicado a la geome-
tria de ciertas graficas que sera sumamente til en el capitulo siguiente que
trata de las Funciones. Se presentan los criterios y técnicas para graficar y
reconocer curvas y regiones especiales en el plano cartesiano.

Luego se estudian las FUNCIONES en forma detallada, presentando
las técnicas para hallar el dominio y el rango de una funcién dada, ast como
para realizar operaciones entre funciones y construir funciones mas elabo-
radas como las FUNCIONES COMPUESTAS y las FUNCIONES INVERSAS.

El tercer Capitulo estudia el concepto de LIMITE y es el mds impor-
tante del libro pues constituye la puerta de entrada al universo denominado
ANALISIS MATEMATICO, ya que conceptos posteriores como la Continui-
dad, la Derivada, la Integral y muchos otros, se definen en base a los



Limites. La presentacion de este capitulo es el resumen de mi experiencia
docente en la ensefianza de este tema durante varios anos.

El cuarto Capitulo acerca de la CONTINUIDAD DE FUNCIONES es
corto pero completo y es prdcticamente una extensién del anterior.

El quinto Capitulo trata de la DERIVADA de funciones, que es una
nueva operacién matemdtica sobre las funciones. Precisamente este concep-
to ast como el de la operacién denominada INTEGRACION, dieron un gran
impulso a la Ciencia y a la Tecnologia.

El sexto capitulo estudia las APLICACIONES DE LA DERIVADA en
lo que se refiere principalmente a la Razén de Cambio de una funcién con
respecto a su variable, a las Velocidades, al calculo de valores Maximos y
Minimos y al trazado de Graficas de Funciones.

Ademas, en este sexto capitulo presentamos el METODO DE NEW-
TON que es una técnica muy sencilla y a la vez impresionante, que requiere
al menos de una calculadora con memoria, y se utiliza para calcular las so-
luciones de aquellas ecuaciones polinémicas y de otros tipos, que resultan
imposibles de ser halladas en forma exacta, con el grado de aproximacion
que uno quiera.

El ultimo capitulo trata de la FUNCION LOGARITMO NATURAL
(Logaritmo Neperiano) y la funcion EXPONENCIAL, sus definiciones, grafi-
cas, propiedades, sus derivadas y algunas aplicaciones.

Incluye los limites logaritmicos y exponenciales , y en esta segunda edicion
estamos presentando en una forma muy diddctica todas las técnicas para el
calculo de limites que tienen las formas exponenciales indeterminadas:
00, ooO y 1.

Como una ayuda adicional para el estudiante se presentan
series de ejercicios al final de cada capitulo y a continuacién sus respectivas
claves de respuestas, y con avances de solucién de muchos de ellos.

J. ARMANDO VENERO BALDEON
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NUMEROS REALES

AXIOMAS DE LA RELACION DE ORDEN

Sean a,b,c € R .

01. LEY DE TRICOTOMIA: Si a € R, b € R, entonces se cumple
una y solamente una de las relaciones :

02. LEY TRANSITIVA:
Si a<b y b<ec entonces a<c.

03. LEY DE LA ADICION Y CANCELACION: Paratodo ¢ € R,

a<b < a+c¢c < b+ec

a<b == a—c < b-—c

" El sentido de la desigualdad no cambia si a ambos miembros se le suma (o se le
resta) un mismo nimero real ¢ "

04. LEY DE LA MULTIPLICACION:

i) Si ¢ >0 : a<b = (ac) < (be)

i) Si e <0 : a<b = (ac) > (be)

% El sentido de la desigualdad no cambia si se multiplica a ambos miembros por
un mismo nimero positivo.
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< La desigualdad cambia de sentido si se multiplica ambos miembros por una
misma cantidad negativa.

EJEMPLOS: x <5 = —=2x>-10

x <5 = 3x < 15

2. | ECUACIONES EQUIVALENTES

Se llaman ECUACIONES EQUIVALENTES a aquellas que tie-
nen exactamente el mismo conjunto de soluciones.

Por ejemplo, las ecuaciones x2— 6x =0 Y (x — 3)2 =9
tienen ambas exactamente dos soluciones: x = 0 y x = 6, (y ninguna otra).
2.1 OPERACIONES QUE ORIGINAN ECUACIONES EQUIVALENTES

a) Sumar el mismo nimero o expresion a ambos miembros.

(=3

)

) Restar el mismo niimero o expresién a ambos miembros.

¢) Multiplicar o dividir ambos miembros por una misma CONSTANTE NO NULA.
)

d) Multiplicar o dividir ambos miembros por una misma expresion que depende
de una variable, para aquellos valores de la variable que NO PERMITAN que la
expresion tome el VALOR CERO, y siempre que no origine soluciones extrafias

ni que se pierdan algunas soluciones de la ecuacién original.

2.2 NOTA.- RESOLVER UNA ECUACION significa que se deben realizar sucesiva -
mente las mismas operaciones (permitidas) en ambos miembros con el
objetivo de dejar la incognita sola en uno de los miembros. Por ejemplo,
para resolver la ecuacién

(b)
6x —11 =2x+9 = 6x — 11 —2x = 2x + 9 — 2x

= 4x — 11 = 9

(a)

= 4x —114+11 = 9+ 11

= 4x = 20

(c) 1 1

= —(4x) = —(20) = x =5
4 4
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3. | ECUACIONES CUADRATICAS EN UNA VARIABLE:

ax2+bx+c=0 (%)

donde a = 0, b y ¢ sonconstantes reales.
La resolucion de la ecuacién () puede realizarse ya sea FACTORIZANDO o
COMPLETANDO CUADRADOS, métodos basados en los siguientes teoremas.

31 TEOREMAI.- Si a€e R, be R, b>0:

Por ejemplo:

1) x" =16 = x = £ 4 (dos soluciones)

) (x-52=36 = x-5=++36
x—5= =6

x =11, x = —1 (dos soluciones) .
3) Qx+D?=7 = 2x4+1=447
= 2x:—1:|:\/7

(dos soluciones) = x = L(—1 +J7).
2

) 20-3r =5 = (x-37=75/2
= X —3==45/2
= x =3+45/2

5) La ecuacion (3x — 5)2 = —4 NO TIENE SOLUCION EN R , pues en

este campo de nimeros un cuadrado toma valor POSITIVO o CERO solamen-
te y en ningun caso podra tomar el valor: — 4 .

Cabe indicar que esta ecuacion si tiene soluciones en el campo de los NUME-
ROS COMPLEJOS € , asaber:

x = (5+2i)/3 , donde i =, —1 eslaunidad imaginaria.
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3.2 TEOREMA II.- Si a,b € R :

ab=0 < (a=0) Vv (b=0)

El conectivo ldgico selee "o" enelsentidoinclusivode "y/o" yse

emplea para indicar LA REUNION de las soluciones de la ecuacion con
las de la ecuacion .

o 2x+35=0 & (x—5kx-7) =0

= (x —5=0) V (x—7=0)

= (x =5 Vv (x=17).
Resolver UNA ecuacion complicada de segundo grado equivale a resolver DOS
ecuaciones sencillas de primer grado. Esto es un procedimiento usual en el campo
de las matematicas, en general, y se consigue por factorizacion.

Este teorema se extiende a productos de tres 0 mas factores:

abc =0 <& (a=0)V (b=0) Vv (¢c=0).

3.3 TEOREMA III .- a2 =b> & a=+b
2 2
Enefecto, a“ = b < (a—Db)(a+b)=0 |,
Ux — D2 = GBx+15)°% & 4x—1 = + (3x +15)
= [4x — 1 = 3x +15] VvV [4x —1 = —(3x +15)]
= [ x =16 1 \% [ 7x = —14 ]
= [ x =16 1 \Y [ x = —2 ]

3.4 | RAICES DEL TRINOMIO CUADRATICO ax” + bx + ¢

Son aquellos valores particulares de la variable x que hacen que el

trinomio cuadratico ax2 + bx + ¢ tome el valor CERO.

. . 2
Por ejemplo, hallaremos varios valores de x~ + 2x — 8 :

* S x =1 : 12+2(1)—8 = -5
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¢ Si[x=2] : 224202 -3 = [o]
@ Six=-3 : (=3)4+2-3-8 = —5
. Q 2
» Six=0 0”4+ 2(0) — 8 = —8
% Si|lx=—4 (-2 4 2(—4)—8 = @
Asiresultaque [ x = 2] y [x = —4 | son RAICES del trinomio cua-

dratico x2 +2x — 8 .

3.5 | SOLUCIONES DE LA ECUACION ax2+ bx+c = 0

Si la ecuacion tiene su segundo miembro igual a CERO, entonces

se llaman SOLUCIONES DE LA ECUACION ax2+ bx +¢ =0 a las

RAICES DEL PRIMER MIEMBRO ax” + bx + ¢

. . . 2 . .
Asi, las soluciones de la ecuacion x~ + 2x — 8 = 0 son las raices del primer

miembro x2+2x—8, esdecir x =2 y x = —4.

4. | COMPLETACION DE CUADRADOS

Es un procedimiento algebraico que consiste de transformar la
expresion cuadratica EN FORMA EQUIVALENTE como

ax2+ bx +c = a(x—h)2+ k

donde h y k son constantes reales que pueden tomar valores positivos, negati-
vos 0 cero. Se le reconoce porque la variable x aparece una sola vez. Por

ejemplo,

(1) 2x°—12x+13 = 2(x —3)>—5

2 x>+2x—8 = (x+D?—9

3) —3x’412x—14 = —3(x—2)>2—2

(4) 2x2—4x+7 = 2(x—1)2+5
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(5) S5x2—20x +20 = 5(x—2)°
6) —x’46x+16 = —(x—3)7+25
(7) 7x2—5 = 7x2—5

La completacién de cuadrados es muy importante en varios
aspectos. En particular casi de inmediato te proporciona las raices reales de cual-
quier trinomio cuadratico:

LAS RAICES DE : 2(x —3)2— 5
SON LAS SOLUCIONESDE:  2(x —3)°—5 = 0
(x — 32 = 5/2

x -3 +5/2 .. TEOR (I)[3.1]

es decir, x = 3i./5/2.

Estas dos SOLUCIONES de la ecuaciéon 2 (x — 3)2 — 5 = 0 sonlas dos RAICES
del trinomio 2 (x — 3)2 —5.

Es decir, para hallar las raices de 2 (x — 3)2 — 5 , mentalmente (imaginaria-

mente) haces aparecer a su derecha la expresion y procedes a hallarlas
como acabamos de hacer.

4.1 NOTA.- Ya puedes darte cuenta de que el trinomio cuadratico ax? + bx + ¢

cuando esta presentado en la forma a(x — h)2 + k

i) TIENE DOS RAICES REALES DISTINTAS SI LOS NUMEROS a y k TIENEN SIG-
NOS OPUESTOS como en los trinomios cuadraticos (1), (2), (6) y (7):

(x+l)2—9 , raices: x =—-143

= x =2 , x=—4
—(x—3)2+25, raices: x =345

= x =8 , x = -2

Ix“—5 raices x = £ 45/7
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ii)

ii)

TIENE UNA UNICA RAIZ REAL (repetida) SI k = 0 como en el trinomio (5) :

5(x — 2)2 cuyaraizes x = 2 del cual también se dice que es una raiz de
MULTIPLICIDAD DOS, es decir, repetida.

NO TIENE NINGUNA RAIZ REAL SI LOS NUMEROS a y k TIENEN EL MISMO SIG-
NO, ambos positivos 0 ambos negativos. Ver los trinomios cuadraticos (3) y (4)

3x—2%-2 2(x — D245

(Ellos tienen raices COMPLEJAS IMAGINARIAS).

En este Ultimo caso, debido a que el trinomio cuadratico ax’ + bx + ¢

NO SE HACE CERO NUNCA EN R , entonces o toma solamente valores positi-
vos o solamente valores negativos, en R :

(i) [1]. Si a > o0 : ax2+bx+c>0, paratodo x € R .

(iii)[2]. Si a < 0 : ax2+bx+c<0, paratodo x € R .

A los trinomios cuadraticos de este tipo se les conoce también como TRINOMIOS

CUADRATICOS IRREDUCIBLES en R , o EXPRESIONES CUADRATICAS IRREDU-

CIBLES en R, como —3x>+ 12x —16 = —3(x —2)>— 4
que no tiene raices reales y cuyo valor es SIEMPRE NEGATIVO, para cualquierx € R

4.2

LA TECNICA DE COMPLETAR CUADRADOS

FUNDAMENTO : x>+ 2ax +a° = (x + a)°

x2 — 2ax + a2 = (x — a)2
xzj: 2ax = x2:l: 2ax + a2 — a2
N— —

—~—

= (x:i:a)2 — a2

"ALAEXPRESION | x” + 2ax LE SUMAS Y LE RESTAS, EN ESE ORDEN, EL

2

CUADRADO | a DE LA MITAD E DEL COEFICIENTE DEL TERMINO

EN

x . ENTONCES, LOS TRES PRIMEROS SUMANDOS CONSTITUYEN EL CUA-

DRADO DEL BINOMIO (x + a)2 ODE (x — a)2 , RESPECTIVAMENTE "
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xZ_bx = xz—bx-i-(b/l)z—(b/z)2
_ _by_ b2
= (x 2) (2)
Zibx = x4 bx+(b/2)2—(b/2)2

b .2 b .2
(X+7) —(7)

AL COEFICIENTE b DE x LE TOMASLAMITAD: b/2 Y LO COLOCAS,

CON SU SIGNO, DENTRO DE CADA UNO DE LOS DOS CUADRADOS.
EL SEGUNDO CUADRADO SIEMPRE APARECE RESTANDO.

x2—8x = x2—8x-|—42—42 = (x—4)2—16
2 2 2
x2+5x = x2+5x+(i) —(i) = (x+i) _ 2
2 2 2 4
Wosx 43 = [(x—4)P—4%1+3 = (x—4-13
CASO 2 5 .
x2+bx+c = (x+£)—(£)+c
2 2
2 2
xz—bx—i-c = (x—%)_(%)_,_c

COMPLETAS CUADRADOS SOLAMENTE A LOS DOS PRIMEROS SUMANDOS
COMO EN EL CASO 1.

1) xP44x—7 = (x+2°-@*—7 = x+2°-11
TIENE DOS RAICES REALES x = —2 & /11 .
2 2 2
2) xP—ox+s = k-2 - D+s = k-8
2 2 2 4
TIENE DOS RAICES REALES x = — + YO _ Lo 4 Jo1).
2 2 2
2 2 2
3) x2—3x+4 = (x—i) —(i) +4 = (x—i) +l
2 2 2 4

NO TIENE RAICES REALES.
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4) x?412x 436 = (x+6)°—6°+36 = (x+6)°
[ ya era un cuadrado perfecto ], TIENE UNAUNICARAIZ x = —6 .
CASO 3 R >
ax £t bx+c = a[ x + —x 1 + ¢
a

b 2 b 2
a[(xztg) _(E) 1+c

FACTORIZAS EL COEFICIENTE a SOLAMENTE EN LOS DOS PRIMEROS SU-
MANDOS QUE CONTIENEN A LA VARIABLE Xx .

LUEGO, DENTRO DEL CORCHETE , APLICAS LA TECNICA DEL CASO 1.

1) 224 8x +5 = 2[x2+4x+ I:[ — I:[]+5
= 2[xi+ax +22 2% 145
(CASO1) = 2[(x+2°—=2%21+5
= 2(x+2)7-3
tiene dos raices reales: x = —2 + 4 3/2 .
2 2
2) 3x —7x+2 = 3[x —lx 1+ 2
3
2 2
(CASOT) = 3[(x——2) — (L) 1+ 2
6 6
2
= sx- 1) 2 40
6 12
2
= 3(x- L)'
6 12
tiene dos raices reales: x = z + S esdecir x =2, x =1/3.
6 6
3) —x2—5x+3 = —[x2+5x 1+ 3
5.2 5.2
= —[(x+=) —(=) 1+
2 2
25 5.2 37

5.2
—(x+—=) +— +3 —-x+=) +—
2 4 2 4
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. , V37 1
tiene dos raices reales: x = _3 + = —(=54 +37).
2 2 2
4) —4x2+5x—2 = —4[x2—ix 1 -2
4

= - m -2
8 8

2
= —4(x—i) +£—2
8 16
B 52 7 .
= —4(x—-— =) — — ... NO TIENE RAICES REALES.
8 16
2 2
5) —25x +20x —4 = —25[x—£x 1— 4
25
2
= —25[«x —ix 1 — 4

5

= —sl-H - B -4
5 5

22
—25(x ——) + 4 — 4
5

2
—25(x — i) i cuadrado perfecto !
5

TIENE UNA UNICARAIZ: x = 2/5 (de multiplicidad dos).

5. | DISCRIMINANTE DE  ax2+ bx + ¢

, , . . ” 2
En la formula de las raices del trinomio cuadratico ax” + bx + ¢ :

2
(%) x _ b b —dac , a=z=0,b,ceR,

I, 2 2a

se llama DISCRIMINANTE a la cantidad subradical | A = bz— 4ac

CASO I Si b2— 4ac > 0 | entonces ax2+ bx + ¢ tiene DOS RAICES
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Cap. 0
REALES DISTINTAS X = X, . En tal caso se puede factorizar con dos
factores de grado uno, en R , de la forma
ax2+ bx +c¢c = a(x — xl)(x — x2)
Por ejemplo: 2x2+ 5x — 12 tiene DISCRIMINANTE b%— 4ac =

52 —4(2)(—12) = 121 , entonces tiene dos raices reales distintas ;

en efecto, 2x2 +5x —12 = (2x —3)(x — 4)

= 2(x - )(x+ 4
2

son sus dos raices reales distintas.

= x, =3/2, x,=-4,

Si | b? —4ac =0

REALES IGUALES x, = x, ,
DE MULTIPLICIDAD DOS (es decir, repetida) .
En tal caso, tenemos un CUADRADO PERFECTO en R, de la forma

entonces ax’ + bx + ¢ tiene DOS RAICES
es decir tiene UNA UNICA RAIZ REAL

ax2+ bx + ¢ = a(x—x1)2

3x2—30x +75 == b’—dac = (—30)— 4(3)(75)

= 900 — 3(300)

=[]

=~ tiene una Unica raiz real repetida; en efecto

Por ejemplo,

3x2—30x + 75 = 3(x>— 10x + 25)

= 3(x —5)°

que tiene como Unica raiz X =x,=5.

NO TIENE

CASO III. Si b2 — 4ac < 0 entonces ax2+ bx + ¢

NINGUNA RAIZ REAL , y no se podré factorizar con dos factores de
grado uno, en R. Por esta razén a estas expresiones cuadraticas
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se les denomina IRREDUCIBLES EN R. Y como ax2 + bx + ¢

no se hace cero para ninglin x € R, entonces:

O toma valores positivos solamente o toma valores
negativos solamente paratodo x en R . Asi,

i) Si [a>o0 2

y | b"—4ac < 0

entonces

ax2+ bx +c¢c >0
es POSITIVO para cualquier x € R .

i) Si[a<o0]y |b?

— 4ac < 0

entonces
es NEGATIVO para cualquier x € R .

ax2+bx+c <0

Por ejemplo,

para —x2+2x—3: b2—4ac = 22—4(—1)(—3)
= —8 <0
= _x° + 2x — 3 NO tiene ninguna raiz real. Y se cumple que
—x2+ 2x — 3 essiempre NEGATIVO, paratodo x € R,
pues a = —1 (negativo).
PROBLEMA.-

Halle el conjunto de valores de K para los cuales el trinomio cuadratico

(K + 6)x2 + (K —2)x +1 no tiene soluciones reales.
SOLUCION.-

Ello ocurre si el discriminante es negativo:

(K—2)2—4(K+6) <0

= K’ —4K+4-4K-24 < 0
K- 8K —20 < 0
(K-10)(K+2) <0
Ke(-2,10).
6. | VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO REAL
u , si u>o0
lu| = |
-u, si u<o
|u| = Valor Absoluto de U es un ntimero no negativo , siempre.
6.1 TEOREMA.- Sean

a,b e R :
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) lal- Dbl e

= ‘a:b‘v‘a:—b

(reunido con)

2) Sib>0 la]=b < a=+b
3) Sib>0 la]<b < -b <a<h
=4 ‘—bga‘/\‘agb‘

(intersectado con)

4 Si b>0: |al<b < |-b<a<h)|

5 Si b

\Y
(=)
N
Y
o
3

a>b v a< -—b

(reunido con)

6) Si b>0: la|] > b < a>b v a<—b

7) la] < |b|] < (a+Db)a—-b) <0

6.2 TEOREMA.- Sea a € R,

1) Si n es ENTERO POSITIVO PAR : Va = |al

2) \/a_2=|a|, W:|a|

6.3 TEOREMA.- Sea a € R,

1) Si n es ENTERO POSITIVO IMPAR : n\/ a" = a
3 5[
2) a’ = a , a’ = a
6.4 NOTA .- Silapotencia n estéd afuera de la expresion radical no interviene

el valor absoluto, sea n par o impar.

n
(2/?) = a |, paratodo ENTERO POSITIVO n, paroimpar.
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6.5 COROLARIO.- Sea a € R

(1) va’ = a , si a>o0
(2) va’ = —a , si a<o
EJEMPLO- S x < 0:  yxt+x? = §x2GP4)
= sz- x2+1
= —X x2+1.

6.6 TEOREMA.- Sean a y b nameros reales,
(1) a’=b> & |a|=|b]

2 a’=b> <& a=+b

3 | va=b < (a>0)A(b>0)Ala=b’]

NOTA.- En las ecuaciones con radicales del tipo [3] lo recomendable es
comprobar cada una de las soluciones halladas al elevar al cua-
drado, en la ecuacion original.

2

EJEMPLO.- Resolver: x“—2x = 3x . Elevamos al cuadrado:
x2—2x = 9x2 = 8x2 = —2x
= x{4x+1) =0
= x =0 |, x = —1/4 sedescartaen laecuacion original .

4| Ya<b < (a>0)A(b>0)A[a<b?]

EJEMPLO.- x“—2x <3x &

(x2—2x)20 A 3x >0 A x2—2x§9x2
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[ donde 8x2+2x20 & x(4x+1) >0
& xe(—oc0,—1/4]1U[0,0) ]

< xe((—00,0]Ul2,00))N[0,00)N({—00,—1/41U[0,00))

<~ x € {0}U[2,00) = C.S.

5 [va>b| & |ta>0)al(b<o)yv{(b>0)A(a>b>}]

s [b<yar@>0]vibd>0 A (a>0 A (a>b?)]

EJEMPLO: 4 x2— 2x > 3x <&

P—2x>0 A [Bx<0) v {Bx>0 A (x—2x > 9xH)}] &

x € ((—o00,0lU[2,00)) N [(=00,0)U{[0,00)n[—1/4,01}]

<~ x € (—o00,0] = C.S.

6.7 TEOREMA.- Si ay b ¢ R , ambos positivos,

(1) —a<x<b <« o0<|x|<mix{|al;|b]}

(2) —a<x<b

C
=]
IA
[
IA
lon
¢ ¢ ¢
)
IA
o
S}

.y
=
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RELACIONES

1.| PARES ORDENADOS. PRODUCTO CARTESIANO

Los PARES ORDENADOS son entes matematicos que consisten de
dos elementos a y b, denominados PRIMERA COMPONENTE y SEGUNDA COM-
PONENTE respectivamente, y se les denota por el simbolo: (a, b) .

DEFINICION FORMAL.-  En términos de conjuntos, el PAR ORDENADO (a,b) se defi-
ne como el conjunto:

(a,b) ={{a},{a,b}}.

1.1 | IGUALDAD DE PARES ORDENADOS Dados dos pares ordenados (a, b)
y (c,d), entonces

(a,b) = (c,d) siysélosi a=c y b=4d.

Para la prueba se utiliza la Definicion Formal , considerando los dos casos:

i) a=>b , i) a=b.

1.2 NOTA: De (1.1) tenemos que: DOS PARES ORDENADOS son iguales Ssiy sO-
lo si sus primeras componentes son iguales entre si, y sus segundas
componentes también son iguales entre si.

1.3 EJEMPLOS .- a) (2,3) y (3,2) noson pares ordenados iguales.
b) (6,3) y (6,9) tampoco son pares ordenados iguales ,
pues difieren en la segunda componente.
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b) Si (2x +y,1) = (3,2x — y) entonces se cumple el sistema de ecuaciones

) i 2x +y =3
simultaneas: = x=1, y=1
1 =2x -y

1.4 | PRODUCTO CARTESIANO A x B

Dados dos conjuntos no vacios A y B se define el
PRODUCTO CARTESIANO A x B como el conjunto de pares ordenados:

AxB={(a,b)/ a€A y beB } ,

tales que su primera componente esta en el conjunto A, y su segunda componente en
el conjunto B.

1.5 EJEMPLO.- Sean A = {1,2,3}, B = {a,b}, entonces
AXB:{(I}a)7(17b)7 (27a)7 (27b)7 (37a)7 (37b)} lcuyos
elementos pudieron haberse distribuido en un DIAGRAMA DE ARBOL :

A B A X B
a — (1,a)
1
<, S 4, b)
a . 2. a) TOTAL :
b ’ 3x2 =6 elementosen A x B.
<, . 2, b)
a — (3, a)
<y L alb

1.6 NOTA .- Engeneral, silos conjuntos A y B son finitos con m y n elemen-
tos respectivamente , entonces el Producto Cartesiano A x B tiene

m x n elementos. De aqui proviene su nombre y su notacion.

El concepto de producto Cartesiano se puede extender a mas de dos
conjuntos no vacios:

AxBxC={(a,b,c)/ a€eA AN beB A ceC }
surgiendo asi el concepto de Terna Ordenada :

(a,b,c) = {{a},{a,b},{a,b,c} }
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1.7 EJEMPLO.- Si A ={a,b}, B={1,2}, C={r,s} =

A B ¢ AXBxC

1<s (a, 1, s)
a< r (a, 2, r)

2 <

r (a, 1, r)

s (a, 2, s) Total: 2x2x2 =8
r (b, 1, 1) elementos.
1
b < S (b, 1, s)
2 < r (b>2,r)
s (b, 2,s)

En general, el producto cartesiano no es conmutativo; es decir

AxXxB = BxA , amenosque A =B.

1.8 EJEMPLO.- Si A = {1}, B = {2} entonces A xB = {(1,2)}
mientras que B x A = {(2, 1)}.

1.9 EJEMPLO .- Demuestre que:

17 MCcA A NCB = MxNCAXxB

2) Ax(BnC) (AxB)n (AxC)

3) Ax(BuUQC)

(AxB) U (AxC)
SOLUCION :

1. Sea (x,y) e MxN = xeM A yeEN
= XE€EA A yYyeEB por hipétesis
= (x,y) € AxB

Porlotanto, M XN C A xB.

2. Sea (x,y) e Ax(BNC) & x€eA Aye(BnC) <&
xX€EA AN (yeB A ye() =
(xeA AN xeA) AN yeB A yeC =
(aecA AN beB) AN (aeA A be() =

(x,y) EAXB A (x,y) EAXC & (x,y)e(AxB)n(AxC).

3. EJERCICIO.
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1.10 PROBLEMA .- Demuestre que

(AxB) = (A"xB) U(AxB’) U (A"xB’).
SOLUCION .- Sea

(a,b)e (AxB) < (a,b)g AxB <& ~[(a,b)e AxB]

= ~[a€eA A beB] = ~(a€eA) v ~(beB)

[~(a€A) A (beB V beB’)] V [(aeA VvV aecA’) A ~(beB)]
(pues p = p A V),
= (a€ A" AbeB)Vv(aeAADbeB)V(aeA" AbeB’)

< (a,b) e (A"xB)U (AxB’)YuUu (A" xB") .

1.12 NOTA .- Al Producto Cartesiano A x A también se le representa por A2 .

2. | RELACIONES. TIPOS DE RELACIONES

Dados dos conjuntos no vacios A y B, aunconjunto ® de pa-
res ordenados se le denomina RELACION DE A EN B si es que ® es un
subconjunto cualquiera de A x B. También se le llama RELACION BINARIA .

R esuna Relaciénde A en B siysélosi R C AXxB

21 EJEMPLO.- Dados A = {3,4,5} , B = {1,2}. Lossiguientes conjun-
tos de pares ordenados son algunas RELACIONES de A en B:

R, ={G, D}, R, ={G,D}, Ry ={G,D,04,2),(5,D}
R, ={G,D,3,2),4,D,4,2)}, Rg = AxB .
Puesto que, en general, si A x B tiene n elementos entonces A x B tiene
P subconjuntos; por lo tanto, existen 2™ relaciones de A en B.
Cuando un par ordenado (a, b) pertenece a una relaciéon ® también se deno-
ta: a® b . Esdecir, a® b siysolosi (a,b) € R , yental caso se lee:
" a estarelacionado con b segun larelacion R ".

Para las relaciones previamente dadas: 3 Rl 1, 4 (1)\3 2.

Ysi (a, b) ¢ R entonces se denota a /Q/ b .
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2.2 DEFINICION .- Se dice que ® esuna RELACION EN UN CONJUNTO A si
R C AxA .

23 EJEMPLO.- Si ® esunaRelacionen A = {2,3,4} talque
R = {(x,y)/ y+1§x2} entonces
R ={(2,2), (2,3), (3,2), (3,3), (3,4), (4,2), (4,3), (4,4) },

puespara (x,y) € AXA ,con xe A A yeA:

x=2: y+1<2? = ye{2,3} = (2,2),2,3) € R

x = 3: y+1§32 = ye{2,3,4} = (3,2),(3,3),(3,4) € R

X =41 y+1<4’ > ye{2,3,4} = (4,2),(4,3),(4,4) € R

2.4 PROBLEMA .- En A = {1,2,3,4,5} sedefinelarelacién
R ={0,D,(2,2),03,3),5,1,02,4),(5,4),(5,2),(4,3),(3,5) }.
Si M= {(xeA/ (x,2)e R}, N={(yeA/ 3,y eR}

P={xeA/ (x,5) € R}, hale (MUN)-P.

SOLUCION .- Verifique que
M={(xeA/ (x,2)eR}=1{2,5}
N={(yeA/ G, ypeR}={3,5}
P={xeA/ (x,5) g R} ={1,2,4,5}
(MUN)—-P = {2,3,5}y —{1,2,4,5} = {3}.

2.5 PROBLEMA .- Sean A = {1,2,3,4,5,6,7,8} ylarelacion R en A:
(a,b) e R <& a esdivisorde b .
Halle n(®)) = numero de elementos de la relacién R, .
SOLUCION - (a,b) e R ¢ AxA < besmultiplode a .
Asi (1,1),(2,4),(3,6) € R . Engeneral:
R =1{0,0,0,2),01,3),0,4),01,5),01,6),0,7),(1,8),(2,2),(2,4),
(2,6),(2,8),(3,3),(3,6),(4,4),(4,8),(5,5),(6,6),(7,7),(8,8) }

n(®R) = 20 elementos.
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2.6 EJERCICIO .- Se define unarelacion ® en Z como:
(a,b) e R & a—Db esmultiplode 3.

Demuestreque: 1) (a,a)e R, V acZ
2) (a,b)e®R = (b,a)eR
3) (a,b)e®R A (b,c)eR = (a,c)erR .
SOLUCION a — b esmiltiplode 3 <> a —b = 3k, paraalgin k € z

1 VvV a€Z, a—a=0=3x0, con 0€7Z = (a,a) eR.

2) Si (a,b)e ® entonces a—-b = 3k, paraalgin k € Z ,
= —(a—Db) =3(—k),donde —kezZ, pues kez
= b-a=-(a—-b)e R .

3) Si(a,b)e R y (b,c) e R = a—b:3k1,algl’m k, ez
= b-—c¢=3k,, algin k, €Z
Entonces, sumando ambas igualdades: a—c¢c = 3k3 , donde

ky = (k; +ky) ez, = (a,c) e R .

2.7 | RELACIONES REFLEXIVAS

Una relacion ® es una RELACION REFLEXIVA EN A
[R € AxA] siparatodo acA: (a,a) e R .

Es decir, R es REFLEXIVA en A si todo elemento de A esta relacionado
consigo mismo mediante la relacién R, .

2.8 EJEMPLO.- Sean A = {1,2,3,4} ylasrelacionesen A:
R,
R,

entonces Rl es reflexivaen A pues (a, a) € (R,l , Vae A, ademés de
otros puntos, en cambio en Rz falta (3, 3) para serlo.

{(1,2),(3,3),(3,4), (4,4), (4,1, (2,2), (1,1 }
{(1,D,(2,2),(3,4), (4,3), (4,4) }

2.9 | RELACIONES SIMETRICAS

Una relacion ® en un conjunto A es una RELACION
SIMETRICA en A sise cumple la implicacion siguiente:
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(a,b) e R = (b,a) e R.
Es decir, si (a, b) estien ®R entonces el elemento (b, a) también debe estar
en R paraque R sea SIMETRICA .

2.10 EJEMPLO .- Dados A = {1,2,3,4} vy lasrelacionesen A:
R, ={01,2),(2,3,(4,2),(3,2),(2,D,(2,49 },
R, ={1,D,(2,2),(3,3)} ,
Ry, =4{01,D,03,3),(4,D,(2,3),01,4 },
vemos que Rl y Q{2 son Simétricas , pero que Q{S no lo es, pues le fal-

ta el elemento (3, 2) para serlo.

211 | RELACIONES TRANSITIVAS

Una relacion ® en un conjunto A es TRANSITIVA si se cumple
la implicacion:
[(@,b)eR A (b,c)eR] = (a,c)eR

212 EJEMPLO.. Dado A = {1,2,3,4} , larelacionen A:
R, =41 (1,2),(2,3,1,3),G,D, 0,1 },
NO ES TRANSITIVA, pues si bien se cumplen las implicaciones:

(1L2e®R, AN 2,)eR, = (01,3)eR,
y (1,3 e®R, A G, DeR, = 1,1)eR,

en cambio falla en: (2,3)6R1 A (3,1)69{1 = 2, e Rl,
pues falta (2, 1) en Rl.

Encambio ® , = {(1,2),(2,1),(2,2),(1,1) } siesTransitiva,
R, ={0,4),04,D,(2,4),(3,4),(4,3) } noes Transitiva,
pues le faltan por lo menos 7 elementos para serlo. [ ;Cuéales son? ]
RPTA: Son: (1,1),(2,1),(3,1),(1,3),(2,3),(3,3),y (4,4).

212 | RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Una relacion ® en A es una RELACION DE EQUIVALENCIA si
satisface (simultaneamente) las tres condiciones:
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1) REFLEXIVA : VvaeA , (a,a) e R

2) SIMETRICA : Si (a,b) € R entonces (b,a) € R

3) TRANSITIVA: Si [(a,b) € R A (b,c) € R ] entonces (a,c) € R

213 EJEMPLOS .- 1) Sea A = {1,2,3,4} entonces larelacion

2.14

2)

R ={01,D,(2,1),01,2),(2,2),(3,3),(4,4) }
es una RELACION DE EQUIVALENCIA en A.

La relacion ® definidaen Z (enteros) por:
R ={(a,b)e ZxZ / (a—Db) es multiplode 3 }

también es de EQUIVALENCIA , lo cual ya fue demostrado en el Prob. [2.6] .

DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION

Se llama DOMINIO de la relacién ® al conjunto de todas las
primeras componentes de los pares ordenados de &, .

Y se llama RANGO de la relacion ® al conjunto de todas las segundas com-
ponentes de los pares ordenados de R .

Dom(R) = {x/ (x,y) € R}
Rang (R)) {y/ (x,y) e R}

215 EJEMPLO .- Dadalarelacibnen A = {1,2,3,4,5}:

R =401, D,2,D,(2,2),3,D,03,2),04,2),(5,3) }

entonces Dom(®R) = {1,2,3,4,5}, Rang(R) = {1,2,3}.

SERIE DE EJERCICIOS
1. Demuestreque: (A —B)xC = (AxC)—(BxC).

2. ;Cuantos elementostiene A x B si A={x€Z / —12 <x+6 <20}y

3.

4.

B={x€Z / 10 < x>< 400 } ?.

Halle por extension el conjunto

En

M={(s,0) ERXR / (s>43s,t°—7t) = (=2,—12) } .

A = {1,2,3,4,5} sedefinelarelacion R, :
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

R ={01,D,(2,2),(3,3),(5,1),(2,4),(5,4),(5,2),(4,3),(3,5) } .

Si M={xeA/ (x,2)€ER}, N={yeA/ B, y)erR?},
P={xeA/ (x,5)¢gR} , halle: (MUN)-P.

Si A={3,4,5,6,7,8,9,10}, entonces dada la relaciénen A :

R ={ (x,y)/ y esmlltiplode x, x = y } C Ax A ,

halle la suma de todos los elementos del Dominio de R®..

Demuestre que si A y B son conjuntos no vacios y se cumple que

(AXxB)U (BxA) =CxC entonces A =B =C.
Dadas las relaciones en z: R, = {(x,y)/ X2—2y =3}y
R,={x,y)/ x>y VvV x<y }, hlleR K -RK,.

Dado el Universo U ={1,2,3,4}, ylasrelacionesen U :
R,={x, )/ x=y}, R, ={(x,9)/ y=31},
R3={(X,y)/yZX}y ha”e R3_(R,1UR,2)-
Dados los conjuntos A = {x e N/ x <3}, B={xeN/ xespar

y x <5},C={xeN/ x esimpar, x < 6}.
Halle (A N B) x (C — A) .

Sea A = Z . En A definimos la relacién T mediante la condicion:

(x,y) e T < x —y esdivisible por 5 .

¢ Cuales de las siguientes proposiciones son verdaderas? :

a) (x,y) €T = (y,x)€T, b) (x,4) €T = x esmiltiplodes.
¢) (2,17)eT , d (7n,—-8n)eT ,Vnez.

Sea U={1,2,3,4,5} y R ={(x,»)/ x <y}, R,=AC,y)/

x +y =51} dosrelaciones en U. Halle el nimero de elementos de la rela-

cion (Rlu Rz) .

SiA={(x,y)/ (x*+3x, y> +3y—2)=(-2,2x) } C ZXZ,
B={(x,y)/ y=x, x€Z }, hallet A—-B.

Dado el conjunto A = [1,8] N Z , se definelarelacion ® en A como:
(a,b) e R & a esdivisorde b. Halle n(R) .

Sean A = {a,b,c}, B = {a,b,d,e}, ;Cuantos subconjuntos tiene el
conjunto (A xB) — (Bx A)? .

¢ Cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas? :
a) A C Ax A, V conjunto A ; b) AxB C(AxB)udcC
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

c) (AxB) U(CxD)=(AUuC)x (B uUD)
d (A-B)x(C—D)=(AxC)n (B'xD’)

Si A={xeN/ x=02k-1)/3, kKeEN}I,

B={xeN/ x>+1<12}, halle (A N B)x(B—A).
Dados A = {1,2,3,4} ylarelacionen A definida por:
R={(x,y)/ x=y VvV x+y =313}, ¢Cualessonverdaderas?:
a) (a,a) e R , Vae®k

b) (a,b) €e R = (b,a) e R , V (a,b) e R .
c) (a,b) e R A (b,e) e R = (a,c)eR .

Indicar ademas si ® es o no una relacion de equivalencia.

En A =4{1,2,4,6,8} sedefine R = {(x, y)/ 3 esdivisorde x + y }
halle la suma de todos los elementos del rango de la relacion R..
EnA={-4,-3,—-2,—-1,0,1,2} sedefine R={(x,y)/ x2+ x
= y2 + y } , halle la suma de todos los elementos del dominio de R®..

Dadalarelacion ® ={(x,y) e RxR / (|x —1| = |y —1] },

a) ¢Es A una relacion de equivalencia?. ;Por qué?

b) Paracada x fijo, calcule A =A{y/ (x,y € R 3.

Si U es el conjunto de triangulos en el plano R x R y si S es larelacion defi-
nida en U por la regla: (x,y) € S siysolosi X es semejantea y ,

demuestre que S es una relacion de Equivalencia.

Una relacion ® en un conjunto A se llama ANTISIMETRICA si cumple que:
(a,b) e R A (b,a) eR = a=b ()
Demuestre que son antisimétricas las siguientes relaciones definidas en Z :
Ry={G,/ x<ytr vy R,={,9/ x<y }.
SUG: En q{zz "(x,y) € R y (x,y) € R" es FALSO pues "x < y
y y < x" esabsurdo. Luego, (%) es VERDADERA.

Si R y § sondos relaciones REFLEXIVAS definidas en un conjunto A,
¢ Cuales son verdaderas? :

a) R u S esreflexiva , b) R n S esreflexiva ,

c) (R U8 n (R nS) esreflexiva.
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24.

En A=1{1,2,4,6,8} sedefinelarelacion ® = {(x, y) / 3 esdivisor de
x +y } . ¢Cuales son verdaderas? :
a) R esreflexiva , c) R es transitiva ,

b) R essimétrica , d) ® tiene 9 elementos.

CLAVE DE RESPUESTAS

2.
5.
9.

12.
15.
18.

24.

3.

992; 3) M = {(~1,3),(=1,4),(-2,3),(-2,4)}; 4) {3}
12, 7) {3,3),(=1,-D} ; 8 {(1,4,(2,4,3,4,01,2)}
{(2,3),(2,51; 10) Solo (a), (¢) y (d); 11) 12

{(=2,-1),(=1,0),(=1,=3)} ; 13) 20 ; 14) 2% = 256

Sélo (b) y (d); 16) {(1,2),(3,2)} ; 17) Todas, Si.
36; 19) —7 ; 20.a) Si, b) A ={x,1—x}; 23) Todas
Solo (b) y (d) .

GRAFICAS DE RELACIONES

Dada una relacion ®, se consideran los valores
del DOMINIO de ® enel Eje X, ylosvalores del RANGO de ® enel Eje Y,

y luego se van ubicando los puntos en el plano cartesiano correspondiente.
Asi por ejemplo, la representacion gréafica de la relacion

R ={1,D,(2,D,(2,2),3,1,3,2),(4,2),(5,3) }

Corresponde a la figura adyacente

3.1

3.2

NOTACION.- \%
A R
9 3 [ ]
RxR =R
2 [ ] [ ] [ ]
1 [ ] [} [
0 1 2 3 4 5 'x

EJEMPLO .- Bosquejaremos las gréficas de las siguientes relaciones en R :
L={(x,y)eRxR/ x=y},

2}y={@@2,9y)/ yeR}

33} ={(x,3)/ x€R }

S={(x,y)eERxR / x

T={(x,y)eE RXxR / y
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Para que un par ordenado se encuentre en la relacion £ sus dos compo-
nentes deben ser IGUALES. Asi, algunos pares ordenados en £ son:

(-2,-2),(-1,-1),(0,0), (1,1),(6,6),(7/5,7/5), etc., y donde resulta en
este caso que:

Dom(ﬁ):(—oo,oo):]R [EjeX] ,
Rang(ﬁ):(—oo,oo):]R [EjeY]

Y

En general, como el dominio £

ha de ser un conjunto continuo, K A y=x
entonces uniendo todos los pun- |
tos de £ se obtiene una RECTA. 21 ----- '
1
1 |
—1 '

: 300X

Algunos elementos de la relacion S son (2,—2), (2,—1), (2,0), (2,1),
(2,3/2), etc. Aquibasta que la primera componente sea igual a 2 para que tal par
ordenado se encuentre en la relacion

S={(x,y) e RxR/ x=2}={(R2,y)/ yeR}.

La segunda componente no tiene \y
restricciones en R : 34

Dom (S) = {2} 2 4
Rang (S) = (— oo, c0)

Aqui también la grafica co-

_'_
rresponde a una RECTA (VER- 0
TICAL), que precisamente pasa 4
por x = 2.

En general, toda ecuacioén de la forma: | x = C (C constante) en el plano XY

corresponde a una RECTA VERTICAL que pasa por x = C precisamente.
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Analogamente, podemos ver que la grafica de la relacién T definida por
T={(x,y) e RxR/ y = 3} corresponde a una RECTA HORIZONTAL que
pasaala "altura" y = 3.

AY
Dom (T) = (—oo, oo) 3
———0—o——o—0—
Rang (T) = {3}

En general, toda ecuacion de la forma:

1 1 1 1 A .
,con C constante, en el 0 ) 5 3 4 X

plano XY corresponde a una RECTA

HORIZONTAL que pasa precisamente ala altura y = C.

3.3 NOTA.- La gréfica correspondiente a

a) laecuacion y = 0 coincide con EL EJE X.
b) la ecuacién x = 0 coincide con EL EJE Y.

3.4 PROBLEMA .- Bosqueje la grafica de la relacion:
T={(G,eRXR/ (x=3)(y—-2)=0 }

SOLUCION .- Delapropiedad ab=0 < [a=0 v b=01:

(x=3)(y—2) =0 < [x—3=0 Vv y—2=01]
y por tener el conectivo 16gi YA x =3
co de la DISYUNCION v su 41
grafica consiste de (LA REU- T
NION DE) ambas rectas , es 3T —w
decir, de toda la cruz dela 2 i y=2
figura siguiente.
1..
of 1 2 3 a4 5 Tx

A continuacion presentamos las graficas de las siguientes relaciones (verificar) :
R={(x,y) e RxR / y:xz}
S={(x, 1 eRXxR/ y=+x}

T {(x,y)GRXR/yz—H}
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W={(x,9) ERxR/ x =y°}
ANALITICAMENTE Y GRAFICAMENTE
2

[y =x" >0
x no tiene restricciones.

y:\/; y=~+x,x>0 6
y=~x 20
= Dom (S) = [0, o)
@ Rang (S) =[O0,
X g (S) [ 00)
y y=-vx, x>0
> y=—vx <0
= Dom (T) = [0, oo)
Rang(T):(—oo,O]
x:y2 >0
y sin restricciones
> = Dom (W) = [0, oo)
X

Rang (W) (—o00, c0)

35 NOTA.- Como x = y> < [y=+vx v y==vx,Vvx>0],
entonces la grafica de W corresponde a la reunion de las gréficas de las
relaciones S y T.
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La figura adyacente corresponde
a la grafica de la relacion CUBICA:

B={(x,))ERxR/ y =x"}

Dom (B)

Il
T
8
2

Rang (B)

Il
N
8
2

L, ={(x,9»/ y=2x}

L2={(x,y)/y=i} 3
2

{(x,y)/ y =—-2x}
{(x,9)/ vy

Il

|

=
-
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3.6 | GRAFICAS DE RELACIONES DEFINIDAS POR INECUACIONES DEL TIPO

S={(x,y) e RxR/ y < x}

El punto (x, y) satisface la condiciéon y < x (véaseenel Eje Y ) siem-

pre que se encuentre en la semirrecta vertical que comienza en la recta y baja
sin limite . [ Zona sombreada de la figura(a) ] .

La relacion So = {(x,y)/ y < x} corresponde a la grafica que sigue

a continuacion pero con excepcién de los puntos del borde y = x. [Fig. (b)]

. AY Y= x
Fig. (a) i /ﬁ Cuando x toma todos los
¢ F valores en el Eje X, la semi-
b ( ' ) rrecta hallada barrera toda la

A A zona sombreada.
oA il o
e "X
g8 PN I

Del mismo modo se puede bosquejar la grafica de la relacion T,

T={(x,y/ 2y>-x1}=A{(,y)/ y>—%x },

partiendo de la grafica del borde y = Ly , sinincluirlo. Fig. (c).
2
Fig. (b) Fig. (¢)
Y Y
A A
7, [ S N B A [ | [ |
00 [ R R [ |
o . [ I I
Xp---- g ty>——x [t
/i ! \\II 1 |2| :y--:-:-:--i-: I
y--_7£|_: (x,y) \\\I 1 [ (x’y)l
L] A S NIEEEE] IR
k4 ::::X: :: X S~ ! |;(| [ "X
A0 1 \'\5\&:::11
A y<X [ _Ex ——————— v
Lo | | [ Qo
o [ [ S
ZU 0 [ [ 1
=——x
Y 2
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3.7 EJERCICIO .-

Halle la grafica de la interseccion de las relaciones:

S={(x,y)/ x<3}, T={y/ y<x }.
SOLUCION .- o AY
_____ N W 9]
Bl ! it il
T 1. RS
SN r. S S
S W IS “x<apeoo]
_______ ,__ Pl S
SES RSN oS X
__________ T --- X S N R
Ay
e MY N
= e \ ]

el f

gl i

D /]

_____________ \ I

______________ _\ l______

_________________ \ | -]

CosnTEE %

3.8 RESUMEN .- Si la inecuacién puede expresarse como

i) y > (EXPRESIONen x) ,

ocomo ii) y > (EXPRESIONen x) ,

entonces su grafica tiene como borde: y = ( EXPRESIONen x) , vy

(i) tiene como grafica a la parte superior del plano, SIN EL BORDE.

(ii) tiene como gréfica a la parte superior del plano, CON EL BORDE.

Enloscasos: y < ... (6 y < ) la gréfica corresponde a la re-

gion debajo del borde sin incluirlo (o incluyéndolosi y < ... ).

3.9 EJEMPLO .- Grafique las relaciones determinadas por las inecuaciones:

a) y<|x|, b) y>|x|.
SOLUCION .-
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\Y
@
<
=
IA
|
<

a) |x|2y = [ x

<
IN
=
<
<
IN
I
=

que corresponde a la
(RE)UNION de las dos
regiones:

b) La grafica correspondera al complemento de la grafica de (a) mas la frontera, pues:
y>|x| & |x|<y & (y20) A (-y<x<y)
S (y20) A (yz2x) A (y2>—x)

(INTERSECCION DE LAS TRES REGIONES)

3.10 PROBLEMA .- Grafique la (re)union de las relaciones en R :
R={(x,y)/ x>y>x, x>0}
S={(x,y/ x<y<x, x<0}

SOLUCION .- ®  corresponde a la interseccion de las tres regiones:
i) y<x A Qi) y>x A dii) x>0

y S corresponde a la interseccién de las tres regiones:
i) y>x A i) y<x A i) x<0

<
Il
=

Note que el origen (0, 0) no se incluye en ninguna de las dos relaciones: ® 6 S.
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3.11 PROBLEMA .- Grafique la region definida por la relacion:

S={(x,y) eRxR / |y|>x", |y| <|x]|?
ly| > x> A Jy| < |x|, donde

SOLUCION .- S es lainterseccion de:

> x2 stysolosi y

2

> x vV oy < —x7

i |y

i) |y| <

4.| RELACIONES INVERSAS

Toda RELACION ® de A en B tiene una RELACION INVERSA de B

en A, denotada por R_l , Y definida por:
R7'={(b,a)/ (a, e R }

Asi, los elementos de R_l son aquellos pares ordenados obtenidos al in-
tercambiar las componentes entre si de cada uno de los pares ordenados de la relacion

directa R, .
41 EJEMPLO.- Si A ={1,2,3}, B={4,5} ylarelacion R de A en B:
R = {0,49,0,5,2,4,2,5}

e DG DL, 2,5, )

entonces R,



En este caso, se dice que larecta y = x es una RECTA DE SIMETRIA, vy que:
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4.2 EJEMPLO.- Dado V = {1,2,3,4} ylarelacibnen V:
R ={0,D,(2,2),(3,3),(4,4) + , entonces
R = {0,1,(2,2),(3,3),(4,4) } .
En este caso vemos que R = Q{_l .
4.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LAS RELACIONES INVERSAS.-
Dada una relaciéon R, de A en B y su relacién inversa
R_l de B en A :
DOMINIO de ® ' = RANGO de ®
RANGO de ® ™' = DOMINIO de R
En el primer ejemplo tenemos que
Dom(R™') = {4,5} = Rang(R)
Rang(R ') = {1,2} = Dom(R) .
4.4 | GRAFICA DE UNA RELACION INVERSA
De la definicion ® ' = { (b, a)/ (a, b)e R }, yto-
mando el caso R = { (2,0), (1,1), (3,2) } entonces su inversa resulta ser
R =¢0,2,0,0,02,3) v Sy —x
31 _____ —.»——/»./
En la figura se han ubicado los pun- Q—l :,’ |
tosde ® y R ', yvemos que (0,2) ""/"):L"TO’Z)
si se considera ala RECTA y = «x L J¢ T
como un ESPEJO DOBLE entonces R | |
. . —1 + L 4 + >
precisamente se obtiene R® c’o- zQ' 1 (2,0) 3 X
mo LA IMAGEN DE ® A TRAVES //
DE DICHO ESPEJO. ’

LA GRAFICA DE LA RELACION INVERSA ® ~!

LA GRAFICADE ® CON RESPECTOALARECTA y = x .

ES SIMETRICA A
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En los diagramas siguientes , las
curvas continuas corresponden a
la relacion directa R,y las cur-
vas punteadas a la relacion inver-

sa fl(_l

YA
S AN 7 Y=X
\\/
N
y\ \\
7
L5
e
7
: >
// X
e

Observe que la Relacion Inversa de una Recta Horizontal y = C esla Re-
cta Vertical x = C , yviceversa. En efecto,

R ={(4,2)/ ze€R } tieneecuacion x = 4

y R_l = {(z,4)/ z€R } tieneecuacion y = 4.

La Relacién Inversa de la pardbola R : y = x? esla parabola (1{_1 :

x = y~, lacual se obtuvo intercambiando x con y en larelacioninicial ®.

AY 5 AY
7 y=x 4
s’
’ ’
, R O
y:4 Ve : -
—1
e R 4
s >
7 7’ \\ 1 X
0|’ .’ ~&
> s’ S~ o
x=4 X 5
v y = x
s
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(3,
.

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

La DISTANCIA entre los puntos P = (x;, y,) ¥ Q = (x,, y,),
denotada por d = d[P, Q] satisface la siguiente condicion:

YA
d2:|x2—x1|2+|y2—y1|2
Y, +
2 2
= (XZ_xl) +(y2_y1) )
d[P, Q] = it
2 2 : —
= \/(xz = %) 0, —y) X X, X

5.1 EJEMPLO .- Paralos puntos:

1) P=(3,4),Q=1(6,8): d[P,Q] :«/(6—3)2+(8—4)2 =25 =5
2) P=(-1,—-4),Q= (11, -9) :

d[P,Q] = \/[11—(—1)]2 +0(=9) — (0] = V169 = 13
3) P:(_87_7)’ Q:(O’S):

d[P,Q] = \/[0—(—8)]2 48— (=11* = V289 = 17

5.2 NOTA.- Siempresecumpleque d[P,Q] = d[Q,P] > 0.

5.3 PROBLEMA .- Demuestre que el triangulo de vértices
A=(2,3),B=(-1,0), C= (=2, 4) esisosceles.

SOLUCION.-  Para que ello ocurra, dos de sus lados deben tener longitudes iguales.
Podemos verificar que, en efecto:

d[A,B] =342 , d[A,c] = V17 , d[B,C] = V17 .

5.4 PROBLEMA .- Halle una ecuacién para los puntos P = (x, y) que equidisten
de A=(-2,3)y B=(5,7).

SOLUCION .-
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Por la condicion: y
d[P,A] =d[P,B]: \

V2?4 -

4

-
A=(-2,3) L _

N PRI

\ X
Elevando al cuadrado y redu- L
ciendo: 14x + 8y = 61.

5.5 PROBLEMA .- Demuestre que los puntos A(—3, 2), B(5, —6) y C(l, —2)
son colineales [que se encuentran en una misma recta ].

SOLUCION .- Ello ocurrira en el tnico caso en que, considerando las distancias entre
ellos, la SUMA de dos de tales distancias debe coincidir con el valor
de la tercera. Asi, podemos verificar que esto es cierto puesto que

d[A,C] =4v2 , d[C,B] =442 , d[A,B] = 842 .

5.6 | FORMULA DEL PUNTO MEDIO

En la recta vemos que el Punto Medio M entre a y b es

"

a M b

b-a, a+bh (SEMISUMA de a y b)

2

M = a + (

Usaremos este hecho en ambos Ejes X, Y, para hallar las coordenadas del punto
M = (r, s) que se encuentra a la mitad del segmento de recta que une a los puntos

P=(x,y)y Q= (x5, y,): YA
Por el Teorema de Tales, si M Y,
es punto medio del segmento

PQ , entonces r es punto s
medio entre X ¥y x,,yses

punto medio entre Yy Yy, Y,
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. x1+x2 _ y1+y2
2 2
Por lo tanto, X, + x Yy ty
M= (—L 2 2
2 2

yselee: LA SEMISUMA DE LAS COORDENADAS DE LOS EXTREMOS P y Q.

5.7 EJEMPLO.-  El punto medio M entre A = (3,7) y B= (9, —5) es

M:(3+9 ’ 7+(—5)) — (6.1).
2 2

6. | LA RECTA Y SUS ECUACIONES

Si una recta es vertical sabemos que su ecuacion es de la forma
x = C [, siendo C: una constante.

Si la recta L no es vertical y pasa por un punto fijo P, =
(x, > ¥,) llamado PUNTO DE PASO de la recta, entonces L forma un angulo fijo

o = 90° con el Eje X, medido en sentido antihorario a partir del semieje po-
sitivo del Eje X . Este angulo se llama ANGULO DE INCLINACION de L

Unpunto P = (x,y) = P Y4
pertenecera alarecta L siy sélo si Y1
y—y
Tan o = 0
X — X
(0] yO
Si Q= (x,y)eL, /
entonces también se cumple que: — R
Yy =¥ 0
Tanoy = ——
X1 =%

6.1 PENDIENTE .- Sellama PENDIENTE de una recta L al valor de la tangente
de su angulo de inclinacién ¢ , y se le denota

m = Tano = ——8— , o = 90°

donde los puntos (x;,y) =Q Y (x,, y,) pertenecen ambos a la recta L.
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El valor de la PENDIENTE siempre es constante para cada recta, y proporcio-
na una medida de su inclinacién con respecto al Eje X . Asi, la ecuacion de una recta
que NO ES VERTICAL L queda determinada tan sélo indicando su PENDIENTE m, y las

coordenadas de cualquier PUNTO DE PASO (xo s yo) , en la forma:

Y- Y,
1L m= —— = L: y—yO:m(x—xo)

X—XO

6.2 PROBLEMA .- Halle la ecuacion de la recta L que pasa por (1, 2) y tiene an-
gulo de inclinacién de 45° .

SOLUCION.- o = 459 . Lapendiente m es: m = Tano = Tan45° = 1,
y como pasa por (x, , y,) = (1, 2), entonces
L: y—yO:m(x—xo) = y—2 = 1l(x—-1)
= L: y—2 = x-1, esdecir L: y=x+1.

6.3 PROBLEMA .- Halle la ecuacion de la recta L que pasa por los puntos A = (3, 4)
y B = (5, 8).

SOLUCION .- Como ambos puntos pertenecen a la recta L, se puede tomar cualquiera
de ellos como PUNTO DE PASO P o= (x,, yO) ; digamos P =A=(3, 4)

Ahora so6lo falta hallar el valor de la pendiente m , y con las coordenadas del punto
B = (x,y) = (5,8) obtenemos

Y=Y —4
m = :8 :i:Z = m =2

X — X, 5—-3 2

Y la ecuacion de L: vy -y, m(x—xo) = y-—4 2(x —3) ...(1)

Pero, si en lugar de P0 = A se hubiese considerado P, =B = (5, 8) en-

tonces se habria obtenido m = 2

L: y—y, = 2(x—-x,) = L: y—-8=2(x-5 .. (2

que aparentemente es diferente de (1) pero si se efectian las reducciones necesarias

se encontrara que (1) y (2) son equivalentes obteniéndose en ambos casos:
L: y=2x-2

La ecuacién para L enla forma: ’ Yy -y, = m(x —x,) | esdenominada
la FORMA PUNTO - PENDIENTE.
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Ahora, consideremos como Punto de Pasoa (0, b) , donde L intercepta al EJE

Y, entonces N
L
L: y—b =m(x—0)
= L: y=mx+b» b
~ 0 "X

Esta forma proporciona directamente la PENDIENTE m como el coeficiente de
la variable x, mientras que el término independiente b indica el punto en el EJE Y
donde larecta L lo corta y E obviamente puedeser: >0, =0 6 < 0.

Asi, por ejemplo, la ecuacion y = 3x — 1 corresponde a la recta
con pendiente m = 3, y puntodepaso (0,b) = (0, —1) .

Silarecta L tiene su dngulo de inclinaciéon o, tal que:

1) 0< a < 90° m = Tana > 0 . PENDIENTE POSITIVA.

a =0 : m = Tan0 = 0 ... Recta HORIZONTAL.

3) 90° < o < 180° : m = Tano < 0 PENDIENTE NEGATIVA.

Cualquier otro angulo se reduce a los tres casos dados para efectos
del calculo de la PENDIENTE m = Tan « .
6.4 NOTA .- m= 1 < Tana =1
m= —1 <~ Tano = —1

YA

=<V

Y si 0 < a < 90°, lapendiente m aumenta de valor conforme el angulo o
va creciendo. En general se tiene el siguiente esquema grafico:
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YA
m=—1
AN
AN
Y
Y
S 135°
,' —1<m§0\ N o
A q N X
7 5 - N b
7 -
, 0 X 90° < o < 180° N
’ 0 < o <90° N
N

6.5 PROBLEMA .- Dadala ecuaciondelarecta L: 2x + 4y = 4 , halle supen-

diente, un punto de paso, y bosqueje su grafica.

SOLUCION .- Para hallar algin punto de paso basta dar un valor real cualquiera a la

variable x, vy despejar el correspondiente valor de y , o viceversa.

Asi, para y = 0 setiene x = 2, luego P, = (2, 0) resulta ser un punto de paso

(pero NO ES EL UNICO) . Despejando y : y = _1. +1 = m=-—.
2

YA
Note que la recta también 1
pasa por el punto (0, b) m = —5\1
=(0,1)

6.6 | TEOREMA.- Si a y b noson ambos ceros ala vez, entonces la

ecuacion : ax+by+c =0 siempre represen-

ta a una recta en el plano XY .

PRUEBA.- i) Si a=0,b=0: y=—c/b , (L HORIZONTAL)
i) Si a=0,b=0: x= —c/a, (L VERTICAL)

iii) Si az0,b=0: y=(—2)x+ (—<) queesuna
b b
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recta con pendiente m = — a/b , y pasapor (0, —c/b).

7. | RECTAS PARALELAS Y PERPENDICULARES

Dosrectas L, y L, y L,
son PARALELAS (L, // L,) A
si tienen el mismo angulo de b L,
inclinacion: L
0!1 = 0!2 = o .
b,
En el caso qe rectas que o / a
no son verticales, esto >
equivale a que sus pen- 7~ / X
dientes sean iguales:

mlzmzzm:Tana.

Sininguna de las dos rectas L, y L, es vertical, entonces ellas seran PERPENDICU-

LARES siy sdlo si a, —oa, = 900, AY
o, =90°—-(-a;) = \
Tan()c2 = Cot(—(xl)

= —Cot(al)
K

= —1/Tan(0!1) L .
< (Tana )(Tana,) = —1 A ‘\/\al
=4 m, -m = —1 / /// \

172
[ PRODUCTO DE PENDIENTES = — 1 |

=\

71 TEOREMA .- Sean L, y L, dos rectas de pendientes m; y m,

respectivamente, entonces

i) L, //L, son PARALELAS = m, = m,
ii) L, L L, sonPERPENDICULARES <> ‘ m-m, = —1 ‘
7.2 EJEMPLOS .- lLasrectas L,: 2x+y+1 =0 = m, = —2

1 1

L2: 2y = —5 — 4x = m2:—2
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son PARALELAS , pues sus pendientes son iguales.

Las rectas L, : ax +by+c=0 , a=0, b=0
L,: —bx+ay+d =0
son PERPENDICULARES, pues m, = —a/b vy m, = b/a
= ml-m2=(—i).(3):—1.
b a
Las rectas Lt 3x—-2y+1=0 = m, = 3/2
L,: 4x+6y—-12=0 = m2:—4/6:_2/3
L . 3 -2
también son perpendiculares: m-m, = (=) (—) = —1I
2 3

7.3 PROBLEMA .- Halle el valor de k para que la rectas dadas sean paralelas

le kx +(k =Dy +18 = 0, L2: 4x + 3y +7 = 0.
. -k 4
SOLUCION .- m, = , m, = —— , ycomo las rectas deben ser pa-
k —1 3
ralelas entonces m; = m, . De esta ecuacion despejamos k = 4 .
7.4 PROBLEMA .- ;Son las rectas Lt =2x4+y=-2, Ly: x+y=7

perpendiculares? . Halle su punto de interseccién Q.

SOLUCION . m =2, m,=-1 = m-m,=—1. Luego, las dos rectas

NI SON perpendiculares NI SON paralelas.
El punto Q = (x, y) buscado, al estar

A
en ambas rectas, deben satisfacer las dos \
ecuaciones simultaneamente, lo que indica
que se debe resolver el sistema:

4 |
{—2x+y:—2
x+y =717
= x =3, y=4 0
=

Q=2(,4). /

7.5 NOTA .- Cuando dos ecuaciones (simultaneas) de dos rectas no tienen ninguna so-
lucién, es porque ambas rectas son paralelas y estan separadas entre si.
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Tal es el caso de las rectas:
Li: 2x+y =2 . (1)
Ly: 4x+2y =10 .. (2)

que al reemplazar (1) en (2) sellegaaque 4 = 10 (ABSURDO), vy estoocurre

pues al tener las pendientes el mismo valor: m =m, =-2 se concluye Unica-

mente que las dos rectas SON PARALELAS L, // L, peroqueno necesariamente
tienen que ser coincidentes. Podemos ver que estas dos rectas dadas son paralelas,
pero estan separadas:

Ll: 2x +y =2

Lz: 2x +y =5

NN X

7.6 PROBLEMA.- Si L: 3x +4y —2
LI

= 0, hallela ecuacién de la recta
talque L’ L L , yquepasapor (4,2) .

SOLUCION - L :  3x + 4y — 2

=0 = L': —4x4+3y+k=0
Ycomo (4,2) € L’ secumpleque —4(4)+3(2)+k =0

k=10, L': —4x4+3y+10=0.

8. | DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Dados un punto Q = (xl, yl) y larecta L de ecuacion

L: ax + by +c = 0 entonceslarecta L’ que pasapor Q y es per-

pendicular a larecta L tiene como ecuacion : (VERIFICAR)

L't —bx+ay+ (bx,—ay) =0.
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YA

La distanciade Q a L es
igual a la distancia de Q al punto
ReLnlL .

Resolviendo el sistema de ecua-

ciones de L y L’ se obtienen
las coordenadas del punto R:

x:(b2x1—aby1—ac)/(a2+ b2) 0 ’X
a2y abx be az(ax + by, + ¢)
- - 2 2.2
y = 12 ‘2 = (x-x) = 12 21 = a’k
a“+ b a“+b
2
b“(ax, + by, + ¢)
2 2.2
(y—y) = — = b’k
a”+ b
ax;+ by, + ¢
donde k:ﬁ Porlotanto, d = d[Q,L] =d[Q,R]
a"+ b
= d=|klya+b> .
= d[Q,L] = lax, + by, + ¢ » donde Q = (xp,y) Y

J a2+ p? L: ax+by+c=0.

8.1 EJEMPLOS.- Dados los puntos A = (9,1) y B = (3, 4) , las distancias
respectivasalarecta L: 3x —4y +7 = 0 son:

d[A. L] = [3(9) —4(1) + 7| :£:6, A=, 1)
324 42 3

d[B,L] = |3(3)—4(4)+7| 2220, B = (3,4) .
324 42 3

Esto implica que el punto B PERTENECE A LA RECTA L, como se puede verificar sus-
tituyendo las coordenadas del punto B en la ecuacion de L.

8.2 PROBLEMA.- Demuestre que la distancia entre las Rectas Paralelas:

L, : ax + by+C =0y L,: ax + by +C’' =0
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esta dada por
|c-c']

\/ a2+ b2

SOLUCION.- i) Si L, /L, y si son verticales entonces b = 0 .

dlL,,L,] =

[ Completar esta prueba como ejercicio ]
i) Si L, y L, nosonverticales entonces b = 0,
tomamos unpunto Q € L, cualquiera, digamos:

Q = (0, —c/b) YA

Ll
= d[L,,L;]1=d[Q, L] ////’f//
\
<(0) + b(— N L,
:|a()+( b)+c| / Q

a2+ b2 -~ / X

, 2 2 e
d[Lz,Ll]:|c—c |/ a " +b" .

8.3 EJEMPLO.- La distancia entre las rectas Lyt 3x+4y+5=0, Yy

Ly: —6x —8y+20 =0 = L,: 3x+4y+10=0
donde identificamos los valoresde ¢ =5 , ¢/ = —10 , esta dada por
5— (=10 .
dfL,,L,] = M - 15 _ 3 unidades.
2 2 5
374+ 4

9. | ANGULO ENTRE RECTAS

Si 6 es el angulo entre L,y L medido en sentido positivo

9

(ANTIHORARIO) ,ysi «, y . son los angulos de inclinacion de L,y L, respec-

1

tivamente con a < a,

2
como en la figura, entonces:
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En efecto,

YA
m, = pendiente de L, = Tana,
m, = pendiente de L, = Tanax

2

ANGULOENTRE L, y L, :

0 =ao,—«a

2 1

Asi, la formula (%) viene de la relacion:

Tan o, — Tan o,

Tan 6 = Tan((x2— (Xl) =

, donde si:

1 4+ Tan a2Tan o,

i) Si Tan® > 0 entonces 6 esunangulo AGUDO

ii) Si Tan® < 0 entonces 6 esunangulo OBTUSO .

Ysi B = m — 6 eselangulo suplementario entre L,y L, : Tanfp = —Tan®.

9.1 PROBLEMA.- Halle la ecuacion de larecta L’ que forma un angulo de 45°
con L: 3x —y+1= 0, yquepasapor (0,1).

SOLUCION.-  Sélo falta hallar la pendiente de L’ pero hay dos posibles soluciones
para L’ y los denotamos Ly L,.
Como L tiene pendiente m = 3 :

m — Irl1
L1 : Tan 91 = —

14+ m m,;

Y siendo 61 = 45° = 62 :

Ll
3—1’1’11 1
l= —— = m = —
1+3m1 2
1
entonces Lt y—1=—x
m, — m >
L Tan 6, = / X
2 2
1+ mm
2
m2—3
l= — = m2:—2 , L2.y—1:—2x.
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9.2 PROBLEMA.- Si 6 esuno de los angulos entre las rectas L,y L,,

y si |Tan 8| = 2, halle el valor de:
i) La tangente del angulo agudo entre L,y L,.

i) Latangente del angulo obtusoentre L, y L, .
SOLUCION.- Como Tan® = £2 entonces
i) 0, agudo => Tan B, = +2 (pues Tan 0, debe ser > 0)

ii) 0, obtuso => Tan 0, = -2 (pues Tan 0, debe ser < 0)

9.3 NOTA.- Las tangentes del angulo agudo y del angulo obtuso entre dos rectas sélo
difieren en el signo.

10. | GRAFICAS QUE INVOLUCRAN EL VALOR ABSOLUTO

La ecuacion y = |x| es equivalente a la condicion
y>0A[x=y V x=—-y]l <& y>20A[y=x VvV y=—x]

que equivale a considerar los puntos de ambas rectas: y = x
lamente en el semiplano superior y > 0

, Yy = —Xx pero so-

Laecuacion y = |x — 1| + x esequivalente a:

x—14+x =2x—1, para x > 1
<~
l—x+x =1 , para x <1 YA .
1
X 1 y=2x-—1
{Zx—l, sl x > 1 !
1

1, si x <1 y =1 1

que consiste de dos partes: la parte |
de larecta y = 2x — 1 corres- o x 1
pondiente solamente a los valores
de x > 1, ylaparte delarecta

<Y
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y = 1 (horizontal) correspondiente sélo a la parte del plano ubicada a la izquierda

de x =1, esdecir: x < 1.

La ecuacion |y — 2x| = 4 — 2x — y , que es equivalente a:

4 —2x—y >0 A [y—2x =

4 —2x —y V y—2x = —4+2x+y]

< y< —2x+4 AN [y=2 VvV x=1]

consiste de aquellos puntos del pla-
no que estan en las rectas y = 2

(horizontal) y x = 1 (vertical)

pero solamente aquellos que se en-
cuentran debajo de la recta
y = —2x + 4 , es decir, en la
region y < —2x + 4 .

EJERCICIOS PROPUESTOS.

y < —2x+4\\AY

4y y>—2x+4
1
1
1

3+ N\

2| Na,2)
\
\

[ S

1. Grafique la relacion R:{(x,y)€R2/ |x—1]=]y—-1] }.

2. Grafique e indique el dominio de la relacion:
R={(x,y) eR*/ 2<|x—4|< 12}
3. Grafique e indique el dominio y el rango de la relacion

S ={(x,y) € R/
2

S ={(kx,y) €ERxR/
e indique su dominio y rango.

ly| > x* A |y| < x 3.
4. Grafique la region S indicando su dominio y rango:

vl < |x| <3 1.

5. Grafique la regién definida por la relacion

2

lyl = =" Jy| < |x[?

6. Grafique la region determinada por la relacion s! , para larelacién S del pro-

blema anterior.

SUG.- Utilicelarecta y = x como espejo doble.

7. Grafique la region definida por la relacién inversa S

! donde

2
S={(x,y)eR / Jy >x}
SUG- Jy >x & y>0 A [x<0 V (x>0 A y>x2)]

8. Halle la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

a 2,y 3,4

b)
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

¢ (0,1 y (1,0)

Encuentre el valor de las pendientes de las rectas que son bisectrices entre las
rectas y = x yel EJEX.

SUG.- m = Tan(¢/2) donde Tane = 1 = (Pendientede y = x)

2 Tan (& /2)

Tan () = , ydespeje Tan(r/2) .

1 — Tanz(a/Z)

Una recta con pendiente negativa pasa por (—1, 1) y dista «/? unidades del
punto A = (4, 1). Halle el valor de su pendiente y la ecuacion de dicha recta.

Sea P = (a, b) un punto del plano tal que la recta OP que lo une con el origen
tiene pendiente —3 y larecta MP trazada por los puntos P y M = (3, 1)
tiene pendiente 2. Halle el valorde a + b .

Halle las ecuaciones de las rectas L,y L, quepasanpor (5, 6) Y tales que

L, esparalelaa 2x +y+1 =0 ,y

L, es perpendiculara 3x + 2y +2= 0.

Halle el angulo obtuso © que forman las rectas L, con pendiente k y la recta

L, con pendiente (k — 1)/ (k + 1) .

SUG.- Halle Tan© , con valor negativo.

Una recta cuya ordenada en el origen es tres veces lade 2x —y +1 = 0 (en
el origen) es dos veceslade 2y — 4x + 12 = 0, forma un tridngulo en el pri-
mer cuadrante con los ejes coordenados. Halle su area.

Halle la ecuacioén de la recta L que pasa por el origen de coordenadas sabiendo
que la longitud de su segmento comprendido entre las rectas

Lii2x—y+5=0 y Ly: 2x—y+10=0 es v 10,

Se sabe ademaés que la recta no pasa por el segundo cuadrante.

SUG.- Bosqueje una grafica aproximada.

Dada la familia de rectas 2kx + y + k2 =0 , halle la tangente del angulo
agudo entre las dos rectas de la familia que pasa por (1, —8) .

La ecuacion x4+ y — 2 + k(x — y + 6) = 0 representa una familia de rec-
tas que pasan todas por un mismo punto. Halle las coordenadas de este punto.

Una recta que pasa por el origen corta a las rectas x—y =3 y
y = 2x + 4 enlospuntos A y B respectivamente. Si el origen es punto me-
dio del segmento AB, halle la abscisa del punto A .
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

Entre las rectas que pasan por A = (3, 0) halle una manera que el segmento
comprendido entre las rectas 2x —y = 2 y x + y + 3 = 0 seadividido por
la mitad por el punto A .

Uno de los vértices de un trianguloes A = (3, —1) Y las ecuaciones de la bi-

sectriz y de la mediana trazadas desde vértices diferentes son respectivamente
x—4y +10 =0 y 6x + 10y — 59 = 0 . Halle la pendiente del lado que

contiene al vértice A y al vértice que se encuentra en la bisectriz.
Halle la grafica de las relaciones determinadas por las ecuaciones

a) y = -1 , b)) y=|x-2] - x.

=

Una recta L con pendiente positiva pasa por A = (1, —2) y forma con las
rectas 3x + 4y —2 = 0 y 4x + 3y + 1 = 0 untridngulo isdsceles cuyos
lados iguales estan sobre las rectas dadas. Halle la ecuacion de L .

Un rayo de luz corre a lo largo de larecta x — 2y + 5 = 0 hasta llegar al es-
pejo cuya ecuacion es 3x — 2y + 7 = 0 en el cual se refleja. Halle la ecuacion
de larecta L enla que el rayo reflejado se encuentra.

Halle la grafica de la relacion A N B donde

A=A{(x,y)/ x—-1<y<x+1}, B=A(x,y)/ 1 <x<37}.

CLAVE DE RESPUESTAS

(1,-1

2.DomR = [—8,2) U (6,16]
3. DomS = (0,1)
RangS = (—1,1)— {0}

DomS = [-3, 3]
RangS = [—3, 3]




Cap. 1 Relaciones -53-

8 a m=3, b) m=-1/2, ¢) m=—1

9. m=+2 -1 m, = — (¥ 2 +1) . Note que ambas bisectrices son per-
pendiculares entre si. (Esto siempre se presenta asi.)
y

0. m=-1/2 , L: =1-—(/2)(x +1) pues
L: y=mx+Db , (-1,) €L = b=m+1, de donde

L: y=mx+(m+1) , otambién mx —y +(m +1) = 0

Luego, v5 = d[L;(4,D] = |4m — 1+ (m + D|/y m> + 1

= m =+ 1/2 ... yelegimoselsigno (—) .
11. a+ b = —2 pues _1:2/\b:—3a = a=1, b=-3.
a—3
12. m = -2 = ley—6:—2(x—5)
m2:2/3 = L2:y—6:(2/3)(x—5)
m, - m
13, Tan0 = + [ ] = Tanb = —1, 06 = 3xn/4.
14+ mm
12
14. ou? , 15. m =1/3 , L: x = 3y
16. Tan6 = 12/31 17. A= (-2,4) , 18. 1, A=(1,—-2).
19. 8x —y —24 =0 , 200 m =6/7
21. a) v b) Y
0 2

|
=Y
|
<Y
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11.| GRAFICAS DE ECUACIONES. PARABOLAS. CIRCUNFERENCIAS

1. GRAFICA DE LA PARABOLA

Ya vimos que la gréafica de la ecuacion de primer grado de

la forma |ax + by +c = 0| es unarecta.  Ahora conoceremos las graficas

de las ecuaciones de segundo grado de la forma

y:ax2+bx+c = a(x—h)2+k

Esta completacion de cuadrados siempre se puede realizar, donde h y k
son ciertas constantes que dependende a, b y ¢, y que pueden tomar cualquier

valor real.

1.1 DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES

GRAFICA DE LAS PARABOLAS y = x> , y = (x —3)*:
Para y:x2: x|_3|_2|_1|0|1|2|3
ylolal tfofuvfafo

Y= (x =372 x o |2]|3]a]s]s
ylolelv]ofurfafo
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1.2 NOTA.- La forma de la grafica de la ecuacion y = (x — 3)2 es la misma que la

de y = x? , a la que se le ha desplazado 3 unidades HACIA LA
DERECHA.

a) Lagréficade| y = a(x — h)2 tiene la misma forma quelade| y = ax

ala que se le desplazado |h| unidades HORIZONTALMENTE y

- HACIALADERECHA si h > 0
- HACIALA IZQUIERDA si h < 0.

Asi, la gréficadey = (x + 3)2 =[x — (—3)]2 es, para h = —3:

y=(x+3) yg------- -y =x

_3)2 h=3>0,
ala DERECHA
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1.3 NOTA.- Lagréficade y = —x? tiene la misma forma quelade y = x2
pero volteada, como si el EJEX actuara como un ESPEJO

y ahi se reflejara la graficade y = X2,

1.4 DESPLAZAMIENTOS VERTICALES.-

; 2 2
GRAFICAS DE : y = x , y =x +1
2
y=x 2| -1]o0o |1 ]2
4 1 0 1 4
2
y=x +1: -2 -1 0 1 2
5 2 1 2 5
- 2 ) .
Observe que la grafica de y = x +1 tiene la misma forma que la de

y = x , alacual se le ha subido 1 unidad VERTICALMENTE.

1.5 NOTA .- En general, la grafica de la ecuacion y = a(x — h)2 + k tiene

la misma forma que lade y = a(x — h)2 a la que se le ha des-
plazado |k| unidades, VERTICALMENTE:

e HACIAARRIBA, si k > 0

o HACIAABAJO, si k < 0

Combinando las NOTAS (1.2) y (1.5) podemos bosquejar la gra-
ficade y = (x — 4)2 — 2 , tomando la gréficade y = x? y desplazandola
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|h| = |4] = 4 unidades HACIA LADERECHA (h = 4 > 0), vy luego
|h| = [-2] = 2 unidades HACIAABAJO (k = —2 < 0):

Analicemos ahora la mayor o menor
abertura de estas parabolas.

GRAFICAS DE :
2
y=x )
1 2
y= —x )
2
y = 2x

1.6 NOTA .- Lagraficade [y = ax? es:

a) MAS ANGOSTA quelade y = X2 s la| > 1
2

b) MASANCHA quelade y = x" si 0 < |a| < 1.

Alpunto V.= (h, k) en |y = a(x — h)2 + k ‘ se le llama VERTICE DE

LA PARABOLA , siendo su abscisa;, h = —b/(2a) .

GRAFICASDE |y = a(x — h)?> + k
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AY

Y
A a>0
k___ I
A%
h

1.7 PROBLEMA .-

g /

Bosqueje las graficas de las ecuaciones:

a) y:2x2+12x+7, b)

SOLUCION.- Completando cuadrados:

:2x—x2+3.

a) y=2(x+3>—1 = VERTICE V=(h,k)=(=3,-1),a=2>0
b) y=——(x—1D>+2 = VERTICE V= (h,k)=(1,2), a = —-< 0
2 2

A Y

Ve(—3,-1 |

A
\;i/ 0

-- -1

<Y

/o}i’“\i

1.8 | GRAFICAS QUE INVOLUCRAN EL VALOR ABSOLUTO

Aqui bosquejaremos las graficas de las ecuaciones de la forma :

y

la(x — )%+ k|

Observe que la ordenada
ejemplo,

y = | -(x

y debe satisfacer y > 0 (semiplano superior). Por

— 2% 43

& y=|x-02-3]|
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2 2
<:>y20/\[y:(x—2)—3 Vv y:—(x_2)+3]
cuyos puntos, de cada parabola,
se encuentran en el semiplano

superior 'y > 0 :

La forma de ambas en la misma, solamente que una de ellas esta dirigida
hacia arriba con vértice (2, —3) vy la otra hacia abajo con vértice (2, 3) .

La grafica resultante (curva continua), se obtiene también considerando al
EJE X como un ESPEJO, ydonde la parte de la pardbola y = (x — 2)2 — 3 que

se encuentra en el semiplano inferior y < 0 (*) se ha reflejado hacia el semi-
plano superior y > 0 (como si hubiese girado en 180° alrededor del EJE X .)

METODO PRACTICO :
Para y = |a(x — 2+ h | , donde se ha acomo-

dado de manera que a > 0, segrafica y = a(x — h)2 + k , y si alguna parte
de esta parabola cae en el semiplano inferior y < 0 , esta parte se ha de reflejar en
el ESPEJO (EJE X) "girando " hacia el semiplano superior.

19 EJEMPLO.- Para graficar y = |—(x +3)> + 2| =|(x + 3)% — 2| se co-

mienza graficando la parabola y = (x + 3)2 — 2, yluego lo que se encuentre en
lazona y < 0 lo reflejamos (respecto al EJE X')

HACIA LA PARTE SUPERIOR y > 0 : YA
- 12

y:l(x+3)2—2|

Y
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2. | LA CIRCUNFERENCIA

Una CIRCUNFERENCIA es el conjunto de todos los puntos
P(x,y) delplano que equidistan de un punto fijo C = (h,k) Ilamado el CENTRO.

Al valor de dicha distancia constante se le lama RADIO de la circunferencia.
P(x,y) , C = (h,k)
CONDICION: d(P,C) =r, r > 0

es decir

Joxomlew-n? =
=N

x-0? + -k =r

EJEMPLOS .-

1. Laecuacion (x — 1)2 + (y — 3)2 = 25 (:52) corresponde a una circunfe-
rencia concentro (h, k) = (1,3),y radio r=75.

2. La ecuacion: (x + 2)2 + (y — 1)2 =6= (V6 )2 corresponde a una cir-

cunferencia con centro (h, k) = (—2,1), y radio r= 6 .
3. Laecuacion (y + 2)2 + (x — 1)2 = 36 corresponde a una circunferencia con
centro (h, k) = (1, —2) yradio r =6 .

21 EJERCICIO .- Especifique qué tipo de grafica corresponde a la ecuacion:
2 2
16y — 8x +2x "+ 2y 4+ 25 =0 .

SOLUCION.-  Completando cuadrados para cada variable:

2x — 2 -8+ 2y +4)P_32425 =0
& -0 +w+ i =152

que corresponde a una circunferencia de centro (h, k) = (2,—4) y radio

r =4 15/2 .
2

22 NOTA.- I) Puestoque: a’+b° =0 < a=0 A b=0,

entonces (x+3)2+(y—2)2:O X+3=0 A y—2=20

<~
<~ x =3, y =2
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es decir, el punto (— 3, 2) es el Unico punto del plano que satisface la ecuacion.

que tiene solucion grafica la interseccion de larecta x = 3 y conlarecta y = 2

II) Asimismo, a’ + b2 = —k (k > 0) no tiene solucion real para
a y b, entonces la ecuacion
2 2
(x—D"+Ww+2)y+2=0
no tiene representaciéon grafica en el plano XY, pues

(x — 1)2 + (y + 2)2 = —2 tiene conjunto solucion VACIO.

Ambos casos (I) y (II) se consideran “Casos Especiales” de circunferencias.
2.3 TEOREMA .- Toda ecuacién de la forma

x4y +Dx+Ey+F =0
corresponde a una Circunferencia o a uno de sus Casos Especiales.

PRUEBA.- En efecto, al completar cuadrados:

2+ + )’ = LP 4B —4m) ()
2 2 4

1) Si D2 + E2 — 4F > 0 , entonces se tiene una circunferencia de centro

(-D/2, —E/2).
2) Si D2+ E2— 4F = 0 , (%) corresponde al Unico punto (—D/2, —E/2).

3) Si D4+ E’—4F < 0 , NO EXISTE REPRESENTACION GRAFICA.

2.4 PROBLEMA .- Halle el radio de la circunferencia que pasa por los puntos

A=(3,3), B=(0,-6),y C=(-2,-2).

SOLUCION - Sea x> + y2 +Dx + Ey + F = 0 suecuacion; como A, B y
C pertenecen a esta circunferencia entonces satisfacen su ecuacion :

eParaA: 9+9+3D+3E+F=0 = 3D+3E+ F = —18
eParaB: 0+36+0—6E+F =0 = —6E + F = —36
eParaC: 4+4—-2D-2E+F =0 = —2D—-2E+F = -8
Resolviendo el sistema: D = —6 , E = 4, F = —12, y reemplazando :

Cebx4yi—dy—12=0 & (x-3D+w+2r=25,

que tiene como centro C = (3, —2) y radio r = 5 .
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2.5 PROBLEMA .- Grafique la ecuacion : y = \/ 4 — (x — 2)2 .

SOLUCION .- Observe que la ecuacién implica y > 0 (Semiplano superior) y que
en forma equivalente se tiene la ecuacion

V=4 -(x-2", y>0 = (x-27+y =4, y>0

cuya grafica corresponde a la
de la circunferencia de centro
C=(2,0)yradior = 2,
pero solamente la parte que
caeenlaregion y > 0 :

2.6 EJERCICIO - Grafique la ecuacion: y = 2 — y 5 + 4x — x° .
SOLUCION .-  Observemos que , ademas se tiene

W-2"=9-x-2" = -2"+w-2" =09
de modo que la grafica buscada corresponde a la parte de la circunferencia de centro
(2,2) y radio r = 3,
que se encuentra en la region Y

y < 2.

2.7 PROBLEMA .- Grafique y = |2 — 49— (x+2)* |.

SOLUCION - Se sigue el mismo procedimiento que para y = |a(x — h)? + k |

en el que el EJE X hace el papel de un ESPEJO para reflejar hacia el
semiplano superior y > 0 todo lo que esta en el semiplano inferior y < 0 .

2 — \/ 9 — (x + 2)2 . Observe que y < 2 yque ade-

Graficamos primero y
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mas es equivalentea (x — 2)2 + (y — 2)2 =9 , y < 2 lacualya graficamos

en el problema anterior,
pero que ahora le aplica- y=2

camos el valor absoluto:
(curva gruesa continua)

<Y

2.8 EJERCICIO .- Grafique la relacién definida por:

R ={(x,p/ 8<x*+y*> <16 A |x|+]|y| <4}

SOLUCION .- @R es lainterseccion de las regiones (i) y (ii):
que corresponde a la zona de barrido de la circunferencia

2

i) 8<x*+y’ <16
x>+ y? = r? desde r’ = 8 hasta r’ = 16, es de-

cir,desde r = 242 hasta r = 4.

|x|<4-y & 0<y<4 A y—4<x<4-y

& 0<y<4 A y<x+4 A y< —x+4

v
o

i)y

y<0: |x|<y+4 & —4<y<0o A —4-—y<x<y+4

< 4<y<o0o A y>2-x—4 AN y>x-—4

YA
y=x+4 4 y=—x+4
242
—4 0 4
242 242} X
—2+/2,
y=—x—4 y=x—4
—4
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29 | RECTAS TANGENTES

La ecuacion de 2° grado ax> +bx+c =0

1) Tiene una Unica solucion <> su DISCRIMINANTE A = b? — 4ac = CERO,
2) Tiene dos raices reales distintas <> b? — 4ac >0

3) No tiene ninguna solucién real & b2 - 4ac < 0.

En general , este criterio se utiliza para hallar una recta Lp:

TANGENTE aunacurva C cuya ecuacion cuadratica tiene la forma:
C: Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F:O (%)

para lo cual se reemplaza en (*) larelacibn y = mx + b obteniéndose una ecua-
cion de 2° grado en una sola variable :

) Y

ax“ +bx+c =0 Ly
y como esta ecuacion DEBE TE- (x . y.)
NER UNA UNICA SOLUCION por la 0’~0
CONDICION DE TANGENCIA, en- -
tonces debe cumplirse que Y

, 2
DISCRIMINANTE = 0 esdecir b —4ac = 0

210 EJEMPLO .- Halleelvalorde 16(n — m) silarecta y = 2x + m hade

ser tangente a la parabola y = 6x>— x +n.
SOLUCION .- Reemplazamos y = 2x + m en la ecuacion de la parabola:

y = 6x2—x+n = 6x2—3x+(n—m): 0
y como debe satisfacer la Condicién de TANGENCIA: DISCRIMINANTE = 0 :

b2_4ac = 0 esdecir 9—4(6)(n—m) = 0 = 16(n—m) = 6.

211 PROBLEMA .- Halle la ecuacion de las dos rectas tangentes trazadas desde el

punto (2, 7) ala circunferencia : x2 + y2 = 6x + 16 .
SOLUCION .- Sea y = mx + b una ecuacién genérica de la recta tangente Ly,

ycomo (2,7) € Ly entonces 7 =2m+b = b =7 —-2m



Cap. 1 Relaciones - 65 -

Reemplazandoen y = mx +b: y = mx +7 — 2m
Reemplazando en la circunferencia: x2 + (mx + 7 — 2m)2 = 6x + 16
= 1+ mz)x2 — 2(2m2 —7m + 3)x + (4m2 — 28m + 33) = 0.
Aqui aplicamos la Condicion de Tangencia DISCRIMINANTE = CERO:
2m>—7m —12 =0 = 3m — 4)(4m +3) = m —% m, = =
Existen DOS RECTAS TANGENTES que pasan por (2, 7), con ecuaciones :

4 3
Lip y=7=3(&=-2 , Ly y-7=(&-2.

12. | CRITERIOS GENERALES PARA GRAFICAR ECUACIONES

I) ’INTERCEPTOS CON LOS EJES COORDENADOS

a) CONELEJEX: Sehace y =0 enlaecuaciony luego se despejan los

valores correspondientes de x .

b) CONELEJEY: Sehace x =0 enlaecuaciony luego se despejan los

valores correspondientes de y .

YA

vy (0, y,)

por ejemplo, en la ecuacion  (x — 24+ y? = 25,

0: y2=16 = y=44 = (0,4) y (0, —4)

son puntos de la grafica, en el Eje Y.

siox

2,

*Si y=0: x=3+5 = x=8,-2 = (8,0 Yy (—=2,0)
son puntos de la gréfica, en el eje X .
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II) | EXTENSION

Se trata de indicar los intervalos maximos en los cuales las va-
riables x y y toman valores permisibles para la ecuacion dada. Por ejemplo,

en la ecuacion (x — 3)2 + y2 = 25 al despejar la variable x , se obtiene

x =3+ \/ 25 — y2 , €l cual tiene sentido para aquellos valores y tales
que: —5 <y <S5,

Anélogamente, despejando la variable y: y = + \/ 25 — (x — 3)2 ,

vemos que ésta sera valida solo para aquellos valores x tales que

x-32 <25 & —5<x-3<5 < xel[-2,8].

YA
Asi, la gréfica esta contenida 5 Fig. 2
en la region del plano limitado
por el siguiente rectangulo que
determina su extension en el _
plano (Fig. 2) . -2 8 X
-5

III) |SIMETRIAS

Sea L unarecta y Q un punto cualquiera, entonces se dice

que el punto Q' es el SIMETRICO DE Q con respecto a la recta L si

i) L 1L QQ’, (Q_Q’ es el segmentoquevade Q a Q" ), vy si

ii) L intercepta al segmento Q Q' en

su punto medio M .
YA

Larecta L sellama EJE DE SIME-
TRIA de los dos puntos Q y Q,
y actua como un ESPEJO. Se dice
ademas que dos puntos Py Q son /
SIMETRICOS ENTRE Si CON RESPEC
TOAUNPUNTO M, si M es el
punto medio del segmento PQ.

<Y
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Este punto M se denomina Q
CENTRO DE SIMETRIA.

a) SIMETRIA RESPECTO AL EJE X

Si V(x,y): (x,y) € G (gréfica) = (x, —y) € G tam-
bién, entonces se dice que la grafica G es SIMETRICA RESPECTO AL EJE X. Esto
se refleja en la ecuacion, la cual NO VARIA si se reemplaza y por —y .

. ol 2
Por ejemplo, en la ecuacion x = y~ :
sustituimos y por —y :

x = (-’ (s y)
2 I
Yy

<Y

2

= X y

N, —y)

y vemos que la ecuacion
original NO VARIA.

b) SIMETRIA RESPECTO AL EJE Y

Esta simetria ocurre si: (x,y) € G = (—x,y) eG.
Y la ecuacion NO DEBE VARIAR si se reemplazar x por —x .

Por ejemploen y = X2

y =(—x)? = x?,

(NO VARIA)

c¢) SIMETRIA RESPECTO AL ORIGEN

Se presenta cuando: (x,y) € G = (—x,—-y) € G
La ecuacion por lo tanto NO DEBE VARIAR si se sustituye simultaneamente

x por —x
y y por —y
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Por ejemplo, en Pt y2 =16 :

(—x)+(—y)’ =16

= x? + y2 = 16 ,
la ecuacion NO VARIA.

IV) | ASINTOTAS

Si la distancia de un punto de la curva a una recta fija L va dis-
minuyendo, tendiendo a cero, conforme el punto se aleja ilimitadamente del origen,
entonces dicha recta recibe el nombre de ASINTOTA DE LA CURVA.

IV.1) ‘ REGLA PARA HALLAR LAS ASINTOTAS

1) ASINTOTAS HORIZONTALES : Se despeja x entérminos de y , se hallan los va-
lores de y que hacen CERO al denominador

(si hubieran), y si es que paratales y laexpresion NO SE HACE

0 . L .
— entonces dichos valores de y coincidiran con las ecuaciones de
0 k4

las rectas asintotas horizontales.

2) ASINTOTAS VERTICALES : Se despeja y en términos de x , se hallan los valo-
res de x que ANULAN al denominador (si hubie-

ran), y si paratales x laexpresion NO SE HACE 9 entonces di-
- 0

chos valores de x corresponderan a las rectas asintotas verticales.

EJEMPLO.- Asintotas de la gréficade: xy —y +1 = 0.

a) Despejando x: x =2 -1 v (%), vemos que el denomina-

dor se anula para y = 0. Al reemplazar este valoren (%) resulta:

x = o-r__ 1 ( diferente de 2)

0 0 0

.7, Laecuacion y = 0 (Eje X) representa la Unica asintota horizontal.
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b) Despejando y: y =

observamos que x = 1 es la Unica asin-
1 —x

tota vertical de la curva dada.

IV.2) | CONSTRUCCION DE UNA CURVA

) . 2 2
Graficaremos la ecuacion:  x“y~ = 1.

1. a) INTERCEPTOS CONEL EJE X:

Hacemos y = 0 en la ecuaciéon dada resultando: 0 = 1 lo cual es AB-
SURDO; ello implica que la grafica nunca corta al Eje X .

b) INTERCEPTOS CON EL EJEY: No existen ( ;Porqué?)

2. EXTENSION: y2 = Lz = x=0 ,esdecir x e R—{0}.
X
Analogamente, como x? = Lz = y =0 ,entonces y e R—-{0}.
y

3. SIMETRIAS.-
Es simétrica respecto al EJE X, pues su ecuacion no varia al reemplazar y
por —y .
Es simétrica respecto al EJE Y, pues su ecuacion no varia al reemplazar x
por —x .

Es simétrica respecto al ORIGEN también. (;Por qué ?)

Debido a estos resultados solo sera suficiente graficar la ecuacion en el
primer cuadrante, y el resto se completara por simples simetrias.

4. ASINTOTAS.-
Sy =+ vemosque x = 0 [EJEY] eslaunica ASINTOTA
i VERTICAL .
- x = ii vemosque y = 0 [EJEX] eslatnica ASINTOTA
’ HORIZONTAL .
TABULACION.-
X1‘2‘3‘4‘5‘1/3‘1/4

y‘:l:l‘i0.6‘i1/3‘i1/4‘i0.2‘ 3 ‘ 4



