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         Liebe Leserin, lieber Leser,
         

         
         
         Sie haben sich für eine Ausbildung als Fachinformatiker*in entschieden? Dann benötigen
            Sie dieses praxisorientierte Lehr- und Nachschlagewerk, das Sie von Anfang an begleitet
            und unterstützt. Es ist genau auf die Bedürfnisse der Ausbildung ausgerichtet. Der
            Autor, Sascha Kersken, ist nicht nur mit den verschiedenen Ausbildungsmöglichkeiten
            vertraut, sondern kennt auch alle relevanten Inhalte aus eigener Anschauung. Seine
            jahrelange Ausbildungserfahrung garantiert, dass theoretische Grundlagen sowie praktische
            Beispiele optimal ausgewählt und erklärt sind. Er hat die faszinierende Gabe, auch
            komplizierte Sachverhalte einfach zu vermitteln: Auf jeder Zeile werden Sie ihm gerne
            und mit großem Vergnügen durch die Welt der modernen Informationstechnik folgen.
         

         
         
         Diese elfte Auflage wurde wieder gründlich aktualisiert und an die neuesten Entwicklungen
            im IT-Bereich angepasst. Auch die zahlreichen Rückmeldungen der Leserinnen und Leser
            sind in die Überarbeitung eingeflossen. Um Sie beim Lernen und bei der Prüfungsvorbereitung
            optimal zu unterstützen, enthält jedes Kapitel Übungsaufgaben. Die Lösungen finden
            Sie auf der Website zum Buch unter: www.rheinwerk-verlag.de/5728.
         

         
         
         Das Buch ist der ideale Unterrichtsbegleiter – auch zum Selbststudium oder im Informatikstudium.
            Ich bin mir sicher, dass Sie sich immer wieder »festlesen« werden. Es macht einfach
            Spaß, dieses Buch in die Hand zu nehmen.
         

         
         
         Sollten nach der Lektüre noch Fragen offengeblieben sein, oder wenn Sie uns einfach
            Ihre kritischen Anmerkungen, Ihr Lob oder Ihre Verbesserungsvorschläge zukommen lassen
            möchten, dann freue ich mich, wenn Sie sich an mich wenden oder den Kontakt zum Autor
            über it-handbuch@sascha-kersken.de suchen.
         

         
         
         Ihre Patricia Schiewald 
Lektorat Rheinwerk Computing
         

         
         
         patricia.schiewald@rheinwerk-verlag.de 
www.rheinwerk-verlag.de 
Rheinwerk Verlag • Rheinwerkallee 4 • 53227 Bonn
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        Materialien zum Buch

        Auf der Webseite zu diesem Buch stehen folgende Materialien für Sie zum Download bereit:

        
            	
                Lösungen zu den Aufgaben und Kontrollfragen

            

            	
                Quellcode sämtlicher Programmierbeispiele aus dem Buch

            

        

        Gehen Sie auf www.rheinwerk-verlag.de/5728. Klicken Sie auf den Reiter Materialien. Sie sehen die herunterladbaren Dateien samt einer Kurzbeschreibung des Dateiinhalts. Klicken Sie auf den Button Herunterladen, um den Download zu starten. Je nach Größe der Datei (und Ihrer Internetverbindung) kann es einige Zeit dauern, bis der Download abgeschlossen ist.

    



                    
                        

        Vorwort

        Für einen gewöhnlichen Büro-PC sind 256 MByte RAM ein vernünftiger Wert. Wenn Sie dagegen Multimedia- oder DTP-Anwendungen benutzen möchten, sollten es mindestens 512 MByte sein.
– »Kompendium der Informationstechnik« (2003), 1. Auflage des vorliegenden Buchs

        Die erste Auflage dieses Buchs erschien vor genau 20 Jahren. Im Leben eines Menschen ist das eine recht lange Zeit – immerhin etwa ein Viertel der durchschnittlichen Lebenserwartung. Im »Leben« der Informatik sind 20 Jahre eine noch viel längere Zeit, weil neue, verbesserte Versionen gängiger Hard- und Software inzwischen alle paar Monate erscheinen. Für einen Teil dieser rasanten Entwicklung gibt es sogar ein rechnerisches Maß: Vorgestern[ 1 ] verstarb der Intel-Mitbegründer Gordon Moore, nach dem das (empirische) Gesetz benannt wurde, das besagt, dass sich die Integrationsdichte von Chips etwa alle 18 Monate verdopple. Mehr darüber lesen Sie in Kapitel 1, »Einführung«, in dem unter anderem die Entwicklungsgeschichte der Computer beschrieben wird.

        Als kleines Beispiel für die Geschwindigkeit der Entwicklung können Sie die Werte im Motto dieses Kapitels mit der Empfehlung für heutige Systeme in Kapitel 4, »Hardware«, vergleichen. Aber abgesehen von der Hardware sind auch andere Aspekte der IT in den letzten 20 Jahren revolutioniert worden. Neben Desktop-PCs und Laptops wurden Smartphones und Tablets allgegenwärtig, und das Internet ist in praktisch jeden Lebensbereich vorgedrungen – so sehr, dass aus den ursprünglich zwei Fachinformatik-Ausbildungsgängen im Jahr 2020 vier wurden. Die beiden neuen Fachrichtungen kümmern sich um die als »Industrie 4.0« bezeichnete wachsende Digitalisierung der Industrieproduktion (Fachrichtung Digitale Vernetzung) beziehungsweise um Datenanalyse, Machine Learning und KI (Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse).

        In den alle zwei Jahre erscheinenden aktualisierten Neuauflagen dieses Handbuchs versuche ich jeweils, mit der besagten Weiterentwicklung Schritt zu halten. Das bedeutet zum einen, dass veraltete Themen gestrichen und neue hinzugenommen werden, und zum anderen, dass die bleibenden Informationen aktualisiert werden müssen. Dies gelingt natürlich nicht immer zu 100 %; sollte Ihnen an irgendeiner Stelle etwas auffallen, das nicht mehr ganz dem heutigen Stand entspricht (oder sollten Sie sonst einen Fehler finden), zögern Sie nicht, sich per E-Mail an it-handbuch@sascha-kersken.de zu wenden.

        Auch nach 20 Jahren bleibt die Informationstechnik eines der spannendsten Berufsfelder, in der selbst ich – nicht zuletzt bei der regelmäßigen Aktualisierung des Handbuchs – immer wieder Neues entdecke. Wenn Sie heute Ihre Ausbildung beginnen, lernen Sie viele Geräte, Systeme und Programme kennen, die es 2003 noch gar nicht gab. Da das so bleiben wird, ist lebenslanges Lernen in unserer Branche sehr wichtig. Ich wünsche Ihnen dabei ebenso wie in Ihrer Ausbildung viel Erfolg und Vergnügen.

        Worum geht es in diesem Buch?

        Dieses Buch beschreibt die wesentlichen Ausbildungsinhalte im Fachkunde-Unterricht für Fachinformatiker*innen der vier Fachbereiche Anwendungsentwicklung, Systemintegration, Digitale Vernetzung sowie Daten- und Prozessanalyse. Für die kaufmännischen und elektronisch orientierten Ausbildungsgänge ist das Buch ebenfalls geeignet, muss dort jedoch stärker als bei der Fachinformatik um speziellere Lektüre ergänzt werden. Anders als in herkömmlichen Büchern handelt es sich bei dem vorliegenden Band nicht um eine Tabellensammlung zum Auswendiglernen, sondern um praxisorientierte Anleitungen, die Sie weit über Ihre Ausbildung hinaus bei Ihrer alltäglichen Arbeit mit Computersystemen einsetzen können.

        Sie lernen in den folgenden Kapiteln zahlreiche Geräte, Betriebssysteme, Programmiersprachen und Anwendungsprogramme kennen und erfahren viel Wissenswertes über Netzwerke und das Internet. Bei allen Themen habe ich versucht, die Balance zwischen Theorie und Praxis zu wahren: Es werden weder die technischen und theoretischen Details verschwiegen, wie in zahlreichen Büchern für absolute Einsteiger*innen, noch kommen die praktischen Anwendungsbeispiele zu kurz, was in manchen akademischen Lehrwerken der Fall ist.

        Soweit es möglich ist, habe ich versucht, konkrete Software aus dem Open-Source-Bereich auszuwählen. Zum einen, weil ich selbst seit vielen Jahren Open-Source-Software einsetze und entwickle, vor allem aber auch, weil Sie auf diese Weise fast jedes in diesem Buch behandelte Programm kostenlos und ohne jegliche Einschränkungen herunterladen, installieren und benutzen können.

        Der Ausbildungsberuf Fachinformatiker*in sowie viele weitere IT-Berufe enthalten neben den fachspezifischen Inhalten auch Aspekte wie Wirtschafts- und Sozialwissenschaften, Rechtskunde oder Betriebsorganisation. Solche Themen können in diesem Buch nicht berücksichtigt werden. Für das Fach »Technisches Englisch« finden Sie in Anhang B, »Zweisprachige Wortliste«, immerhin eine Stichwortliste in beide Richtungen.

        Jedes Kapitel enthält am Ende eine Reihe von Übungsaufgaben und/oder Multiple-Choice-Fragen. Die Lösungen dazu finden Sie auf der Webseite des Verlags unter https://www.rheinwerk-verlag.de/5728/. Dort können Sie auch alle Codebeispiele aus dem Buch herunterladen. Jeweils aktualisierte Fassungen der Listings und Lösungen finden Sie ebenfalls in meinem GitHub-Repository zum Buch unter https://github.com/SaschaKersken/ITHandbuch11/.

        Da sich die in der vorigen Auflage im Rahmen der Neuordnung der IT-Berufe (2020) gewählte Themenauswahl und -anordnung bewährt hat, lassen sich in dieser Auflage keine einzelnen Themenblöcke nennen, die neu hinzugekommen wären. Aber natürlich gibt es in praktisch allen Kapiteln wie immer Aktualisierungen, Ergänzungen, Verbesserungen der Verständlichkeit und Korrekturen.

        Kapitelübersicht

        Die einzelnen Kapitel dieses Buchs widmen sich den folgenden Themen:

        
            	
                Kapitel 1, »Einführung«, behandelt die Geschichte und die grundlegende Funktionsweise des Computers. Außerdem werden einige wichtige Grundlagen der Informationstechnik erläutert; sie bilden die Voraussetzung für das Verständnis späterer Kapitel. Abgerundet wird das Kapitel durch einen Überblick über die verschiedenen IT-Ausbildungsgänge und die Relevanz der verschiedenen Teile dieses Buchs für jeden von ihnen.

            

            	
                In Kapitel 2, »Mathematische Grundlagen«, erhalten Sie eine solide Einführung in verschiedene Aspekte der Mathematik, die in der Informatik wichtig sind. Die behandelten Themen sind Grundlagen in Logik und Mengenlehre, Stochastik, linearer Algebra und Analysis. Darüber hinaus werden die internen Formate beschrieben, in denen Zahlen und andere Werte in Computern gespeichert werden.

            

            	
                Anschließend lernen Sie in Kapitel 3, »Elektronische und technische Grundlagen«, die wichtigsten elektrotechnischen Grundbausteine eines Computers kennen. Hinzu kommen die Themen Berechenbarkeit und Komplexität sowie Automatentheorien und Rechnersimulationen.

            

            	
                Kapitel 4, »Hardware«, beschäftigt sich mit den diversen Bauteilen, aus denen ein Computer besteht, sowie mit zahlreichen wichtigen Peripheriegeräten. Sie erfahren die wichtigsten technischen Details über Elemente wie den Mikroprozessor, verschiedene Laufwerke und Datenträger sowie andere Ein- und Ausgabegeräte.

            

            	
                In Kapitel 5, »Netzwerkgrundlagen«, wird die Entwicklung der Netzwerke und des Internets beschrieben, und Sie erhalten eine Einführung in die Begriffswelt der Netzwerke. Beispielsweise werden Schichtenmodelle und Netzwerkarchitekturen vorgestellt. Danach wird die genaue Funktionsweise verschiedener Arten von Netzwerkkarten und -anschlüssen erläutert; außerdem wird ausführlich die TCP/IP-Protokollfamilie beschrieben, die für das Internet entwickelt wurde und inzwischen der wichtigste Kommunikationsstandard für alle Arten von Netzwerken ist.

            

            	
                In Kapitel 6, »Betriebssysteme«, werden zunächst allgemeine Konzepte des Betriebssystemaufbaus erklärt, zum Beispiel die Verwaltung von Prozessen, das Speichermanagement und die Dateiverwaltung. Anschließend werden einige wichtige Aspekte der konkreten Systeme Windows und Linux/Unix besprochen, etwa die Arbeit mit Windows-Kommandozeile und -PowerShell sowie mit der Linux-Shell bash.

            

            	
                In Kapitel 7, »Grundlagen der Programmierung«, werden zwei verschiedene wichtige Programmiersprachen eingeführt, die unterschiedliche Entwicklungsstufen und Aspekte des Programmierens abdecken: Python und Java. Dabei geht es sowohl um eine allgemeine Einführung in die Programmierung als auch um spezifische Aspekte dieser Sprachen.

            

            	
                Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«, erläutert zunächst, wie Algorithmen geplant und vor der eigentlichen Programmierung notiert werden. Anschließend werden auf anschauliche Weise einige Klassiker der Informatik präsentiert: Sortieralgorithmen, Suchalgorithmen – nicht nur in linearen Listen, sondern auch in komplexeren Strukturen wie Labyrinthen, Graphen und Bäumen – sowie Bedingungserfüllungsprobleme.

            

            	
                Kapitel 9, »Weitere Konzepte der Programmierung«, erläutert noch einige Aspekte, die die Programmierung in der Praxis ausmachen: reguläre Ausdrücke (mächtige Suchmuster), Elemente der systemnahen Programmierung und der Netzwerkprogrammierung, den Import externer Python-Module, die Verwendung des Moduls NumPy für lineare Algebra und die Verwaltung von Java-Projekten und ihren externen Abhängigkeiten mit Maven.

            

            	
                Kapitel 10, »Datenanalyse, Machine Learning, künstliche Intelligenz«, bespricht zunächst die Grundbegriffe und bietet einen Überblick über Software und Tools. Anschließend wird die Auswahl, Beurteilung und Vorbereitung von Daten beschrieben, und schließlich werden diverse bekannte Machine-Learning-Algorithmen in Python programmiert, wobei unter anderem das praxiserprobte Modul scikit-learn zum Einsatz kommt.

            

            	
                Das in Kapitel 11 behandelte »Software-Engineering« geht weit über reine Programmiertechniken hinaus: Sie lernen viele unterschiedliche Methoden zur Bearbeitung und Verwaltung von Softwareprojekten kennen. Unter anderem werden die Anwendungsmodellierung mit der UML, Grundlagen des Projektmanagements und verschiedene Ansätze des Software-Engineerings wie Extreme Programming und Scrum vorgestellt. Auch konkrete Tools wie Bugtracker, Repositorys und Continuous-Integration-Software werden besprochen. Für die in den IT-Ausbildungsberufen fällige Projektarbeit sind diese Themen überlebenswichtig.

            

            	
                In Kapitel 12, »Geschäftsprozessanalyse«, wird zunächst beschrieben, was es überhaupt damit auf sich hat und welche Teilgebiete die Prozessanalyse beinhaltet. Anschließend erhalten Sie einen Überblick über die Diagrammsprache BPMN.

            

            	
                Kapitel 13, »Datenbanken«, befasst sich mit einer der wichtigsten Funktionsgrundlagen vieler Programmierprojekte und Anwendungen. Nach der üblichen Erläuterung von Begriffen und Konzepten wird als konkretes Datenbanksystem der weitverbreitete Open-Source-Datenbankserver MySQL eingeführt. Am Ende des Kapitels findet sich noch ein kurzer praktischer Einstieg in die NoSQL-Datenbank CouchDB.

            

            	
                In Kapitel 14, »Server für Webanwendungen«, wird zunächst das Webprotokoll HTTP beschrieben. Danach geht es um die Installation und Konfiguration des verbreiteten Open-Source-Webservers Apache 2 mitsamt der Webprogrammiersprache PHP. Auch die Themen Virtualisierung und Softwarecontainer, die gerade für die Webentwicklung interessant sind, werden hier behandelt.

            

            	
                Kapitel 15, »Weitere Internet-Serverdienste«, befasst sich mit diversen weiteren Servern für TCP/IP-basierte Netzwerke: dem Nameserver BIND, dem Verzeichnisdienstserver OpenLDAP und dem Universal- oder Metaserver xinetd.

            

            	
                Kapitel 16, »XML«, stellt die eXtensible Markup Language vor, eine Sprache, die der Definition beliebiger hierarchisch gegliederter Dokumentformate dient. In zahlreichen Anwendungen wird XML inzwischen eingesetzt, sodass es nützlich ist, die Konzepte dieses Formats zu kennen. Sie erfahren das Wichtigste über wohlgeformte Dokumente, über Formatbeschreibungen mithilfe von DTDs und XML Schema, die Umwandlung von XML-Dokumenten mit XSLT sowie über die Programmierung XML-basierter Anwendungen.

            

            	
                Kapitel 17, »Weitere Datei- und Datenformate«, widmet sich den wichtigsten Formaten für Text, Bild und Multimedia. Es geht zunächst um Text und Zeichensätze, anschließend werden verschiedene textbasierte und binäre Dateiformate konkret erläutert.

            

            	
                In Kapitel 18, »Webseitenerstellung mit HTML und CSS«, wird zunächst HTML5 vorgestellt, die Sprache, in der Webseiten verfasst werden. Hier werden verschiedene konkrete Aspekte der Webseitenerstellung erläutert, etwa die Textstrukturierung, der Listen- und Tabellensatz, das Einbetten von Bildern sowie der Einsatz von Hyperlinks und Webformularen. Der zweite Teil beschreibt das konsistente Layout von Webseiten mit Cascading Style Sheets (CSS3) inklusive einer Einführung in das Responsive Web Design.

            

            	
                In Kapitel 19, »Webserveranwendungen«, erfahren Sie, wie Sie Websites erstellen, die nicht nur aus statischen HTML-Dokumenten, sondern auch aus dynamisch generierten Inhalten bestehen. Zuerst wird die Programmiersprache PHP 8 behandelt. Neben den allgemeinen Konzepten wird die Programmierung konkreter datenbankbasierter Anwendungen beschrieben. Anschließend wird – ebenfalls mit PHP – ein REST-Webservice implementiert.

            

            	
                Kapitel 20, »JavaScript und Ajax«, stellt die wichtigste clientseitige Programmiersprache vor, mit der Sie die Inhalte einer Webseite »zum Leben erwecken« können. Zunächst werden die klassischen Anwendungen wie die Ausgabe ins Dokument selbst, die Verarbeitung von Formularen und der Austausch von Bildern behandelt, anschließend erfahren Sie das Wichtigste über DOM, die Standardtechnik, mit der Sie die Elemente eines Dokuments nachträglich modifizieren können, sowie Ajax und dessen moderne Alternative Fetch API, um die Inhalte für diese Änderungen ohne Neuaufbau der Seite vom Server nachzuladen. Anschließend wird React.js als Beispiel für die immer häufiger verwendeten komfortablen JavaScript-Ajax-Bibliotheken behandelt, und mithilfe dieses Frameworks wird ein Client für die REST-API aus Kapitel 19 entwickelt.

            

            	
                Kapitel 21, »Computer- und Netzwerksicherheit«, befasst sich mit verschiedenen Themen der lebenswichtigen IT-Sicherheit: Der Schutz vor Viren, Würmern und Trojanern wird ebenso behandelt wie Kryptografie, Firewalls und Fragen der Datensicherheit.

            

        

        Nach den Kapiteln folgen noch drei Anhänge:

        
            	
                Anhang A, »Glossar«, enthält kurze Beschreibungen der wichtigsten IT-Stichwörter.

            

            	
                In Anhang B, »Zweisprachige Wortliste«, finden Sie ein deutsch-englisches und ein englisch-deutsches Verzeichnis wichtiger Fachbegriffe.

            

            	
                Anhang C, »Kommentiertes Literatur- und Linkverzeichnis«, empfiehlt weiterführende Bücher und Webressourcen zu den Themen der verschiedenen Kapitel.

            

        

        Für wen ist dieses Buch geeignet?

        In erster Linie können Sie mit diesem Handbuch etwas anfangen, wenn Sie eine Ausbildung im IT-Bereich oder in verwandten Berufen absolvieren. Es wurde insbesondere für den im Titel genannten Ausbildungsberuf Fachinformatiker*in in den vier Fachrichtungen Anwendungsentwicklung, Systemintegration, Digitale Vernetzung sowie Daten- und Prozessanalyse geschrieben, dürfte aber auch für die elektronisch und kaufmännisch orientierten IT‐Berufe gut geeignet sein. Genau wie in Ihrer Ausbildung werden auch in diesem Buch viele verschiedene Themenbereiche behandelt: Da Computer sehr komplexe Maschinen sind, ist es erforderlich, sich ein großes Spektrum verschiedener Kenntnisse anzueignen, selbst dann, wenn Sie nur in einem bestimmten Fachbereich arbeiten möchten.

        Auch für Studierende im Grundstudium der Informatik oder in den Informatikkursen anderer Studienrichtungen ist das Buch durchaus geeignet. Gerade der Mittelweg zwischen der Darstellung der theoretischen Grundlagen und praktischer Anleitung dürfte für Sie eine wichtige Lücke schließen.

        Zu guter Letzt ist dieses Buch aber natürlich auch für alle anderen geeignet, die an Computern, Programmierung oder Netzwerken interessiert sind. Es eignet sich nicht nur als Unterrichtsbegleiter, sondern auch zum Selbststudium einzelner Themen. Die einzige Voraussetzung ist im Grunde genommen, dass Sie einen Computer zur Verfügung haben und grundsätzlich wissen, wie Sie damit umgehen.

        Zum Komplexitätsniveau ist noch anzumerken, dass dies weder ein Buch für absolute Neueinsteiger*innen noch ein Begleiter für vollkommene Expert*innen ist. Wenn Sie noch nie mit einem Computer gearbeitet haben, benötigen Sie eine grundlegendere Anleitung; im vorliegenden Buch erfahren Sie nicht, wie Sie das Gerät in Betrieb nehmen, Ihre Arbeit als Datei speichern, einen Ordner anlegen oder einen Webbrowser bedienen. All diese Dinge (und noch einige mehr) müssen klar sein, bevor Sie etwas Sinnvolles mit diesem Handbuch anfangen können. Wenn Sie dagegen bereits Erfahrung haben, gibt es wahrscheinlich einige Themen, über die Sie noch nicht Bescheid wissen. In diesem Fall finden Sie möglicherweise hier genau das, was Sie suchen.
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                        1    Einführung
Der Anfang ist die Hälfte des Ganzen.
– Aristoteles
In diesem Kapitel erhalten Sie einen Überblick über die wichtigsten Grundlagen der Informationstechnik: eine Abgrenzung der verschiedenen Fachrichtungen und Ausbildungsgänge der Informatik, die Entwicklungsgeschichte der Computer und Programmiersprachen sowie eine allgemeine Übersicht über die digitale Speicherung verschiedener Arten von Informationen.

        1.1    Informationstechnik, Informatik und EDV

        Allgemein gesprochen, geht es in diesem Buch um Informationstechnik (englisch: Information Technology oder kurz IT). Der traditionelle Begriff für diese Art der Technik lautet elektronische Datenverarbeitung (EDV). Daten oder Informationen sind Werte, die im Zusammenhang mit beliebigen Sachverhalten angelegt werden oder die im Rahmen von Mess- oder Rechenvorgängen anfallen. Datenverarbeitung ist der Vorgang der Sammlung, Speicherung und Modifikation dieser Informationen. Im Laufe der Zeit haben sich unterschiedliche Verfahren der Datenverarbeitung entwickelt:

        
            	
                Die manuelle Datenverarbeitung führt Berechnungen und Datenmanipulationen ohne jegliche Hilfsmittel durch; sie basiert auf Kopfrechnen und Auswendiglernen. Das äußerste erlaubte Hilfsmittel ist ein Schreibblock, um Daten oder Zwischenergebnisse zu notieren.

            

            	
                Die mechanische Datenverarbeitung verwendet mechanische Hilfsmittel für die Verarbeitung von Informationen, beispielsweise eine mechanische Schreibmaschine oder einen Rechenschieber.

            

            	
                Bei der elektrischen Datenverarbeitung werden elektrisch betriebene Geräte als Hilfsmittel eingesetzt, zum Beispiel elektrische Schreibmaschinen oder klassische Registrierkassen.

            

            	
                Die elektronische Datenverarbeitung verwendet schließlich elektronisch gesteuerte Arbeitsmittel, also Elektronenrechner oder Computer.

            

        

        
            1.1.1    Fachrichtungen der Informatik

            Die wissenschaftliche Fachrichtung, die sich mit den verschiedenen Aspekten der Computertechnik auseinandersetzt, wird seit den 60er-Jahren des 20. Jahrhunderts als Informatik (englisch: Computer Science) bezeichnet; es handelt sich um ein Kunstwort aus Information und Mathematik[ 2 ]. Die akademische Informatik wird üblicherweise in vier Fachrichtungen unterteilt:

            
                	
                    Die theoretische Informatik betrachtet insbesondere die mathematisch-logischen Grundlagen, die der Verwendung und Programmierung von Computern zugrunde liegen. Es geht beispielsweise um die Berechenbarkeit (Ist ein Problem überhaupt durch Berechnung lösbar?) und um Automatentheorien – die mathematisch-formalen Modelle, auf denen Rechner unabhängig von der elektronischen Machbarkeit aufbauen.

                

                	
                    Die technische Informatik beschreibt die elektronisch-technischen Eigenschaften der Bauteile, aus denen Computer zusammengesetzt sind. Ein wichtiges Teilgebiet der technischen Informatik ist die Schaltalgebra, die Umsetzung logischer Operationen durch elektronische Schaltungen.

                

                	
                    In der praktischen Informatik geht es im Großen und Ganzen um die Programmierung von Computern und die Mittel, die dazu erforderlich sind. Die Erforschung des Aufbaus von Betriebssystemen und Programmiersprachencompilern sowie deren Implementierung (praktische Umsetzung) sind die wichtigsten Teilgebiete.

                

                	
                    Die angewandte Informatik kümmert sich gewissermaßen um alles andere, nämlich um sämtliche Nutzanwendungen von Computern. Das reicht von Datenbanken über die Netzwerkkommunikation bis hin zu Grafik, Animation und Audio-/Videobearbeitung.

                

            

            Da es sich bei diesem Buch um ein Praxisbuch handelt, das nicht für das trockene Auswendiglernen von Lehrsätzen geschrieben wurde, sondern für die alltägliche Nutzung von Computern, ist es kaum verwunderlich, dass sich fast alle Kapitel mit Aspekten der angewandten Informatik beschäftigen. Von Kapitel 6, »Betriebssysteme«, bis Kapitel 9, »Weitere Konzepte der Programmierung«, werden auch die wichtigsten Ansätze der praktischen Informatik, nämlich Betriebssysteme und diverse Themen der Programmierung, behandelt.

            Einige grundlegende Aspekte der theoretischen Informatik lernen Sie in Kapitel 2, »Mathematische Grundlagen«, und Kapitel 3, »Elektronische und technische Grundlagen«, kennen: Dort werden die wichtigsten mathematischen und logischen Operationen besprochen, die Computer ausführen. Außerdem wird beispielhaft auf die Realisierung einiger dieser Funktionen durch elektronische Bauteile eingegangen, also auf einige Ansätze der technischen Informatik.

            Im Übrigen gibt es noch ein eigenes Kapitel zum Thema Hardware, die ebenfalls dem Gebiet der technischen Informatik zugeordnet werden kann: das Kapitel 4, »Hardware«.

        
        
            1.1.2    Überblick über die IT-Ausbildung

            Das Berufsfeld der Informationstechnik ist vielfältig. Deshalb gibt es zahlreiche unterschiedliche Möglichkeiten einer Ausbildung in diesem Bereich. Sie lassen sich zum einen nach Fachgebieten wie Anwendungsentwicklung, Systemintegration und dem kaufmännischen EDV-Einsatz unterscheiden. Zum anderen gibt es zwei grundlegende Ausbildungsformen: Berufsausbildung und Studium.

            Aus diesen beiden Unterteilungen ergeben sich unter anderem folgende konkrete Ausbildungsgänge:

            
                	
                    Ausbildungsberufe

                    
                        	
                            Fachinformatiker*innen (mit vier verschiedenen Fachrichtungen)

                        

                        	
                            IT-Systemelektroniker*innen

                        

                        	
                            Kaufleute für IT-Systemmanagement

                        

                        	
                            Kaufleute für Digitalisierungsmanagement

                        

                    

                

                	
                    Studiengänge

                    
                        	
                            Informatik

                        

                        	
                            Informatik (FH)

                        

                        	
                            Wirtschaftsinformatik

                        

                        	
                            Medieninformatik

                        

                        	
                            Bioinformatik

                        

                        	
                            medizinische Informatik

                        

                    

                

            

            
                Ausbildungsberufe

                Bis etwa Mitte der 1990er-Jahre galt die Informationstechnik als zu komplex, um in einer praxisorientierten Berufsausbildung im klassischen dualen System (Ausbildungsbetrieb – Berufsschule) gelehrt zu werden. Die beiden angebotenen Ausbildungen zu EDV-Kaufleuten und Büromaschinenelektroniker*innen hatten andere Schwerpunkte, nämlich einen kaufmännischen beziehungsweise einen elektrotechnischen Fokus.

                Erst 1996 wurden die IT-Berufe in der Bundesrepublik durch ein Übereinkommen von Arbeitgeberverbänden und Gewerkschaften unter Beratung des Bundesinstituts für Berufsbildung (BiBB) neu geordnet. Im August 2020 trat eine weitere Neuordnung in Kraft. Diese machte aus den bisher zwei Fachinformatik-Ausbildungsgängen vier, nannte die kaufmännischen Berufe um und organisierte sie etwas anders. Dennoch gibt es auch weiterhin vier verschiedene grundlegende IT-Ausbildungsberufe. Sie bereiten auf Tätigkeiten im Bereich der Informations- und Telekommunikationstechnik vor, die früher einen Studienabschluss erforderten oder in Einzelfällen an qualifizierte Quereinsteiger*innen vergeben wurden. Nach über 25 Jahren Erfahrung hat sich das System im Wesentlichen bewährt (wobei die Neuordnung auf neu entstandene und veränderte Anforderungen reagierte), sodass sich ein signifikanter Anteil der IT-Angestellten aus ehemaligen Auszubildenden dieser Berufe rekrutiert.

                Im Einzelnen handelt es sich um folgende Ausbildungsgänge:

                
                    	
                        Fachinformatiker*innen in vier verschiedenen Fachrichtungen:

                        
                            	
                                Anwendungsentwicklung

                            

                            	
                                Systemintegration

                            

                            	
                                Daten- und Prozessanalyse

                            

                            	
                                Digitale Vernetzung

                            

                        

                    

                    	
                        IT-Systemelektroniker*innen

                    

                    	
                        Kaufleute für IT-Systemmanagement

                    

                    	
                        Kaufleute für Digitalisierungsmanagement

                    

                

                Die Aufgabe der Fachinformatiker*innen ist es gemäß offizieller Definition, »fachspezifische Anforderungen in komplexe Hard- und Softwaresysteme« umzusetzen. Diese recht ungenaue Beschreibung läuft in der Praxis auf sehr vielfältige Anforderungen hinaus, da sich nicht nur die vier Fachrichtungen, sondern vor allem auch Ausbildungsbetriebe und Einsatzumgebungen oft stark voneinander unterscheiden. Gemeinsam ist ihnen allen lediglich der Umgang mit Computersystemen, mit Netzwerken, mit unterschiedlichster Software und dem komplexen Zusammenspiel dieser Komponenten. Etwas allgemein formuliert, ließ sich bisher sagen, dass der Ausbildungsgang Anwendungsentwicklung auf Berufe in den Bereichen Softwareentwicklung oder allgemein Programmierung vorbereitet, während sich aus der Systemintegration vor allem Systemadministrator*innen rekrutieren.

                Mit den beiden neuen Fachrichtungen wird es komplizierter, wobei sich eine gewisse Verwandtschaft zwischen den Bereichen Anwendungsentwicklung und Daten- und Prozessanalyse auf der einen sowie Systemintegration und Digitale Vernetzung auf der anderen Seite feststellen lässt. Da gerade erst ein Jahrgang die beiden neuen Berufsausbildungen abgeschlossen hat, wird sich zeigen, in welchen konkreten Berufsbildern die jeweiligen Auszubildenden künftig eingesetzt werden.

                Die vier Berufsbilder sollen sich im Laufe der drei Ausbildungsjahre allmählich auseinanderentwickeln. Bei Ausbildungsbeginn stehen gemeinsame Grundlagen im Vordergrund. Dazu gehören nicht nur fachspezifische Themen, wie sie in diesem Buch behandelt werden, sondern auch wichtige Informationen zum Arbeitsablauf und zum betrieblichen Umfeld. Dies sind insbesondere Grundlagen der Betriebswirtschaftslehre, der Projekt- und Betriebsorganisation, des Arbeits- und Ausbildungsrechts sowie der betrieblichen Buchführung. Diese Kenntnisse werden vor allem in der Berufsschule (60 Tage pro Ausbildungsjahr) vermittelt.

                Der Schwerpunkt des Fachbereichs Anwendungsentwicklung ist die Erstellung von Software für den eigenen Betrieb oder für die Kundschaft. Der erste Schritt ist die Entwicklung neuer oder die Anpassung vorhandener Programme nach den Anforderungen der späteren Anwender*innen. Es folgt die Einrichtung der Software auf den gewünschten Systemen, die gegebenenfalls dafür angepasst werden müssen. Anschließend sollen alle, die die neue Software benutzen, informiert oder gar geschult werden. In das Umfeld des Berufsbilds gehört demzufolge auch die Erstellung brauchbarer Dokumentationen für Entwicklung, Administration und Anwendung.

                In der täglichen Praxis der modernen Softwareentwicklung kommt es übrigens immer seltener vor, dass eine einzelne Person allein ein Computerprogramm schreibt, und selbst wenn, geschieht dies häufig nicht mehr in Form von Quellcode, der in einer Programmiersprache ohne jegliche Zusätze in ein leeres Editorfenster getippt wird. Denn Software wird immer komplexer – sie besteht aus Komponenten, die beispielsweise verteilt auf verschiedene Rechner in Netzwerken oder im Internet ausgeführt werden, und verwendet Bibliotheken, Frameworks und vorgefertigte Komponenten. Es gehört zur Aufgabe der einzelnen Beteiligten, aber vor allem auch eines intelligenten technischen Projektmanagements, die Interoperabilität zwischen den verschiedenen Einzelelementen zu wahren – neben die reine Programmierung tritt so bereits seit Längerem die Disziplin des Software-Engineerings.

                Im Fachbereich Systemintegration liegen die Hauptaufgaben im Bereich der Hardware-, Software- und Netzwerkeinrichtung; wer diesen Ausbildungsgang absolviert, arbeitet anschließend typischerweise in der System- oder Netzwerkadministration. Hier sind gute Kenntnisse der verschiedenen Hardwarekomponenten, Betriebssysteme sowie der Netzwerkgeräte, ‐dienste und -protokolle gefragt. Auch die Schnittstellen zwischen Informations- und Telekommunikationstechnik spielen in diesem Beruf eine wichtige Rolle. Die Fachinformatiker*innen im Fachbereich Systemintegration müssen das projektorientierte Arbeiten beherrschen und dabei alle Aufgaben planen, durchführen, testen und dokumentieren.

                Ein weiteres, sehr wichtiges Arbeitsgebiet ist die Automatisierung administrativer Aufgaben. Dazu benötigen Sie in der Fachrichtung Systemintegration umfangreiche Kenntnisse über die Shells (Kommandozeileninterpreter) der jeweiligen Betriebssysteme sowie in verschiedenen Skriptsprachen. Unter Windows beginnt dies mit DOS/Windows-Batch-Dateien und CMD-Dateien; für komplexere Aufgaben sind auch der Windows Scripting Host und die Windows PowerShell nützlich. Im Unix-Bereich ist die bash-Shell das grundlegende Werkzeug; größere Aufgaben werden dagegen mit Editor- und Skriptsprachen wie sed, awk oder Python (manchmal auch noch mit der seltener werdenden Sprache Perl) gelöst, wobei Python inzwischen die wichtigste von ihnen ist und bei fortgeschrittenen Kenntnissen alle anderen ersetzen kann. In Kapitel 6, »Betriebssysteme«, und Kapitel 7, »Grundlagen der Programmierung«, dieses Buchs werden die wichtigsten Kenntnisse zu den Shells und einer der Sprachen (Python) vermittelt.

                In Bereichen, in denen die Aufgabengebiete der Anwendungsentwicklung und Systemintegration einander berühren, hat sich in etwas über zehn Jahren eine neue Arbeitsweise etabliert, die zusammengefasst als DevOps bezeichnet wird – eine Zusammensetzung aus Development (Entwicklung) und Operations (Operationen im Sinne des laufenden Betriebs von Servern und anderen Systemen). Es geht um die möglichst weitgehende Automatisierung von Serverwartung, Tests und Deployment (Verteilung der jeweiligen Entwicklungsstände auf Entwicklungs- und Live-Systeme); in diesem Bereich kommen unter anderem Code-Repositorys, zum Beispiel GitLab, Continuous-Integration-Software wie Jenkins und Softwarecontainer wie Docker zum Einsatz. Näheres zu diesen Themen erfahren Sie in Kapitel 11, »Software-Engineering«, und Kapitel 14, »Server für Webanwendungen«.

                Im neuen Fachbereich Daten- und Prozessanalyse geht es schwerpunktmäßig um die Verarbeitung großer Datenmengen (Big Data) sowie um die Modellierung und Auswertung von Geschäftsprozessen. Zur Datenanalyse gehören Qualitätseinschätzung und -verbesserung von Daten sowie deren Auswertung, und zwar sowohl mithilfe von Mitteln der traditionellen Statistik als auch mit Algorithmen aus dem Bereich der künstlichen Intelligenz beziehungsweise des maschinellen Lernens. Die Prozessanalyse kümmert sich vor allem um die formale Beschreibung von Geschäftsprozessen, aus der sich Optimierungspotenzial ablesen lässt.

                Der ebenfalls neu geschaffene Fachbereich Digitale Vernetzung grenzt sich von der Systemintegration durch einen stärkeren Fokus auf vernetzte Systeme ab – es geht weniger um Betrieb und eventuellen Netzwerkanschluss einzelner Computersysteme, sondern um Planung, Aufbau und Wartung des Netzwerks selbst. Die genaue Kenntnis von Netzwerkprotokollen sowie Netzwerkhard- und -softwarekomponenten ist die wichtigste Voraussetzung dafür. Einen Schwerpunkt des Ausbildungsgangs bilden die Themen Automatisierung und Digitalisierung in der industriellen Fertigung, die oft unter dem Stichwort Industrie 4.0 (Näheres dazu siehe Kapitel 12, »Geschäftsprozessanalyse«) zusammengefasst werden.

                Der Beruf IT-Systemelektroniker*in ist elektrotechnischer orientiert als die System- und Netzwerkvarianten der Fachinformatik. Der Schwerpunkt liegt hier im Bereich der Hardware. Zu den wichtigsten Aufgaben gehört die Verkabelung von Computern und Netzwerken, angefangen bei der Stromversorgung über den Anschluss von Peripheriegeräten bis hin zu Besonderheiten der Netzwerkinfrastruktur. Dazu benötigen IT-Systemelektroniker*innen ein umfangreiches Know-how in den Bereichen Hardwarekomponenten und Treiber sowie deren Zusammenarbeit mit Betriebssystemen und Anwendungsprogrammen. Hinzu kommen Kenntnisse zu DSL, ISDN und anderen Telekommunikationstechniken. Zu den wichtigsten Arbeitgebern für dieses Berufsbild gehören große Telefongesellschaften, sodass deren spezifische Anforderungen es wesentlich geprägt haben.

                Kaufleute für IT-Systemmanagement (vor August 2020 IT-Systemkaufleute mit sehr ähnlichem Berufsbild) beraten die Kundschaft bei der Realisierung von Hard- und Softwareprojekten. Sie verfügen über technisches Know-how, sodass sie die Einzelheiten von IT-Projekten verstehen und der Kundschaft erklären können, und benötigen umfangreiche betriebswirtschaftliche und kaufmännische Kenntnisse, um die Kalkulation für ein solches Projekt durchführen zu können. Sie sind für alle Phasen der Kundenbetreuung von IT-Lösungen zuständig: angefangen bei der Marktanalyse über Beratung und Marketing bis hin zum Vertrieb sowie zur Einarbeitung und Schulung.

                Bei den Kaufleuten für Digitalisierungsmanagement (leicht erweitertes Berufsbild gegenüber den vor August 2020 ausgebildeten Informatikkaufleuten) stehen die kaufmännischen Aufgaben stärker im Vordergrund, während die technischen Aspekte etwas weniger ausgeprägt sind. Die neue Bezeichnung bezieht sich darauf, dass diese Kaufleute Digitalisierungsprozesse in Unternehmen mit betriebswirtschaftlichen Kenntnissen begleiten sollen; auch die kaufmännische Sicht auf die Daten- und Prozessanalyse gehört zu ihren Aufgaben.

                Der Beruf bildet zudem das Bindeglied zwischen wirtschaftlichen und technischen Abteilungen. Typischerweise vermitteln sie zwischen der Kundschaft, die vor allem wirtschaftliche Fragen hat, und den Berater*innen der Hard- und Softwarefirmen (oft den zuvor genannten Kaufleuten für IT-Systemmanagement), die eine eher technische Sicht auf Vorgänge benötigen. Beispielsweise könnten Kaufleute für Digitalisierungsmanagement die technische Umsetzung von Geschäftsprozessen anleiten und entsprechende Pflichtenhefte erstellen. Eine weitere Aufgabe bestünde darin, die Unterschiede verschiedener IT-Lösungen in kaufmännisch kalkulierbaren Zahlen auszudrücken.

                Die Abschlussprüfung in allen IT-Berufen ist seit der Neuordnung in zwei Termine unterteilt (gestreckte Prüfung). Der erste Teil ersetzt die bisherige Zwischenprüfung und findet entsprechend ungefähr zur Halbzeit der dreijährigen Ausbildung statt. Es handelt sich um eine 90 Minuten dauernde schriftliche Prüfung zum Thema »Einrichtung eines IT-gestützten Arbeitsplatzes«, die für alle IT-Berufe identisch ist. Die konkreten Fragen sind nicht nur technischer Natur (Hard- und Software), sondern berühren auch Aspekte von Wirtschaft, Betriebsorganisation, Ergonomie, IT-Sicherheit und Datenschutz. Dieser erste Teil macht 20 % der Gesamtnote aus.

                Wichtigstes Element des zweiten Teils der Prüfung am Ende der Ausbildung ist mit 50 % Anteil an der Gesamtnote die selbst gewählte Projektarbeit, die von der jeweils zuständigen Industrie- und Handelskammer genehmigt werden muss. Ihre Dauer beträgt bei den Fachinformatiker*innen des Fachbereichs Anwendungsentwicklung 80 Stunden, wobei auch ein Pflichtenheft erstellt werden muss. Bei den anderen Ausbildungsgängen beträgt die Dauer lediglich 40 Stunden, und der Projektablauf beschränkt sich hier auf die vier Phasen Planung, Durchführung, Test und Abnahme.

                Innerhalb der veranschlagten Zeit müssen sowohl das Projekt selbst als auch eine umfangreiche Dokumentation dazu erstellt werden; Letztere sollte etwa acht Stunden der Projektdauer ausmachen. Die Dokumentation wird bei der IHK eingereicht, zudem müssen die Auszubildenden ihre Projekte dort präsentieren und ein Fachgespräch dazu führen (insgesamt 30 Minuten, 50 % der Gesamtnote für den praktischen Prüfungsteil). Wichtige Hinweise zum projektorientierten Arbeiten erhalten Sie in Kapitel 11, »Software-Engineering«.

                Die zweite Säule der Abschlussprüfung bildet die bundeseinheitliche schriftliche Prüfung. Sie besteht aus drei Teilen:

                
                    	
                        Zwei Teile davon beinhalten berufsspezifische Aufgaben (vor der Neuordnung »ganzheitliche Aufgaben« genannt). In den verschiedenen Ausbildungsgängen haben sie folgende hier wörtlich aus den jeweiligen Ausbildungsordnungen zitierte Themen:

                        
                            	
                                Fachinformatik Anwendungsentwicklung: »Planen eines Softwareproduktes«, »Entwicklung und Umsetzung von Algorithmen«

                            

                            	
                                Fachinformatik Systemintegration: »Konzeption und Administration von IT-Systemen«, »Analyse und Entwicklung von Netzwerken«

                            

                            	
                                Fachinformatik Daten- und Prozessanalyse: »Durchführung einer Prozessanalyse«, »Sicherstellen der Datenqualität«

                            

                            	
                                Fachinformatik Digitale Vernetzung: »Diagnose und Störungsbeseitigung in vernetzten Systemen«, »Betrieb und Erweiterung von vernetzten Systemen«

                            

                            	
                                IT-Systemelektronik: »Installation von und Service an IT-Geräten, IT-Systemen und IT-Infrastrukturen«, »Anbindung von Geräten, Systemen und Betriebsmitteln an die Stromversorgung«

                            

                            	
                                Kaufleute für IT-Systemmanagement: »Einführen einer IT-Systemlösung«, »Kaufmännische Unterstützungsprozesse«

                            

                            	
                                Kaufleute für Digitalisierungsmanagement: »Entwicklung eines digitalen Geschäftsmodells«, »Kaufmännische Unterstützungsprozesse«

                            

                        

                        Für jede berufsspezifische Aufgabe sind 90 Minuten angesetzt; sie machen je 10 % der Gesamtbewertung aus.

                    

                    	
                        Der dritte Teil besteht aus einer 60 Minuten dauernden Prüfung zu den Themen Wirtschaft und Soziales einschließlich Arbeits- und Ausbildungsrecht; er ist für alle IT-Berufe identisch. Diese Prüfung beinhaltet isolierte Fragen, wobei einige offen, viele dagegen im Multiple-Choice-Verfahren zu beantworten sind. Auch hier beträgt der Anteil an der Gesamtnote 10 %.

                    

                

                
                    Andere Aus- und Weiterbildungswege

                    Neben den IT-Ausbildungsberufen im dualen System gibt es übrigens auch noch rein staatlich-schulische Aus- und Weiterbildungswege: den Ausbildungsgang »Informationstechnische Assistent*innen« und die Weiterqualifikation »Staatlich geprüfte Techniker*innen (FS) für Informatik« mit den Fachrichtungen Netzwerktechnik, Softwaretechnologie und Datenbanktechnologie.

                    Diese Weiterqualifikation endet mit einem Staatsexamen, das der Meisterprüfung in Handwerksberufen gleichgestellt ist. Die genauen Regelungen für diese Bildungsgänge sind Ländersache, sodass es gewisse Abweichungen in Ablauf, Inhalten und Dauer zwischen verschiedenen Bundesländern gibt.

                

            
            
                Dieses Buch in der Ausbildung

                In Tabelle 1.1 sehen Sie, welche Kapitel dieses Buchs für die Auszubildenden der einzelnen Fachrichtungen besonders nützlich (×) und welche unerlässlich (+) sind. Wenn ein Kapitel für Ihren Beruf nicht angekreuzt wurde, bedeutet dies nicht, dass Sie sich gar nicht mit diesem Thema beschäftigen sollten! Wie bereits im Vorwort erwähnt, ist ein möglichst gründliches Allgemeinwissen eine der wichtigsten Voraussetzungen für den beruflichen Erfolg. Zudem verstehen Sie Zusammenhänge der IT- und Medienwirtschaft umso besser, je umfassender Ihr Überblick ist.
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                Tabelle 1.1    
            Die einzelnen Kapitel dieses Buchs und ihre Relevanz für die verschiedenen Ausbildungsberufe

            
            
                Studiengänge

                Die Studiengänge im Bereich der Informationstechnik sind wesentlich gründlicher, dafür aber auch viel theoretischer orientiert als die betrieblichen Ausbildungsgänge. Neben den hier behandelten Studienfächern der Informatik gibt es übrigens auch angrenzende Fachgebiete wie Telematik, Elektrotechnik, Mechatronik oder angewandte Mathematik.

                Das allgemeinste Spektrum bietet das Studium der Informatik. Das Grundstudium umfasst Einführungen in alle vier Disziplinen des Fachs (theoretische, technische, praktische und angewandte Informatik). Im Hauptstudium ist dagegen eine Spezialisierung auf einen bestimmten Bereich innerhalb eines dieser Zweige vorgesehen. Denkbar wären etwa Betriebssysteme aus dem Gebiet der praktischen Informatik oder Datenbanken, die zur angewandten Informatik zählen.

                Das Informatikstudium wird sowohl an Universitäten als auch an Fachhochschulen angeboten. Naturgemäß ist Letzteres etwas praktischer orientiert; das Lernen erfolgt besonders im Grundstudium schulähnlicher. In beiden Lehreinrichtungen werden anstelle des klassischen Diplomabschlusses seit einigen Jahren nur noch die internationalen Abschlüsse Bachelor und Master erworben.

                Wie in jedem mathematisch-naturwissenschaftlichen Studium müssen auch bei der Informatik Nebenfächer belegt werden. Die Auswahl ist so vielfältig wie die der Anwendungsbereiche der Informationstechnik: Für theoretischer ausgerichtete Forschungen ist etwa die Mathematik interessant; ein Fach aus dem Bereich der Wirtschaftswissenschaften eröffnet den Zugang zur Entwicklung kaufmännischer Systeme und Anwendungen. In diversen Bereichen der angewandten Informatik könnten auch Fächer wie Biologie oder Physik von Interesse sein. Spannend ist ebenfalls die Kombination mit philologischen Fächern, besonders mit Sprachwissenschaften oder der Philosophie (in der die Logik eine gemeinsame Grundlage mit Mathematik und Informatik bildet).

                Umgekehrt kann Informatik auch für Studiengänge in allen genannten Fächern als Nebenfach belegt werden.

                Einen Schritt weiter als die Wahl eines bestimmten Nebenfachs gehen gezielte Kombinationsstudienfächer. Die wichtigsten von ihnen sind folgende:

                
                    	
                        Wirtschaftsinformatik: eine gezielte Kombination aus Themen der (insbesondere angewandten) Informatik und der Betriebswirtschaftslehre. Der Studiengang ermöglicht das Arbeiten in allen Bereichen der kaufmännischen IT-Anwendung, vor allem in Banken, Versicherungen oder den Fachabteilungen großer Unternehmen, aber auch in der Entwicklung kaufmännischer Softwarelösungen.

                    

                    	
                        Medieninformatik: Dieser Studiengang stellt den Bereich der multimedialen IT-Anwendung in den Mittelpunkt. Neben den Grundlagen der Informatik lernen die Studierenden vor allem den praktischen IT-Einsatz kennen: Grafik- und Bildbearbeitung, Audio- und Videoschnitt und die Erstellung multimedialer Präsentationen. Von allen IT-Studiengängen erfordert dieser das größte kreative Potenzial.

                    

                    	
                        Bioinformatik: Die Forschungsergebnisse der modernen Biologie, besonders der Mikrobiologie und der Gentechnik, könnten ohne umfangreiche IT-Unterstützung nicht ausgewertet werden. Die Bioinformatik bildet die Schnittstelle zwischen Biologie und Informationstechnik; sie erstellt Anwendungen zur Analyse biologischer Forschungen, etwa der Sequenzanalyse von Genen. Die Bioinformatik ist einer der wachstumsstärksten Sektoren in der gesamten IT-Landschaft.

                    

                    	
                        Medizinische Informatik: Auch in der modernen Medizin spielt Computertechnik eine überaus wichtige Rolle – von der Verwaltung der Patient*innen- und Diagnosedaten über die automatisierte Analyse von Laborproben bis hin zum halb autonom arbeitenden OP-Roboter ist der Praxis- und Klinikalltag ohne IT nicht mehr denkbar. In der medizinischen Informatik erwerben die Studierenden sowohl fundierte medizinische als auch wichtige informationstechnische Fachkenntnisse, sodass sie in den verschiedensten Bereichen der Medizintechnik und -praxis arbeiten können.

                    

                

                Die Tiefe des für ein Studium erforderlichen Wissens geht weit über das hinaus, was ein einzelnes allgemeines Grundlagenbuch wie das vorliegende leisten kann. Dennoch kann dieses Buch auch im Studium ein unentbehrlicher Begleiter sein: Hier können Sie die Grundlagen der Theorie und Praxis der unterschiedlichen Themen schnell und übersichtlich nachschlagen – als letzte Absicherung vor der entscheidenden Fachklausur oder auch als Anleser für die Veranstaltungsplanung des kommenden Semesters.

            
        
    


                    
                        
        1.2    Die Geschichte der Rechenmaschinen und Computer

        In diesem Buch ist von Computern die Rede, und natürlich wissen Sie ganz genau, was das ist. Sollten Sie allerdings den Versuch machen wollen, einen Computer mit allen Dimensionen seiner heutigen Möglichkeiten griffig zu definieren – wie würde diese Definition lauten? Vergangene Generationen sprachen etwa von programmgesteuerten Rechenautomaten, und gerade Fachleute scheinen im Deutschen noch heute lieber Rechner als Computer zu dieser Maschine zu sagen.

        Aber ist Rechnen heutzutage die wichtigste Aufgabe der Computer? Es scheinen schließlich mehr Menschen einen Webbrowser zu verwenden als die Tabellenkalkulation Excel, und das Bildbearbeitungsprogramm Photoshop ist erheblich populärer als spezielle Mathematiksoftware wie Mathematica oder Maple.

        Trotzdem ist ein Computer ein Gerät, das Probleme durch Berechnungen löst: Er kann nur diejenigen Sachverhalte »verstehen«, die man in Form von Zahlen und mathematischen Formeln darstellen kann. Dass es sich dabei heute auch um Bilder, Töne, Animationen, 3D-Welten oder Filme handeln kann, liegt einfach an der enormen Rechengeschwindigkeit und Kapazität moderner Rechner.

        Sehen Sie sich den Begriff programmgesteuerter Rechenautomat noch einmal genau an: Ein Rechenautomat ist ein Gerät, das automatisch etwas berechnet, sodass man dies nicht manuell erledigen muss. Das kann auch ein Taschenrechner oder sogar eine mechanische Rechenmaschine. Das Besondere, das ein Computer zu bieten hat, beschreibt der Begriff programmgesteuert. Ein Computerprogramm ist eine Abfolge von Rechenvorschriften, die aufeinander aufbauen können und Schritt für Schritt ausgeführt werden.

        Die besondere Stärke dessen, was ein Computer leistet, besteht darin, dass diese Schritte nicht immer genau einmal in exakt derselben Reihenfolge ausgeführt werden müssen, sondern dass anhand von Bedingungen entschieden werden kann, ob sie einmal, mehrmals oder gegebenenfalls auch gar nicht stattfinden. So kann Software aufgrund von Vorbedingungen Entscheidungen treffen und damit flexibel auf unterschiedliche Gegebenheiten reagieren. Geschieht dies in einem komplexen und sehr schnell ausgeführten Ablauf häufig, erweckt das Programm den Eindruck, »intelligent« zu sein. Das zugrunde liegende Prinzip wird Kontrollstruktur (Control Flow) genannt.[ 3 ]

        Mit anderen Worten, ein Computer ist nicht nur ein Rechenautomat, sondern ein Algorithmenautomat. Ein Algorithmus ist eine Schritt-für-Schritt-Anleitung zur Lösung mathematischer Probleme. Die Bezeichnung geht auf Mohamed Ibn Musa Al-Chwarizmi (latinisiert Algorismi) zurück, einen persisch-arabischen Mathematiker des 9. bis 10. Jahrhunderts, nach dessen berühmtestem Buch auch die Algebra benannt wurde. Jeder Computer versteht eine oder mehrere formale Sprachen, in denen man ihm Algorithmen einprogrammieren kann. Ist ein Algorithmus erst einmal im Computer gespeichert, kann er immer wieder mit anderen Daten ausgeführt werden. Betrachten Sie etwa den folgenden Algorithmus aus dem Alltagsleben, der die Internetnutzungskosten in zwei verschiedenen Tarifen eines Providers berechnet:

        
            	
                Eingabe Tarif: Flatrate oder minutenbasiert?

            

            	
                War es die Flatrate? Macht 19,99 
                    €
                . Berechnung beendet.

            

            	
                Minutenbasiert: Eingabe der Minuten.

            

            	
                Multipliziere die Minuten mit 0,01 
                    €
                .

            

            	
                Addiere die Grundgebühr von 2,49 
                    €
                 hinzu. Berechnung beendet.

            

        

        Dieser einfache Algorithmus kann natürlich ohne Weiteres von einem Menschen abgearbeitet werden. Er wird zwar langsamer rechnen als ein heutiger Computer, aber durchaus innerhalb einer annehmbaren Zeit damit fertig werden. Andererseits kann der Computer Millionen solcher Berechnungen in der Sekunde ausführen. Zwar wird er gewisse Leistungen des menschlichen Geistes wahrscheinlich niemals erreichen, aber schneller rechnen kann er allemal.

        Darüber hinaus gibt es Algorithmen, an denen wir Menschen schlichtweg verzweifeln würden – oder hätten Sie Lust, jedes einzelne Pixel eines 10 ∙ 10 cm großen hochauflösenden Bildes anhand der Farben seiner acht umgebenden Pixel neu zu berechnen, um das Bild zu vergrößern oder zu verkleinern? Ohne Sie entmutigen zu wollen: Ein solches Bild besteht, wenn es für den Druck geeignet sein soll, aus etwa 1.392.400 Pixeln – viel Spaß beim Rechnen![ 4 ]

        So macht der Computer sich selbst immer unentbehrlicher: Sobald Computersysteme eine gewisse Komplexität erreichen, wird eine Anwendung erfunden, die ohne sie nicht zu bearbeiten wäre. Um diese Anwendung dann schneller und effizienter ausführen zu können, entsteht die nächste Computergeneration, für die dann wieder neue Anwendungsgebiete gefunden werden. Auf diese Weise ist der Fortschritt in der Computerentwicklung nicht aufzuhalten, und was auch immer als unüberwindbare Grenze galt, wurde durch hartnäckiges Ausprobieren irgendwann überschritten. Der vorliegende Abschnitt versucht, diesen Weg ein wenig konkreter zu beschreiben.

        
            1.2.1    Die Vorgeschichte

            Seit Menschen überhaupt sesshaft in größeren Gemeinschaften zusammenleben, sind sie zum Rechnen gezwungen, um diese Gemeinschaften zu organisieren. Dazu wurden im Laufe der Zeit immer komplexere und ausgeklügeltere Geräte erfunden.

            Das erste Rechenhilfsmittel in der Geschichte war die Rechentafel oder der Abakus. Ähnliche Geräte wurden unabhängig voneinander zum Beispiel in China und im alten Rom entwickelt. Es handelte sich um eine Tafel mit verschiebbaren Steinen, die in mehreren Spalten angeordnet waren. Das Ganze ähnelte den heutigen kugelbestückten Rechenhilfen, wie sie etwa in Grundschulen eingesetzt werden. Interessant ist, dass gar nicht erst versucht wurde, das recht umständliche römische Zahlensystem auf den Abakus zu übertragen, sondern dass intuitiv ein modernes Stellenwertsystem darauf verwendet wurde.

            Überhaupt kann die Erfindung der Stellenwertsysteme zum Schreiben von Zahlen als eine der wichtigsten Errungenschaften auf dem Weg zum Computer betrachtet werden: Die brillante Idee, den Wert einer Ziffer von ihrer Position innerhalb der ganzen Zahl abhängig zu machen, stammt aus Indien; die heutigen »arabischen« Zahlen wurden in Indien erfunden und später in Arabien – erstmals durch den bereits genannten Al-Chwarizmi im 9. Jahrhundert – übernommen. Die wichtigste Erfindung überhaupt ist in diesem Zusammenhang die Null. In Indien wurde sie zunächst als Punkt und dann bis heute als Kreis notiert. Ohne die Null ist es nicht möglich, den Wert einer einzelnen Ziffer zu vervielfachen: Auch wenn sie für sich allein keinen mathematischen Wert besitzt, werden Sie zugeben, dass 2.000 etwas völlig anderes bedeutet als 2 oder 0,0002.

            Die Erfindung der Stellenwertsysteme war der Ausgangspunkt für die Konstruktion immer ausgefeilterer mechanischer Rechenmaschinen: Im 17. Jahrhundert konstruierte der französische Mathematiker und Philosoph Blaise Pascal eine Addiermaschine, um 1690 erfand Gottfried Wilhelm Leibniz eine komplexere Maschine, die bereits sämtliche Grundrechenarten beherrschte. Solche mechanischen Rechenapparaturen arbeiteten mit einem komplexen Gefüge aus Zahnrädern, Walzen und ähnlichen Bauteilen, die aus der Uhrmacherei übernommen wurden.

            Erst im 19. Jahrhundert entstand die Idee zu einer Apparatur, die mit heutigen Computern vergleichbar ist. Der britische Wissenschaftler Charles Babbage hatte bereits eine klassische mechanische Rechenmaschine namens Differential Engine gebaut und plante um 1850 den Bau eines weiteren mechanischen Geräts namens Analytical Engine. Es sollte der erste frei programmierbare Rechenautomat der Welt werden. Ohne es zu ahnen, nahm Babbage einige der wichtigsten Designprinzipien des Computers vorweg: Das Gerät sollte aus einem Rechenwerk namens mill, einem Programm- und Datenspeicher sowie einer Ein- und Ausgabeeinheit bestehen. Auch wenn spätere Rekonstruktionen auf der Basis von Babbages Aufzeichnungen ergaben, dass die Maschine funktioniert hätte, war Babbage selbst nicht in der Lage, sie fertigzustellen, weil die damalige Mechanik keine Bauteile in ausreichender Präzision liefern konnte.

            Interessant ist dagegen, dass es Grundideen zu einer Programmiersprache für die Analytical Engine gab. Babbage engagierte Ada Lovelace, die Tochter des berühmten Dichters Lord Byron, für die Entwicklung einer solchen Sprache. Ihr zu Ehren wurde eine in den 1970er-Jahren entwickelte Programmiersprache Ada genannt.

            Während die Rechenmaschinen in der zweiten Hälfte des 19. Jahrhunderts immer leistungsfähiger und komplexer wurden, nahm dennoch niemand den Gedanken der Programmierbarkeit auf. Alle Rechenmaschinen bis etwa 1940, auch die elektrischen, waren auf die Berechnung einzelner eingegebener Rechenaufgaben beschränkt. Erst um diese Zeit erfand der Bauingenieur Konrad Zuse in Berlin programmierbare elektromechanische Rechenautomaten. Sein dritter Versuch, die Z3, funktionierte tatsächlich. Die Maschine arbeitete mit Relais, elektromagnetischen Schaltern aus der Telefontechnik. Sie verwendete eine binäre Fließkommaarithmetik mit einer Wortbreite von 22 Bit: 1 Bit für das Vorzeichen, 14 Bit für die Mantisse und 7 Bit für den Exponenten. Der Hauptspeicher besaß eine Kapazität von 64 Maschinenwörtern, also 64 ∙ 22 Bit. Programmiert wurde die Maschine (und einige ihrer Nachfolger) in einer von Zuse entwickelten Sprache namens Plankalkül.

            
                Elektrizität, Elektromechanik und Elektronik

                Bereits Anfang des 20. Jahrhunderts wurden die ersten elektrischen Rechenmaschinen konstruiert. Die Rechner, die Konrad Zuse ab den 1930er-Jahren baute, waren elektromechanisch. In den 1940er-Jahren begann man in den USA und Großbritannien mit der Entwicklung elektronischer Rechner.

                In diesem Zusammenhang ist es wichtig, den Unterschied zwischen Elektrizität, Elektromechanik und Elektronik herauszustellen:

                
                    	
                        Ein elektrisches Gerät ist jede Maschine, bei der mechanische Bauteile durch elektrischen Strom angetrieben werden.

                    

                    	
                        Elektromechanisch werden alle Schaltelemente genannt, die durch einen Elektromagneten gesteuert werden, beispielsweise die Relais, die Zuse für seine ersten Computer verwendete. Mit anderen Worten, die Steuerung des Geräts erfolgt durch elektrischen Strom, allerdings indirekt durch mechanische beziehungsweise magnetische Bauteile.

                    

                    	
                        Elektronische Geräte schließlich werden allein durch elektrischen Strom gesteuert – Bauteile wie die klassische Elektronenröhre oder der neuere Transistor dienen als elektrisch gesteuerte Schalter ohne mechanische Teile.

                    

                

            

        
        
            1.2.2    Die Entwicklung der elektronischen Rechner

            Computer im heutigen Sinne sind programmierbare Rechner, die elektronisch arbeiten. Die elektronischen Computer lassen sich grob in vier Generationen einteilen:

            
                	
                    1. Generation: Röhrenrechner 
Ab den 1940er-Jahren wurden Rechner auf der Basis von Elektronenröhren entwickelt.

                

                	
                    2. Generation: Transistorrechner 
Ab den 1950er-Jahren wurden die teuren, stromhungrigen und störungsanfälligen Röhren durch Transistoren ersetzt.

                

                	
                    3. Generation: Rechner mit integrierten Schaltkreisen 
In den 1960er-Jahren gelang es, durch fotolithografische Verfahren große Mengen von Transistorschaltungen auf Halbleiterplatten unterzubringen – es begann die Entwicklung der integrierten Schaltkreise (englisch: Integrated Circuits, abgekürzt ICs, auch Chips genannt).

                

                	
                    4. Generation: Rechner mit Mikroprozessor 
Die frühen ICs waren fest verdrahtet – sie konnten nur eine einzelne festgelegte Aufgabe erfüllen. Solche Chips für spezielle Anwendungszwecke gibt es noch heute. Anfang der 1970er-Jahre wurden zusätzlich frei programmierbare ICs entwickelt, die man Mikroprozessoren nannte. Es dauerte allerdings noch über fünf Jahre, bis die ersten Computer mit diesen Prozessoren konstruiert wurden.

                

            

            
                Röhrenrechner

                Auf der Grundlage der Forschungen von John von Neumann, der das theoretische Modell eines Computers formulierte, wurden in den USA Geräte wie Harvard Mark I und Mark II oder der berühmte ENIAC gebaut. Diese erste Generation elektronischer Computer arbeitete mit Elektronenröhren als Schaltelementen. Diese mit den Glühlampen verwandten Vakuumbauteile wurden ab Ende des 19. Jahrhunderts entwickelt und dienten verschiedenen Zwecken – denken Sie beispielsweise an das Röhrenradio, in dem die Elektronenröhre als Verstärkerelement eingesetzt wird. Abbildung 1.1 zeigt eine Auswahl verschiedener Elektronenröhren, die zwischen 1927 und 1960 hergestellt wurden. Das Bild stammt übrigens aus dem virtuellen Physikmuseum der Universität Innsbruck (http://physik.uibk.ac.at/museum/de/start.html); Herr Professor Denoth stellte es mir freundlicherweise zur Verfügung. Auf der angegebenen Website finden Sie noch viele weitere interessante Bilder und Informationen zur Physikgeschichte, darunter auch weitere Röhren, die ab 1870 entwickelt wurden.

                [image: Eine kleine Auswahl verschiedener Elektronenröhren]

                Abbildung 1.1    
            Eine kleine Auswahl verschiedener Elektronenröhren

                Das für die Computertechnik interessanteste Röhrenmodell ist die Triode, die mit ihren drei Anschlüssen die früheste Umsetzung eines rein elektronischen Schalters darstellt: Einer der drei Anschlüsse dient der Steuerung; wenn dort Spannung anliegt, fließt Strom durch die beiden anderen Anschlüsse.

                Programmiert wurden die meisten Röhrenrechner durch Schalter und Steckverbindungen an großen Schalttafeln. Die einzige Möglichkeit, ein bestimmtes Programm für die spätere erneute Ausführung zu »speichern«, bestand darin, den Zustand der Schalttafel aufzumalen oder zu fotografieren. So dauerte es oft mehrere Stunden, den Computer in die Lage zu versetzen, komplexe Aufgaben zu erfüllen.

                Erst allmählich begann man mit der Verwendung von Lochkarten zur Programm- und Dateneingabe. Die Lochkarte selbst wurde im 19. Jahrhundert erfunden, um mechanische Webstühle zu steuern. Der Ingenieur Hermann Hollerith, ein Mitbegründer der späteren IBM, setzte sie um 1900 zur Speicherung von Daten einer US-Volkszählung ein, was die Dauer der Ergebnisberechnung mithilfe von Rechenmaschinen von den erwarteten Jahren auf wenige Wochen reduzierte.

            
            
                Transistorrechner

                Röhrenrechner hatten einige gravierende Nachteile: Sie waren zu groß, zu stromhungrig und wegen der gewaltigen Hitzeentwicklung zu störanfällig. Aus diesen Gründen wurde bald der 1947 erfundene Transistor für die Computerentwicklung eingesetzt. Transistoren sind Halbleiterbauteile, die prinzipiell die gleichen Schaltaufgaben erledigen können wie die verschiedenen Arten von Röhren, aber kleiner, billiger und weniger stromhungrig sind. Der Begriff Halbleiter, der im Zusammenhang mit Computern immer wieder genannt wird, bezeichnet übrigens ein Material, dessen elektrische Leitfähigkeit etwa in der Mitte zwischen den Leitern (vielen Metallen) und den Isolatoren liegt. Das beliebteste chemische Element zur Fertigung von Halbleiterbauteilen ist Silizium, was der berühmten Gegend in Kalifornien, in der sichin den 1960er-Jahren zahlreiche Elektronikfirmen ansiedelten, den Namen Silicon Valley eingebracht hat.

                Erst durch die Einführung des Transistors gelangte die Elektronik zu ihrer vollen Blüte. Das zeigte sich vor allem an den Transistorradios, die ab den 1950er-Jahren zuhauf verkauft wurden. Auch für die entstehende Computerindustrie ergaben sich neue Impulse: Durch die Transistortechnik ließen sich kleinere, leistungsfähigere und weniger störanfällige Rechner konstruieren. Natürlich ist »klein« und »leistungsfähig« relativ. Angesichts eines heutigen PCs oder gar Notebooks waren auch die Transistorrechner monströs, mindestens jedoch so groß wie eine ganze Reihe gewaltiger Kleiderschränke.

                Auch die Transistorrechner wurden anfangs vor allem durch Lochkarten gesteuert. Mitte der 1960er-Jahre begann man allerdings mit der Entwicklung von Terminals für den direkten Dialog mit dem Computer. Über eine Tastatur konnte man Befehle eingeben und ein unmittelbares Feedback erhalten, anfangs über einen Fernschreiber-Endlosdrucker, später über einen Monitor. Die Geschichte der Steuerung von Computern wird in Kapitel 6, »Betriebssysteme«, genauer behandelt.

            
            
                Computer mit integrierten Schaltkreisen

                Der Übergang von Transistorrechnern zu Computern mit ICs verlief unspektakulär und allmählich. Bereits in den frühen 1970er-Jahren waren deshalb Computer in verschiedenen Größen verfügbar: Die Großrechner oder Mainframes – vor allem von IBM produziert – dienten als Zentralrechner der Rechenzentren großer Behörden, Versicherungskonzerne und Universitäten.[ 5 ] Daneben kamen die sogenannten Kleincomputer auf (noch immer größer als die meisten Kleiderschränke); einer der führenden Hersteller war die Digital Equipment Corporation (DEC). Die Kleincomputer waren zwar nicht ganz so leistungsfähig wie Mainframes, dafür aber flexibler und sogar – mit entsprechend großen Lkws – transportfähig. Besonders wichtige Beispiele für Kleincomputer sind die Geräte der DEC-PDP-Baureihe, die untrennbar mit der Geschichte des Betriebssystems Unix verknüpft ist.

                Durch die Verwendung von ICs kam eine weitere Klasse von Geräten hinzu: die sogenannten Minicomputer. Sie waren etwa so groß wie eine größere Kommode und verhältnismäßig leicht, aber durch die fortschreitende Miniaturisierung nicht viel weniger leistungsfähig als Kleincomputer. Herausragende Beispiele für den Minicomputer sind spätere Ausgaben der ebenfalls von DEC stammenden VAX-Baureihe (ein älteres Modell sehen Sie in Abbildung 1.2).

                Für Klein- und Minicomputer wurden übrigens die ersten standardisierten Betriebssysteme und Anwendungsprogramme entwickelt. Dies erforderte die Entwicklung leicht kopierbarer Speichermedien. Ein wichtiger Schritt in diese Richtung war die Verwendung von Magnetbandspulen als Datenspeicher; ihr Aussehen und ihre Funktionsweise entsprachen den etwa zur selben Zeit verbreiteten Tonbändern.
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                Abbildung 1.2    
            Eine VAX von Digital Equipment mit Terminals verschiedener Generationen (Quelle: Wikipedia)

            
            
                Mikrocomputer

                1971 wurde der erste programmierbare Mikrochip entwickelt, genannt Mikroprozessor. Allgemein wird der Intel 4004 als erster Prozessor betrachtet; später stellte sich aber heraus, dass ein anderes Unternehmen bereits einige Monate vor Intel einen ähnlichen Chip entwickelt hatte. Allerdings wusste das Intel-Entwicklungsteam nichts davon.

                Der 4004 war ein 4-Bit-Mikroprozessor. Er konnte also Informationen verarbeiten, die aus einer Abfolge von vier Einsen oder Nullen bestanden. Mit dieser Wortbreite lassen sich 16 verschiedene Werte darstellen, zum Beispiel die Zahlen 0 bis 15. Der Prozessor verstand verschiedene Arten von grundlegenden Befehlen: Er beherrschte arithmetische Operationen, also Berechnungen in den Grundrechenarten, außerdem konnte er logische Verknüpfungen sowie Vergleiche durchführen und auf der Basis ihrer Ergebnisse die »Entscheidung« treffen, an einer anderen Stelle im Programm fortzufahren. Die mathematisch-logischen Prinzipien und ihre Umsetzung durch elektronische Bauteile werden in Kapitel 2, »Mathematische Grundlagen«, beziehungsweise Kapitel 3, »Elektronische und technische Grundlagen«, vorgestellt.

                Intel unterschätzte zu Anfang die Möglichkeiten des Mikroprozessors; er wurde in Rechenmaschinen und Ampelanlagen eingebaut, aber nicht in einen Computer. Erst 1975 stellte die Rechenmaschinenfirma MITS einen einfachen Mikrocomputer-Bausatz her, den Altair 8800. Er war mit einer Reihe von DIP-Schaltern für die Eingabe der einzelnen Bits und einer Reihe von Leuchtdioden zur Anzeige der Ergebnisse ausgestattet. Der verwendete Mikroprozessor war der Intel 8080, der bereits 8 Bit verarbeiten konnte. Für dieses zunächst nicht besonders nützliche Gerät entwarfen tüftelfreudige Menschen Schnittstellen für Monitor und Tastatur, und ein junger Programmierenthusiast schrieb einen Interpreter (einen zeilenweisen Übersetzer) für die einfache Großrechner-Programmiersprache BASIC, der auf dem Gerät lief. Dieser Programmierer war Bill Gates. Die Entwicklung von Programmiersprachenpaketen für die beginnende Personal- und Homecomputer-Industrie war das erste Geschäftsfeld der 1975 zusammen mit seinem Schulfreund Paul Allen gegründeten Firma Microsoft.

                Große Verdienste im Zusammenhang mit der PC-Entwicklung kommen übrigens den Forschenden des Xerox PARC zu (der Name PARC steht für Palo Alto Research Center). Diese Forschungseinrichtung in Kalifornien hat eine interessante Geschichte: Zu Beginn der 1970er-Jahre bekam das Management der renommierten Papier-, Druckmaschinen- und Kopiererfirma Xerox langsam Angst, denn sie sahen angesichts der schnellen Weiterentwicklung der Computer das Schreckgespenst des »papierlosen Büros« auf sich zukommen. Natürlich weiß man es heute besser; der Papierverbrauch in den Büros hat sich seitdem vervielfacht, weil es einfach und billig ist, Dokumente mal eben auszudrucken und dann auf Papier zu kontrollieren – auch wenn aus Umweltschutzgründen zu Recht darauf hingewiesen wird, dass diese Praxis auf das Nötigste beschränkt werden sollte.

                Aber damals konnte das natürlich niemand ahnen. Und so beschloss die Firma Xerox: Wenn die Menschen im Büro kein Papier mehr brauchen, dann müssen wir ihnen eben das liefern, was sie stattdessen dort benötigen. Dies war der Grundgedanke für die Einrichtung dieses Forscherparadieses. Einige der brillantesten Köpfe der Computertechnik und Informatik wurden eingeladen, jeweils fünf Jahre lang, mit fast unbegrenzten finanziellen Mitteln ausgestattet, zu erforschen, was immer sie wollten. So kam es, dass hier schon Mitte der 1970er-Jahre Neuerungen wie eine grafische Benutzeroberfläche, die Dokumentenbearbeitung nach dem Prinzip WYSIWYG (What You See Is What You Get) sowie ein Laserdrucker entwickelt wurden.

                Im Prinzip existierte dort ein marktreifes Personal-Computer-System, dessen technische Fähigkeiten erst über 15 Jahre später zum allgemeinen Standard wurden. Der einzige Nachteil dieses Systems, des Alto, war sein außerordentlich hoher Preis von ca. 100.000 US-$. Jedenfalls wurde Xerox PARC auf diese Weise die Wiege des lokalen Netzwerks: Die Vision war, dass alle Angestellten eines Unternehmens solche Geräte auf ihren Schreibtischen stehen haben und der Austausch von Daten ganz einfach ist. So entstand Ethernet, diejenige Form des lokalen Netzes, die noch heute – neben dem drahtlosen WLAN – am häufigsten genutzt wird.

                Sollten Sie sich jetzt wundern, warum keine dieser bahnbrechenden Entwicklungen heute den Namen Xerox trägt – das liegt daran, dass die Führungsetage des Unternehmens im fernen New York deren Brillanz und zukunftsweisende Eigenschaften nicht erkannte. So wurden die Entwicklungsergebnisse der meisten Forschenden von diesen mitgenommen, jahrelang in die Schublade gelegt und später oftmals zur Gründung anderer Firmen verwendet.

                John Warnock etwa, eine Zeit lang Forschungsleiter von PARC, gründete die Firma Adobe und konzentrierte sich besonders auf die Bereiche WYSIWYG und die Softwareseite des Laserdruckers. Andere Ergebnisse wurden freimütig an Fremde weitergegeben, so etwa die Geheimnisse der grafischen Oberfläche an den Apple-Mitbegründer Steve Jobs, der darin die Grundlage für den Computer der Zukunft erkannte. Zusammen mit dem Bastelgenie Steve Wozniak entwarf er den ersten verbreiteten »richtigen« Personal Computer auf Mikroprozessorbasis: Apple II hieß das 1977 entstandene Gerät, das sich in seinen verschiedenen Versionen bis 1984 Millionen Male verkaufte. Dieser Computer definierte für fast zehn Jahre, was ein Homecomputer haben musste: einen eingebauten BASIC-Interpreter, eine fest in das Gerät integrierte Tastatur, gewöhnliche Audiokassetten und später Disketten als Datenspeicher sowie einen Anschluss für die Bildausgabe auf einem gewöhnlichen Fernseher (Privatpersonen oder kleine Unternehmen konnten sich nicht auch noch einen Monitor leisten, zumal es ihn zu diesem Zeitpunkt nur einfarbig gegeben hätte).

                1981 stieg auch der Großrechner-Multi IBM in das Geschäft mit Personal Computern ein. Es war zwar untypisch für dieses Unternehmen, nicht alle Bauteile eines Computers selbst zu entwickeln, aber aufgrund des Zeitdrucks kauften sie sich die Bestandteile ihres Geräts auf dem freien Markt zusammen. Der IBM-PC war nicht unbedingt besser als seine Vorgänger, aber allein der gute Name der Herstellerfirma erzeugte in Wirtschaft und Industrie genug Vertrauen, um PCs als eine solide und zukunftsträchtige Technologie anzusehen.

                Einige Jahre war IBM Marktführer im Bereich der Personal Computer. Da jedoch immer mehr Hersteller kompatible Nachbauten auf den Markt brachten, die zunehmend billiger wurden, verlor der Konzern irgendwann den ersten Platz. Zudem zerstritten sie sich 1990 mit ihrem Betriebssystemlieferanten Microsoft. Seitdem wurde nicht mehr von IBM definiert, wie ein »richtiger PC« auszusehen hatte, sondern von Intel und Microsoft – wegen der Kombination aus Intel-Prozessoren und Microsoft-Windows-Betriebssystemen wurden PCs in den 1990er-Jahren mitunter als WinTel-PCs bezeichnet.

                Parallel blühte in der ersten Hälfte der 1980er-Jahre der Markt mit reinen Homecomputern ohne professionelle Ambitionen. Interessant war auf diesem Gebiet zunächst der ZX81 (siehe Abbildung 1.3, links), den der Brite Clive Sinclair entwickelt hatte. Trotz seiner bescheidenen Ausstattung mit 1 KByte Arbeitsspeicher, Schwarz-Weiß-Grafik und Folientastatur verkaufte sich das Gerät vorzüglich, weil es der erste Computer war, der weniger als 100 £ (damals etwa 400 DM, also ca. 200 €) kostete.

                Der beliebteste Homecomputer der 8-Bit-Generation wurde allerdings der 1983 auf den Markt gebrachte Commodore C64. Eines der wichtigsten Verkaufsargumente war die reichhaltige Auswahl an Software, vor allem an Computerspielen. Abbildung 1.3 zeigt dieses Gerät (rechts). Ein nicht ganz so beliebtes, aber durchaus konkurrenzfähiges Gerät stellte der Atari 800 XL dar, für den es zwar weniger Spiele gab, der aber dafür besser programmierbar war. Die Unterschiede zwischen diesen beiden Geräten waren allerdings relativ gering. Beide waren mit dem 8-Bit-Prozessor 6502 von MosTek ausgestattet, verfügten über 64 KByte RAM, eine Grafik mit 320 ∙ 240 Pixeln und 16 Farben (Atari bei einer geringeren Auflösung sogar 256) sowie mehrstimmigen Synthesizer-Sound, der an das angeschlossene Fernsehgerät übertragen wurde. Obwohl die beiden Rechner sich also technisch sehr ähnlich waren, tobten zu jener Zeit »Systemkriege«, die sich ohne Weiteres mit den späteren PC/Apple- oder Linux/Windows-»Glaubenskriegen« vergleichen lassen.[ 6 ]

                Die nächste Generation von Homecomputern, die in der zweiten Hälfte der 1980er-Jahre erschien, basierte auf dem 16-Bit-Prozessor 68000 von Motorola und seinen Nachfolgern und war mit »richtigen« Betriebssystemen mit grafischer Benutzeroberfläche ausgestattet. Wieder stritten sich Commodore und Atari um den ersten Platz; auch die verschiedenen Modelle von Commodore Amiga und Atari ST waren mit vergleichbaren Features ausgestattet. Schon früher, nämlich 1984, war der ähnlich gestaltete Apple Macintosh erschienen; allerdings war er nicht für Heimanwender*innen konzipiert.

                Bemerkenswert ist, dass Standard-PCs erst viele Jahre später mit Multimedia-Fähigkeiten ausgestattet wurden, die auch nur ansatzweise mit Geräten wie Amiga oder ST vergleichbar waren. Noch heute sind diese Rechner bei manchen Künstlerinnen und Musikern beliebt, und zumindest im Fall des Amiga gibt es immer wieder Gerüchte um eine Wiederbelebung durch verschiedene Firmen.

                [image: Links: der Sinclair ZX81, rechts: Commodore C64, der berühmte »Brotkasten« (Quelle: Wikipedia)]

                Abbildung 1.3    
            Links: der Sinclair ZX81, rechts: Commodore C64, der berühmte »Brotkasten« (Quelle: Wikipedia)

                Zu Beginn der 1990er-Jahre wurden die Personal und Homecomputer nach und nach mit 32‐Bit-Prozessoren ausgestattet. Den Anfang machte der IBM-PC/AT mit dem 80386-Prozessor von Intel, dem wie bei den Vorgängermodellen wieder zahlreiche kompatible Nachbauten folgten. Apple ersetzte dagegen die Motorola-680xx-Prozessoren der frühen Macs durch PowerPC-Prozessoren mit anfangs 32 und später 64 Bit, was die Familie der PowerMacs einleitete. Bemerkenswerterweise wurde die Macintosh-Prozessorbasis danach noch zweimal gewechselt: Anstelle von PowerPC- wurden seit 2005 64-Bit-Intel-Multicore-Prozessoren[ 7 ] eingesetzt, und 2020 begann Apple damit, die ersten Macs mit dem in Kooperation mit der Firma ARM selbst entwickelten 64-Bit-Mehrkernprozessor M1 auszuliefern, einer leistungsfähigeren Variante der bereits seit Jahren in iPhones und iPads verwendeten Prozessoren.

                Die Leistungssteigerung der PC- und Mac-Prozessoren sorgte dafür, dass diese Rechner – besonders die günstigeren IBM-kompatiblen PCs – die klassischen Homecomputer verdrängten und nach den Büros auch den Heimbereich eroberten. Dazu wurden insbesondere im Bereich der Multimedia-Fähigkeiten große Fortschritte erzielt. Ein gewisses Problem bestand allerdings darin, dass die Betriebssysteme der frühen 1990er-Jahre nicht für die modernen 32-Bit-Architekturen ausgelegt waren. 1995 brachte Microsoft mit Windows 95 ein massentaugliches Kompromisssystem auf den Markt, das zwar noch immer einen MS-DOS-Unterbau besaß, aber innerhalb der grafischen Oberfläche echtes 32-Bit-Multitasking beherrschte. Erst im Jahr 2001 verabschiedete sich Microsoft mit Windows XP ganz von der MS-DOS-Vergangenheit im Heimsektor; im selben Jahr erschien die erste Version von Apples Neuentwicklung Mac OS X[ 8 ].

                Beide Systemwelten hatten übrigens viel weniger Schwierigkeiten beim Wechsel von 32- auf die heute dominierenden 64-Bit-Architekturen, genauso wenig wie das freie, für viele Plattformen verfügbare Betriebssystem Linux. Näheres zur Geschichte der Betriebssysteme erfahren Sie übrigens in Kapitel 6, »Betriebssysteme«.

            
            
                Ausblick in die nähere Zukunft

                Offiziell zählen alle heutigen Computer zur vierten Generation, zu den Computern mit Mikroprozessoren. Selbst mächtige Servermaschinen und Großrechner werden durch zahlreiche parallel betriebene Prozessoren realisiert. Eine offizielle fünfte Generation ist niemals ausgerufen worden.

                Dennoch zeichnen sich zurzeit verschiedene Entwicklungen ab, die in Zukunft zu einem Wandel auf dem Computermarkt führen könnten. Die wichtigsten sind folgende:

                
                    	
                        Es entstehen immer mehr spezielle mobile Geräte, die Teile der Funktionen des universellen PCs übernehmen. Dazu gehören Mobiltelefone mit Internet- und Multimedia-Funktionen (Smartphones) wie Apples iPhone oder die zahlreichen Google-Android-Geräte, Tablets (iPad, Samsung Galaxy Tab & Co.), PDAs oder spezielle Geräte, die wie eine Armbanduhr oder ein Gürtel getragen werden können oder in Kleidungsstücke eingebaut sind (Wearable Computers). In gleichem Maße wird das Internet, besonders in seiner drahtlosen Form, immer wichtiger.

                    

                    	
                        Über die klassische binäre Elektronik hinaus entstehen neue Ansätze für den Bau von Computern. Dazu gehören beispielsweise DNA-basierte Biorechner oder Computer auf der Basis von Lichtwellenleitern – diese auch als Glasfaserkabel bezeichneten Leitungen transportieren Licht anstelle elektrischen Stroms und kommen bereits seit Langem bei der Datenübertragung zum Einsatz (Kabelfernsehen, Netzwerke etc.). Ein weiteres interessantes Projekt ist der Quantencomputer: Da die Quantenmechanik besagt, dass ein Teilchen mehrere Zustände zur selben Zeit aufweisen kann, können sogenannte QBits (Quanten-Bits) codiert werden, die »1 und 0 gleichzeitig« enthalten – das Durchprobieren zahlreicher verschiedener Fälle muss nicht mehr nacheinander geschehen, sondern kann gleichzeitig erfolgen.

                    

                    	
                        Nach einer Welle der Euphorie in den Kindertagen der Computer war es um die künstliche Intelligenz (kurz KI oder auch AI für den englischen Begriff Artificial Intelligence) lange Zeit ruhig geworden, aber inzwischen ist das Thema wieder in aller Munde. Die Forschung hat sich erst einmal von dem Gedanken verabschiedet, das komplexe menschliche Gehirn nachzuahmen, und betreibt stattdessen Grundlagenforschung – sie simuliert beispielsweise das Zusammenspiel relativ weniger einzelner Nervenzellen in sogenannten neuronalen Netzen.

                        Die meisten in der Praxis eingesetzten KI-Varianten werden genauer als maschinelles Lernen (englisch: Machine Learning) bezeichnet. Es handelt sich um einen Sammelnamen für Verfahren, in denen Computerprogramme nach erster Anleitung selbstständig den Umgang mit bestimmten Daten erlernen; die Verfahren werden im Zusammenhang mit Big Data (sehr umfangreichen Datenmengen, die zum Beispiel im Umfeld viel benutzter Webanwendungen, der Onlinewerbung, aber auch im kaufmännischen oder wissenschaftlichen Bereich entstehen) verwendet. Näheres zu diesen interessanten Themen erfahren Sie in Kapitel 10, »Datenanalyse, Machine Learning, künstliche Intelligenz«.

                    

                

            
        
        
            1.2.3    Die Entwicklung der Programmiersprachen

            Damit ein Computer nützliche Aufgaben erledigen kann, muss er programmiert werden. Da in der kurzen Übersicht über die Computergeschichte bereits von Programmiersprachen die Rede war, folgt hier ein kurzer Abriss über deren Entwicklung.

            
                Die Maschinensprache des Prozessors

                Die einzige Sprache, die ein Mikroprozessor wirklich versteht, ist seine Maschinensprache. Sie besteht aus nichts weiter als aus Zahlen: Jeder Befehl, den der Prozessor »versteht«, besitzt einen bestimmten numerischen Code. Je nach Art des Befehls folgen auf die Befehlsnummer ein oder mehrere Argumente verschiedener Länge.

                Ein Maschinenprogramm ist für Menschen so gut wie unlesbar und schon gar nicht schreibbar. Wenn Sie eine binäre Programmdatei mit einem Texteditor öffnen, werden die gespeicherten Zahlen als Zeichen interpretiert; es erscheint merkwürdiger Zeichensalat, an manchen Stellen unterbrochen von kleinen Textblöcken, wenn das Programm normalen Text enthält.

                Angenommen, ein Programm enthielte den folgenden (fiktiven) Befehl:

                65 0 0 0 98


                Bei dem Befehl 65 könnte es sich beispielsweise um die Anweisung handeln, einen bestimmten Wert auf einen Speicherstapel zu legen; der Wert wird als 32-Bit-Ganzzahl angegeben, hier 98. Im Texteditor sähe das etwa so aus:

                A   b


                Das große A besitzt den Zeichencode 65, das kleine b den Code 98. Die drei Nullbytes werden in manchen Editoren als merkwürdige Sonderzeichen, in anderen als Leerzeichen angezeigt. Ein Rückschluss auf die tatsächlichen Befehle ist so gut wie unmöglich.

                Wenn Sie überhaupt jemals gezwungen sein sollten, Maschinensprachdateien von Hand zu modifizieren (zum Beispiel um ein Computerspiel zu überlisten), verwenden Sie besser einen Hex-Editor, der die einzelnen Werte nicht nur als ASCII-Zeichen, sondern zusätzlich hexadezimal darstellt. Hier könnte das Ganze folgendermaßen aussehen:

                41 00 00 00 62   A   b


            
            
                Assembler – die »benutzerfreundliche« Maschinensprache

                Um Maschinensprache halbwegs benutzbar zu machen, wurde der Assembler entwickelt. Anstatt die Befehle mit ihren tatsächlichen Zahlencodes zu schreiben, werden sie durch Kürzel dargestellt, die man sich mehr oder weniger gut merken kann – daher auch der Name Mnemonics. In der Regel werden diese Namen für die jeweiligen Assembler-Befehle unmittelbar vom Prozessorhersteller selbst festgelegt, um jegliches Chaos zu vermeiden.

                Die Assembler-Sprache ist von Prozessor zu Prozessor völlig verschieden. Jede Prozessorarchitektur versteht ihre ganz eigenen Arten von Befehlen, die entsprechend unterschiedlich in Assembler umgesetzt werden.

                Assembler ist sowohl der Name für diese vereinfachte Schreibweise der Maschinensprache als auch der Name für das Programm, das diese Sprache in die eigentliche Maschinensprache umsetzt (im Englischen wird die Sprache allerdings eher als Assembly Language bezeichnet).

                Das Assembler-Programm führt gegenüber der eigentlichen Maschinensprache oft eine Reihe von Erleichterungen ein. Viele Assembler beherrschen etwa die Definition sogenannter Makros: Immer wiederkehrende Abfolgen von Befehlen erhalten einen eindeutigen Namen und können dann später unter diesem Namen aufgerufen werden.

                Assembler wird heutzutage kaum noch zur Programmierung verwendet, zumindest nicht zur Erstellung vollständiger Programme. Wichtige Ausnahmen sind folgende:

                
                    	
                        In Betriebssystemen sind einige der besonders hardwarenahen Kernroutinen in Assembler des jeweiligen Prozessors geschrieben, und zwar vor allem damit der gesamte Rest des Systems so weit von der Hardware abstrahiert wird, dass er vollständig in einer höheren Sprache – meist C – geschrieben werden kann. Diese Vorgehensweise wurde in den 1970er-Jahren bei der Implementierung von Unix entwickelt und gilt noch heute.

                    

                    	
                        Auch Gerätetreiber, die zu den wichtigsten Bestandteilen der Betriebssysteme gehören, müssen manchmal überwiegend in Assembler geschrieben werden.

                    

                    	
                        Bestimmte Teile von Computerspielen werden hin und wieder in Assembler geschrieben. In der Spieleprogrammierung, besonders von schnellen 3D-Spielen, kommt es vor allem auf Geschwindigkeit an.

                    

                    	
                        Besonders systemnahe Computerviren (Bootsektorviren, die den Startbereich eines Datenträgers infizieren, und Programmviren, die ausführbare Programme befallen) sind meistens vollständig in Assembler geschrieben.

                    

                

            
            
                Die ersten höheren Programmiersprachen (Fortran, Cobol, BASIC)

                Als praktischer Ersatz für die maschinenorientierten Sprachen wurden Mitte der 1950er-Jahre die problem- oder benutzerorientierten Programmiersprachen eingeführt. Ihr Vorrat an möglichen Befehlen und ihre Syntax orientierten sich eher an den zu lösenden Problemen oder den Bedürfnissen der Programmierenden als an den Besonderheiten des Rechners.

                Diese Programmiersprachen müssen in die Maschinensprache des konkreten Prozessors übersetzt werden. Dazu wurden zwei grundlegende Vorgehensweisen entwickelt:

                
                    	
                        Der Compiler erzeugt ein dauerhaft lauffähiges Maschinensprachprogramm und speichert es als ausführbares Programm (Binary Executable) ab.

                    

                    	
                        Der Interpreter übersetzt den Quellcode dagegen Zeile für Zeile; der Code wird also während der Ausführung (zur Laufzeit) übersetzt. Interpretierte Sprachen werden häufig auch als Skriptsprachen bezeichnet.

                    

                

                
                    Compiler und Interpreter: moderne Mischformen

                    In der Praxis vermischen sich Compiler- und Interpreterverfahren heute immer häufiger. Einerseits übersetzen Compiler den Code oft nicht mehr in den Binärcode eines bestimmten Prozessors, sondern in Bytecode für eine virtuelle Maschine, die als Programm auf unterschiedlicher Hardware ausgeführt werden kann. Andererseits werden Skriptsprachen immer häufiger durch sogenannte Just-in-Time-Compiler komplett übersetzt, bevor das Programm ausgeführt wird, und der entstandene Bytecode wird oftmals in einem Cache zwischengespeichert.

                

                Die erste Generation der höheren Programmiersprachen war sehr einfach. Beispielsweise gab es noch keine echte Programmstrukturierung. Das ursprüngliche BASIC etwa verwendete Zeilennummern, zu denen gesprungen werden konnte, Fortran benutzte spezielle Sprungmarken.

                Jede dieser frühen Sprachen hatte eine spezielle Ausrichtung oder einen besonderen Verwendungszweck:

                
                    	
                        Fortran, entwickelt in den 1950er-Jahren, ist die Abkürzung für Formula Translator. Es handelt sich um eine besonders im Hinblick auf mathematische Bedürfnisse geschriebene Sprache. In den Ingenieurwissenschaften oder der Mathematik wird sie zum Teil noch heute gern verwendet.

                    

                    	
                        Cobol wurde ebenfalls in den 1950er-Jahren entwickelt. Der Name ist die Abkürzung für Common Business-oriented Language; es handelt sich also um eine Sprache, die vorwiegend für kaufmännische Anwendungszwecke, für Handel und Wirtschaft, geeignet ist. Cobol ist eine ziemlich »geschwätzige« Sprache. Es braucht relativ viele Wörter, um verhältnismäßig kurze Anweisungen auszudrücken. Beispielsweise können Sie in fast jeder Programmiersprache folgendermaßen den Wert der Variablen b durch 7 teilen und das Ergebnis in einer zweiten Variablen namens a speichern:

                        a = b / 7


                        In Cobol wird dagegen folgende Anweisung verwendet:

                        DIVIDE B BY 7 GIVING A


                    

                    	
                        BASIC wurde 1960 am Dartmouth College entwickelt. Der Name steht für Beginner’s All-Purpose Symbolic Instruction Code. Es handelt sich also um eine eher einfache Sprache für Anfänger*innen. Die Sprache fand ab der zweiten Hälfte der 1970er-Jahre, als die neu gegründete Firma Microsoft sie zum ersten Mal für Personal Computer anpasste, eine gewaltige Verbreitung. Fast jeder Homecomputer in den 1980er-Jahren hatte irgendeine BASIC-Variante im ROM eingebaut.

                        Zur Verdeutlichung sehen Sie hier ein kleines Beispielprogramm in »allgemeinem« BASIC, das fast jeder klassische BASIC-Interpreter verstehen würde:

                        10 PRINT "Wie heißt du?" 
20 INPUT A$ 
30 PRINT A$; " ist ein interessanter Name." 
40 PRINT "Noch mal (j/n)?" 
50 INPUT J$ 
60 IF J$ = "j" THEN GOTO 10


                        Die einzelnen Programmzeilen bedeuten Folgendes:

                        
                            	
                                (10) Ausgabe des Textes: »Wie heißt du?«

                            

                            	
                                (20) Eingabe der Variablen A$, die durch das Dollarzeichen als String-Variable (Textinhalt) gekennzeichnet wird.

                            

                            	
                                (30) Der eingegebene Name wird ausgegeben, gefolgt von »ist ein interessanter Name«.

                            

                            	
                                (40) Das Programm fragt, ob ein weiterer Durchgang gewünscht wird.

                            

                            	
                                (50) Eingabe der Variablen J$.

                            

                            	
                                (60) Hat J$ den Wert »j«, geht es weiter bei Zeile 10; das Programm wird erneut ausgeführt. Andernfalls endet das Programm, da keine weiteren Befehle mehr folgen.

                            

                        

                    

                

            
            
                Imperative oder prozedurale Programmiersprachen (Pascal, C)

                Diese Programmiersprachen erlauben eine Strukturierung von Programmen, darüber hinaus ist eine gewisse Modularisierung möglich: Programme können in kleinere logische Einheiten eingeteilt werden, Prozeduren oder Funktionen genannt. Diese sind bis zu einem gewissen Grad wiederverwendbar.

                Pascal wurde ab 1968 von dem Schweizer Mathematikprofessor Niklaus Wirth ausdrücklich als Lehrsprache entwickelt. Noch heute ist Pascal eine der beliebtesten Sprachen, um Schüler*innen oder Studierenden das Programmieren beizubringen, weil die Sprache zu einer klaren Programmstrukturierung zwingt.

                Die Programmiersprache C wurde 1971 von Dennis Ritchie und Brian Kernighan bei AT&T entwickelt, insbesondere um eine portierbare (auf andere Rechnerplattformen übertragbare) Version des Betriebssystems Unix zu schreiben. Ursprünglich wurde C für einen ganz bestimmten Computer und dessen Besonderheiten entwickelt, den DEC PDP-7. Aus diesem Grund ist C erstaunlich nah an den Fähigkeiten von Assembler, ohne so benutzerunfreundlich zu sein wie dieser.

                Hier sehen Sie zunächst ein einfaches Pascal-Programm:

                PROGRAM tagesgruss;
VAR name: STRING;
    zeit: INTEGER;

BEGIN
   writeln ('Hallo. Gib deinen Namen ein!');
   readln (name);
   writeln ('Gib die Uhrzeit ein - nur Stunde!');
   readln (zeit);
   IF zeit < 12 THEN
      writeln ('Guten Morgen ', name)
   ELSE
      IF zeit < 18 THEN
         writeln ('Guten Tag ', name)
      ELSE
         writeln ('Guten Abend ', name);
END.


                Das Programm begrüßt den Benutzer freundlich mit »Hallo«, und dieser wird aufgefordert, seinen Namen einzugeben. Daraufhin wartet es auf die Eingabe, die in der Variablen name gespeichert wird. Als Nächstes fragt das Programm nach der Uhrzeit beziehungsweise – genauer – nach der Stunde.

                In den verschachtelten IF-ELSE-Bedingungen wird dann je nach Tageszeit »Guten Morgen«, »Guten Tag« oder »Guten Abend« ausgegeben.

                Als Kontrast zu Pascal hier auch ein kleines C-Beispielprogramm:

                #include <stdio.h>

int main () {
   int a, b;
   printf ("Geben Sie die erste Zahl ein: ");
   scanf ("%d", &a);
   printf ("Geben Sie die zweite Zahl ein: ");
   scanf ("%d", &b);
   if (a < b)
      printf ("%d ist kleiner als %d.\n", a, b);
   else if (a > b)
      printf ("%d ist groesser als %d.\n", a, b);
   else
      printf ("Zweimal die Zahl %d.\n", a);
   return 0;
}


                Es wird die Eingabe zweier Zahlen erwartet. Anschließend werden die beiden Zahlen verglichen; je nach Größe der beiden Zahlen wird eine entsprechende Meldung ausgegeben.

                Die wichtigste Besonderheit ist, dass es kein Hauptprogramm gibt wie in Pascal, sondern nur die spezielle Funktion main(), die vom Betriebssystem aufgerufen wird. Falls Sie mehr über C wissen möchten: Bis zur 9. Auflage war in diesem Buch eine Einführung in diese Programmiersprache enthalten, die aus Platzgründen aktuelleren Themen weichen musste. Unter https://github.com/SaschaKersken/ITHandbuch10/blob/main/docs/programmiersprache_c.pdf können Sie die letzte Fassung aus der 9. Auflage lesen.

            
            
                Objektorientierte Programmiersprachen (Smalltalk, C++, Java, C#)

                In einer objektorientierten Sprache wird in wiederverwendbaren Paketen programmiert, den sogenannten Klassen. Eine Klasse ist eine allgemeine Vorlage für die Konstruktion von Objekten. Ein Objekt ist eine Datenstruktur, die selbst Funktionen enthält, um sich auf die gewünschte Art und Weise zu »verhalten«.

                Die wichtigsten Vorteile dieser Art der Programmierung sind die folgenden:

                
                    	
                        Kapselung: Datenstrukturen außerhalb eines Objekts können nicht direkt dessen innere Daten manipulieren, sondern nur seine offiziellen Methoden (Schnittstellen nach außen) benutzen. Dies sorgt für ein klares Programmdesign und schützt vor vielen Fehlern.

                    

                    	
                        Vererbung: Klassen können ihre Eigenschaften und Methoden an »Kindklassen« weitergeben, in denen nur noch die Unterschiede programmiert werden müssen. Dies beschleunigt die Softwareentwicklung und macht Programme noch einmal erheblich übersichtlicher.

                    

                

                Zu den wichtigsten objektorientierten Programmiersprachen gehören folgende:

                
                    	
                        Smalltalk war die erste vollständig objektorientierte Sprache überhaupt. Sie wurde in den 1970er-Jahren zur Programmierung der ersten grafischen Benutzeroberfläche entwickelt.

                    

                    	
                        C++ ist die objektorientierte Erweiterung der Programmiersprache C und wurde von Bjarne Stroustrup entwickelt. Da C++ abwärtskompatibel mit C ist, wurde die Sprache bald mit C gemischt eingesetzt; ihre besonderen Vorteile als objektorientierte Sprache wurden aber erst langsam angenommen.

                    

                    	
                        Java besitzt vor allem die Besonderheit, dass es sich um eine plattformunabhängige Sprache handelt. Sie brauchen ein Java-Programm nur einmal zu kompilieren, es läuft innerhalb eines speziellen Programms für die verschiedenen Plattformen, der virtuellen Java-Maschine (JVM).

                    

                    	
                        C# (C sharp) ist eine objektorientierte Sprache von Microsoft. Es handelt sich um eine der Sprachen, mit denen Anwendungen für das .NET Framework entwickelt werden können. Zwar betonte Microsoft bei der Einführung der Sprache aus Marketingerwägungen stets die Verwandtschaft mit C++, aber dennoch hat C# mehr mit Java gemeinsam als mit C++.

                    

                

            
            
                Logische und funktionale Programmiersprachen (LISP, Prolog, Logo)

                Einen völlig anderen Ansatz als die bisher behandelten Sprachen versprechen die logischen Programmiersprachen: Die Grundidee besteht darin, nicht den fertigen Algorithmus einzutippen und mit wechselnden Wertbelegungen vom Computer berechnen zu lassen, sondern das Grundproblem selbst zu formulieren und die Erzeugung einer möglichst optimalen Lösung dem Compiler zu überlassen.

                Die Idee der logischen Programmierung stammt bereits aus den 1960er-Jahren. Wegweisend waren die Arbeiten des Linguisten Noam Chomsky, der als Erster eine Verbindung zwischen Sprachwissenschaft und Informationstechnik herstellte. Auf dieser Grundlage entwickelten sich sogenannte Expertensysteme, die Fragen durch logische Schlussfolgerungen aus bereits bekannten Informationen beantworten können. Die logischen Programmiersprachen erwiesen sich als ideales Hilfsmittel zur Implementierung solcher Systeme.

                Logische Sprachen im engeren Sinne verwenden die Prädikatenlogik zur Formulierung von Ausdrücken oder Termen; der wichtigste Vertreter ist Prolog.

                Sprachen mit ähnlichem Ansatz, aber anderer Syntax werden auch als funktionale Sprachen bezeichnet; dazu gehört vor allem LISP, aber auch die Sprache Logo, die hauptsächlich entworfen wurde, um Kindern die Denkweise der Computerprogrammierung beizubringen. Als gemeinsamen Oberbegriff verwendet man manchmal die Bezeichnung deklarative Programmiersprachen.

                In den letzten Jahren kommen logische und funktionale Programmiersprachen allmählich wieder in Mode, weil sich der Ansatz besonders gut zur Programmierung moderner Mehrkernprozessoren eignet. So entstanden die moderneren funktionalen Sprachen Erlang (logische Sprache, von Prolog inspiriert), Clojure (funktionale Sprache, im Grunde ein moderner LISP-Dialekt) und Scala (eine sogenannte Multiparadigmensprache, die neben funktionalen auch objektorientierte und imperative Aspekte enthält).

                Weitere Multiparadigmensprachen sind übrigens Ruby und das in Kapitel 7, »Grundlagen der Programmierung«, ausführlich behandelte Python. Anders als Scala entstammen diese jedoch ursprünglich der objektorientierten (Ruby) beziehungsweise imperativen Programmierung (Python). Auch Apples Programmiersprache Swift ist eine Multiparadigmensprache, ebenso wie die von Google entwickelte kompilierte Sprache Go, deren wichtigster Entwicklungszweck die Nebenläufigkeit ist (die parallele Ausführung mehrerer Aufgaben, nach Möglichkeit in Echtzeit).

                In diesem Buch wird keine ausschließlich oder überwiegend funktionale Sprache vermittelt, aber Sie lernen in Kapitel 7, »Grundlagen der Programmierung«, einige funktionale Aspekte von Python und Java kennen.

            
        
    


                    
                        
        1.3    Digitale Speicherung und Verarbeitung von Informationen

        In diesem Abschnitt wird kurz erläutert, wie ein Computer Informationen speichert und verarbeitet. Es besteht dabei ein grundsätzlicher Unterschied zwischen analogen und digitalen Daten: Analoge Informationen lassen sich in einer kontinuierlichen Wellenform wie in Abbildung 1.4 darstellen, die in immer kleinere Einheiten unterteilt werden können.

        In der Natur liegen alle Informationen zunächst in analoger Form vor: Das Bild, das Sie sehen, oder der Ton, den Sie hören, besitzt prinzipiell keine kleinste Informationseinheit oder Auflösung. Mit dieser Art von Informationen kann ein Computer heutiger Bauart nichts anfangen. Die besonderen Eigenschaften der Elektronik haben dazu geführt, dass Computer digital entworfen werden. Digital stammt vom englischen Wort Digit (Ziffer), dieses ist wiederum vom lateinischen digitus (Finger) abgeleitet, da die Finger von jeher zum Zählen eingesetzt wurden.

        [image: Schematische Darstellung von Analogdaten als Welle]

        Abbildung 1.4    
            Schematische Darstellung von Analogdaten als Welle

        Digital sind Informationen also immer dann, wenn sie in Form von Zahlen dargestellt werden können. Genauer gesagt, werden die Daten binär gespeichert, also als Abfolge von Einsen und Nullen. Das ist nicht genau dasselbe wie dual. Das Dualsystem ist das mathematische Zweiersystem, während binär allgemein die Speicherung beliebiger Daten durch zwei verschiedene Zustände bezeichnet.

        Die Speicherung von Zahlen erfolgt übrigens in der Tat dual, solange es sich um ganze Zahlen handelt. Eine Besonderheit gilt dabei für vorzeichenbehaftete (positive oder negative) Zahlen, bei denen das vorderste Bit für das Vorzeichen steht. Noch komplizierter wird es bei Fließkommazahlen, die in Exponentialschreibweise gespeichert werden. Auf die Darstellung von Zahlen im Computer wird in Kapitel 2, »Mathematische Grundlagen«, näher eingegangen.

        Charakteristisch für digitale Daten ist, dass es eine kleinste Informationseinheit gibt und dass die Information nicht mehr weiter aufgelöst werden kann. Während Analogdaten also durch die Wellenform gekennzeichnet sind, lassen sich Digitaldaten durch eine rechteckige Form darstellen (siehe Abbildung 1.5). In der Mathematik werden Objekte mit einem solchen »Mindestabstand« als diskrete Mengen bezeichnet, wobei es um einzelne, unterscheidbare Werte (englisch: discrete) und nicht um Verschwiegenheit (englisch: discreet) geht. Ein Alltagsbeispiel ist die Folge der ganzen Zahlen – im Unterschied zu den rationalen oder gar reellen Zahlen –, bei denen zwischen zwei beliebigen Elementen immer noch unendlich viele Zwischenwerte liegen.

        [image: Schematische Darstellung binärer Digitaldaten]

        Abbildung 1.5    
            Schematische Darstellung binärer Digitaldaten

        Die Umwandlung der analogen Eindrücke aus der Realität in computergeeignete digitale Daten wird als Digitalisierung bezeichnet. Je nach Datenart wird sie zum Beispiel von einem Scanner oder einer Digitalkamera bei Bildern oder von einer Soundkarte bei Tönen durchgeführt. Die folgenden Abschnitte sollen Ihnen einen groben Eindruck davon vermitteln, wie verschiedene Arten von Daten grundsätzlich gespeichert werden.

        
            1.3.1    Digitale Bilddaten

            Beachten Sie, dass es zwei grundlegende Arten von Computergrafik gibt: Die Pixelgrafik (auch Bitmap-Grafik genannt), von der hier die Rede ist, speichert ein Bild als rechteckiges Raster quadratischer Farbinformationen ab, den sogenannten Pixeln. Die Vektorgrafik speichert dagegen Umrisslinien und Kurven von Zeichnungen in Form mathematischer Formeln, die dann in praktisch beliebiger Auflösung als konkrete Pixel dargestellt werden können.

            Die Qualität eines gespeicherten Pixelbilds lässt sich durch die folgenden Sachverhalte charakterisieren:

            
                	
                    Die Auflösung gibt die Größe der einzelnen Pixel an. Die Angabe besagt, wie viele Pixel pro Zentimeter oder Inch gespeichert werden. Beachten Sie, dass für den Druck erheblich höhere Auflösungen erforderlich sind (etwa 300 Pixel pro Inch) als für eine gleich große Bildschirmfläche (gerechnet wird hier – unabhängig von der tatsächlichen Monitorgröße – meist mit 72 Pixeln pro Inch).

                

                	
                    Die Farbtiefe gibt an, wie viele Bits zur Speicherung der Informationen eines einzelnen Pixels verwendet werden. Je nach Farbtiefe kann eine bestimmte Anzahl verschiedener Farben eingesetzt werden. Beispielsweise ermöglicht eine Farbtiefe von 8 Bit nur 256 verschiedene Farben, 16 Bit bieten 65.536 Farben und 24 Bit sogar mehr als 16,7 Millionen (genauer gesagt: 16.777.216).

                

                	
                    In der Regel werden die einzelnen Farben nicht stur durchnummeriert, sondern aus einzelnen Grundfarben zusammengesetzt. Ohne hier näher darauf einzugehen, gibt es die additive Farbmischung der Lichtfarben Rot, Grün und Blau (RGB) sowie die subtraktive Mischung der Druckfarben Cyan, Magenta, Gelb und Schwarz (CMYK). Normalerweise wird für die Intensität jeder einzelnen Grundfarbe ein Farbkanal gespeichert. Die Farbtiefe wird dann pro Kanal angegeben, bei einem RGB-Bild mit 24 Bit Farbtiefe also beispielsweise 8 Bit (oder 256 Intensitätsstufen) pro Kanal.

                

            

        
        
            1.3.2    Digitale Audiodaten

            Töne werden mithilfe eines Verfahrens digitalisiert, das man Sampling nennt. Das Audiosignal wird in bestimmten Zeitabständen immer wieder abgetastet, genauer gesagt, wird die Amplitude (das Volumen) zum jeweiligen Zeitpunkt gemessen. Die Frequenz (Tonhöhe) ergibt sich dabei aus der zeitlichen Verteilung der Amplituden. Jeder einzelne Abtastvorgang (Sample) wird als numerischer Wert abgespeichert.

            In der Folge erweist sich die digitalisierte Tonabfolge als diskret in zweifacher Hinsicht: auf der x-Achse zeitdiskret durch das gleichbleibende Intervall zwischen den Messungen, auf der y-Achse wertdiskret durch die Beschränkung auf einzelne herausgegriffene (Mittel-)Werte.

            Genau wie bei Bildern gibt es auch hier verschiedene Merkmale, die die Datenmenge und die Qualität der gespeicherten Daten betreffen:

            
                	
                    Die Sampling-Rate gibt die Anzahl der Messvorgänge pro Sekunde an. Je höher die Frequenz dieser Messungen, desto höher ist die Tonqualität. Audio-CDs haben beispielsweise eine Sampling-Rate von 44,1 kHz (Kilohertz), es wird also 44.100-mal pro Sekunde gemessen. Multimedia-Produktionen wie Computerspiele oder Infotainment-Titel verwenden dagegen häufig die halbe Sampling-Rate von 22,05 kHz.

                

                	
                    Die Sampling-Tiefe gibt die Datenbreite des einzelnen gespeicherten Tons an, legt also fest, wie viele verschiedene Amplituden unterschieden werden. Bei Audio-CDs sorgt eine Sampling-Tiefe von 16 Bit (65.536 unterschiedliche Werte) für guten Ton; niedrigere Sampling-Tiefen klingen nicht besonders gut.

                

                	
                    Die Anzahl der Tonkanäle besagt, ob irgendeine Art von Raumklang gespeichert wird oder nicht. Wenn Audiodaten mono gespeichert werden, gibt es nur einen einzigen Kanal. Stereo verwendet zwei getrennte Kanäle, die über einen linken und einen rechten Lautsprecher ausgegeben werden können. Eine höhere Anzahl von Kanälen wie bei Quadrofonie, Dolby Surround oder 5.1-Sound bewirkt ein noch realistischeres Hörerlebnis.

                

            

            Tabelle 1.2 stellt die verschiedenen Merkmale von Bilddaten den vergleichbaren Eigenschaften von Tondaten gegenüber, um die entsprechenden Beziehungen zwischen den verschiedenen Arten von Digitaldaten zu verdeutlichen.
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            Tabelle 1.2    
            Vergleich der Merkmale von Bild- und Audiodaten

        
        
            1.3.3    Digitale Speicherung von Text

            Reiner Text (nicht der formatierte Text in Textverarbeitungsprogrammen!) wird als Abfolge nummerierter Zeichen eines Zeichensatzes gespeichert. Je nach Datenbreite des verwendeten Zeichensatzes können unterschiedlich viele verschiedene Zeichen verwendet werden. Der grundlegende Computerzeichensatz ist noch heute ASCII. Es handelt sich um einen 7 Bit breiten Zeichensatz, er enthält also 128 Zeichen. Es sind sämtliche Zeichen für die Darstellung englischsprachiger Texte verfügbar.

            Um auch Texte mit den Sonderzeichen der diversen europäischen und internationalen Sprachen darstellen zu können, wurden traditionell verschiedene Erweiterungen des ASCII-Codes verwendet. Da die 7 Bit der ASCII-Zeichen gewöhnlich in 8 Bit breiten Feldern gespeichert werden, steht Platz für weitere 128 Zeichen zur Verfügung. Auf diese Weise lassen sich lateinisch geschriebene Sprachen mit Sonderzeichen wie deutschen Umlauten darstellen, aber auch andere Buchstabenalphabete wie Arabisch, Russisch oder Griechisch. Silbenschriften wie Chinesisch oder Japanisch lassen sich dagegen auf diese Weise nicht speichern.

            Um viele verschiedene Zeichensätze »unter einen Hut zu bringen«, wurde der Unicode-Standard eingeführt. Es handelt sich um einen Zeichensatz mit 16 bis 32 Bit breiten Zeichen; es können also mindestens 65.536 verschiedene Zeichen gespeichert werden, in neueren Versionen sogar noch mehr. Auf diese Weise bietet Unicode genügend Platz für die Schriftzeichen der meisten Sprachen der Welt sowie für mathematische, technische und andere Sonderzeichen.

            Die verschiedenen Zeichensätze werden in Kapitel 17, »Weitere Datei- und Datenformate«, genauer besprochen.

        
    


                    
                        
        1.4    Übungsaufgaben

        In einem theoretischen Kapitel wie diesem gibt es nur Multiple-Choice-Kontrollfragen; in späteren, praxisorientierteren Kapiteln finden Sie dagegen auch viele Übungen zum praktischen Rechnen, Konzipieren, Modellieren und Programmieren. In beiden Fällen finden Sie die Lösungen auf der Verlagswebseite zum Buch (https://www.rheinwerk-verlag.de/5728).

        Im Folgenden ist jeweils genau eine Antwort richtig.

        
            	
                Welche der folgenden Teildisziplinen der reinen Informatik gibt es nicht?

                
                    	
                        Angewandte Informatik

                    

                    	
                        Physikalische Informatik

                    

                    	
                        Technische Informatik

                    

                    	
                        Theoretische Informatik

                    

                

            

            	
                Seit wann gibt es die Fachinformatik als dualen Ausbildungsberuf?

                
                    	
                        1984

                    

                    	
                        1996

                    

                    	
                        2001

                    

                    	
                        2007

                    

                

            

            	
                Welche der folgenden Fachrichtungen in der Fachinformatikausbildung gibt es nicht?

                
                    	
                        Systemintegration

                    

                    	
                        Daten- und Prozessanalyse

                    

                    	
                        IT-Sicherheit und Datenschutz

                    

                    	
                        Anwendungsentwicklung

                    

                

            

            	
                Was ist ein offizieller Bestandteil der Abschlussprüfung in den IT-Berufen?

                
                    	
                        Sprachprüfung technisches Englisch

                    

                    	
                        mündliche Prüfung zum Datenschutz

                    

                    	
                        schriftliche Prüfung Wirtschaft und Soziales

                    

                    	
                        zweimonatiges Praktikum mit Abschlussklausur

                    

                

            

            	
                Wie viel Prozent der Gesamtprüfungsnote macht die Präsentation des Abschlussprojekts inklusive Fachgespräch aus?

                
                    	
                        10 %

                    

                    	
                        20 %

                    

                    	
                        25 %

                    

                    	
                        50 %

                    

                

            

            	
                Welche der folgenden Aussagen über Algorithmen ist falsch?

                
                    	
                        Schritt-für-Schritt-Anleitung

                    

                    	
                        mathematisches Lösungsverfahren

                    

                    	
                        der Wortbestandteil Alg- steht für Algebra

                    

                    	
                        kann auf unterschiedliche Arten formuliert werden

                    

                

            

            	
                Welcher Aspekt führte zur Einführung der Stellenwertsysteme?

                
                    	
                        die Erfindung der Ziffernzeichen

                    

                    	
                        die Weiterentwicklung der Keilschrift

                    

                    	
                        die Einführung der Null

                    

                    	
                        die Entdeckung der Arithmetik

                    

                

            

            	
                Was baute Blaise Pascal?

                
                    	
                        eine Universalrechenmaschine

                    

                    	
                        eine Addiermaschine

                    

                    	
                        einen Sextanten

                    

                    	
                        eine Digitaluhr

                    

                

            

            	
                Welcher frühe Vorläufer des modernen Computers wurde nie fertiggestellt?

                
                    	
                        die Analytical Engine

                    

                    	
                        die Differential Engine

                    

                    	
                        die Z3

                    

                    	
                        der ENIAC

                    

                

            

            	
                Welches Bauelement wurde für die ersten elektronischen Rechner eingesetzt?

                
                    	
                        der Transistor

                    

                    	
                        der integrierte Schaltkreis

                    

                    	
                        der Kondensator

                    

                    	
                        die Elektronenröhre

                    

                

            

            	
                Wie viele Generationen elektronischer Rechner werden unterschieden?

                
                    	
                        drei

                    

                    	
                        vier

                    

                    	
                        fünf

                    

                    	
                        sechs

                    

                

            

            	
                Nach welchem Prinzip funktionierten die ersten Rechner von Konrad Zuse?

                
                    	
                        elektromagnetisch

                    

                    	
                        elektrochemisch

                    

                    	
                        elektromechanisch

                    

                    	
                        elektrolytisch

                    

                

            

            	
                Wie viele Werte lassen sich mit 4 Bit Wortbreite darstellen?

                
                    	
                        4

                    

                    	
                        8

                    

                    	
                        16

                    

                    	
                        32

                    

                

            

            	
                Welche der folgenden Programmiersprachen ist nicht objektorientiert?

                
                    	
                        C++

                    

                    	
                        Smalltalk

                    

                    	
                        Java

                    

                    	
                        Cobol

                    

                

            

            	
                Welcher der folgenden Namen steht in keiner Verbindung zur Entwicklung einer Programmiersprache?

                
                    	
                        Brian Kernighan

                    

                    	
                        Kai Krause

                    

                    	
                        Niklaus Wirth

                    

                    	
                        Dennis Ritchie

                    

                

            

            	
                Auf welcher Grundlage basiert die Arbeitsweise des Computers?

                
                    	
                        Dualsystem

                    

                    	
                        Dezimalsystem

                    

                    	
                        Analogelektronik

                    

                    	
                        Binärlogik

                    

                

            

        

    


                    
                        2    Mathematische Grundlagen
Unser Dasein liegt zwischen zwei Ewigkeiten.
– Blaise Pascal
Dieses Kapitel bietet einen Überblick über alle Aspekte der Mathematik, die für die Ausbildungsinhalte der Fachinformatik relevant sind. Sie bilden eine wesentliche Grundlage für das Verständnis von Computerprogrammen und vielen Algorithmen. Wer die Logik versteht, die den einzelnen Vorgängen in Computersystemen zugrunde liegt, und die mathematische Basis von Lösungsverfahren in der Informatik beherrscht, wird geringere Schwierigkeiten haben, mit Software umzugehen und welche zu schreiben.
Die grundlegenden Arbeitsschritte, die ein Computer ausführt, sind mathematische und logische Operationen: Der Mikroprozessor verknüpft Werte, die ihm ein Programm übergibt oder die er auf Anweisung aus dem Speicher oder von einem Eingabegerät liest, nach verschiedenen Vorschriften. Dazu gehören Grundrechenarten, Vergleiche und Wenn-dann-Beziehungen.
Die Logik, auf der der Ablauf von Computerprogrammen basiert, macht den Anfang der Themen in diesem Kapitel. Es folgen wichtige Berechnungsverfahren sowie die Grundlagen von Stochastik, linearer Algebra und Analysis, die vor allem für Datenanalyse und Machine Learning eine Rolle spielen. Zum Schluss wird betrachtet, wie Zahlen und andere Daten im Computer gespeichert werden.

        2.1    Einführung in die Logik

        Der Begriff Logik ist von dem griechischen Wort [image: image for unicode &#x03bb;][image: image for unicode &#x03cc;][image: image for unicode &#x03b3;][image: image for unicode &#x03bf;][image: image for unicode &#x03c2;] (logos) abgeleitet. Die Bedeutung dieses Worts hat eine lange Geschichte und ist nicht ganz eindeutig. Das altgriechische Verb [image: image for unicode &#x03bb;][image: image for unicode &#x03b5;][image: image for unicode &#x03b3;][image: image for unicode &#x03b5;][image: image for unicode &#x03b9;][image: image for unicode &#x03bd;] (legéin), das zunächst für sammeln oder auflesen steht, bildet die Wurzel des Worts; es ist verwandt mit dem lateinischen legere und dem deutschen lesen.

        Aus Sicht der Informatik ist die wichtigste Form der Logik die formale Logik. Ihre klassische Form ist die Aussagenlogik, die Wissenschaft von der Verknüpfung und Wechselwirkung von Aussagen, die in ihren wesentlichen Aspekten bereits in der Antike von Aristoteles geprägt wurde. Eine Aussage ist dabei ein beliebiger Satz, der eindeutig wahr oder eindeutig falsch ist, dessen Wahrheit also überprüft werden kann. Für die Mathematik wurde die Aussagenlogik erst nutzbar, als Gottlob Frege 1879 die Prädikatenlogik entwickelte, eine mathematisch-formale Schreibweise für Aussagen, auf der einige der im Folgenden verwendeten mathematischen Sätze basieren. Typische Formulierungen der Prädikatenlogik sind die bekannten Satzanfänge mit Quantoren: »Für alle x gilt: ...« (
            [image: image for unicode &#x2200;]x, All-Quantor) oder: »Es gibt (mindestens) ein x, für das gilt: ...« (
            [image: image for unicode &#x2203;]x, Existenz-Quantor), wobei Frege selbst umständlichere Schreibweisen verwendete.

        
            2.1.1    Aussagen

            Aussagen sind beispielsweise die folgenden Sätze:

            
                	
                    »Der Kölner Dom ist 157 Meter hoch.«

                

                	
                    »Der Kölner Dom ist 17 Meter hoch.«

                

                	
                    »Ich bin 17 Meter groß.«

                

            

            Die folgenden Sätze sind dagegen aus verschiedenen Gründen keine Aussagen:

            
                	
                    »Der Kölner Dom ist schön.« – Dies ist eine subjektive Meinungsäußerung, die für manche wahr und andere falsch sein kann.

                

                	
                    »Ist heute Freitag?« – Eine Frage ist keine Aussage; in diesem Fall kann die Antwort eine Aussage sein.

                

                	
                    »Wie geht es dir?« – Das ist ebenfalls eine Frage, allerdings ist hier auch die Antwort keinesfalls eine Aussage (sie ergibt wieder eine subjektive Meinungsäußerung).

                

            

            Die mathematischen Aussagen sind die Art von Aussagen, die im Zusammenhang mit Informatik und Computern besonders interessant sind. Eine mathematische Aussage ist ein System, das aus Termen (mathematischen Ausdrücken) besteht. Ein Term ist im einfachsten Fall eine numerische Konstante wie beispielsweise 100 oder –3,25, in komplexeren Fällen eine arithmetische Verknüpfung wie etwa 3 + 5, die sich in einen konkreten Wert auflösen lassen muss. Eine vollständige mathematische Aussage ist ein Vergleich zwischen Termen, der zwei mögliche Formen annehmen kann:

            
                	
                    Die Gleichung ist eine wahre Aussage, wenn die beiden verknüpften Terme den gleichen Wert haben.

                

                	
                    Die Ungleichung ist dagegen dann eine wahre Aussage, wenn die Werte der beiden verknüpften Terme auf eine vorgegebene Weise unterschiedlich sind.

                

            

            Beispiele für mathematische Aussagen sind folgende:

            
                	
                    5 + 6 = 6 + 5 ist eine Gleichung.

                

                	
                    5 + 6 < 6 + 5 ist eine Ungleichung; die Beziehung lautet in diesem Fall »ist kleiner als«.

                

            

            Sowohl sprachliche als auch mathematische Aussagen können, wie bereits erwähnt, wahr oder falsch sein. Hier sehen Sie einige Beispiele für wahre und falsche Aussagen:

            
                	
                    »Der Kölner Dom ist 17 Meter hoch.« – falsche sprachliche Aussage

                

                	
                    »Ein Tag hat 24 Stunden.« – wahre sprachliche Aussage

                

                	
                    5 > 7 – falsche mathematische Aussage (Ungleichung)

                

                	
                    7 > 5 – wahre mathematische Aussage (Ungleichung)

                

                	
                    3 + 4 = 34 – falsche mathematische Aussage (Gleichung)

                

                	
                    3 + 4 = 7 – wahre mathematische Aussage (Gleichung)

                

            

        
        
            2.1.2    Aussageformen

            Die in der Mathematik weitverbreiteten Formeln und verallgemeinerten Gleichungen mit Platzhaltern (Variablen oder Unbekannten) sind keine Aussagen. Schließlich gilt für sie die Bedingung nicht, dass sie eindeutig wahr oder falsch sein müssen. Beispielsweise lässt sich die allgemeine Gleichung a + b = 3 mit unendlich vielen Werten zu einer wahren oder auch zu einer falschen Aussage machen:

            
                	
                    a = 2; b = 1 oder a = 3,5; b = –0,5 ergeben eine wahre Aussage.

                

                	
                    a = 3; b = 5 oder a = 0,75; b = 0,2 ergeben eine falsche Aussage.

                

            

            Ein Wert, der in eine Aussageform eingesetzt wird und diese zu einer wahren Aussage macht, wird als Lösung dieser Aussageform oder – genauer – als Teil ihrer Lösungsmenge bezeichnet. Das Lösen von Gleichungen und Ungleichungen wird in Abschnitt 2.3.2, »Lösen von Gleichungen und Gleichungssystemen«, behandelt.

            Es gibt eine wichtige Ausnahme von der Regel, dass Ausdrücke mit Platzhaltern Aussageformen sind. Sätze gemäß der Prädikatenlogik sind Aussagen, sofern alle vorkommenden Variablen quantifiziert werden, wie Sie an folgenden wahren Beispielen leicht erkennen:

            
                	
                    
                        [image: image for unicode &#x2200;]x: x < x + 1 (für alle x gilt, dass x kleiner als x + 1 ist)

                

                	
                    
                        [image: image for unicode &#x2203;]x: x2 = 4 (es gibt mindestens ein x, dessen Quadrat 4 ist – genauer gesagt, gibt es natürlich zwei solche x, nämlich –2 und 2)

                

            

            Das Gegenteil prädikatenlogischer Aussagen wird übrigens mit dem jeweils anderen Quantor gebildet. Gilt beispielsweise eine Eigenschaft P(x) für alle x, ist die gegenteilige Aussage, dass es mindestens ein x gibt, für das P(x) nicht gilt. 
                [image: image for unicode &#x2200;]x: P(x) hat also das Gegenteil 
                [image: image for unicode &#x2203;]x: ¬P(x). Entsprechend ist das Gegenteil von 
                [image: image for unicode &#x2203;]x: P(x) die Aussage 
                [image: image for unicode &#x2200;]x: ¬P(x).

        
        
            2.1.3    Logische Verknüpfungen

            Nicht immer werden nur einzelne Aussagen betrachtet. Es ist üblich und oft notwendig, mehrere Aussagen mithilfe verschiedener logischer Verknüpfungen zu verbinden. Dazu gehören sowohl logische Schlussfolgerungen (Wenn-dann-Beziehungen) als auch einfache Und- sowie Oder-Verknüpfungen.

            Das gesamte Fachgebiet der logischen Verknüpfungen wird auch als boolesche Algebra bezeichnet, benannt nach dem britischen Mathematiker George Boole, der bereits im 19. Jahrhundert eine Algebra der binären logischen Verknüpfungen entwickelte.

            
                Logische Schlussfolgerungen

                Die Schlussfolgerung, das Lieblingsspielzeug der philosophischen Logik, ist eine Wenn-dann-Beziehung zwischen Aussagen; sie wird auch als Implikation bezeichnet. Computerprogramme arbeiten ebenfalls mit dieser Art der Logik, weil sie oft anhand bestimmter Bedingungen Entscheidungen treffen müssen.

                In der sprachlichen Aussagenlogik sieht eine Schlussfolgerung beispielsweise folgendermaßen aus:

                
                    	
                        Es regnet.

                    

                    	
                        Die Straße wird nass.

                    

                

                Schlussfolgerung: Wenn es regnet, wird die Straße nass.

                Oder in formaler Schreibweise: Es regnet. 
                    [image: image for unicode &#x27f9;]
                 Die Straße wird nass.

                Das Zeichen 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] wird als »daraus folgt« aufgelöst. Es gibt übrigens noch weitere Zeichen für Wenn-dann-Beziehungen. In der philosophischen Logik wird beispielsweise häufig 
                    [image: image for unicode &#x2283;] verwendet (das für die Mathematik eher ungünstig ist, da das Zeichen hier meist für die in einem späteren Abschnitt besprochene Obermenge steht). Auch 
                    [image: image for unicode &#x22a2;] und 
                    [image: image for unicode &#x2192;]
                 sind geläufig. Es gibt sehr spitzfindige Bedeutungsunterschiede zwischen diesen Zeichen, die jedoch für die Belange der Informatik in der Regel keine Rolle spielen.

                Die direkte Umkehrung einer solchen Schlussfolgerung (genauer Begriff: Kontraposition) ist nicht automatisch zulässig: Eine Aussage wie

                A 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] B (aus A folgt B)

                bedingt nicht den folgenden Schluss:

                B 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] A (aus B folgt A)

                Sprachlich formuliert, gilt also nicht die folgende Schlussfolgerung: Wenn die Straße nass wird, regnet es. Schließlich kann es zahlreiche Gründe dafür geben, dass eine Straße nass wird.

                Die korrekte Kontraposition bildet dagegen die verneinte Umkehrung:

                ¬B 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] ¬A (aus Nicht-B folgt Nicht-A)

                Auf das Sprachbeispiel übertragen: Wenn die Straße nicht nass wird, dann regnet es nicht. Dieser Satz ist intuitiv einleuchtend und richtig.

                Diese beiden Formen sind so wichtig, dass ihre tatsächliche Erfüllung in der (besonders philosophischen) Logik jeweils einen eigenen Namen hat:

                
                    	
                        Modus ponens (lateinisch für »setzender Modus«):

                        Gegeben: A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] B. 
Feststellung: A ist wahr. 
Schluss: Also ist auch B wahr.

                    

                    	
                        Modus tollens (lateinisch für »wegnehmender Modus«):

                        Gegeben: A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] B. 
Feststellung: B ist nicht wahr. 
Schluss: Also ist auch A nicht wahr.

                    

                

                Zur weiteren Verdeutlichung sehen Sie hier alle erlaubten Kontrapositionen (Umkehrschlüsse) im Überblick:

                
                    	
                        A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] B; Kontraposition: ¬B 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] ¬A 

                        Beispiel: Wenn es regnet, wird die Straße nass. 
Kontraposition: Wenn die Straße nicht nass wird, dann regnet es nicht.

                    

                    	
                        A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] ¬B; Kontraposition: B 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] ¬A 

                        Beispiel: Wenn die Sonne scheint, ist es nicht Nacht. 
Kontraposition: Wenn es Nacht ist, scheint nicht die Sonne.[ 9 ]

                    

                    	
                        ¬A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] B; Kontraposition: ¬B 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] A

                        Beispiel: Wenn nicht Wochenende, Feiertag oder Urlaub ist, dann muss ich arbeiten. 
Kontraposition: Wenn ich nicht arbeiten muss, dann ist Wochenende, Feiertag oder Urlaub.

                    

                    	
                        ¬A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] ¬B; Kontraposition: B 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] A

                        Beispiel: Wenn ich keinen Führerschein habe, darf ich nicht Auto fahren. 
Kontraposition: Wenn ich Auto fahren darf, habe ich den Führerschein.

                    

                

                Übrigens sind nicht alle Wenn-dann-Verknüpfungen gleich stark, also gleich zwingend. Um hier verschiedene Fälle zu unterscheiden, wird die jeweilige Wenn-Bedingung klassifiziert:

                
                    	
                        Eine Bedingung heißt hinreichend, wenn ihr Auftreten allein immer dazu führt, dass die Wirkung eintritt, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass auch andere Ursachen zur selben Wirkung führen können. Dass es regnet, ist eine hinreichende Bedingung dafür, dass die Straße nass wird. A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] B beschreibt genau diesen Fall.

                    

                    	
                        Die Bedingung wird notwendig genannt, wenn die Wirkung ohne sie nicht eintreten kann. Das besagt jedoch noch nicht, dass die Bedingung allein ausreicht, um die Wirkung zu erzielen. Beispielsweise ist es eine notwendige Bedingung für das Leuchten einer Lampe, dass ein Stromkreis geschlossen wird – etwa durch Betätigen eines Schalters. Diese Bedingung ist jedoch nicht hinreichend, denn es muss zum Beispiel zusätzlich sichergestellt sein, dass die verwendete Lampe technisch intakt (nicht defekt) ist. Formal beschreibt eine notwendige Bedingung die Beziehung ¬A 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] ¬B, die – wie bereits abgeleitet – auch als B 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] A geschrieben werden kann.

                    

                    	
                        Eine Bedingung ist hinreichend und notwendig, wenn diese eine Bedingung allein und keine andere dazu führt, dass eine bestimmte Wirkung eintritt. Diese Beziehung ist keine Schlussfolgerung im engeren Sinne, sondern wird auch Äquivalenz genannt und entweder durch den Äquivalenzpfeil 
                            [image: image for unicode &#x21d4;] oder – besonders in philosophischer und wissenschaftlicher Literatur – durch die Abkürzung gdw (genau dann, wenn) ausgedrückt. Eine natürliche Zahl ist beispielsweise gerade, gdw sie ohne Rest durch 2 teilbar ist. Anders ausgedrückt: n ist ohne Rest durch 2 teilbar 
                            [image: image for unicode &#x21d4;] n ist eine gerade Zahl. Wie die beiden Richtungen des Äquivalenzpfeils zeigen, ist die Beziehung jederzeit umkehrbar.

                    

                

                Etwas, das weder hinreichend noch notwendig ist, ist dagegen überhaupt keine Bedingung. Wenn ein Ereignis A statistisch relativ häufig vor oder zusammen mit einem Ereignis B auftritt, spricht man von einer Korrelation.

            
            
                Und- und Oder-Verknüpfungen

                Die beiden Verknüpfungen Und und Oder (AND und OR) sind die wichtigsten Mittel zur Verbindung mehrerer Aussagen oder Bedingungen. Werden mehrere Aussagen durch Und (
                    [image: image for unicode &#x2227;]) verknüpft (Konjunktion), ergibt sich nur dann eine wahre Aussage, wenn alle Teilaussagen wahr sind.

                Die Verknüpfung A 
                    [image: image for unicode &#x2227;] B ist also nur dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahre Aussagen sind.

                Sprachlich kann dies sehr gut durch zusammengesetzte Wenn-Bedingungen bei der Schlussfolgerung gezeigt werden, zum Beispiel:

                Wenn die Glühbirne funktioniert und der Lichtschalter eingeschaltet wird, dann leuchtet das Licht.

                Oder als einzelne Aussagen:

                
                    	
                        Die Glühbirne funktioniert.

                    

                    	
                        Der Lichtschalter ist eingeschaltet.

                    

                    	
                        Das Licht leuchtet.

                    

                

                Die erste und die zweite Aussage werden hier durch Und verknüpft und ergeben so die dritte Aussage:

                Die Glühbirne funktioniert. 
                    [image: image for unicode &#x2227;] Der Lichtschalter ist eingeschaltet. 
                    [image: image for unicode &#x27f9;]
                 Das Licht leuchtet.

                Schematisch lassen sich solche Verknüpfungen am einfachsten durch eine sogenannte Wahrheitswertetabelle darstellen. In einer solchen Tabelle (wie übrigens auch bei den Abläufen innerhalb eines Computers) wird eine wahre Aussage durch den Wert 1 und eine falsche Aussage durch die 0 dargestellt. Die Wahrheitswertetabelle für Und ([image: image for unicode &#x2227;]) sieht also folgendermaßen aus:
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                Tabelle 2.1    
            Wahrheitswertetabelle für die Und-Verknüpfung

                Logische Operationen wie die Und-Verknüpfung können im Computer auf zweierlei Arten genutzt werden:

                
                    	
                        Die logische Und-Operation dient tatsächlich, wie zuvor dargestellt, der Verkettung verschiedener Bedingungsprüfungen: Ein Programm soll einen bestimmten Schritt nur dann ausführen, wenn mehrere Teilbedingungen zutreffen.

                    

                    	
                        Demgegenüber verknüpft die bitweise Und-Operation die einzelnen Bits gespeicherter Werte, bevorzugt ganzer Zahlen. Dies wird beispielsweise genutzt, um aus einer Teilnetzmaske und einer IP-Adresse die Adresse des Netzwerks zu ermitteln (siehe Kapitel 5, »Netzwerkgrundlagen«).

                    

                

                In vielen Programmiersprachen – vor allem denjenigen, die ihre grundlegende Syntax von der Sprache C erben – wird das logische Und beispielsweise durch && dargestellt, bitweises Und dagegen durch &. Einzelheiten zur Verwendung bei der Programmierung erfahren Sie in Kapitel 7, »Grundlagen der Programmierung«.

                Eine Und-Verknüpfung und die im Anschluss dargestellte Oder-Verknüpfung lassen sich hardwaretechnisch durch recht simple Schaltungen realisieren. Genaues erfahren Sie im nächsten Kapitel.

                Werden dagegen mehrere Aussagen durch Oder (
                    [image: image for unicode &#x2228;]) verknüpft (Disjunktion), ist die Gesamtaussage wahr, wenn mindestens eine der Teilaussagen zutrifft.

                Die Beziehung A 
                    [image: image for unicode &#x2228;] B ist also wahr, wenn A wahr ist, wenn B wahr ist oder auch wenn A und B wahr sind. Hier sehen Sie zunächst wieder ein sprachliches Beispiel:

                Wenn ich eine Million im Lotto oder bei einer Quizsendung gewinne, dann bin ich Millionär. Die einzelnen Aussagen sind folgende:

                
                    	
                        Ich gewinne eine Million im Lotto.

                    

                    	
                        Ich gewinne eine Million bei einer Quizsendung.

                    

                    	
                        Ich bin Millionär.

                    

                

                Formal sieht diese Oder-Verknüpfung der beiden ersten Aussagen so aus:

                Ich gewinne eine Million im Lotto. 
                    [image: image for unicode &#x2228;] Ich gewinne eine Million bei einer Quizsendung. 
                    [image: image for unicode &#x27f9;]
                 Ich bin Millionär.

                Es ist egal, ob nur eine der beiden Voraussetzungen zutrifft oder ob beide wahr sind – in beiden Fällen stimmt die Schlussfolgerung.

                Auch die Oder-Verknüpfung kann logisch oder bitweise eingesetzt werden; aus der C-Tradition stammende Sprachen verwenden für das logische Oder die Zeichen ||, für das bitweise Oder dagegen |.

                In Tabelle 2.2 sehen Sie wieder die entsprechende schematische Darstellung als Wahrheitswertetabelle.
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                Tabelle 2.2    
            Wahrheitswertetabelle für die Oder-Verknüpfung

                Tabelle 2.3 zeigt eine Übersicht über die Und- und Oder-Verknüpfungen aller vier möglichen logischen Belegungen zweier Wahrheitswerte A und B sowie all ihrer Verneinungen.
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                Tabelle 2.3    
            Wahrheitswertetabelle aller normalen und verneinten Und- und Oder-Verknüpfungen

                Aus den Verhältnissen in Tabelle 2.3 ergeben sich die beiden folgenden wichtigen Äquivalenzen, die nach dem britischen Mathematiker Augustus De Morgan als De-Morgan-Theoreme bezeichnet werden:

                
                    [image: formula]

                
                Diese Beziehungen müssen Sie beim Programmieren beachten, wenn Sie verknüpfte Wenn-dann-Bedingungen formulieren.

                Die für die arithmetischen Operationen Addition (+) und Multiplikation (∙) gültigen elementaren Rechengesetze gelten übrigens auch für die Operationen Und und Oder:

                
                    	
                        Kommutativgesetz:

                    

                

                
                    [image: formula]

                
                
                    	
                        Assoziativgesetz:

                    

                

                
                    [image: formula]

                
                
                    	
                        Distributivgesetz:

                    

                

                
                    [image: formula]

                
                
                    	
                        Neutralitätsgesetz:

                        A 
                            [image: image for unicode &#x2227;] 1 = A – neutrales Element 1 (hier im Sinne von wahr) wie bei der Multiplikation

                        A 
                            [image: image for unicode &#x2228;] 0 = A – neutrales Element 0 (falsch) wie bei der Addition

                    

                

                Als Übung können Sie alle denkbaren Werte für die Platzhalter einsetzen und werden so feststellen, dass die genannten Gesetze tatsächlich zutreffen.

                Die Umformung logischer Sätze mithilfe der Rechengesetze wird als logischer Kalkül bezeichnet und sowohl in der Philosophie als auch in Mathematik und Informatik verwendet.

            
            
                Weitere logische Verknüpfungen

                Es gibt noch diverse andere logische Verknüpfungen. Eine von ihnen wird als Exklusiv-Oder bezeichnet. Da sie in der Mathematik nicht oft verwendet wird, besitzt sie kein einheitliches Zeichen, sondern trägt in der Regel den abgekürzten englischen Namen XOR (eXclusive OR). Sie wird auch als Antivalenz oder Kontravalenz bezeichnet, weil ihr Wahrheitswert wahr ist, wenn die Wahrheitswerte der Operanden unterschiedlich sind.

                Eine XOR-Verknüpfung zweier Aussagen ist nur dann wahr, wenn genau eine Teilaussage wahr ist. Das XOR steht sprachlich für »entweder ... oder«: Wenn ich entweder mit dem Bus oder mit dem Auto den richtigen Weg fahre, gelange ich zur Arbeit (ich kann auf keinen Fall mit Bus und Auto gleichzeitig fahren).

                Tabelle 2.4 zeigt die möglichen Ergebnisse der XOR-Verknüpfung.
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                Tabelle 2.4    
            Wahrheitswertetabelle für die XOR-Verknüpfung

                Viele Programmiersprachen besitzen keine eingebaute XOR-Operation. In diesen lässt sie sich durch den folgenden komplexeren Ausdruck simulieren:

                
                    [image: formula]

                
                In Programmiersprachen aus der C-Tradition, also etwa auch Java, gibt es XOR nur als Bit-Operator, nicht aber als logischen Operator. Das Symbol dafür ist ^. Das bitweise XOR wird insbesondere für Verschlüsselungs- und Prüfsummenoperationen eingesetzt, denn eine interessante Besonderheit der XOR-Operation besteht darin, dass ihre Umkehrung wieder eine XOR-Operation ist – es gilt:

                
                    [image: formula]

                
                Eine wichtige Beispielanwendung ist die Berechnung der Prüfsumme (Parity) in bestimmten RAID-Arrays. Es handelt sich um eine Zusammenfassung mehrerer Festplatten, die einer Steigerung der Performance und/oder der Datensicherheit insbesondere bei Serversystemen dient (siehe Kapitel 4, »Hardware«). RAID 3, 4 und 5 verknüpfen dabei zwei oder mehr gleich lange Bit-Folgen mit einer XOR-Operation. Wenn eine der beteiligten Festplatten versagt, lässt sich somit aus der umgekehrten XOR-Operation mit der intakten Folge beziehungsweise den intakten Folgen einerseits und der Prüfsumme andererseits die defekte Folge rekonstruieren.

                Die bereits im Zusammenhang mit Wenn-dann-Beziehungen erwähnte Äquivalenz (
                    [image: image for unicode &#x21d4;] oder gdw für genau dann, wenn) ist das Gegenstück zu XOR und wird daher auch als XNOR (Exklusiv-Nicht-Oder) bezeichnet: Sie ist wahr, wenn die Wahrheitswerte der beiden verglichenen Werte identisch sind, und ansonsten falsch, wie Tabelle 2.5 zeigt.
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                Tabelle 2.5    
            Wahrheitswertetabelle für die Äquivalenz

                Implikationen, also Wenn-dann-Beziehungen wie die zu Anfang des Abschnitts besprochene einfache Schlussfolgerung, lassen sich auch als logische Verknüpfungen mit Wahrheitswerten auffassen, die Sie in Tabelle 2.6 sehen. Das Format der Tabelle wurde im Vergleich zu den anderen Verknüpfungen geändert, weil Wenn-dann-Beziehungen, wie bereits praktisch gezeigt, nicht kommutativ sind.
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                Tabelle 2.6    
            Wahrheitswertetabelle für Wenn-dann-Verknüpfungen

                Warum ist ausschließlich die Aussage 1 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] 0, also »Aus einer wahren Aussage folgt eine falsche Aussage«, falsch? Auch dies lässt sich leicht an einem sprachlichen Beispiel zeigen: »Wenn die Lehrerin hereinkommt, beginnt die Unterrichtsstunde.« Kommt sie nicht herein, kann es sowohl passieren, dass die Stunde nicht beginnt (0 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] 0), als auch, dass sie trotzdem beginnt (0 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] 1), weil eine Vertretung den Unterricht übernimmt. Falls sie jedoch tatsächlich hereinkommt, kann es nicht sein, dass der Unterricht nicht beginnt (1 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] 0 ist falsch), sondern er beginnt unweigerlich (1 
                    [image: image for unicode &#x27f9;]
                 1 ist wahr).

                Auch anhand des ursprünglichen Beispiels »Wenn es regnet, wird die Straße nass« kann die Plausibilität dieser Wertetabelle gezeigt werden:

                
                    	
                        Es regnet nicht 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] die Straße wird nicht nass: Kann der Fall sein (0 
                            [image: image for unicode &#x27f9;]
                         0 ist wahr).

                    

                    	
                        Es regnet nicht 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] die Straße wird nass: Kann in Einzelfällen auch vorkommen, weil es andere Gründe geben kann, warum eine Straße nass wird (0 
                            [image: image for unicode &#x27f9;]
                         1 ist wahr).

                    

                    	
                        Es regnet 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] die Straße wird nicht nass: Dieser Fall ist ausgeschlossen (1 
                            [image: image for unicode &#x27f9;]
                         0 ist falsch).

                    

                    	
                        Es regnet 
                            [image: image for unicode &#x27f9;] die Straße wird nass: Dies ist der Regelfall der ursprünglich formulierten Wenn-dann-Beziehung (1 
                            [image: image for unicode &#x27f9;]
                         1 ist wahr).

                    

                

                Die Tatsache, dass nur die Kontraposition A 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] B 
                    [image: image for unicode &#x21d4;] ¬B 
                    [image: image for unicode &#x27f9;] ¬A gilt, lässt sich ebenfalls aus dieser Werteverteilung herleiten: Nur das Vertauschen sowohl der Werte als auch der Reihenfolge von A und B in der obigen Tabelle liefert dieselbe Verteilung der Wahrheitswerte.

            
            
                Vergleichsoperationen

                Diese Art logischer Verknüpfungen erzeugt Aussagen durch die Überprüfung von Termen auf Gleichheit oder Ungleichheit. Die resultierenden Aussagen können also wahr oder falsch sein.

                
                    	
                        Gleichheit:

                        A = B (A gleich B) ist wahr, wenn A den gleichen Wert hat wie B.

                    

                    	
                        Ungleichheit:

                        A 
                            [image: image for unicode &#x2260;] B (A ungleich B) ist wahr, wenn A einen anderen Wert hat als B.

                    

                    	
                        Ungleichheit mit Richtungsangabe:

                        
                            	
                                A < B (A ist kleiner als B) ist wahr, wenn A einen geringeren Wert hat als B.

                            

                            	
                                A > B (A ist größer als B) ist wahr, wenn A einen höheren Wert hat als B.

                            

                            	
                                A [image: image for unicode &#x2264;] B (A ist kleiner oder gleich B) ist wahr, wenn A entweder einen geringeren Wert als B oder den gleichen Wert wie B hat.

                            

                            	
                                A [image: image for unicode &#x2265;] B (A ist größer oder gleich B) ist wahr, wenn A entweder einen höheren Wert als B oder den gleichen Wert wie B hat.

                            

                        

                    

                

                A [image: image for unicode &#x2264;] B ist eine Kurzfassung für: A < B 
                    [image: image for unicode &#x2228;] A = B. A [image: image for unicode &#x2265;] B ist entsprechend eine Kurzfassung für: A > B 
                    [image: image for unicode &#x2228;] A = B.

                Die Umkehrungen (die gegenteiligen Aussagen) der Vergleichsoperationen sollten Sie sich merken:

                
                    	
                        Die Umkehraussage von A = B ist A 
                            [image: image for unicode &#x2260;] B.

                    

                    	
                        A < B besitzt die Umkehraussage A [image: image for unicode &#x2265;] B.

                    

                    	
                        A > B hat schließlich die Umkehraussage A [image: image for unicode &#x2264;] B.

                    

                

                Tabelle 2.7 verdeutlicht dies an Beispielen für den Vergleich verschiedener ganzzahliger Werte. Beachten Sie, dass die verknüpften Werte ganze Zahlen, die Ergebnisse (1 oder 0) aber Wahrheitswerte sind.
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                                0

                            
                            	
                                0

                            
                            	
                                1

                            
                        

                        
                            	
                                A [image: image for unicode &#x2264;] B

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                0

                            
                        

                        
                            	
                                A [image: image for unicode &#x2265;] B

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                0

                            
                            	
                                1

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.7    
            Beispiele für Vergleichsoperationen

            
            
                Logische Verknüpfungen in Computerprogrammen

                Da Zeichen wie 
                    [image: image for unicode &#x2260;], [image: image for unicode &#x2264;] und 
                    [image: image for unicode &#x2228;] nicht zum ASCII-Zeichensatz (dem ursprünglichen Standard-Computerzeichensatz) gehören, haben sich die Entwickler der verschiedenen Programmiersprachen andere Zeichen beziehungsweise Zeichenkombinationen ausgedacht. Ärgerlicherweise sind diese Bezeichnungen in den verschiedenen Sprachen nicht einheitlich. Tabelle 2.8 zeigt die Schreibweisen der Programmiersprachen C und Pascal im Vergleich.

                
                    
                        
                            	
                                Mathematik

                            
                            	
                                C-Schreibweise

                            
                            	
                                Pascal-Schreibweise

                            
                        

                    
                    
                        
                            	
                                a = b (Vergleich)

                            
                            	
                                a == b

                            
                            	
                                a = b

                            
                        

                        
                            	
                                a = b (Wertzuweisung)

                            
                            	
                                a = b

                            
                            	
                                a := b

                            
                        

                        
                            	
                                a 
                                    [image: image for unicode &#x2260;]
                                 b

                            
                            	
                                a != b

                            
                            	
                                a <> b

                            
                        

                        
                            	
                                a < b

                            
                            	
                                a < b

                            
                            	
                                a < b

                            
                        

                        
                            	
                                a > b

                            
                            	
                                a > b

                            
                            	
                                a > b

                            
                        

                        
                            	
                                a [image: image for unicode &#x2264;] b

                            
                            	
                                a <= b

                            
                            	
                                a <= b

                            
                        

                        
                            	
                                a [image: image for unicode &#x2265;] b

                            
                            	
                                a >= b

                            
                            	
                                a >= b

                            
                        

                        
                            	
                                a

                            
                            	
                                !a

                            
                            	
                                NOT a

                            
                        

                        
                            	
                                a 
                                    [image: image for unicode &#x2227;]
                                 b

                            
                            	
                                a && b (logisch)
a & b (bitweise)

                            
                            	
                                a AND b
a & b (bitweise)

                            
                        

                        
                            	
                                a 
                                    [image: image for unicode &#x2228;]
                                 b

                            
                            	
                                a || b (logisch)
a | b (bitweise)

                            
                            	
                                a OR b
a | b (bitweise)

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.8    
            Schreibweisen logischer Operationen in verschiedenen Programmiersprachen

                Beachten Sie, dass die C-Schreibweise vollständig oder mit einzelnen Abweichungen in einer ganzen Reihe von Sprachen verwendet wird, beispielsweise C++, Java, JavaScript, Perl, Ruby, PHP etc. Die Pascal-Schreibweise (bis auf die Verwendung von := für die Wertzuweisung) nutzen dagegen auch einige BASIC-Dialekte. In Python gibt es dagegen eine wichtige Abweichung von der C-Tradition: Die logischen Operatoren Und, Oder und Nicht werden wie in Pascal als and, or beziehungsweise not (allerdings zwingend klein) geschrieben. Beachten Sie, dass es die bitweisen Operatoren nicht in allen Pascal-Dialekten gibt und in den meisten BASIC-Varianten auch nicht. In Microsoft Visual Basic heißen sie genau wie die logischen Operatoren and und or, und es hängt vom Datentyp ab, welche Operation jeweils durchgeführt wird.

                Die in der Tabelle aufgeführte Wertzuweisung betrifft eine Besonderheit von Variablen in Programmiersprachen: Während eine Variable in der Mathematik lediglich ein Platzhalter ist, der für beliebige Werte stehen kann, ist sie in einer Programmiersprache ein Speicherplatz, der bei der Ausführung des Programms einen bestimmten wohldefinierten Wert enthält. Die Wertzuweisungsoperation dient dazu, ihr einen solchen Wert zuzuteilen.

            
        
    


                    
                        
        2.2    Mengenlehre und diskrete Mathematik

        Eine Menge ist eine Sammlung unterschiedlicher Elemente. Diese Elemente sind oft (aber nicht immer) Zahlen, die entweder einzeln aufgelistet oder durch bestimmte Regeln definiert werden.

        Als Schöpfer der Mengenlehre gilt der Mathematiker Georg Cantor, der ihre wesentlichen Grundlagen im 19. Jahrhundert schuf. Inzwischen ist es üblich geworden, die gesamte Mathematik von den Axiomen (als wahr geltenden Grundannahmen) der Mengenlehre herzuleiten. Um Paradoxa zu vermeiden, mussten diese Axiome allerdings rigoroser gefasst werden, als Cantor selbst dies tat.

        Das größte derartige Problem stellte die von dem Philosophen und Mathematiker Bertrand Russell geäußerte russellsche Antinomie dar, die in Form einer Frage formuliert wird: Wenn eine Menge aller Mengen gebildet wird, die sich nicht selbst als Element enthalten, enthält diese Menge dann sich selbst? Statt zu einer endgültigen Antwort führt diese Frage in einen unauflösbaren Widerspruch. Denn wenn diese Menge sich nicht selbst enthält, gehört sie zu den von ihr beschriebenen Mengen. Dadurch muss sie sich selbst enthalten, aber dadurch fällt sie wieder aus der Definition heraus.

        Die rigorose Neufassung der Mengenlehre, in der Konstrukte wie Russells Menge gar nicht als Mengen gelten, wurde von den Mathematikern Ernst Zermelo und Abraham Fraenkel geschaffen – daher bezeichnet als Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre.

        Der vorliegende Abschnitt bietet eine kurze Einführung in die Mengenlehre, gefolgt von einigen weiteren Aspekten der diskreten Mathematik. Dieses Teilgebiet der Mathematik beschäftigt sich mit Operationen in endlichen oder höchstens abzählbar unendlichen Mengen – im Gegensatz zum Beispiel zur Analysis (siehe Abschnitt 2.6, »Grundlagen der Analysis«), die im Kontinuum der reellen Zahlen stattfindet. »Diskret« ist hier also im Sinn von »wohlunterschieden« (englisch: discrete) und nicht etwa »verschwiegen« (englisch: discreet) gemeint. Die Begriffe »abzählbar unendlich« und »Kontinuum« werden in Kürze erläutert.

        
            2.2.1    Mengenoperationen

            Eine spezielle Form der logischen Verknüpfung beschäftigt sich mit den Beziehungen zwischen einem einzelnen Element und einer Menge beziehungsweise zwischen zwei Mengen.

            Beachten Sie für die Umsetzung im Computer, dass Mengenoperationen nicht in jeder Programmiersprache eingebaut sind. In Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«, lernen Sie dennoch einige Strategien dazu kennen, wie Sie Listen oder Mengen in verschiedenen Sprachen erzeugen und damit arbeiten.

            
                Beziehungen zwischen Mengen und einzelnen Werten

                Ein Wert ist Element einer Menge, wenn dieser Wert in der Menge vorkommt. Ein Wert ist nicht Element einer Menge, wenn dieser Wert nicht in der Menge vorkommt.

                Betrachten Sie zum Beispiel die Menge M, für die die folgende Definition gilt:

                
                    [image: formula]

                
                Es gelten diese Elementbeziehungen:

                
                    	
                        3 ist Element von M. Formale Schreibweise: [image: formula].

                    

                    	
                        2 ist nicht Element von M. Formale Schreibweise: [image: formula].

                    

                

                Eine weitere Menge P ist folgendermaßen definiert:

                
                    [image: formula]

                
                P ist also die Menge aller x, für die gilt: x ist kleiner als 5, und x ist Element der Menge der reellen Zahlen. Für diese Menge gelten die folgenden Elementbeziehungen:

                [image: formula], aber [image: formula]

                Eine wichtige Eigenschaft von Mengen ist die Anzahl der enthaltenen Elemente, die auch als Kardinalität oder Mächtigkeit einer Menge bezeichnet wird. Die Kardinalität einer Menge M wird |M| geschrieben. Es gibt Mengen mit endlich vielen Elementen, etwa die explizit festgelegte Menge {1, 2, 3}, aber auch solche mit unendlich vielen Elementen, beispielsweise die Menge der natürlichen Zahlen {1, 2, 3, 4, ...}. Mengen mit unendlich vielen Elementen können abzählbar unendlich sein – das bedeutet, dass ihre Elemente mit natürlichen Zahlen durchnummeriert werden können, was für die natürlichen Zahlen selbst intuitiv nachvollziehbar ist, da jede von ihnen sich selbst nummeriert.

            
            
                Beziehungen zwischen zwei Mengen

                Eine Menge M heißt Teilmenge einer Menge N, wenn jedes Element von M auch Element von N ist, wenn also für jedes x 
                    [image: image for unicode &#x2208;] M auch x 
                    [image: image for unicode &#x2208;] N gilt.

                Eine Menge M ist nicht Teilmenge einer Menge N, wenn es in M mindestens ein Element gibt, das nicht auch Element von N ist. Es gibt also mindestens ein x 
                    [image: image for unicode &#x2208;] M, für das gilt: x 
                    [image: image for unicode &#x2209;] N.

                Betrachten Sie beispielsweise diese Mengendefinitionen:

                
                    [image: formula]

                
                Es gelten die folgenden Mengenbeziehungen:

                
                    	
                        M 
                            [image: image for unicode &#x2282;] P (M ist Teilmenge von P)

                    

                    	
                        N 
                            [image: image for unicode &#x2284;] P (N ist nicht Teilmenge von P)

                    

                

                Übrigens ist die angegebene Teilmengendefinition ungenau: Die zuvor beschriebene Beziehung könnte ebenso gut bedeuten, dass zwei identische Mengen beschrieben werden. Deshalb heißt eine Menge M echte Teilmenge einer Menge N, wenn folgende Bedingungen gelten:

                
                    	
                        Für jedes x 
                            [image: image for unicode &#x2208;] M gilt auch x 
                            [image: image for unicode &#x2208;] N.

                    

                    	
                        Es existiert mindestens ein x 
                            [image: image for unicode &#x2208;] N, für das x 
                            [image: image for unicode &#x2209;] M gilt.

                    

                

                Wenn man es genau nimmt, wird nur für diese echte Teilmenge die Schreibweise M 
                    [image: image for unicode &#x2282;] N verwendet. Für die weiter oben definierte allgemeine Teilmenge, bei der M = N als Variante zulässig ist, wird stattdessen die Formulierung M [image: image for unicode &#x2ac5;] N (Teilmenge oder gleich) eingesetzt.

                Um die Gleichheit zweier Mengen M und N zu zeigen, werden übrigens in der Regel M [image: image for unicode &#x2ac5;] N und N [image: image for unicode &#x2ac5;] M separat bewiesen, sodass die beiden Mengen im Ergebnis nur noch identisch sein können.

                Wenn M [image: image for unicode &#x2ac5;] N gilt, wird N umgekehrt als Obermenge von M bezeichnet. Geschrieben wird dies als N [image: image for unicode &#x2ac6;] M (N ist Obermenge von oder gleich M). Die strengere Form M 
                    [image: image for unicode &#x2282;] N (echte Teilmenge) bedeutet entsprechend, dass N echte Obermenge von M ist: N 
                    [image: image for unicode &#x2283;] M.

                Eine Abfolge von Beziehungen echter Teilmengen beziehungsweise Obermengen lässt sich hervorragend an den Zahlenmengen der Mathematik demonstrieren. Dies sind im Einzelnen (von der speziellsten bis zur allgemeinsten) folgende:

                
                    	
                        Die Menge der natürlichen Zahlen. Natürliche Zahlen sind alle Zahlen, mit denen sich Anzahlen ausdrücken lassen. Intuitiv ist diese Menge folgendermaßen definiert:

                        
                            [image: formula]

                        
                        Die 0 gehört in der traditionellen Mathematik nicht zur Menge der natürlichen Zahlen, allerdings gibt es die spezielle Menge [image: image for unicode &#x2115;]0, die zusätzlich die 0 enthält. Vermutlich begünstigt durch den Einfluss der Informatik, schreibt die DIN-Norm 5473 allerdings vor, dass [image: image for unicode &#x2115;] die 0 enthält, während die spezielle Menge der natürlichen Zahlen ohne 0 als [image: image for unicode &#x2115;]* geschrieben wird.

                        Die Menge der natürlichen Zahlen – ob mit oder ohne 0 – ist, wie bereits erwähnt, abzählbar unendlich, wobei in diesem speziellen Fall jedes ihrer Elemente sich selbst nummeriert. Zudem haben zwei ihrer Elemente jeweils einen festgelegten numerischen Abstand (nämlich 1) voneinander – die Anzahl der Elemente zwischen zwei von ihnen ist also jeweils endlich und festgelegt. Dies ist eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung für abzählbare Unendlichkeit.

                    

                    	
                        Die Menge der ganzen Zahlen. Ebenso wie die natürlichen Zahlen sind auch die ganzen Zahlen, intuitiv betrachtet, Zahlen ohne Nachkommastellen, allerdings mitsamt 0 und negativen Zahlen. Es handelt sich um die folgende Menge:

                        
                            [image: formula]

                        
                        Auch diese Menge ist abzählbar unendlich, da das hinreichende Kriterium des identischen Abstands erfüllt ist. Das konkrete Abzählen lässt sich am besten organisieren, indem abwechselnd positive Zahlen mitsamt 0 und negative Zahlen gezählt werden, also: 1. 0, 2. –1, 3. 1, 4. –2, 5. 2, 6. –3 und so weiter.

                    

                    	
                        Die Menge der rationalen Zahlen. Dies sind sämtliche Zahlen, die durch die Division zweier ganzer Zahlen gebildet werden können, also neben den ganzen Zahlen selbst alle abbrechenden und alle periodischen Dezimalbrüche. Formal lautet die Definition dieser Menge folgendermaßen:

                        
                            [image: formula]

                        
                        Zwischen zwei rationalen Zahlen liegen immer unendlich viele weitere rationale Zahlen. Dennoch ist diese Menge abzählbar unendlich, weil sich alle denkbaren Brüche in eine abzählbare Reihenfolge bringen lassen, wie Georg Cantor bewies (Näheres dazu folgt in Abschnitt 2.2.2, »Abbildungen«).

                    

                    	
                        Die Menge der reellen Zahlen. Neben den abbrechenden und den periodischen Dezimalbrüchen gibt es auch unendlich viele nicht abbrechende, nicht periodische, die als irrationale Zahlen bezeichnet werden. Es handelt sich also um Zahlen mit unendlich vielen Nachkommastellen ohne Wiederholung (Periode). Beispiele sind etwa die Kreiszahl 
                                [image: image for unicode &#x03c0;]
                             (3,1415926...), die eulersche Zahl e (2,718281828...) – die Basis des natürlichen Logarithmus – oder [image: formula] (1,41421356...).

                        Formal haben diese Zahlen miteinander gemeinsam, dass ihr Quadrat eine positive Zahl oder 0 ist:

                        
                            [image: formula]

                        
                        Die Menge der reellen Zahlen ist unendlich und nicht abzählbar, weil sich die irrationalen Zahlen nicht in abzählbarer Form ordnen lassen – dies wird überabzählbar genannt. Die spezielle Unendlichkeit der reellen Zahlen wird als Kontinuum bezeichnet und oft mit c abgekürzt statt als 
                            [image: image for unicode &#x221e;]
                         geschrieben.

                        Teilmengen der reellen Zahlen werden – besonders in der Analysis – oft kurz als Intervalle geschrieben. Von diesen gibt es verschiedene Sorten:

                        
                            	
                                Geschlossene Intervalle [a,b] entsprechen Mengen mit der Bildungsvorschrift {x|a [image: image for unicode &#x2264;] x [image: image for unicode &#x2264;] b 
                                    [image: image for unicode &#x2227;] a, b, x 
                                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                                    [image: image for unicode &#x211d;]} – die »Randwerte« a und b sind mit anderen Worten Elemente des Intervalls.

                            

                            	
                                Offene Intervalle (a,b) sind identisch mit Mengen nach dem Schema {x|a < x < b 
                                    [image: image for unicode &#x2227;] a, b,x 
                                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                                    [image: image for unicode &#x211d;]} – die Werte nähern sich beliebig nah an a beziehungsweise b an, aber diese Werte selbst liegen außerhalb des Intervalls.

                            

                            	
                                Halboffene Intervalle [a,b) und (a,b], die den Mengen {x|a [image: image for unicode &#x2264;] x < b 
                                    [image: image for unicode &#x2227;] a, b, x 
                                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                                    [image: image for unicode &#x211d;]} beziehungsweise {x|a < x [image: image for unicode &#x2264;] b 
                                    [image: image for unicode &#x2227;] a, b, x 
                                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                                    [image: image for unicode &#x211d;]
                                } entsprechen, enthalten einen der Randwerte, während sie sich dem anderen nur annähern.

                            

                            	
                                Sonderfälle sind die nur auf einer Seite beschränkten Intervalle (–
                                    [image: image for unicode &#x221e;],b] oder (–
                                    [image: image for unicode &#x221e;],b) beziehungsweise [a,
                                    [image: image for unicode &#x221e;]) oder (a,
                                    [image: image for unicode &#x221e;]
                                ).

                            

                        

                        Beachten Sie, dass reelle Zahlen im Computer nicht dargestellt werden können, übrigens ebenso wenig wie periodische Dezimalbrüche. Wie im Folgenden ausgeführt, verwenden Rechner für jede Zahl eine festgelegte Anzahl von Bits und können Fließkommazahlen auf diese Weise mit einer bestimmten Genauigkeit, also nur mit einer endlichen Anzahl von Stellen, speichern.

                    

                    	
                        Die Menge der komplexen Zahlen. Eine Zahl mit negativem Quadrat ist intuitiv nicht vorstellbar (da sowohl positive als auch negative Zahlen, wenn man sie mit sich selbst multipliziert, zu einem positiven Ergebnis führen). Dennoch ist es zum Beispiel für mathematische Gedankenexperimente oder bestimmte Berechnungen aus der theoretischen Physik erforderlich, die Wurzeln negativer Zahlen zu berechnen.

                        Zu diesem Zweck wurden die imaginären Zahlen eingeführt. Sie reduzieren das Problem der Wurzel aus negativen Zahlen auf die nicht reelle Komponente i, die als Lösung der Gleichung i2 =–1 definiert ist (und natürlich nicht durch eine normale Berechnung aufgelöst werden kann). Jede imaginäre Zahl ist deshalb ein Vielfaches von i. Eine Summe aus einer imaginären Zahl (Imaginärteil) und einer reellen Zahl (Realteil) heißt komplexe Zahl; die Menge der komplexen Zahlen ist 
                            [image: image for unicode &#x2102;]
                        .

                        Die reellen Zahlen sind eine Teilmenge der komplexen Zahlen, nämlich die Menge derjenigen komplexen Zahlen, bei denen der Multiplikator des Imaginärteils 0 ist.

                    

                

                Jede der fünf hier genannten Mengen enthält die vorangegangene. Die verkettete Beziehung von Teil- beziehungsweise Obermengen lautet also:

                
                    [image: formula]

                
            
            
                Verknüpfungen von Mengen

                Ähnlich, wie Sie einzelne Werte durch arithmetische Operatoren oder durch logische Verknüpfungen miteinander verbinden können, existieren spezielle Mengenoperationen, deren Ergebnis eine Verknüpfung der ursprünglichen Mengen ist.

                
                    	
                        Die Schnittmenge. Die Schnittmenge M 
                            [image: image for unicode &#x2229;] N zweier Mengen M und N enthält all diejenigen Elemente x, für die x 
                            [image: image for unicode &#x2208;] M und gleichzeitig x 
                            [image: image for unicode &#x2208;] N gilt. Hier sehen Sie ein Beispiel:

                        
                            [image: formula]

                        
                        Beachten Sie, dass das Ergebnis nicht 4 lautet, sondern »die Menge, in der nur die 4 enthalten ist«. Eine Schnittmenge ist also auch dann eine Menge, wenn sie nur ein Element enthält. Wenn die beiden verknüpften Mengen keine gemeinsamen Elemente besitzen, geschieht sogar Folgendes:

                        
                            [image: formula]

                        
                        {} beziehungsweise 
                            [image: image for unicode &#x2205;] wird dabei als leere Menge bezeichnet. Zwei Mengen mit leerer Schnittmenge werden disjunkt genannt.

                    

                    	
                        Die Vereinigungsmenge. Die Vereinigungsmenge M 
                            [image: image for unicode &#x222a;] N zweier Mengen M und N ist die »verbundene« Menge aller x 
                            [image: image for unicode &#x2208;] M und aller y 
                            [image: image for unicode &#x2208;] N. Hier ein Beispiel:

                        
                            [image: formula]

                        
                    

                    	
                        Die Differenzmenge (Komplement oder Restmenge). Wenn aus der Menge M alle Elemente einer Menge N, die auch in M vorkommen, entfernt werden, dann ist das Ergebnis die Differenzmenge M\N, gesprochen »M ohne N«, beispielsweise:

                        
                            [image: formula]

                        
                    

                

                Dass die mathematischen Zeichen für Schnitt- und Vereinigungsmenge (
                    [image: image for unicode &#x2229;] und 
                    [image: image for unicode &#x222a;]) wie abgerundete Varianten der Operatoren Und (
                    [image: image for unicode &#x2227;]) beziehungsweise Oder (
                    [image: image for unicode &#x2228;]) aussehen, ist natürlich Absicht, denn im Prinzip handelt es sich um deren Anwendung auf Mengen. In manchen Programmiersprachen werden sie auch entsprechend so geschrieben, also etwa && beziehungsweise and für die Schnittmenge und || beziehungsweise or für die Vereinigungsmenge. In späteren Kapiteln lernen Sie die Umsetzung der Mengenoperationen in verschiedenen Programmiersprachen kennen, und Datenbankoperationen in der Sprache SQL (siehe Kapitel 13, »Datenbanken«) sind auch nichts anderes als angewandte Mengenlehre.

                Genau wie bei den logischen Operatoren 
                    [image: image for unicode &#x2227;] und 
                    [image: image for unicode &#x2228;] gelten auch bei 
                    [image: image for unicode &#x2229;] und 
                    [image: image for unicode &#x222a;] die wichtigsten Rechengesetze, die hier an den Mengen A := {1, 2, 3}, B := {4, 3, 2} und C := {2, 4, 6} demonstriert werden (die Elemente von B wurden zu Demonstrationszwecken anders als üblich absteigend sortiert hingeschrieben):

                
                    	
                        Kommutativgesetz

                        A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] B = B 
                            [image: image for unicode &#x2229;] A – {2 ,3} = {3, 2}

                        A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] B = B 
                            [image: image for unicode &#x222a;] A – {1, 2, 3, 4} = {4, 3, 2, 1}

                    

                    	
                        Assoziativgesetz

                        (A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] B) 
                            [image: image for unicode &#x2229;] C = A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] (B 
                            [image: image for unicode &#x2229;] C) – {2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x2229;] {2, 4, 6} = {4, 2} 
                            [image: image for unicode &#x2229;]
                         {1, 2, 3} = {2}

                        (A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] B) 
                            [image: image for unicode &#x222a;] C = A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] (B 
                            [image: image for unicode &#x222a;] C) – {1, 2, 3, 4} 
                            [image: image for unicode &#x222a;] {2, 4, 6} = {1, 2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x222a;]
                         {4, 3, 2, 6} = {1, 2, 3, 4, 6}

                    

                    	
                        Distributivgesetz

                        A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] (B 
                            [image: image for unicode &#x222a;] C) = (A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] B) 
                            [image: image for unicode &#x222a;] (A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] C) – {1, 2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x2229;] {4, 3, 2, 6} = {2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x222a;]
                         {2} = {2, 3}

                        A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] (B 
                            [image: image for unicode &#x2229;] C) = (A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] B) 
                            [image: image for unicode &#x2229;] (A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] C) – {1, 2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x222a;] {4, 2} = {1, 2, 3, 4} 
                            [image: image for unicode &#x2229;]
                         {1, 2, 3, 4, 6} = {1, 2, 3, 4}

                    

                    	
                        Neutralitätsgesetz

                        A 
                            [image: image for unicode &#x2229;] G = A (neutrales Element: Grundmenge, im vorliegenden Fall etwa die Menge der natürlichen Zahlen) – {1, 2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x2229;] {1, 2, 3, 4, 5, 
                            [image: image for unicode &#x2026;]
                        } = {1, 2, 3}

                        A 
                            [image: image for unicode &#x222a;] 
                            [image: image for unicode &#x2205;] = A (neutrales Element: leere Menge) – {1, 2, 3} 
                            [image: image for unicode &#x222a;] 
                            [image: image for unicode &#x2205;]
                         = {1, 2, 3}

                    

                

                Eine weitere Verknüpfung zwischen zwei Mengen ist das kartesische Produkt dieser Mengen. Es handelt sich um die Menge aller geordneten Paare aus den Elementen dieser Mengen, zum Beispiel:

                
                    [image: formula]

                
                Das kartesische Produkt zweier Mengen M und N hat die Kardinalität |M| ∙ |N|, im obigen Beispiel also 3 ∙ 3 = 9.

                Auf die Elemente einer einzelnen Menge baut dagegen die Potenzmenge auf: Sie ist die Menge aller Teilmengen der ursprünglichen Menge, einschließlich der leeren Menge und der vollständigen Menge. Das sieht zum Beispiel so aus:

                
                    [image: formula]

                
                Die Kardinalität der Potenzmenge einer Menge M ist 2|M|, im vorliegenden Fall mit |M| = 3 gilt also |P(M)| = 23 = 8.

            
        
        
            2.2.2    Abbildungen

            Eine Abbildung ordnet Elementen einer Menge Elemente einer anderen Menge (oder auch derselben Menge) zu. Geschrieben wird dies für zwei Mengen M und N, die in diesem Zusammenhang Definitionsmenge beziehungsweise Wertemenge genannt werden, und ihre Elemente m 
                [image: image for unicode &#x2208;] M und n 
                [image: image for unicode &#x2208;] N als Abbildung f: M 
                [image: image for unicode &#x2192;] N mit Elementen m 
                [image: image for unicode &#x21a6;] n. Dass der Pfeil für die Zuordnung der einzelnen Elemente links einen senkrechten Strich hat, können Sie sich leicht merken, wenn Sie sich vorstellen, dass er für je ein Element steht, dessen Äquivalent in der anderen Menge beschrieben wird. Ein Element der Menge M, dem ein Element aus N zugeordnet ist, wird Urbild der Abbildung genannt, das entsprechende Element aus N heißt Bild der Abbildung.

            
                Injektive, surjektive und bijektive Abbildungen

                Eine Abbildung wird injektiv genannt, wenn jedes Element der Wertemenge höchstens einem Element der Definitionsmenge zugeordnet wird, wenn also kein Wert doppelt vorkommt. Dazu muss die Wertemenge mindestens so viele Elemente enthalten wie die Definitionsmenge. Die beiden Mengen

                
                    [image: formula]

                
                erfüllen diese Eigenschaft. Ein Beispiel für eine injektive Abbildung oder Injektion zwischen diesen beiden Mengen ist f: M 
                    [image: image for unicode &#x2192;] N, m 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] n mit m 
                    [image: image for unicode &#x2208;] M, n 
                    [image: image for unicode &#x2208;] N mit den Zuordnungen 1 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 4, 2 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 5 und 3 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 6 (siehe Abbildung 2.1 oben).

                Kommt jedes Element der Wertemenge mindestens einmal als Bild vor, liegt eine surjektive Abbildung oder Surjektion vor. Zeigen lässt sich dies etwa an den beiden Mengen

                
                    [image: formula]

                
                Die Abbildung f: M 
                    [image: image for unicode &#x2192;] N, m 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] n mit m 
                    [image: image for unicode &#x2208;] M, n 
                    [image: image for unicode &#x2208;] N mit den Zuordnungen 1 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 5, 2 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 6, 3 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 7 und 4 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 5 ist surjektiv (siehe Abbildung 2.1 Mitte).

                Eine Abbildung, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist, bei der also jeweils genau einem Element der Definitionsmenge genau ein Element der Wertemenge zugeordnet wird, heißt bijektive Abbildung oder Bijektion. Betrachten Sie als Beispiel die beiden Mengen

                
                    [image: formula]

                
                Eine bijektive Abbildung f: M 
                    [image: image for unicode &#x2192;] N, m 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] n mit m 
                    [image: image for unicode &#x2208;] M, n 
                    [image: image for unicode &#x2208;] N könnte zum Beispiel aus den Zuordnungen 1 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 2, 2 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 4 und 3 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 6 bestehen (siehe Abbildung 2.1 unten).

                [image: Abbildungen zwischen (endlichen) Mengen – injektiv (oben), surjektiv (Mitte) und bijektiv (unten)]

                Abbildung 2.1    
            Abbildungen zwischen (endlichen) Mengen – injektiv (oben), surjektiv (Mitte) und bijektiv (unten)

                Genau dann, wenn eine Abbildung bijektiv ist, ist sie invertierbar. Das heißt, zu einer bijektiven Abbildung f: M 
                    [image: image for unicode &#x2192;] N, m 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] n mit m 
                    [image: image for unicode &#x2208;] M, n 
                    [image: image for unicode &#x2208;] N existiert die inverse Abbildung f–1: N 
                    [image: image for unicode &#x2192;] M,n 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] m mit den umgekehrten Zuordnungen. Die beiden Mengen werden unter einer solchen Abbildung als isomorph (von gleicher Struktur) bezeichnet.

            
            
                Abzählbare und überabzählbare Unendlichkeit

                Mithilfe des Begriffs der bijektiven Abbildung lässt sich die erwähnte abzählbare Unendlichkeit formal definieren: Eine unendliche Menge ist abzählbar unendlich, wenn eine Bijektion zwischen ihr und den natürlichen Zahlen besteht. Für die ganzen Zahlen wurde bereits gezeigt, wie das geht. Auch unendliche Mengen, die intuitiv betrachtet »weniger« Elemente haben als die natürlichen Zahlen, sind abzählbar unendlich. Beispielsweise können die geraden Zahlen mithilfe der Abbildung [image: formula], n 
                    [image: image for unicode &#x21a6;] 2n abgezählt werden (jeder natürlichen Zahl wird also ihr Doppeltes zugeordnet).

                Für die rationalen Zahlen zeigte Georg Cantor mit seinem ersten Diagonalargument, dass sie abzählbar unendlich sind. Dabei werden die Zähler aller – zunächst einmal positiven – Brüche in die Spalten und die Nenner in die Zeilen einer unendlich großen Tabelle einsortiert. Anschließend wird die Tabelle von links oben diagonal durchgezählt (Schema siehe Abbildung 2.2), wobei Brüche, die erweiterte Schreibweisen bereits gezählter sind, einfach weggelassen werden. Um die negativen Brüche hinzuzunehmen, werden diese in eine zweite, identisch aufgebaute Tabelle geschrieben, und die Abzählung erfolgt abwechselnd aus den beiden Tabellen.

                [image: Schematische Darstellung von Cantors erstem Diagonalargument, mit dem er die Abzählbarkeit der rationalen Zahlen bewies. Werden die Zahlen wie gezeigt diagonal durchwandert, ist garantiert, dass jede früher oder später an die Reihe kommt.]

                Abbildung 2.2    
            Schematische Darstellung von Cantors erstem Diagonalargument, mit dem er die Abzählbarkeit der rationalen Zahlen bewies. Werden die Zahlen wie gezeigt diagonal durchwandert, ist garantiert, dass jede früher oder später an die Reihe kommt.

                Auch andere Mengen sind abzählbar unendlich, zum Beispiel die Menge aller geordneten Paare natürlicher Zahlen. Überlegen Sie zur Übung selbst, wie sich diese abzählbar darstellen lassen.

                Um zu beweisen, dass die reellen Zahlen überabzählbar sind, verwendete Cantor ein zweites Diagonalargument. Dabei genügt bereits das Intervall (0,1), also die Menge aller reellen Zahlen, die größer als 0 und kleiner als 1 sind. Einmal angenommen, jemand behauptete, eine (abzählbar) unendlich lange Liste all dieser Zahlen aufgestellt zu haben (bei der Teilmenge der abbrechenden Dezimalbrüche werden die Zahlen nach rechts mit unendlich vielen Nullen aufgefüllt).

                Es lässt sich auf ganz einfache Weise eine Zahl aus dem Intervall konstruieren, die nicht in dieser Liste steht. Dazu wird die erste Nachkommastelle aus der ersten Zeile der Liste, die zweite aus der zweiten Zeile und so weiter betrachtet. Ist die jeweilige Ziffer 1, wird eine 2 notiert, ansonsten eine 1[ 10 ] (siehe Abbildung 2.3). Die dabei entstehende Abfolge von Nachkommastellen unterscheidet sich an ihrer ersten Position von der ersten Zahl in der Liste, an ihrer zweiten Position von der zweiten, an jeder weiteren Position von der Zahl in der entsprechenden Zeile. Damit ist durch Widerspruch bewiesen, dass bereits dieser kleine Ausschnitt aus den reellen Zahlen nicht abzählbar ist.

                [image: Schematische Darstellung von Cantors zweitem Diagonalargument, mit dem er bewies, dass die reellen Zahlen überabzählbar sind. Gegeben ist eine vermeintlich vollständige Liste aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, aber indem man diagonal eine Zahl konstruiert, die sich an je einer anderen Stelle von allen Zahlen in der Liste unterscheidet, erhält man eine Zahl, die garantiert nicht in der Liste auftaucht.]

                Abbildung 2.3    
            Schematische Darstellung von Cantors zweitem Diagonalargument, mit dem er bewies, dass die reellen Zahlen überabzählbar sind. Gegeben ist eine vermeintlich vollständige Liste aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1, aber indem man diagonal eine Zahl konstruiert, die sich an je einer anderen Stelle von allen Zahlen in der Liste unterscheidet, erhält man eine Zahl, die garantiert nicht in der Liste auftaucht.

                Ob es Unendlichkeiten gibt, deren Kardinalitäten zwischen der abzählbaren Unendlichkeit und der Überabzählbarkeit der reellen Zahlen liegen, ist übrigens im Rahmen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre unentscheidbar: 1938 bewies der österreichische Logiker Kurt Gödel (mehr zu ihm im nächsten Kapitel), dass diese sogenannte Kontinuumshypothese nicht widerlegt werden kann, und 1966 zeigte der amerikanische Mathematiker Paul Cohen, dass sie auch nicht bewiesen werden kann.

                »Größere« Unendlichkeiten als die Überabzählbarkeit der reellen Zahlen gibt es übrigens (überabzählbar) unendlich viele: Die Potenzmenge der reellen Zahlen hat beweisbar mehr Elemente als die Menge 
                    [image: image for unicode &#x211d;] selbst, und von jeder Potenzmenge kann wieder eine Potenzmenge mit noch mehr Elementen gebildet werden. Die verschiedenen Unendlichkeiten werden mit dem hebräischen Buchstaben Aleph (א) bezeichnet: [image: formula] ist die abzählbare Unendlichkeit, [image: formula] die überabzählbare Unendlichkeit von 
                    [image: image for unicode &#x211d;], [image: formula] die Kardinalität der Potenzmenge von 
                    [image: image for unicode &#x211d;]
                 und so weiter.

                Übrigens ist [image: formula], das heißt, die Potenzmenge der natürlichen Zahlen hat »genauso viele Elemente« wie die Menge der reellen Zahlen.

            
        
        
            2.2.3    Folgen und Reihen

            Zahlenfolgen sind die Abbildungen 
                [image: image for unicode &#x2115;] 
                [image: image for unicode &#x2192;] 
                [image: image for unicode &#x211d;] mit n 
                [image: image for unicode &#x21a6;] xn, die nach bestimmten Formeln oder Vorschriften gebildet werden. Das Durchzählen mithilfe natürlicher Zahlen wird in Form eines tiefgestellten Index geschrieben, also etwa so:

            
                [image: formula]

            
            Die einfachste Folge sind die natürlichen Zahlen selbst, die nach der offensichtlichen Formel

            
                [image: formula]

            
            gebildet werden.

            Auch arithmetische Operationen mit dem Index gehören zu den üblichen Bildungsvorschriften. Folgende Formel begründet beispielsweise die Folge der natürlichen Quadratzahlen:

            
                [image: formula]

            
            Auch der Bezug auf Elemente mit niedrigerem Index ist möglich, wie diese – rekursiv genannte – Bildungsvorschrift zeigt:

            
                [image: formula]

            
            Es handelt sich um die bekannte Fibonaccifolge mit den Elementen 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ... Diese wird unter anderem zur Beschreibung natürlicher Wachstumsvorgänge verwendet.

            Folgen können verschiedene Eigenschaften haben, die sich auch auf die später in diesem Kapitel beschriebenen Funktionen übertragen lassen. Eine wichtige Eigenschaft ist beispielsweise die Monotonie:

            
                	
                    Eine Folge heißt monoton steigend, wenn für jedes Element xn [image: image for unicode &#x2265;] xn–1 gilt. Die soeben beschriebene Fibonaccifolge ist ein Beispiel dafür.

                

                	
                    Streng monoton steigend ist eine Folge, wenn sogar xn > xn–1 gilt, zum Beispiel für die natürlichen Zahlen selbst.

                

                	
                    Monoton fallend wird eine Folge genannt, wenn umgekehrt xn [image: image for unicode &#x2264;] xn–1 gilt. Ein Beispiel wäre das negative Pendant der Fibonaccifolge mit den Elementen –1, –1, –2, –3, –5, –8, –13 und so weiter.

                

                	
                    Eine Folge wird als streng monoton fallend bezeichnet, wenn xn < xn–1 gilt. Das trifft etwa auf die negativen Zahlen (xn) = –n zu.

                

            

            Nur streng monotone Folgen sind in jedem Fall abzählbar unendlich, da genau einem Element von 
                [image: image for unicode &#x2115;] genau ein Element der Folge zugeordnet wird. Es handelt sich um bijektive Abbildungen zwischen den natürlichen Zahlen und den Folgegliedern. Alle anderen Folgen sind dagegen nur injektiv, da zwar jedem n 
                [image: image for unicode &#x2208;] N ein bestimmtes Element der Folge, aber nicht jedem Element der Folge ein eindeutiges n zugeordnet werden kann.

            Hat eine Folge für jedes n denselben Wert, wird sie als konstant bezeichnet. Ein Beispiel ist (xn) = 1 mit den Werten 1, 1, 1, 1, ... Konstante Folgen sind monoton (steigend oder fallend), aber natürlich nicht streng monoton. Die spezielle Konstante Folge (xn) = 0 ist der einfachste Fall einer Nullfolge.

            Wenn das Vorzeichen einer Folge bei jedem Element wechselt, heißt sie alternierend. Ein Beispiel dafür ist die bereits gezeigte abzählbare Reihenfolge für die ganzen Zahlen, deren Bildungsvorschrift wie folgt lautet:

            
                [image: formula]

            
            Wenn sich eine Folge zwischen zwei endlichen Werten s und S bewegt, sodass s [image: image for unicode &#x2264;] xn [image: image for unicode &#x2264;] S gilt, heißt die Folge beschränkt, wobei s als untere Schranke und S als obere Schranke bezeichnet wird. Dabei ist jedes s, das kleiner ist als alle Folgenglieder, eine untere Schranke, und jedes S, das größer ist als alle Folgenglieder, eine obere Schranke. Die größte untere Schranke einer Folge (xn) heißt Infimum inf(xn), die kleinste obere Schranke Supremum sup(xn). Ein Beispiel ist die Folge (xn) = sin n, bei der –1 das Infimum und 1 das Supremum bildet. Gibt es Folgenglieder, die gleich dem Infimum beziehungsweise dem Supremum sind, werden diese Werte auch Minimum beziehungsweise Maximum genannt.

            Nähern sich die Werte einer Folge immer enger an einen endlichen Wert an, ohne diesen unbedingt zu erreichen, statt ins Unendliche zu wachsen, ins negativ Unendliche zu schrumpfen oder zu alternieren, heißt der besagte endliche Wert Grenzwert dieser Folge. Beispielsweise nähert sich die Folge [image: formula] dem Wert 0 an. Mathematisch wird dies wie folgt geschrieben:

            
                [image: formula]

            
            Gesprochen, lautet diese Formel: Der Limes (lateinisch für »Grenzwert«) von [image: formula] für n gegen unendlich ist 0. Alternativ kann man sagen, dass die Folge gegen 0 konvergiert und damit konvergent ist, während Folgen ohne Grenzwert divergent heißen. Konstante Folgen sind gemäß der Definition konvergent. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, ist übrigens der allgemeinere Fall der Nullfolge.

            Eine Reihe besteht wie eine Folge aus Elementen mit Index, die in diesem Fall jedoch mithilfe einer arithmetischen Operation zusammengefasst werden, am häufigsten mit der Addition und der Multiplikation. Typischerweise handelt es sich um endlich viele Elemente, weil eine Summe oder ein Produkt unendlich vieler Zahlen in der praktischen Anwendung nicht immer sinnvoll ist.[ 11 ] Eine Summenreihe wird mithilfe des Zeichens 
                [image: image for unicode &#x2211;]
             (des griechischen Großbuchstabens Sigma) geschrieben:

            
                [image: formula]

            
            Hier ein Beispiel, das die ersten zehn Quadratzahlen aufaddiert:

            
                [image: formula]

            
            Eine Produktreihe wird im Prinzip genauso geschrieben, allerdings mit dem Zeichen 
                [image: image for unicode &#x220f;]
             (dem Großbuchstaben Pi):

            
                [image: formula]

            
            Das einfachste und bekannteste Beispiel für eine Produktreihe ist die Fakultät n!, die einfach die natürlichen Zahlen von 1 bis n miteinander multipliziert, beispielsweise:

            
                [image: formula]

            
        
        
            2.2.4    Beweise

            In Mathematik und Informatik werden mithilfe der Logik Beweise geführt, um zu zeigen, dass bestimmte mathematische Aussagen wahr sind. In der modernen Mathematik gründet sich jedes Teilgebiet auf möglichst wenige als wahr angenommene Axiome oder Postulate, und alle anderen Sätze und Formeln werden mithilfe logischer Schlussfolgerungen und Termumformungen aus diesen Axiomen beziehungsweise aus anderen, bereits bewiesenen Sätzen hergeleitet. Auch in der (besonders theoretischen) Informatik spielen Beweise eine Rolle, denn ein mathematischer Beweis für die Richtigkeit eines Algorithmus ist stets glaubwürdiger als Tests mit beliebig vielen Fallbeispielen.

            Bei einem korrekten Beweis muss klar sein, dass der bewiesene Sachverhalt für alle behaupteten Fälle gilt. Viel einfacher ist es, eine Behauptung zu widerlegen, denn dafür genügt ein einziges Gegenbeispiel. Das mathematische Beweisen ist kein vollständig automatisierbarer Prozess, sondern benötigt Kreativität und ist mit dem Lösen komplizierter Rätsel vergleichbar. Im Folgenden werden einige der wichtigsten Beweisverfahren anhand von Beispielen vorgestellt.

            
                Direkter Beweis

                Beim direkten Beweis wird die zu beweisende Aussage durch Termumformungen aus einem Axiom oder einer bereits bewiesenen Aussage hergeleitet, oder es wird durch solche Operationen gezeigt, dass zwei Terme äquivalent sind. Ein bekanntes Beispiel ist die Herleitung der drei quadratischen binomischen Formeln:

                
                    	
                        Für alle a, b 
                            [image: image for unicode &#x2208;] 
                            [image: image for unicode &#x211d;] gilt: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 Beweis durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen:

                        
                            [image: formula]

                        
                    

                    	
                        Für alle a, b 
                            [image: image for unicode &#x2208;] 
                            [image: image for unicode &#x211d;] gilt: (a – b)2 = a2 –2ab + b2 Beweis durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen:

                        
                            [image: formula]

                        
                    

                    	
                        Für alle a, b 
                            [image: image for unicode &#x2208;] 
                            [image: image for unicode &#x211d;] gilt: (a + b)(a – b) = a2 – b2 Beweis durch Ausmultiplizieren und Vereinfachen:

                        
                            [image: formula]

                        
                    

                

                Es folgt ein Beispiel für den direkten Beweis einer Aussage.

                Behauptung: Wenn eine natürliche Zahl n ungerade ist, ist auch n2 ungerade.

                Beweis: Für n = 1 gilt die Behauptung mit 12 = 1 trivial.[ 12 ] Jede ungerade Zahl größer als 1 lässt sich als 2m + 1 mit m 
                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                    [image: image for unicode &#x2115;]
                 schreiben. Damit gilt:

                
                    [image: formula]

                
                Die letzte Umformung entspricht wieder dem Schema 2m + 1 und ist damit eine ungerade Zahl. [image: formula]

                Mit dem Zeichen »[image: formula]« oder der Abkürzung q.e.d. (quod erat demonstrandum, lateinisch für »was zu zeigen war«) wird das Ende eines Beweises markiert.

            
            
                Beweis durch Widerspruch

                Statt eine Aussage direkt zu beweisen, kann es einfacher sein, von ihrem Gegenteil auszugehen und zu zeigen, dass dieses in einen Widerspruch führt. Damit gilt die ursprüngliche Aussage als bewiesen. Als Beispiel folgt eine Variante von Euklids Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

                Behauptung: Es gibt unendlich viele Primzahlen.

                Beweis: Angenommen, es gäbe eine höchste Primzahl pn.

                Nun werden alle Primzahlen von p1 = 2 bis pn miteinander multipliziert, und 1 wird hinzuaddiert.

                
                    [image: formula]

                
                Das Ergebnis x ist durch keine der vorhandenen Primzahlen teilbar, denn durch das Addieren von 1 bleibt bei der Division durch jede von ihnen der Rest 1. Da jedoch jede natürliche Zahl entweder eine Primzahl oder das Produkt aus Primzahlen ist, ist x entweder selbst eine Primzahl, oder aber es gibt eine höhere Primzahl als pn, die ein Primfaktor von x ist. In beiden Fällen wurde widerlegt, dass pn die höchste Primzahl ist. Dies lässt sich für jede angenommene »höchste Primzahl« wiederholen, also gibt es keine höchste Primzahl, sondern stets noch weitere Primzahlen. [image: formula]

            
            
                Beweis durch vollständige Induktion

                Mit dem Prinzip der vollständigen Induktion ist es möglich, Aussagen für alle natürlichen Zahlen zu beweisen, die größer als ein angegebener oder gleich einem angegebenen Mindestwert sind. Ist nichts Näheres angegeben, ist dieser Mindestwert 1. Gerade in der Informatik gehört die vollständige Induktion zu den wichtigsten Beweisverfahren, weil sie mit der Rekursion verwandt ist (siehe Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«).

                Das Verfahren funktioniert wie folgt:

                
                    	
                        Als Induktionsanfang wird die zu beweisende Aussage arithmetisch für den Mindestwert gezeigt.

                    

                    	
                        Die Aussage wird noch einmal als Induktionsvoraussetzung formuliert (dieser Schritt wird manchmal weggelassen).

                    

                    	
                        Im Induktionsschritt wird davon ausgegangen, dass die Induktionsvoraussetzung bereits für ein n 
                            [image: image for unicode &#x2208;] 
                            [image: image for unicode &#x2115;] gilt (was ja durch den Induktionsanfang in der Tat der Fall ist). Nun muss durch Termumformungen, in denen die Induktionsvoraussetzung verwendet werden darf, gezeigt werden, dass die Aussage auch für n + 1 gilt.

                    

                    	
                        Am Ende steht der Induktionsschluss, der das Ergebnis des Induktionsschritts noch einmal explizit nennt und gegebenenfalls interpretiert.

                    

                

                Als Beispiel soll bewiesen werden, dass n2 + n für alle n 
                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                    [image: image for unicode &#x2115;]
                 gerade ist.

                Induktionsanfang: Für n = 1 gilt 12 + 1 = 1 + 1 = 2, eine gerade Zahl.

                Induktionsvoraussetzung: Es gelte, dass n2 + n eine gerade Zahl ist.

                Induktionsschritt: Es muss gezeigt werden, dass (n + 1)2 + (n + 1) eine gerade Zahl ist.

                
                    [image: formula]

                
                Induktionsschluss: (n2 + n) + 2(n + 1) ist eine gerade Zahl, denn n2 + n ist gemäß Induktionsvoraussetzung gerade, 2(n + 1) ist als Vielfaches von 2 ebenfalls gerade (da Teilbarkeit durch 2 die Definition einer geraden Zahl ist), und schließlich ist auch die Summe zweier gerader Zahlen immer gerade. Damit ist die Behauptung für alle n 
                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                    [image: image for unicode &#x2115;] bewiesen. [image: formula]

            
        
    


                    
                        
        2.3    Mathematische Verfahren im Alltag

        Bei der Implementierung von Computerprogrammen, aber auch bei der Lösung anderer Probleme des täglichen (Berufs-)Lebens sind einige weitere mathematische Verfahren wichtig. Zum Grundwissen gehören Dreisatzrechnung und die Lösung von Gleichungssystemen, die im vorliegenden Abschnitt behandelt werden. Für die Grundlagen von Stochastik, linearer Algebra und Analysis gibt es im Anschluss eigene Abschnitte, da sie unter anderem für Datenanalyse und maschinelles Lernen eine wichtige Rolle spielen. Beachten Sie, dass es hier aus Platzgründen nur jeweils einen kurzen Überblick über die einzelnen Themen geben kann. Insbesondere die Herleitung der verschiedenen Sätze aus den Axiomen der Mathematik mithilfe aufeinander aufbauender Beweise muss ich hier weglassen; es handelt sich daher im gesamten Kapitel um angewandte und nicht um reine Mathematik. In Anhang C, »Kommentiertes Literatur- und Linkverzeichnis«, werden Bücher und Websites empfohlen, in denen diese und andere mathematische Themen gründlicher behandelt werden.

        
            2.3.1    Dreisatz

            Der Dreisatz dient der Umrechnung von Verhältnissen: Wenn das Verhältnis zweier Werte zueinander bekannt und ein dritter Wert gegeben ist, kann daraus ein vierter Wert berechnet werden, der dasselbe Verhältnis zum dritten hat wie der zweite zum ersten. Mit anderen Worten, in einer Gleichung wie der folgenden wird der Wert x gesucht:

            
                [image: formula]

            
            Um das Problem zu lösen, wird die Formel wie folgt nach x aufgelöst:

            
                [image: formula]

            
            Hier ein konkretes Beispiel – wie die meisten Dreisatzprobleme als Textaufgabe formuliert und dem erweiterten IT-Umfeld entnommen: 25 m Netzwerkkabel von der Rolle kosten 13,95 
                €
            . Wie viel kosten 45 m?

            Die ursprüngliche Formel lautet hier:

            
                [image: formula]

            
            Nach x aufgelöst, ergibt sich daraus:

            
                [image: formula]

            
            Dies kann nun leicht berechnet werden, und so erfährt man, dass 45 m Netzwerkkabel für 25,11 
                €
             zu haben sind – es sei denn, das Geschäft gewährt Mengenrabatt.

        
        
            2.3.2    Lösen von Gleichungen und Gleichungssystemen

            Die einfachsten Gleichungen sind linear. Das bedeutet, dass die Unbekannten weder Basen noch Exponenten von Potenzen sind. Eine einzelne lineare Gleichung mit einer Unbekannten zu lösen – also denjenigen Wert der Unbekannten zu ermitteln, der die Gleichung zu einer wahren Aussage macht –, gelingt durch Termumformungen. Betrachten Sie etwa die folgende Gleichung:

            
                [image: formula]

            
            Ziel der Termumformung muss sein, die hier mit x bezeichnete Unbekannte auf einer Seite der Gleichung zu isolieren. Dabei ist jede Operation erlaubt, sofern sie auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens durchgeführt wird. Hier die Lösungsschritte für die obige Gleichung:

            
                [image: formula]

            
            Die Angabe einer Operation hinter dem senkrechten Strich bedeutet, dass die Operation auf beiden Seiten ausgeführt wird. Die nächste Zeile ist der Zustand nach der entsprechenden Operation, und durch die Äquivalenzpfeile wird betont, dass die Aussagen äquivalent sind. In der mathematischen Literatur wird manchmal eine der beiden Kennzeichnungen weggelassen.

            Eine lineare Ungleichung wird auf die gleiche Weise gelöst, aber die Lösung ist dann kein einzelner Wert, sondern eine Menge, zum Beispiel:

            
                [image: formula]

            
            Die Lösungsmenge [image: formula] ist also die Menge aller (wenn in der Aufgabenstellung nicht anders verlangt, reellen) Zahlen, die kleiner als 4 sind. Dies kann als Mengenbildungsvorschrift oder als Intervall geschrieben werden:

            
                [image: formula]

            
            Etwas schwieriger, aber keineswegs unmöglich ist es, Gleichungssysteme mit mehreren Unbekannten zu lösen. Dabei gilt als Faustregel, dass ein Gleichungssystem mit n Unbekannten nur dann eindeutig gelöst werden kann, wenn auch mindestens n Gleichungen vorhanden sind.

            Die einfachste Lösungsmöglichkeit ist in der Regel das sogenannte Einsetzungsverfahren: Eine der Gleichungen wird nach einer Unbekannten aufgelöst; der Wert auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens wird anstelle dieser Unbekannten in eine andere Gleichung eingesetzt. Auf diese Weise lässt sich die Anzahl der Unbekannten schrittweise reduzieren, bis sich eine Gleichung mit nur noch einer Unbekannten ergibt. Diese wird gelöst, und nun kann der konkrete Wert dieser Unbekannten zur Lösung der anderen Gleichungen verwendet werden.

            Hier ein einfaches Beispiel – ein lineares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

            
                [image: formula]

            
            Zuerst wird eine der Gleichungen durch Umformungen nach einer der Unbekannten aufgelöst, hier die erste Gleichung nach y:

            
                [image: formula]

            
            Jetzt kann der Ausdruck 7 – x anstelle von y in die andere Gleichung eingesetzt werden; daraus wird dann durch erneutes Umformen der konkrete Wert von x berechnet:

            
                [image: formula]

            
            Da eine der Unbekannten nun einen konkreten Wert besitzt, kann dieser in eine der Gleichungen eingesetzt werden, um durch eine letzte Umformungsfolge auch den Wert der anderen Unbekannten zu erhalten:

            
                [image: formula]

            
            Das Gleichungssystem ist also dann ein System wahrer Aussagen, wenn für [image: formula] der Wert 3 und für [image: formula] der Wert 4 eingesetzt wird. Weitere Verfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme lernen Sie in Abschnitt 2.5.2, »Matrizen«, kennen.

            Komplexer als die bisher behandelten linearen Gleichungen und Gleichungssysteme sind die Gleichungen höheren Grades (Polynome), bei denen die Unbekannte die Basis einer Potenz bildet; der Grad gibt dabei die höchste in der Gleichung vorkommende Potenz an.

            Das einfachste Beispiel ist die quadratische Gleichung (Polynom zweiten Grades), die folgende Form hat:

            
                [image: formula]

            
            Das bekannteste Lösungsverfahren für quadratische Gleichungen ist die pq-Formel. Um sie anzuwenden, müssen Sie die Gleichung zunächst durch Umrechnungen in die Normalform bringen:

            
                [image: formula]

            
            Aus der Gleichung

            
                [image: formula]

            
            wird durch solche Umrechnungen

            
                [image: formula]

            
            Die pq-Formel lautet:

            
                [image: formula]

            
            Wenn Addition und Subtraktion unterschiedliche Ergebnisse liefern, hat die Gleichung zwei Lösungen, sind sie identisch, hat sie nur eine, und sollte unter der Wurzel eine negative Zahl stehen, keine (zumindest keine reelle). Das lässt sich anschaulich im Graphen der zugehörigen Funktion zeigen: Die Parabel kann die x-Achse an zwei Stellen, an einer Stelle oder gar nicht schneiden. Beispiele für Funktionsgraphen sehen Sie in Abschnitt 2.6, »Grundlagen der Analysis«.

            Für die obige Normalform lautet die pq-Formel konkret wie folgt:

            
                [image: formula]

            
            Da [image: formula] kleiner als 0 ist, hat die Gleichung keine reelle Lösung. Anders sieht es bei

            
                [image: formula]

            
            aus, denn hier lautet die pq-Formel so:

            
                [image: formula]

            
            Die Lösungen werden entsprechend wie folgt berechnet:

            
                [image: formula]

            
        
    


                    
                        
        2.4    Grundlagen der Stochastik

        Stochastik ist der Oberbegriff für zwei verwandte Teilgebiete der Mathematik: Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Beide werden im Bereich der Datenanalyse intensiv verwendet und hier kurz angerissen.

        
            2.4.1    Wahrscheinlichkeitsrechnung

            Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ermittelt die Wahrscheinlichkeit, also die durchschnittliche relative Häufigkeit zufälliger Ereignisse. Eine Wahrscheinlichkeit wird dabei als Verhältnis des betrachteten Ereignisses zu allen denkbaren Ereignissen angegeben, also als Bruch zwischen 0 (das Ereignis trifft nie ein) und 1 (das Ereignis trifft immer ein).

            Beim Werfen einer Münze gibt es beispielsweise die beiden möglichen Ereignisse Kopf und Zahl. Da sie bei einer fairen Münze durchschnittlich gleich oft auftreten, beträgt die Wahrscheinlichkeit für jedes von ihnen [image: formula]. Die übliche mathematische Schreibweise lautet [image: formula] beziehungsweise [image: formula], wobei P die Abkürzung für das englische Wort Probability ist und das Ereignis jeweils durch ein Kürzel gekennzeichnet wird.

            Beim Werfen eines fairen Würfels gibt es dagegen sechs verschiedene Ereignisse, deren Wahrscheinlichkeit je [image: formula] beträgt. Der Begriff Fairness bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Wahrscheinlichkeit bestimmter Ereignisse nicht künstlich erhöht oder vermindert wird, etwa durch eine ungleiche Gewichtsverteilung beim Würfel. Faire Zufallsexperimente werden als Laplace-Experimente bezeichnet.

            Gegenstand von Berechnungen in der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die Kombination mehrerer Experimente und/oder Ereignisse. Dabei werden die Wahrscheinlichkeiten für die Kombination mehrerer Ereignisse addiert, während die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten Ergebnisses aus mehreren Experimenten im Allgemeinen multipliziert wird. Beispielsweise beträgt die Wahrscheinlichkeit, eine gerade Zahl (2, 4 oder 6) zu würfeln, [image: formula]. Die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Würfeln (oder zwei aufeinanderfolgenden Würfen desselben Würfels) zwei Sechser zu würfeln, ist dagegen [image: formula].

            Die meisten Zufallsexperimente lassen sich auf das Experiment »Ziehen verschiedenfarbiger Kugeln aus einer Urne« abstrahieren: In einem Gefäß (einer Urne) befinden sich mehrere Kugeln mit identischem Volumen und identischer Masse, aber verschiedenen Farben. Aus der Urne werden nun blind Kugeln gezogen, entweder mit oder ohne Zurücklegen der gezogenen Kugel nach jedem Zug. Dabei entspricht das mehrmalige Werfen eines Würfels beispielsweise dem Ziehen mit Zurücklegen, da es kein Problem ist, beliebig oft dieselbe Zahl zu würfeln. Die Ziehung der Lottozahlen ist dagegen ein Ziehen ohne Zurücklegen, denn hier kann jede Zahl nur einmal vertreten sein.

            Angenommen, in einer Urne befänden sich vier rote, zwei grüne und zwei blaue Kugeln. Die Wahrscheinlichkeit, beim einmaligen Ziehen eine rote Kugel zu ziehen, beträgt also [image: formula].

            Die Wahrscheinlichkeit, beim zweimaligen Ziehen zwei rote Kugeln zu erwischen, ist unterschiedlich, je nachdem, ob Sie die erste rote Kugel zurücklegen oder nicht: Beim Ziehen mit Zurücklegen ist die Wahrscheinlichkeit für beide Ziehungen [image: formula], denn vor jeder Ziehung befinden sich alle acht Kugeln in der Urne. Die Gesamtwahrscheinlichkeit für zwei rote Kugeln beträgt daher [image: formula]. Ziehen Sie dagegen ohne Zurücklegen, befinden sich in der zweiten Runde nur noch insgesamt sieben Kugeln in der Urne, von denen drei rot sind. Die Gesamtwahrscheinlichkeit beträgt in diesem Fall also [image: formula] und ist damit ungünstiger als beim Ziehen mit Zurücklegen.

            Noch etwas komplizierter wird es, wenn bei mehreren aufeinanderfolgenden Experimenten Kombinationswahrscheinlichkeiten verwendet werden. Wie hoch ist beispielsweise die Wahrscheinlichkeit, bei zwei Zügen ohne Zurücklegen mindestens eine rote Kugel zu erhalten? Das ist ein Fall für einen Wahrscheinlichkeitsbaum, der alle denkbaren Pfade enthält, die zum gewünschten Ereignis führen. Dabei wird für jedes Einzelexperiment auf jedem Pfad die Wahrscheinlichkeit notiert, um diese später berechnen zu können. In Abbildung 2.4 sehen Sie den Wahrscheinlichkeitsbaum für das genannte Ereignis.

            Die Wahrscheinlichkeitspfade verlaufen von links nach rechts und geben jede mögliche Kombination aus Ereignissen (in diesem Fall zwei) und ihre Wahrscheinlichkeiten an. Für die Pfade, die zum gewünschten Ereignis führen – in der Zeichnung durch dickere Linien hervorgehoben –, werden von links nach rechts die Wahrscheinlichkeiten multipliziert und anschließend addiert.

            [image: Wahrscheinlichkeitsbaum für das zweimalige Ziehen von Kugeln aus einer Urne ohne Zurücklegen]

            Abbildung 2.4    
            Wahrscheinlichkeitsbaum für das zweimalige Ziehen von Kugeln aus einer Urne ohne Zurücklegen

            Das Ereignis »mindestens eine rote Kugel« wird durch folgende Pfade erfüllt: rot – rot (Wahrscheinlichkeit [image: formula]), rot – grün ([image: formula]), rot – blau ([image: formula]), grün – rot ([image: formula]), blau – rot ([image: formula]). Die Summe der Wahrscheinlichkeiten dieser Pfade lautet:

            
                [image: formula]

            
            Die Wahrscheinlichkeit dafür, mindestens eine rote Kugel zu ziehen, beträgt also [image: formula], was ungefähr 0,7857 oder 78,57 % entspricht.

            Übrigens könnten Sie es sich im vorliegenden Fall einfacher machen: Ist die erste Kugel rot, spielt die Farbe der zweiten keine Rolle mehr. Damit können Sie die drei Wahrscheinlichkeiten für die zweite Kugel auf diesem Pfad zu 1 zusammenfassen, sodass sich insgesamt folgende vereinfachte Rechnung ergibt:

            
                [image: formula]

            
            Manchmal ist es sinnvoll, eine Wahrscheinlichkeit dadurch zu ermitteln, dass ihr Gegenteil – die sogenannte Gegenwahrscheinlichkeit – von 1 abgezogen wird. Bei einer Wahrscheinlichkeit x für ein bestimmtes Ereignis E beträgt die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses [image: formula] mit anderen Worten 1 – x, also

            
                [image: formula]

            
            Beispielsweise beträgt die Wahrscheinlichkeit dafür, dass Sie beim Ziehen zweier Kugeln ohne Zurücklegen keine rote erhalten, [image: formula], da »keine rote Kugel« das Gegenereignis zu »mindestens eine rote Kugel« ist. Wenn Sie möchten, können Sie dies leicht mithilfe des Wahrscheinlichkeitsbaums überprüfen.

        
        
            2.4.2    Statistik

            Aufgabe der Statistik ist es, die Ergebnisse von Messungen, Zählungen und anderen Datenerhebungen zu untersuchen und miteinander vergleichbar zu machen. Dafür gibt es eine Reihe von Hilfsmitteln und Berechnungsverfahren, von denen einige besonders häufig verwendete hier vorgestellt werden.

            
                Prozentrechnung

                Ein sehr wichtiges Werkzeug der Statistik und anderer Gebiete der Mathematik ist die Prozentrechnung, die es ermöglicht, verschiedene Werte in ein Verhältnis zueinander zu setzen, um sie vergleichbar zu machen.

                Betrachten Sie als Beispiel zwei kleine Gemeinden: In Gemeinde A wohnen 3.500 Personen, in Gemeinde B 5.000. In zwei aufeinanderfolgenden Jahren hat sich die Anzahl der Personen, die regelmäßig mit dem Fahrrad zur Arbeit beziehungsweise Schule fahren, gemäß den Werten in Tabelle 2.9 entwickelt.
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                Tabelle 2.9    
            Anzahl von Personen aus zwei verschiedenen Gemeinden, die regelmäßig mit dem Fahrrad zur Arbeit beziehungsweise zur Schule fahren

                Vergleichbar werden die verschiedenen Gemeinden und Jahre erst, wenn Sie die Anzahl der Radfahrenden nicht mehr absolut, sondern relativ zur Gesamtbevölkerung betrachten. Ein prozentualer Anteil erfüllt genau diese Aufgabe, da alle Werte ins Verhältnis zu 100 statt zur ursprünglichen Gesamtanzahl gesetzt werden. Die Umrechnung sucht also beispielsweise eine Zahl, die sich zu 100 verhält wie 670 zu 3.500. Mit anderen Worten:

                
                    [image: formula]

                
                In Jahr 1 fuhren also etwa 19,14 % der Bevölkerung mit dem Fahrrad zur Arbeit oder Schule. Tabelle 2.10 zeigt alle Prozentwerte im Überblick und macht sie so vergleichbar.
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                Tabelle 2.10    
            Gerundeter prozentualer Anteil der Personen aus den beiden Gemeinden, die regelmäßig mit dem Fahrrad zur Arbeit beziehungsweise zur Schule fahren

                Nun werden die Zusammenhänge klar: In Gemeinde B fuhren die Menschen in beiden Jahren öfter mit dem Fahrrad, und in beiden Gemeinden gab es einen Zuwachs vom ersten betrachteten Jahr zum zweiten. Auch dieser Zuwachs lässt sich prozentual ausdrücken, indem der Wert des ersten Jahres als 100 % betrachtet wird, sich 100 also etwa zu 19,14 % verhält wie der gesuchte Wert zu 24,29 % (was äquivalent zum Rechnen mit den absoluten Zahlen 670 beziehungsweise 850 ist):

                
                    [image: formula]

                
                In Gemeinde A beträgt die Fahrradnutzung im zweiten Jahr also etwa 126,91 % derjenigen im ersten Jahr; sie hat mit anderen Worten um 26,91 % zugenommen. Wenn Sie die gleiche Berechnung für Gemeinde B durchführen, erhalten Sie einen geringeren Zuwachs von ungefähr 18,18 %. Während Gemeinde B also insgesamt fahrradaffiner war und bleibt, ist der Zuwachs in Gemeinde A stärker, wobei sich ein wirklicher Trend natürlich erst nach einer Betrachtung von deutlich mehr als zwei Jahren feststellen lässt.

                Eine andere häufige Anwendung der Prozentrechnung betrifft die Umsatz- oder Mehrwertsteuer, die in Deutschland 7 % auf (im weitesten Sinne) Lebensnotwendiges und 19 % auf alle anderen Waren und Dienstleistungen beträgt. Hier ist zu beachten, dass Preise im Einzelhandel inklusive Mehrwertsteuer angegeben werden. Der ausgewiesene Preis ist also ein Bruttopreis und beträgt 107 % beziehungsweise 119 % des Nettopreises.

                Angenommen, ein Buch (Mehrwertsteuersatz 7 %) kostete 39,90 Euro. Dann beträgt der Nettopreis

                
                    [image: formula]

                
                Der Mehrwertsteuerbetrag ist entsprechend

                
                    [image: formula]

                
            
            
                Deskriptive Statistik

                Die meisten anderen Berechnungen der sogenannten deskriptiven Statistik werden auf Datenreihen (Gruppen von Messwerten oder anderen Zahlen) angewendet und ermöglichen bestimmte Aussagen über diese Reihen und die enthaltenen Werte. Angenommen beispielsweise, Sie würden eine Woche lang jeden Tag zur selben Uhrzeit die Außentemperatur messen und erhielten die folgenden Werte:
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                Tabelle 2.11    
            Daten für die statistische Analyse, in diesem Fall Temperaturmessungen einer Woche, jeweils zur selben Uhrzeit

                Für viele statistische Untersuchungen ist es zunächst einmal sinnvoll, die Datenreihe nach der Größe zu sortieren, und zum Rechnen ist es einfacher, eine eventuelle Maßeinheit (hier °C) wegzulassen. Nach dieser Behandlung sieht die Reihe so aus:

                14, 16, 18, 19, 20, 21, 21

                Zwei statistische Größen können Sie nun unmittelbar am Anfang beziehungsweise am Ende der Reihe ablesen: Das Minimum xmin ist 14, das Maximum xmax 21. Die Differenz zwischen ihnen, R = xmax – xmin = 7, wird als Spannweite bezeichnet.

                Der Mittelwert, auch bekannt als arithmetisches Mittel, ist der lineare Durchschnitt aller Werte. Sie können ihn ermitteln, indem Sie die Summe der Werte bilden und diese durch die Anzahl der Werte teilen:

                
                    [image: formula]

                
                Für die Temperaturwerte ergibt sich konkret:

                
                    [image: formula]

                
                Bei Werten wie diesen, die relativ dicht beieinanderliegen, ist das arithmetische Mittel ein recht anschauliches Maß für ihre Größenordnung. Das ist anders, wenn es einzelne deutliche statistische Ausreißer gibt, also Werte, die erheblich von allen anderen abweichen. Betrachten Sie etwa die folgenden Temperaturwerte aus dem Hochsommer, bei denen am letzten Tag ein schweres Unwetter vor der Uhrzeit der regelmäßigen Messung für einen starken Temperatursturz sorgte:

                33, 35, 36, 37, 35, 38, 17 (sortiert 17, 33, 35, 35, 36, 37, 38)

                Hier beträgt die Spannweite 21, und der Mittelwert ist 33. Gegenüber dem Mittelwert der ersten sechs Temperaturwerte – etwa 35,67 – sieht das auf den ersten Blick nicht sonderlich dramatisch aus, aber immerhin wurde der Mittelwert durch den Ausreißer auf den niedrigsten der näher beieinanderliegenden Werte gedrückt.

                Es gibt verschiedene Strategien, um mit Ausreißern umzugehen. Beispielsweise können Sie diese weglassen, wobei Sie dann auch die veränderte Anzahl beachten müssen, oder Ihre Daten nach bestimmten Kriterien gruppieren und die Mittelwerte der Gruppen bilden (im vorliegenden Beispiel nicht sinnvoll).

                Oder Sie verwenden ein anderes Maß als das arithmetische Mittel, etwa den Median [image: formula]. Dies ist der mittlere Wert einer sortierten Datenreihe, das heißt, bei einer Datenreihe mit ungerader Anzahl n ist es das Element an Position [image: formula] und bei einer geraden Anzahl n der Mittelwert aus den beiden um die Mitte herum gruppierten Elementen [image: formula]. Die Mediane der beiden Temperaturreihen sind 19 und 35. Wie Sie sehen, liegt der Median bei der ersten Temperaturreihe viel näher am arithmetischen Mittel als bei der zweiten, wo er eher dem Mittelwert der sechs Temperaturen ohne Ausreißer ähnelt.

                Ein weiterer statistischer Wert ist der Modus [image: formula], bei dem es sich um den am häufigsten vorkommenden Einzelwert in einer Datenreihe handelt. Das wäre bei der ersten Temperaturreihe 21 und bei der zweiten 35 – allerdings haben diese Datenreihen viel zu wenige Elemente, als dass der Modus eine sinnvolle Information wäre, zumal die gefundenen Werte bloß zweimal statt einmal vorkommen.

                Häufig verwendete Maße für die Wertestreuung in einer Datenreihe sind Varianz und Standardabweichung. Sie kommen unter anderem auch zum Einsatz, um Daten durch statistische Berechnung in unterschiedliche Gruppen einzuteilen (Clustering – siehe Kapitel 10, »Datenanalyse, Machine Learning, künstliche Intelligenz«). Die Varianz einer Datenreihe x wird wie folgt berechnet:

                
                    [image: formula]

                
                Zunächst werden also die Quadrate der Differenzen zwischen jedem einzelnen Wert und dem (hier, aber nicht immer, arithmetischen) Mittelwert zusammenaddiert. Diese Summe wird dann durch n – 1 geteilt. Durch das Quadrieren ergeben sich nur noch positive Werte – es wird also egal, in welche Richtung die einzelnen Werte vom Mittelwert abweichen. Die Varianzen der beiden Temperaturmessreihen berechnen sich nach dieser Formel wie folgt (bei der ersten Reihe wurde hier ein genauerer Näherungswert als 18,43 für das arithmetische Mittel verwendet, während bei der zweiten ohnehin die ganze Zahl 33 herauskam):

                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                Der Unterschied ist deutlich. In der zweiten Datenreihe ist die Varianz wesentlich größer als in der ersten – durch die Verwendung quadratischer Werte sogar möglicherweise zu groß, sie vermittelt also einen falschen Eindruck von den tatsächlichen Verhältnissen. Deshalb wird statt der Varianz oft die Standardabweichung 
                        [image: image for unicode &#x03c3;]
                     (Kleinbuchstabe Sigma) verwendet, bei der es sich um die Quadratwurzel aus Ersterer handelt. Diese hat den zusätzlichen Vorteil, dass bei der Berechnung der Varianz quadrierte Maßeinheiten wieder dem Original entsprechen.

                Die aus genaueren Näherungswerten der Varianzen berechneten Standardabweichungen sind ungefähr 2,64 beziehungsweise 7,23.

                Es gibt übrigens noch andere Mittelwerte als das arithmetische Mittel, weil es nicht für alle Arten von Daten das geeignete Maß ist, sondern in manchen Fällen sogar falsche Ergebnisse liefert. Betrachten Sie etwa das Eingangsbeispiel der mit dem Fahrrad pendelnden Gemeindebevölkerung und die – in Tabelle 2.12 über fünf Jahre fortgeschriebene – gerundete prozentuale Veränderung:
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                                4

                            
                            	
                                920

                            
                            	
                                101,1

                            
                        

                        
                            	
                                5

                            
                            	
                                1010

                            
                            	
                                109,78

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.12    
            Absolute und prozentuale Veränderung des Fahrradpendelverkehrs in einer Gemeinde

                Wenn Sie das arithmetische Mittel der Prozentwerte berechnen – aus genaueren Näherungswerten berechnet, sind dies etwa 111,2 – und viermal auf die Zahl aus dem ersten Jahr anwenden, erhalten Sie nicht das korrekte Ergebnis, sondern etwa 1024,51. Das liegt daran, dass das arithmetische Mittel als linearer Durchschnitt auch nur für lineare Wertereihen und damit Summenreihen geeignet ist. Das vorliegende Beispiel ist jedoch eine Produktreihe und benötigt daher das geometrische Mittel, das wie folgt definiert ist:

                
                    [image: formula]

                
                Konkret muss also die vierte Wurzel aus den Prozentwerten gezogen werden, was – wieder mit genaueren Werten, als hier gezeigt – ungefähr 110,81 ergibt. Wenn Sie dieses geometrische Mittel (abermals mit besserem Näherungswert) viermal auf 670 anwenden, erhalten Sie in der Tat 1010.

            
        
    


                    
                        
        2.5    Grundlagen der linearen Algebra

        Die lineare Algebra spielt in der Datenanalyse und speziell dem Machine Learning eine wichtige Rolle, weil sie es ermöglicht, Datenreihen und Gruppen von ihnen kompakt aufzuschreiben und auf praktische Weise Berechnungen mit ihnen durchzuführen. Ursprünglich handelt es sich um eine algebraische Darstellung der Geometrie, die sich anschließend verselbstständigt hat und nicht mehr nur für geometrische Zwecke eingesetzt wird. Die Elemente der linearen Algebra sind Vektoren und Matrizen.

        
            Was ist Algebra?

            Die lineare Algebra ist ein Teilgebiet der Algebra – also sollte zunächst geklärt werden, wofür der allgemeinere Begriff steht. Wie bereits in Kapitel 1, »Einführung«, erwähnt, ist das Wort arabischen Ursprungs – al-jabr bedeutet etwa »Zusammenfügen gebrochener Teile«, auch im medizinischen Sinn die Heilung von Knochenbrüchen. Algebra im engeren Sinn fasst Verfahren zur Lösung von Gleichungen zusammen. Im allgemeineren und abstrakteren Sinn handelt es sich um das Studium mathematischer Strukturen und ihrer Beziehungen.

            Einige wichtige Begriffe der abstrakten Algebra entstammen daraus, dass Mengen mit zusätzlichen Eigenschaften oder Einschränkungen ausgestattet werden. Es folgen nur die wichtigsten Beispiele in Kürze.

            Eine algebraische Gruppe ist ein Paar [image: formula] aus einer nicht leeren Menge G und einer Operation [image: formula]. Diese Operation ist eine zweiwertige Abbildung [image: formula] mit folgenden Eigenschaften:

            
                	
                    [image: formula] – die Operation hat dasselbe Ergebnis, egal in welcher Reihenfolge sie mehrfach ausgeführt wird (Assoziativgesetz).

                

                	
                    [image: formula] – es gibt ein Element, bei dessen Verwendung die Operation den anderen Operator unverändert lässt (Neutralitätsgesetz).

                

                	
                    [image: formula] – zu jedem Element gibt es ein inverses Element, sodass die Operation zwischen diesen beiden Elementen das neutrale Element ergibt.

                

            

            Eine Gruppe, in der zusätzlich das Kommutativgesetz gilt, also [image: formula] für alle [image: formula], wird nach dem norwegischen Mathematiker Niels Abel als abelsche Gruppe bezeichnet.

            Beispiele für Gruppen sind (
                [image: image for unicode &#x2124;], +) und (
                [image: image for unicode &#x211a;] \ {0}, ∙), also ganze Zahlen in Bezug auf die Addition und von null verschiedene rationale Zahlen in Bezug auf die Multiplikation. Überlegen Sie einmal, warum (
                [image: image for unicode &#x2115;], +), (
                [image: image for unicode &#x2124;], ∙) und (
                [image: image for unicode &#x211a;], ∙) keine Gruppen sind.[ 13 ]

            Ein Ring ist ein Tripel (R, +, ∙) aus einer Menge R und zwei Operationen + und ∙ mit folgenden Eigenschaften:

            
                	
                    + ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

                

                	
                    Für ∙ gilt das Assoziativgesetz, wie oben für Gruppen definiert.

                

                	
                    Für die Kombination aus + und ∙ gilt das Distributivgesetz: 
                        [image: image for unicode &#x2200;]r1, r2, r3 
                        [image: image for unicode &#x2208;] R: r1 ∙ (r2 + r3) = r1 ∙ r2 + r1 ∙ r3 und (r1 + r2) ∙ r3 = r1 ∙ r3 + r2 ∙ r3

                

            

            Wenn auch für die Operation ∙ das Kommutativgesetz gilt, handelt es sich um einen kommutativen Ring, und wenn ∙ ein neutrales Element 1 hat, um einen Ring mit Einselement. Die ganzen Zahlen mit ihrer Addition und Multiplikation (
                [image: image for unicode &#x2124;], +, ∙) sind das bekannteste Beispiel für einen kommutativen Ring mit Einselement.

            Ein Körper ist ebenfalls ein Tupel (K, +, ∙) aus einer Menge R und zwei Operationen + und ∙, also ebenfalls ein Ring, aber mit der zusätzlichen Eigenschaft, dass (K \ {0}, ∙) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 ist. In Körpern wird das zu einem Element r inverse Element unter + als –r bezeichnet, und das zu r inverse Element unter ∙ heißt r–1 oder [image: formula]. Typische Körper nach dieser Definition sind die rationalen Zahlen 
                [image: image for unicode &#x211a;] und die reellen Zahlen 
                [image: image for unicode &#x211d;]
            .

            Der Vorteil der Abstraktion liegt darin, dass die genau definierten Eigenschaften der algebraischen Strukturen auch auf andere mathematische Strukturen zutreffen, sodass Probleme aus anderen Teilgebieten der Mathematik mithilfe der Algebra gelöst werden können.

        

        
            2.5.1    Vektoren

            Ein Vektor ist gemäß der klassischen Definition, die vor allem der Physik und Geometrie entstammt, eine Strecke mit einer bestimmten Richtung in der Ebene, im Raum oder in (nur konzeptionell, aber nicht bildlich darstellbaren) höheren Dimensionen. Diese gedachten mehrdimensionalen Bereiche, in denen Vektoren existieren, werden Vektorräume genannt. Zweidimensionale Vektoren, die im Vektorraum 
                [image: image for unicode &#x211d;]2 (der Ebene) existieren, werden wie folgt geschrieben:

            
                [image: formula]

            
            Für dreidimensionale Vektoren aus dem Vektorraum 
                [image: image for unicode &#x211d;]3 gilt dagegen die folgende Schreibweise:

            
                [image: formula]

            
            Der Pfeil über dem Namen eines Vektors wird manchmal weggelassen, wenn klar ist, dass es sich bei dem betrachteten Element um einen Vektor handelt oder wenn es nicht um klassische Vektoren im Anschauungsraum geht (siehe Kasten »Abstrakte Vektorräume«).

            Zweidimensionale Vektoren lassen sich grafisch in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen, und zwar als Pfeile, deren erste Dimension die x-Ausdehnung und deren zweite die y-Ausdehnung beschreibt. Oft werden sie vom Ursprung des Koordinatensystems ausgehend eingezeichnet, aber das ist lediglich eine Konvention. Um beispielsweise die Addition von Vektoren zu verdeutlichen, können Sie auch den zweiten Vektor an der Pfeilspitze des ersten ansetzen. Abbildung 2.5 zeigt die beiden Vektoren [image: formula] und [image: formula].

            [image: Zweidimensionale Vektoren im kartesischen Koordinatensystem]

            Abbildung 2.5    
            Zweidimensionale Vektoren im kartesischen Koordinatensystem

            Die Vektorrechnung ist die Gesamtheit der mathematischen Operationen, die für Vektoren definiert sind. Eine der wichtigsten ist der Betrag eines Vektors, der dessen Länge entspricht und mithilfe des Satzes von Pythagoras berechnet wird, also

            
                [image: formula]

            
            beziehungsweise

            
                [image: formula]

            
            Beispiele:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Vektoraddition und Vektorsubtraktion sind möglich, wenn die beteiligten Vektoren dieselbe Anzahl von Dimensionen haben, und addieren beziehungsweise subtrahieren jede einzelne von ihnen:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Es gibt mehrere Varianten der Multiplikation mit Vektoren. Die einfachste ist die Skalarmultiplikation, bei der jede Dimension des Vektors mit einer einzelnen Zahl multipliziert wird. Genau deshalb heißen einzelne Zahlen aus der Sicht der linearen Algebra Skalare: Sie skalieren einen Vektor, das heißt, sie vergrößern oder verkleinern ihn (und ändern seine Richtung, wenn es sich um negative Skalare handelt). Hier ein paar Beispiele:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Das Skalarprodukt oder Punktprodukt multipliziert dagegen zwei Vektoren nach der folgenden Formel miteinander, sodass ein einzelner Skalar herauskommt:

            
                [image: formula]

            
            Auch dafür zwei Beispiele:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Der geometrische Nutzen des Skalarprodukts ist die Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren, da folgender Zusammenhang gilt:

            
                [image: formula]

            
            Der Winkel zwischen den beiden in Abbildung 2.5 gezeigten Vektoren [image: formula] und [image: formula] berechnet sich beispielsweise wie folgt:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Schließlich gibt es noch das Kreuzprodukt zweier dreidimensionaler Vektoren, bei dem die Dimensionen über Kreuz miteinander multipliziert werden. In der Geometrie spielt es eine Rolle, weil sein Betrag der Flächeninhalt eines durch die beiden Vektoren beschriebenen Parallelogramms ist. Das Berechnungsschema sieht für zwei Vektoren [image: formula] und [image: formula] so aus:

            
                [image: formula]

            
            Hier ein Beispiel mitsamt anschließender Berechnung des Betrags als Flächeninhalt des Parallelogramms:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            
                Abstrakte Vektorräume

                Neben den bisher eingeführten Vektoren im zwei- oder dreidimensionalen Anschauungsraum (oder höheren Dimensionen) wird der Begriff des Vektorraums in der abstrakten Algebra verallgemeinert. Hier ist ein Vektorraum über einem Körper [image: formula] jede Menge V, in der für alle v1, v2 
                    [image: image for unicode &#x2208;] V und [image: formula] folgende Operationen definiert sind:

                
                    	
                        Vektoraddition: Das Ergebnis von v1 + v2 ist Element von V. Das neutrale Element dieser Operation, also der Nullvektor 0, für den v1 + 0 = v1 gilt, muss dabei ebenfalls Element von V sein.

                    

                    	
                        Skalarmultiplikation: Das Ergebnis von s ∙ v1 ist Element von V.

                    

                

                Damit sind beispielsweise folgende Mengen Vektorräume über den angegebenen Körpern:

                
                    	
                        Polynome eines bestimmten Grades n sind Vektorräume über dem Körper 
                            [image: image for unicode &#x211d;]. Betrachten Sie beispielsweise Polynome dritten Grades, also alle a0 + a1x + a2x2 + a3x3. Jede Summe zweier solcher Polynome ist wieder ein Polynom dritten Grades (Vektoraddition) und das Produkt einer beliebigen reellen Zahl mit einem Polynom dritten Grades ebenfalls (Skalarmultiplikation).

                    

                    	
                        
                            [image: image for unicode &#x211d;] selbst ist ein Vektorraum über 
                            [image: image for unicode &#x211d;]. Vektoraddition und Skalarmultiplikation gelten trivial, weil sie der Addition und Multiplikation reeller Zahlen entsprechen. Aus demselben Grund ist 
                            [image: image for unicode &#x211d;] auch ein Vektorraum über 
                            [image: image for unicode &#x211a;], denn der einzige Unterschied ist, dass bei der Skalarmultiplikation nicht zwei beliebige reelle Zahlen miteinander multipliziert werden, sondern eine reelle und eine rationale Zahl – das Ergebnis bleibt eine reelle Zahl und damit Element des Vektorraums 
                            [image: image for unicode &#x211d;]
                        .

                    

                    	
                        Jeweils alle Matrizen gleichen Typs, das heißt solche mit gleich vielen Zeilen und Spalten, sind Vektorräume über dem Körper, aus dem die einzelnen Werte der Matrizen stammen. Die genaue Definition von Matrizen und der beiden Operationen folgt im nächsten Abschnitt.

                    

                

                Hier noch zwei Beispiele für Mengen, die keine Vektorräume über dem angegebenen Körper sind:

                
                    	
                        
                            [image: image for unicode &#x211a;] ist kein Vektorraum über 
                            [image: image for unicode &#x211d;], denn beim Versuch der Skalarmultiplikation r ∙ q mit r 
                            [image: image for unicode &#x2208;] 
                            [image: image for unicode &#x211d;], q 
                            [image: image for unicode &#x2208;] 
                            [image: image for unicode &#x211a;] sind Ergebnisse nicht immer Element von 
                            [image: image for unicode &#x211a;]. Verallgemeinert, ist aus genau diesem Grund keine echte Teilmenge von 
                            [image: image for unicode &#x211d;] ein Vektorraum über 
                            [image: image for unicode &#x211d;]
                        .

                    

                    	
                        Die Teilmenge [image: formula] des Vektorraums 
                            [image: image for unicode &#x211d;]2 ist kein Vektorraum über 
                            [image: image for unicode &#x211d;], denn bei der Skalarmultiplikation mit einer negativen Zahl würde x unzulässigerweise kleiner als 0.

                    

                

            

        
        
            2.5.2    Matrizen

            Eine Matrix ist eine tabellarische Anordnung von Zahlen. Wenn nicht anders vermerkt, ist die Grundmenge dieser Zahlen 
                [image: image for unicode &#x211d;]. Ein Vektor kann als Spezialfall einer einspaltigen Matrix betrachtet oder sogar als Zeilenvektor, also als einzeilige Matrix, geschrieben werden (ein traditioneller Vektor heißt entsprechend Spaltenvektor). Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten wird Matrix der Form oder des Typs (m; n) genannt. Schematisch wird eine solche Matrix folgendermaßen geschrieben:

            
                [image: formula]

            
            Da Matrizen unter anderem zum Lösen linearer Gleichungssysteme zum Einsatz kommen, werden die einzelnen Elemente wie die konstanten Faktoren der Gleichungen als Koeffizienten bezeichnet und nach dem Schema »a-eins-eins«, »a-eins-zwei« und so weiter ausgesprochen. Hat eine Matrix mehr als neun Zeilen oder Spalten, können Sie Kommata verwenden, um die Indizes der Koeffizienten eindeutig festzulegen.

            Eine Matrix der Form (3; 2) sieht beispielsweise so aus:

            
                [image: formula]

            
            
                Matrixoperationen

                Eine einfache Operation, die als Transposition bezeichnet wird, vertauscht Zeilen und Spalten der Matrix; aus der Form (m; n) wird also (n; m). Ein Spaltenvektor, den Sie transponieren, wird zum Zeilenvektor und umgekehrt. Hier die Transposition des obigen Beispiels:

                
                    [image: formula]

                
                Addition und Subtraktion können Sie nur mit Matrizen gleichen Typs durchführen, dabei erfolgt die Operation jeweils zwischen den Koeffizienten derselben Stelle:

                
                    [image: formula]

                
                Das neutrale Element der Addition ist eine komplett mit Nullen gefüllte Matrix der entsprechenden Form, die auch als Nullmatrix bezeichnet wird:

                
                    [image: formula]

                
                Die Skalarmultiplikation funktioniert genauso wie bei Vektoren, zum Beispiel:

                
                    [image: formula]

                
                Matrizen miteinander zu multiplizieren, ist komplizierter; es geschieht über Kreuz und ist nicht kommutativ. Abgeleitet wird die Operation vom Skalarprodukt eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor der entsprechenden Größe. Die Multiplikation einer Matrix mit n Spalten und einer zweiten mit n Zeilen erfolgt nach dem sogenannten Falk-Schema. Gegeben sind die beiden Matrizen:

                
                    [image: formula]

                
                Um die Operation einigermaßen übersichtlich zu gestalten, schreiben Sie sie am besten wie folgt auf:

                
                    
                        
                            	
                                A ∙ B

                            
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                        

                        
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                        

                    
                

                Als Ergebnis erhalten Sie eine Matrix mit m Zeilen und p Spalten. Als Beispiel sehen Sie hier die Multiplikation einer Matrix vom Typ (2; 3) mit einer zweiten vom Typ (3; 2); das Ergebnis hat also den Typ (2; 2):

                
                    [image: formula]

                
                
                    
                        
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                        

                        
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                            	
                                
                                    [image: formula]

                                
                            
                        

                    
                

                Zur Übung können Sie umgekehrt B ∙ A ausrechnen; das Ergebnis muss die Form (3; 3) haben.

                Eine Matrix mit gleich vielen Spalten wie Zeilen wird als quadratische Matrix bezeichnet. Eine spezielle quadratische Matrix ist die Identitäts- oder Einheitsmatrix, bei der die Werte auf der Diagonale von links oben nach rechts unten 1 sind und alle anderen 0. Zwei Beispiele:

                
                    [image: formula]

                
                Die Identitätsmatrix der Form (n; n) ist das neutrale Element der Multiplikationen M(m;n) ∙ I(n;n) beziehungsweise I(m;m) ∙ M(m;n).

                Viele quadratische Matrizen sind invertierbar, das bedeutet, es lässt sich eine Matrix errechnen, die Sie so mit der Ursprungsmatrix multiplizieren können, dass Sie die Einheitsmatrix des entsprechenden Typs erhalten. Eine solche inverse Matrix kann zum Lösen linearer Gleichungssysteme verwendet werden.

                Da die Inversion eine recht aufwendige Operation ist, sollten Sie zunächst prüfen, ob die Matrix überhaupt invertierbar ist. Dies ist immer dann der Fall, wenn ihre Determinante nicht 0 ist. Die Determinante ist ein Skalar, der für eine quadratische Matrix vom Typ (2; 2) wie folgt berechnet wird:

                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                Bei Matrizen vom Typ (3; 3) ist es etwas komplizierter, da hier zunächst alle Diagonalen (auch über das jeweilige Ende hinaus) addiert und anschließend die Summen voneinander abgezogen werden:

                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                Hier ein Beispiel für Letzteres:

                
                    [image: formula]

                
                Da alle Produkte 6 ergeben, ist es im Grunde trivial, dass die Determinante hier 0 sein muss:

                
                    [image: formula]

                
                Diese Matrix ist also nicht invertierbar. Anders sieht es bei der folgenden Matrix vom Typ (2; 2) aus:

                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                Um diese offensichtlich invertierbare Matrix tatsächlich zu invertieren, muss folgende Gleichung gelöst werden:

                
                    [image: formula]

                
                Umgeformt nach dem Falk-Schema, lautet daher die Matrix aus Gleichungen zur Berechnung der inversen Matrix A–1:

                
                    [image: formula]

                
                Vier Gleichungen mit vier Unbekannten lassen sich mit dem Einsetzungsverfahren zum Beispiel so lösen:

                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                
                    [image: formula]

                
                Insgesamt also:

                
                    [image: formula]

                
                Um nun ein lineares Gleichungssystem (mit so vielen Gleichungen und Unbekannten, wie die Matrix Spalten oder Zeilen hat) zu lösen, muss dieses wie folgt umgeformt werden:

                
                    [image: formula]

                
                Dabei ist A die Matrix mit den Koeffizienten, [image: formula] ein Spaltenvektor für die Unbekannten und [image: formula] ein weiterer Spaltenvektor, der die Konstanten hinter dem Gleichheitszeichen enthält. Dies entspricht der Multiplikation einer einzelnen linearen Gleichung ax = b mit dem Kehrwert von a, also [image: formula]. Insofern ist eine inverse Matrix mit dem Kehrwert eines Skalars vergleichbar.

                Aus

                
                    [image: formula]

                
                wird in dieser Schreibweise

                
                    [image: formula]

                
                Die Multiplikation erfolgt wie üblich nach dem Falk-Schema:

                
                    [image: formula]

                
                Die Lösung lautet also [image: formula].

                Wirklich nützlich ist dieses Verfahren aufgrund des Aufwands der Invertierung allerdings nur, wenn Sie eine ganze Reihe von Gleichungen mit denselben Koeffizienten und unterschiedlichen Ergebnissen zu berechnen haben.

            
            
                Das Gauß-Verfahren

                Das Gauß-Verfahren (auch gaußsches Eliminationsverfahren oder Gauß-Algorithmus genannt) ist eine nützliche Methode zur Lösung linearer Gleichungssysteme und für andere Matrixoperationen. Sie wurde nicht von Carl Friedrich Gauß erfunden, aber populär gemacht. Das Verfahren basiert auf äquivalenten Zeilenumformungen in Matrizen – äquivalent in dem Sinne, dass eine solche Umformung nichts an der Lösungsmenge einer als lineares Gleichungssystem interpretierten Matrix ändert.

                Die Zeilenumformungen werden durchgeführt, indem Typ-(m,m)-Elementarmatrizen mit der umzuformenden Typ-(m,n)-Matrix multipliziert werden. Drei Arten von Matrizen werden Elementarmatrizen genannt, die sich jeweils nur in einem Merkmal von der Einheitsmatrix unterscheiden:

                
                    	
                        Werden in der Einheitsmatrix zwei Zeilen vertauscht, werden durch die Matrixmultiplikation die entsprechenden Zeilen in der umzuformenden Matrix vertauscht. Im folgenden Beispiel werden erste und zweite Zeile vertauscht:

                    

                

                
                    [image: formula]

                
                
                    	
                        Wird die 1 in einer Zeile der Einheitsmatrix mit einer Zahl ungleich 0 multipliziert, wird die entsprechende Zeile mit dieser Zahl multipliziert. Hier ein Beispiel, in dem die zweite Zeile mit –2 multipliziert wird:

                    

                

                
                    [image: formula]

                
                
                    	
                        Wird in einer beliebigen Zeile die 0 in einer Spalte durch eine Zahl ungleich 0 ersetzt, wird das durch die Zahl angegebene Vielfache der entsprechenden Zeile zur aktuellen Zeile addiert. In diesem Beispiel wird das Doppelte der zweiten Zeile zur ersten addiert:

                    

                

                
                    [image: formula]

                
                Im Gauß-Verfahren werden diese Zeilenumformungen angewendet, um eine Matrix in die Zeilenstufenform zu bringen, die wie folgt definiert ist:

                
                    	
                        Alle Nullzeilen stehen unter allen Nicht-Nullzeilen (eine Nullzeile ist eine Zeile, in der alle Einträge 0 sind).

                    

                    	
                        Das erste von 0 verschiedene Element in einer Zeile (der Zeilenführer) steht weiter rechts als das erste von 0 verschiedene Element der darüberliegenden Zeile.

                    

                    	
                        Alle Einträge unter dem Zeilenführer sind 0.

                    

                

                Die Reihenfolge der Zeilenumformungen wird so gewählt, dass die Spalten von links nach rechts in die Zeilenstufenform gebracht werden. Hier ein Beispiel für eine Matrix, die in die Zeilenstufenform gebracht werden soll:

                
                    [image: formula]

                
                Das [image: formula]-Fache der ersten Zeile zur zweiten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Das (–3)-Fache der ersten Zeile zur dritten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Damit ist die erste Spalte erledigt. Für die zweite Spalte wird das Doppelte der zweiten Zeile zur dritten Zeile addiert:

                
                    [image: formula]

                
                Nach diesen Umformungen liegt die Zeilenstufenform vor. An ihr lässt sich der Rang der Matrix ablesen – es handelt sich um die Anzahl der Nicht-Nullzeilen. Formal ist der Rang die Anzahl der linear unabhängigen Zeilen- beziehungsweise Spaltenvektoren. Das bedeutet auch: Wenn Sie eine Matrix transponieren, hat sie denselben Rang wie die Originalmatrix. Das obige Beispiel ist eine quadratische Matrix mit vollem Rang, das heißt, sie enthält keine Nullzeilen. Ein durch sie repräsentiertes Gleichungssystem ist eindeutig lösbar, und sie ist invertierbar.

                Einen Schritt weiter als die Zeilenstufenform geht die normierte Zeilenstufenform, auch Treppennormalform genannt. Bei dieser muss der Zeilenführer, in diesem Fall Pivot-Element genannt, 1 sein, und auch in den Zeilen über dem Pivot-Element muss in einer solchen Zeile eine 0 stehen, beispielsweise:

                
                    [image: formula]

                
                Das (–3)-Fache der ersten Zeile zur zweiten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Die zweite Zeile mit [image: formula] multiplizieren:

                
                    [image: formula]

                
                Das (–2)-Fache der zweiten Zeile zur ersten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Wenn das Ergebnis bei einer quadratischen Matrix wie hier die Einheitsmatrix ist, entspricht ihr Rang der Anzahl der Zeilen und Spalten, und die Matrix ist invertierbar. Das Invertieren können Sie sogar während der Umwandlungen durchführen, indem Sie neben der Matrix die zugehörige Einheitsmatrix notieren und die gleichen Zeilenumformungen an dieser ausführen, hier noch einmal anhand des Beispiels von oben:

                
                    [image: formula]

                
                Das (–3)-Fache der ersten Zeile zur zweiten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Die zweite Zeile mit [image: formula] multiplizieren:

                
                    [image: formula]

                
                Das (–2)-Fache der zweiten Zeile zur ersten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Rechts steht nun die inverse Matrix, wie die Gegenprobe durch Matrixmultiplikation zeigt:

                
                    [image: formula]

                
                Schließlich soll noch an einem einfachen Beispiel gezeigt werden, wie mithilfe des Gauß-Verfahrens ein (eindeutig lösbares) Gleichungssystem gelöst wird. Gegeben sei das Gleichungssystem

                
                    [image: formula]

                
                Um ein solches Gleichungssystem mit dem Gauß-Verfahren zu lösen, werden die rechts der Gleichheitszeichen stehenden Werte zunächst hinter der Matrixschreibweise der Gleichung eingetragen und dann bei den Zeilenumformungen bis zur Treppennormalform mit verändert:

                
                    [image: formula]

                
                Erste Zeile mit [image: formula] multiplizieren:

                
                    [image: formula]

                
                Das (–5)-Fache der ersten Zeile zur zweiten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Zweite Zeile mit [image: formula] multiplizieren:

                
                    [image: formula]

                
                Das [image: formula]-Fache der zweiten Zeile zur ersten addieren:

                
                    [image: formula]

                
                Ein Gleichungssystem ist grundsätzlich lösbar, wenn sein Rang (also der Rang der Matrix vor den Trennstrichen) gleich dem Rang der erweiterten Matrix mit Gleichheitswerten ist. Wenn die Gleichungsmatrix wie hier vollen Rang hat, ist das System eindeutig lösbar, und die Lösung kann unmittelbar abgelesen werden. Denn rückübersetzt in ein Gleichungssystem, lauten die Zeilen nun

                
                    [image: formula]

                
                Ist der Rang kleiner als die Anzahl der Zeilen beziehungsweise Spalten der Gleichungsmatrix, gibt es mehrere Lösungen. Die Betrachtung des restlichen Lösungsverfahrens würde hier allerdings zu weit führen.

            
        
    


                    
                        
        2.6    Grundlagen der Analysis

        Die Analysis ist die mathematische Teildisziplin, die sich mit der Untersuchung der Eigenschaften reeller[ 14 ] Funktionen beschäftigt. Eine Funktion ist eine Abbildung, zum Beispiel 
            [image: image for unicode &#x211d;] 
            [image: image for unicode &#x2192;] 
            [image: image for unicode &#x211d;], x 
            [image: image for unicode &#x21a6;] f(x). Die Wertemenge einer Funktion ist häufig nur eine Teilmenge der Definitionsmenge und verhält sich je nach Bildungsvorschrift unterschiedlich: Genau wie die in Abschnitt 2.2.3, »Folgen und Reihen«, besprochenen Folgen können Funktionswerte zum Beispiel beschränkt, konvergent oder monoton sein. Bei den kontinuierlichen Funktionen tritt eine weitere potenzielle Eigenschaft hinzu: Sie werden als stetig bezeichnet, wenn sich die Werte für nah beieinanderliegende Elemente der Definitionsmenge nicht ruckartig, sondern kontinuierlich ändern, sodass der Graph der Funktion in jedem beliebigen Ausschnitt als fortlaufende Kurve ohne Absetzen gezeichnet werden kann.[ 15 ] Bei Folgen ist dies nicht möglich, da ihre Definitionsmenge (die Menge der natürlichen Zahlen) selbst nicht kontinuierlich ist.

        Eine typische Bildungsvorschrift einer Funktion sieht beispielsweise so aus:

        
            [image: formula]

        
        Jedem Element x der Definitionsmenge wird also der durch den Ausdruck 2x + 3 bestimmte Wert zugeordnet. Für x = 0 ist der Wert beispielsweise 3, für x = –1,5 ist er 0. Die Zuordnung einer solchen zweidimensionalen Funktion – beziehungsweise eines Ausschnitts daraus – kann im kartesischen Koordinatensystem dargestellt werden, wobei die x-Achse der Definitionsmenge und die y-Achse der Wertemenge entspricht. Diese Form der Darstellung wird Graph einer Funktion genannt (hat jedoch mit den in Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«, besprochenen Gegenständen der Graphentheorie nichts zu tun). In Abbildung 2.6 sehen Sie die Graphen der Funktionen f(x) = 2x + 3 und f(x) = x2 – 1.

        [image: Die Graphen der Funktionen f(x) = 2x + 3 und f(x) = x2 – 1]

        Abbildung 2.6    
            Die Graphen der Funktionen f(x) = 2x + 3 und f(x) = x2 – 1

        
            2.6.1    Arten von Funktionen

            Einige der wichtigsten Arten von Funktionen sind folgende:

            
                	
                    Konstante Funktionen haben für jedes x denselben Funktionswert. Ihr Graph ist eine horizontale Linie, zum Beispiel: f(x) = 0.

                

                	
                    Lineare Funktionen der Form f(x) = mx + b haben für positive m einen streng monoton steigenden und für negative m einen streng monoton fallenden Verlauf; ihr Graph ist eine Gerade. Beispiele sind: f(x) = –x + 1, f(x) = 10x + 20.

                

                	
                    Quadratische Funktionen haben die allgemeine Form f(x) = ax2 + bx + c. Da das Quadrat einer negativen Zahl demjenigen der zugehörigen positiven Zahl entspricht, ist der Verlauf symmetrisch bis zu einem Tiefpunkt (oder für negative a bis zu einem Hochpunkt); die Form wird als Parabel bezeichnet und bildet in der Natur beispielsweise die Flugbahn eines schräg nach oben geworfenen Gegenstands. Ein Beispiel ist: f(x) = –2x2 + 1.

                

                	
                    Polynome sind alle Funktionen der Form [image: formula] (wobei der Funktionsterm meist umgekehrt, also mit dem höchsten Exponenten vorn, geschrieben wird). n gibt den sogenannten Grad des Polynoms an. Der prinzipielle Verlauf ist für gerade n parabelförmig, da wie bei x2 alle Werte positiv sind, während bei negativen n eine Hälfte der Parabel gegenüber der anderen horizontal gespiegelt ist. Ob der Verlauf zwischen der positiven und/oder der negativen Unendlichkeit ansonsten noch weitere lokale Auf- und Ab-Bewegungen aufweist, hängt von den Koeffizienten für die – als Gegenbegriff zu den Polynomen als Monome bezeichneten – Teilausdrücke für xn–1 bis hinunter zu x2 ab. Beispiele sind: f(x) = –3x4 + 4x3 – x2 + 2x – 1, f(x) = –x3 – 4x2 + 5.

                

                	
                    Bei Exponentialfunktionen steht x selbst im Exponenten. Eine einfache Exponentialfunktion der Form f(x) = ax (mit positivem a) hat für x = 0 den Wert 1, für x = 1 den Wert a und wächst für größere x schnell an. In die negative Richtung konvergiert sie gegen 0. Die bekannteste Exponentialfunktion ist f(x) = ex. Ihre Basis ist die eulersche Zahl e = 2,718281828459...; diese Funktion beschreibt unter anderem natürliche Wachstumsvorgänge.

                

                	
                    Die Umkehrung der Exponentialfunktionen bilden die Logarithmusfunktionen der Form f(x) = loga x. Der Logarithmus von x zur Basis a sucht die Zahl, mit der a potenziert werden muss, um x zu erhalten. Der bekannteste Logarithmus ist der natürliche Logarithmus zur Basis e, der meist ln x statt loge x geschrieben wird. Der Zehnerlogarithmus log10 x und der Zweierlogarithmus log2 x spielen eine Rolle für die im nächsten Abschnitt besprochenen Stellenwertsysteme. Logarithmusfunktionen sind nur für positive x definiert. Ihr Verlauf beginnt für sehr kleine x in der negativen Unendlichkeit, schneidet die x-Achse bei x = 1 und steigt danach abflachend an – die Kurve einer Funktion f(x) = loga x ist die an der Diagonale zwischen x- und y-Achse gespiegelte Kurve der Funktion f(x) = ax.

                

                	
                    Die trigonometrischen Funktionen f(x) = sin x und f(x) = cos x haben Wertebereiche zwischen –1 und 1, zwischen denen sie für um 90° ([image: formula] im Bogenmaß) versetzte x-Werte in harmonischen Kurven hin- und herschwingen. Die dritte Funktion im Bunde, f(x) = tan x, ist dagegen als [image: formula] definiert. Ihr Definitionsbereich hat also dort Lücken (sogenannte Undefiniertheitsstellen, die als [image: formula] geschrieben werden), wo cos x den Wert 0 hat, also bei 90°, 270° und so weiter. Kurz vor den Undefiniertheitsstellen konvergieren die Werte gegen 
                        [image: image for unicode &#x221e;], kurz dahinter beginnen sie wieder bei –
                        [image: image for unicode &#x221e;]
                    . Die Tangensfunktion ist daher ein prominentes Beispiel einer Funktion mit nicht stetigem Verlauf.

                

            

        
        
            2.6.2    Nullstellen und Ableitungen

            Von den vielen Verfahren, mit denen die Analysis die Eigenschaften von Funktionen untersucht und die zusammenfassend oft als Kurvendiskussion bezeichnet werden, seien hier exemplarisch zwei der wichtigsten vorgestellt: die Berechnung von Nullstellen und Ableitungen.

            Eine Nullstelle ist jedes x, für das der Funktionswert 0 ist; der Graph der Funktion berührt oder schneidet an einer solchen Stelle die x-Achse. Lineare Funktionen haben genau eine Nullstelle, quadratische haben keine, eine oder zwei, Sinus und Kosinus (ohne Modifikation) unendlich viele. Mathematisch werden Nullstellen durch Lösen der Gleichung

            
                [image: formula]

            
            ermittelt. Angenommen, Sie möchten wissen, wo die Nullstelle der Funktion f(x) = –2x + 5 liegt. Dann lösen Sie einfach die folgende lineare Gleichung:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Bei quadratischen Funktionen kann beispielsweise die pq-Formel verwendet werden; Beispiele finden Sie in Abschnitt 2.3.2, »Lösen von Gleichungen und Gleichungssystemen«. Bei höheren Polynomen sind die Berechnungen schwieriger, ihre Betrachtung würde hier zu weit führen. Es wurde mathematisch bewiesen, dass es für Polynome ab dem fünften Grad keine allgemeingültigen algebraischen Lösungsverfahren gibt. Bestimmte Methoden – zum Beispiel aus der Galois-Theorie, einem speziellen Zweig der Algebra – ermöglichen die Prüfung, welche konkreten Polynome höheren Grades mithilfe von Wurzeln lösbar sind. Bei allen anderen erfolgt die Lösung numerisch, das heißt durch das ausprobierende Einsetzen von x-Werten.

            Eine Funktion f(x) hat die Ableitung [image: formula], gelesen »f-Strich von x«. Eine andere Schreibweise ist [image: formula] oder, falls festgelegt wurde, dass f(x) als y bezeichnet wird – wie die entsprechende Achse im Koordinatensystem –, [image: formula]. Manchmal wird sogar verkürzt [image: formula] geschrieben. Alle diese Formulierungen deuten darauf hin, dass die Ableitung aus Quotienten kleinster Differenzen (daher der Buchstabe d) der Funktionswerte und der Eingabewerte besteht. Diese kleinsten Differenzen wurden früher als Infinitesimale (»unendlich klein«) bezeichnet, in modernen Definitionen jedoch präziser durch Grenzwerte ersetzt. Sowohl für das Infinitesimal als auch für diese Grenzwerte wurde und wird häufig der griechische Buchstabe 
                    [image: image for unicode &#x03b5;]
                 (Epsilon) verwendet.

             Bei der Ableitung handelt es sich um eine Funktion, die die Steigung angibt, also die Wertänderung an jeder Stelle des Funktionsverlaufs. Da die Steigung Differenzen zwischen Funktionswerten angibt, wird die Ermittlung von Ableitungen auch als Differenzialrechnung bezeichnet.

            Diese mathematischen Verfahren wurden im 17. Jahrhundert, im Wesentlichen durch Fragestellungen aus der Physik (zum Beispiel Beschleunigung im Vergleich zur Geschwindigkeit)[ 16 ] entwickelt, vor allem von Gottfried Wilhelm Leibniz und Sir Isaac Newton.

            Lineare Funktionen haben eine konstante Steigung. In einer Funktion vom Schema f(x) = mx + b lässt sie sich sofort ablesen: m ist die Steigung. Das können Sie leicht an einem Beispiel überprüfen. Nehmen Sie etwa f(x) = –2x + 4. Die Steigung beträgt –2, also muss der Funktionswert für jedes x um 2 niedriger liegen als der Funktionswert bei x – 1:

            
                [image: formula]

            
            und

            
                [image: formula]

            
            Quadratische Funktionen haben eine lineare Ableitung – die Steigung ändert sich also kontinuierlich. Das Berechnungsschema lautet:

            
                [image: formula]

            
            Der Exponent 2 wird also als Faktor vor das ehemals quadratische Monom verschoben, x verschwindet völlig und hinterlässt einen konstanten Summanden, während der konstante Summand der quadratischen Funktion ganz weggelassen wird. Hier ein Beispiel:

            
                [image: formula]

            
            Bei Polynomen höheren Grades funktioniert das Ableiten schematisch genauso: Jeder Exponent wird um 1 vermindert, während der entsprechende Koeffizient zusätzlich mit dem vorherigen Exponenten multipliziert wird; ein eventueller konstanter Summand verschwindet, zum Beispiel:

            
                [image: formula]

            
            Beachten Sie, dass hier zwischen den Funktionen und ihren Ableitungen jeweils nur der Schlussfolgerungspfeil 
                [image: image for unicode &#x27f9;] und nicht die Äquivalenz 
                [image: image for unicode &#x21d4;] steht. Die Umkehrung der Ableitung, das sogenannte Integral (dargestellt durch das Zeichen 
                [image: image for unicode &#x222b;]), ist bei Polynomen nämlich durch den Wegfall des konstanten Summanden beim Ableiten nicht eine bestimmte Funktion, sondern eine ganze Klasse unendlich vieler solcher Funktionen mit beliebigem konstantem Summanden, der üblicherweise als +c ans Ende des Funktionsterms geschrieben wird.

            Als letztes Beispiel seien noch die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen und des natürlichen Logarithmus gezeigt:

            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            
                [image: formula]

            
            Die Nullstellen der Ableitung sind besonders interessant, denn sie geben spezielle Punkte der ursprünglichen Funktionen an – sogenannte Extrempunkte, bei denen der Funktionsverlauf die Richtung wechselt, oder Wendepunkte, bei denen er vorübergehend zum Erliegen kommt (vergegenwärtigen Sie sich etwa den Verlauf einer Kubikfunktion, die zwischenzeitlich abflacht und dann wieder steiler wird, aber nicht die Richtung wechselt). Beispielsweise ist die Nullstelle der Ableitung einer quadratischen Funktion ihr einziger (absoluter) Extrempunkt, genauer gesagt ihr Minimum oder Tiefpunkt bei positivem Koeffizienten beziehungsweise ihr Maximum oder Hochpunkt bei negativem Koeffizienten:

            
                [image: formula]

            
            Ermittlung der Nullstelle der Ableitung:

            
                [image: formula]

            
            Die Funktion hat also bei x = 1 ihren Extrempunkt. Dass es sich um einen Hochpunkt handeln muss, sehen Sie hier auf den ersten Blick am negativen Koeffizienten des quadratischen Monoms, aber auch die Art des Extrempunkts können Sie rechnerisch ermitteln. Die zweite Ableitung [image: formula], also die Ableitung der Ableitung, gibt hier Aufschluss: Ist sie an der fraglichen Stelle kleiner als 0, handelt es sich um einen Hochpunkt. Ist sie dagegen größer als 0, handelt es sich um einen Tiefpunkt.

            Im vorliegenden Fall handelt es sich also auch rechnerisch um einen Hochpunkt, denn die zweite Ableitung ist konstant –8:

            
                [image: formula]

            
        
    


                    
                        
        2.7    Informationsspeicherung im Computer

        Wie Sie bereits in der Einführung erfahren haben und wahrscheinlich schon vorher wussten, speichern Computer Informationen als Abfolge von Einsen und Nullen ab. Diese Darstellungsform wird als binäre Codierung bezeichnet. Die duale Darstellung ganzer Zahlen im entsprechenden Zahlensystem, nämlich dem dualen oder Zweiersystem, ist nur ein Sonderfall der binären Darstellung.

        
            2.7.1    Zahlensysteme

            Für das Verständnis der Speicherung von Werten im Computer benötigen Sie Kenntnisse der verschiedenen Zahlensysteme. Bereits in Kapitel 1, »Einführung«, wurde die Bedeutung der Stellenwertsysteme als Voraussetzung für die Erfindung von Rechenmaschinen und Computern hervorgehoben.

            In einem Stellenwertsystem hängt der Wert einer einzelnen Ziffer von zwei Faktoren ab: ihrem Eigenwert und ihrer Position innerhalb der Zahl. Jede Stelle besitzt einen festen Grundwert, mit dem der Wert der einzelnen Ziffer multipliziert wird. Die Basis B gibt an, wie viele verschiedene Ziffern nötig sind, denn der Grundwert jeder Stelle ist das B-Fache derjenigen, die sich rechts von ihr befindet. Auf diese Weise werden Ziffern von 0 bis B – 1 benötigt, um alle möglichen ganzen Zahlen darstellen zu können. Der Wert B selbst wird durch eine 1 auf der nächsthöheren Stelle ausgedrückt.

            Nach diesen Kriterien ist etwa das römische Zahlensystem kein Stellenwertsystem. Das folgende Beispiel zeigt anschaulich, warum nicht:

            In den beiden Zahlen II (2) und IV (4) steht die vordere Ziffer I (Wert 1) an derselben Stelle, nämlich der zweiten von rechts. Aber im ersten Fall bedeutet sie, dass 1 addiert werden soll, während sie bei der zweiten Zahl aussagt, dass 1 abgezogen wird. Die (absolute) Position des Zahlzeichens innerhalb der Zahl ist also kein Kriterium für seinen Wert.

            Für die Arbeit mit Computern haben die folgenden Zahlensysteme eine besondere Bedeutung:

            
                	
                    Das Dezimalsystem: Computer haben eigentlich überhaupt nichts mit dem Dezimalsystem (Zehnersystem) zu tun, das im Alltag verwendet wird. Allerdings erfolgt die Ein- und Ausgabe von Zahlen üblicherweise in dieser Form, weil sie für die Benutzerinnen und Benutzer am angenehmsten ist.

                    Das Dezimalsystem verwendet die Basis B = 10, sodass der Wert der ersten Stelle (ganz rechts) 1 ist und sich mit jeder Stelle verzehnfacht. Natürlich machen Sie sich diese Gedanken beim Dezimalsystem nicht, weil Sie als kleines Kind gelernt haben, damit umzugehen. Formal betrachtet, könnte man eine Dezimalzahl dennoch so analysieren, wie es in Tabelle 2.13 am Beispiel der Zahl 3.479 gezeigt wird.

                    
                        
                            
                                	
                                    Ziffer

                                
                                	
                                    3

                                
                                	
                                    4

                                
                                	
                                    7

                                
                                	
                                    9

                                
                            

                        
                        
                            
                                	
                                    Stellenwert

                                
                                	
                                    1000

                                
                                	
                                    100

                                
                                	
                                    10

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                            
                                	
                                    Schema

                                
                                	
                                    103

                                
                                	
                                    102

                                
                                	
                                    101

                                
                                	
                                    100

                                
                            

                            
                                	
                                    Gesamtwert

                                
                                	
                                    3000

                                
                                	
                                    400

                                
                                	
                                    70

                                
                                	
                                    9

                                
                            

                        
                    

                    Tabelle 2.13    
            Schematische Darstellung einer Dezimalzahl

                

                	
                    Das Dualsystem: Dieses System ist für den Computer selbst das wichtigste, weil er intern damit arbeitet. Wie Sie im Unterabschnitt »Binäre Speicherung verschiedener Daten« in Abschnitt 2.7.2, »Bits und Bytes«, noch genauer sehen werden, betrifft dies allerdings bei Weitem nicht alle binär codierten Daten.

                    Das Dualsystem verwendet die Basis B = 2. Demzufolge hat eine Stelle immer den doppelten Wert der weiter rechts gelegenen Stelle, und es werden zwei verschiedene Ziffern benötigt: 0 und 1. Genau aus diesem Grund ist das System gut für einen digitalen Rechner geeignet, dessen elektronische Bauteile binär arbeiten (fließt Strom oder nicht?).

                    Tabelle 2.14 zeigt ein Beispiel für den Aufbau einer Dualzahl. Den dezimalen Wert der Zahl 101011 erhalten Sie, wenn Sie die Werte in der Zeile »Gesamtwert« addieren – das Ergebnis ist 43.

                    Das Dualsystem ist das einfachste aller Zahlensysteme, da der Stellenwert hier nie mit einem Ziffernwert multipliziert werden muss: Die Stelle ist entweder gesetzt (Wert 1), sodass der Stellenwert selbst gilt, oder nicht gesetzt (Wert 0) – in diesem Fall gilt eben die 0.

                    
                        
                            
                                	
                                    Ziffer

                                
                                	
                                    1

                                
                                	
                                    0

                                
                                	
                                    1

                                
                                	
                                    0

                                
                                	
                                    1

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                        
                        
                            
                                	
                                    Stellenwert

                                
                                	
                                    32

                                
                                	
                                    16

                                
                                	
                                    8

                                
                                	
                                    4

                                
                                	
                                    2

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                            
                                	
                                    Schema

                                
                                	
                                    25

                                
                                	
                                    24

                                
                                	
                                    23

                                
                                	
                                    22

                                
                                	
                                    21

                                
                                	
                                    20

                                
                            

                            
                                	
                                    Gesamtwert

                                
                                	
                                    32

                                
                                	
                                    0

                                
                                	
                                    8

                                
                                	
                                    0

                                
                                	
                                    2

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                        
                    

                    Tabelle 2.14    
            Schematische Darstellung einer Dualzahl

                

                	
                    Das Oktalsystem: Es ist schon recht unbequem, Dualwerte ins Dezimalsystem umzurechnen und umgekehrt. Größere Dualzahlen sind dagegen äußerst unhandlich. Daher verwenden Informatiker*innen gern Zahlensysteme, deren Zahlen sich leicht in Dualzahlen umwandeln lassen. Das ist bei Systemen der Fall, deren Basis in der Folge der Zweierpotenzen vorkommt, die die Stellenwerte des Dualsystems bilden. Eines dieser beiden Systeme ist das Oktalsystem (Achtersystem), das andere das als Nächstes vorgestellte Hexadezimalsystem (Sechzehnersystem).

                    Das Oktalsystem hat die Basis B = 8. Es gibt demzufolge acht verschiedene Ziffern (0 bis 7), und jede Stelle besitzt den achtfachen Stellenwert der rechts von ihr befindlichen. In Tabelle 2.15 sehen Sie ein Beispiel für die systematische Analyse einer Oktalzahl. Der dezimale Wert der Oktalzahl 4361 ist übrigens 2.289.

                    
                        
                            
                                	
                                    Ziffer

                                
                                	
                                    4

                                
                                	
                                    3

                                
                                	
                                    6

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                        
                        
                            
                                	
                                    Stellenwert

                                
                                	
                                    512

                                
                                	
                                    64

                                
                                	
                                    8

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                            
                                	
                                    Schema

                                
                                	
                                    83

                                
                                	
                                    82

                                
                                	
                                    81

                                
                                	
                                    80

                                
                            

                            
                                	
                                    Gesamtwert

                                
                                	
                                    2.048

                                
                                	
                                    192

                                
                                	
                                    48

                                
                                	
                                    1

                                
                            

                        
                    

                    Tabelle 2.15    
            Schematische Darstellung einer Oktalzahl

                

                	
                    Das Hexadezimalsystem: Das beliebteste Zahlensystem zur Darstellung von Speicheradressen, Zeichencodes und sonstigen Byte-Inhalten ist das Hexadezimalsystem (Sechzehnersystem). Der Name wurde ein wenig inkonsequent aus dem griechischen Partikel hexa (sechs) und dem aus dem Lateinischen stammende dezimal (von decem für zehn) zusammengesetzt; eine rein aus dem Lateinischen abgeleitete, allerdings weniger gebräuchliche Bezeichnung ist Sedezimalsystem.

                    Es handelt sich um ein Stellenwertsystem mit der Basis 16. Eine Stelle hat immer den 16-fachen Wert der rechts von ihr befindlichen Stelle. Etwas problematisch ist die Tatsache, dass 16 verschiedene Ziffern mit den Werten 0 bis 15 benötigt werden: Da es nur die Ziffern 0 bis 9 gibt, werden die restlichen durch A bis F (für 10 bis 15) dargestellt. Tabelle 2.16 zeigt ein Beispiel für die Analyse der Hexadezimalzahl 3AB4, deren dezimaler Wert 15.028 beträgt.

                

            

            
                
                    
                        	
                            Ziffer

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            A

                        
                        	
                            B

                        
                        	
                            4

                        
                    

                
                
                    
                        	
                            Einzelwert

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            10

                        
                        	
                            11

                        
                        	
                            4

                        
                    

                    
                        	
                            Stellenwert

                        
                        	
                            4.096

                        
                        	
                            256

                        
                        	
                            16

                        
                        	
                            1

                        
                    

                    
                        	
                            Schema

                        
                        	
                            163

                        
                        	
                            162

                        
                        	
                            161

                        
                        	
                            160

                        
                    

                    
                        	
                            Gesamtwert

                        
                        	
                            12.288

                        
                        	
                            2.560

                        
                        	
                            176

                        
                        	
                            4

                        
                    

                
            

            Tabelle 2.16    
            Schematische Darstellung einer Hexadezimalzahl

            
                Methoden zur Umrechnung von Zahlensystemen

                Auch wenn es zahlreiche Computerprogramme gibt, die Ihnen das Umrechnen der Zahlensysteme abnehmen, ist es nützlich, die entsprechenden Rechenverfahren zu kennen – beispielsweise bildet die Kenntnis dieser Methoden die Grundlage dafür, solche Programme selbst schreiben zu können!

                Dezimalzahlen können Sie folgendermaßen in Dualzahlen umrechnen – als Beispiel wird die Zahl 374 verwendet:

                
                    	
                        Suchen Sie die größte in der Zahl vorkommende Zweierpotenz (2n), eventuell durch Ausprobieren (fortgesetztes Verdoppeln von 2). Bei 374 wäre dies 256 (28). Damit wissen Sie auch bereits, dass das Ergebnis neun Stellen hat (28 bis 20).

                    

                    	
                        Ziehen Sie die entsprechende Zweierpotenz von der Gesamtzahl ab und notieren Sie im Ergebnis als vorderste Stelle eine 1. Von 374 bliebe nach diesem Schritt noch 118 übrig.

                    

                    	
                        Kommt die nächstniedrigere Zweierpotenz in der Zahl vor? Falls das zutrifft, notieren Sie wieder eine 1 und ziehen die Zweierpotenz von der Zahl ab. Kommt sie dagegen nicht vor, notieren Sie eine 0. In der 118, die im letzten Schritt als Rest geblieben ist, kommt die 128 nicht vor. Der bisher notierte Teil des Ergebnisses lautet also 10.

                    

                    	
                        Gehen Sie nach dem Schema in Punkt 3 die Reihe der Zweierpotenzen bis hinunter zur 1 durch beziehungsweise bis zu dem Punkt, an dem die umzurechnende Zahl 0 geworden ist. In letzterem Fall müssen Sie natürlich noch die Stellen von der aktuellen Zweierpotenz bis hinunter zur 1 mit Nullen füllen. Die nächsten Schritte beim Zerlegen der Zahl 118 sehen folgendermaßen aus:

                        
                            	
                                64 kommt in 118 vor. Bisheriges Ergebnis: 101, Rest: 54.

                            

                            	
                                32 kommt in 54 vor. Ergebnis: 1011, Rest: 22.

                            

                            	
                                16 kommt in 22 vor. Ergebnis: 10111, Rest: 6.

                            

                            	
                                8 kommt in 6 nicht vor. Ergebnis: 101110.

                            

                            	
                                4 kommt in 6 vor. Ergebnis: 1011101, Rest 2.

                            

                            	
                                2 kommt in 2 vor. Ergebnis: 10111011, Rest 0.

                            

                            	
                                Zum Schluss wird noch eine 0 für die nicht besetzte Stelle 20 angehängt. Endergebnis: 101110110.

                            

                        

                    

                

                Das Umrechnen von Dualzahlen in Dezimalzahlen funktioniert sogar noch einfacher: Addieren Sie einfach die Stellenwerte derjenigen Stellen, die den Wert 1 haben – am einfachsten geht das, wenn Sie rechts bei 20 anfangen.

                Beispiel: 1010101 soll ins Dezimalsystem umgerechnet werden. Mit 1 besetzt sind hier die Stellen 20, 22, 24 und 26. Dies ergibt die folgende Addition:

                
                    [image: formula]

                
                Dezimalzahlen in Oktal- oder Hexadezimalzahlen umzurechnen, ist ein wenig komplizierter als das Umrechnen in Dualzahlen. Die Schwierigkeit besteht darin, dass jede Stelle mit unterschiedlichen Ziffern besetzt werden kann und deshalb die einfache Überprüfung, ob der jeweilige Stellenwert in der Zahl vorkommt, nicht ausreicht.

                Als Beispiel sehen Sie hier das Verfahren der Umrechnung von Dezimalzahlen in Hexadezimalzahlen; bei Oktalzahlen funktioniert es schematisch gesehen genauso. Im Folgenden soll die Zahl 2.345 in eine Hexadezimalzahl umgerechnet werden.

                
                    	
                        Finden Sie die kleinste Sechzehnerpotenz, die größer als die umzurechnende Zahl ist – dadurch wissen Sie, dass die höchste besetzte Hexadezimalstelle Ihrer Zahl um einen Schritt darunterliegt. Bei 2.345 ist die erste größere Hexadezimalstelle 163 (4.096). Begonnen wird also bei 162 (256).

                    

                    	
                        Dividieren Sie die Zahl durch den soeben ermittelten höchsten Stellenwert. Das ganzzahlige Ergebnis dieser Division ist der gesuchte Ziffernwert, den Sie an der vordersten Stelle notieren können – denken Sie daran, dass Werte ab 10 als A bis F geschrieben werden. Mit dem Rest der Division wird im nächsten Schritt weitergearbeitet. 2.345 ÷ 256 = 9, Rest 41. Der Ziffernwert für die Stelle ist also 9, mit 41 wird weitergerechnet.

                    

                    	
                        Führen Sie Schritt 2 wiederholt für die restlichen Stellen bis hinunter zu 160 (1) durch. Bei 41 ergeben sich die folgenden Schritte:

                        
                            	
                                41 ÷ 16 = 2, Rest 9. Der Wert der nächsten Stelle ist 2, sodass das bisherige Ergebnis 92 lautet.

                            

                            	
                                Den Rest aus dem vorangegangenen Schritt, 9, können Sie einfach als Ziffernwert hinschreiben, da es sich um die Einerstelle handelt. Das Endergebnis ist also 929.

                            

                        

                    

                

                Wenn Sie umgekehrt Hexadezimalzahlen in Dezimalzahlen umrechnen möchten, müssen Sie nur dem Schema aus Tabelle 2.16 folgen: Multiplizieren Sie den jeweiligen Ziffernwert einfach mit dem Wert seiner Stelle und addieren Sie die Ergebnisse. Beispielsweise lässt sich die Zahl ABCD folgendermaßen umrechnen:

                
                    [image: formula]

                
                Oktalzahlen lassen sich übrigens sehr leicht in Dualzahlen umrechnen und umgekehrt, was schließlich der Hauptgrund für die Verwendung des Oktalsystems ist: Von rechts aus gesehen, entsprechen je drei Dualstellen einer Oktalstelle; die Umrechnung dieser Dreiergruppen geschieht nach dem folgenden festen Schema:

                
                    
                        
                            	
                                Dual

                            
                            	
                                000

                            
                            	
                                001

                            
                            	
                                010

                            
                            	
                                011

                            
                            	
                                100

                            
                            	
                                101

                            
                            	
                                110

                            
                            	
                                111

                            
                        

                    
                    
                        
                            	
                                Oktal

                            
                            	
                                0

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                2

                            
                            	
                                3

                            
                            	
                                4

                            
                            	
                                5

                            
                            	
                                6

                            
                            	
                                7

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.17    
            Schema der Umrechnung von Dualzahlen in Oktalzahlen und umgekehrt

                Die Umrechnung von Hexadezimalzahlen in Dualzahlen und umgekehrt ist genauso einfach – je vier Dualstellen ab rechts entsprechen jeweils einer Hexadezimalstelle, umgerechnet wird nach dem folgenden Schema:

                
                    
                        
                            	
                                Dual

                            
                            	
                                0000

                            
                            	
                                0001

                            
                            	
                                0010

                            
                            	
                                0011

                            
                            	
                                0100

                            
                            	
                                0101

                            
                            	
                                0110

                            
                            	
                                0111

                            
                        

                    
                    
                        
                            	
                                Hexadezimal

                            
                            	
                                0

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                2

                            
                            	
                                3

                            
                            	
                                4

                            
                            	
                                5

                            
                            	
                                6

                            
                            	
                                7

                            
                        

                        
                            	
                                Dual

                            
                            	
                                1000

                            
                            	
                                1001

                            
                            	
                                1010

                            
                            	
                                1011

                            
                            	
                                1100

                            
                            	
                                1101

                            
                            	
                                1110

                            
                            	
                                1111

                            
                        

                        
                            	
                                Hexadezimal

                            
                            	
                                8

                            
                            	
                                9

                            
                            	
                                A

                            
                            	
                                B

                            
                            	
                                C

                            
                            	
                                D

                            
                            	
                                E

                            
                            	
                                F

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.18    
            Schema der Umrechnung von Dualzahlen in Hexadezimalzahlen und umgekehrt

            
            
                Schreibweise der Zahlen verschiedener Systeme

                In der Mathematik wird die Basis des jeweiligen Zahlensystems in der Regel als Index (kleine tiefgestellte Zahl) angegeben. Hier einige Beispiele:

                
                    [image: formula]

                
                In der Programmiersprache C und den meisten syntaktisch von ihr abstammenden Sprachen werden Oktalzahlen durch eine vorangestellte 0 gekennzeichnet:

                0234 bedeutet (234)8, also dezimal 156.

                Python verwendet – anders als die meisten anderen Sprachen – das Präfix 0o für Oktalzahlen:

                0o77 ist die Python-Schreibweise für (77)8, was 63 im Dezimalsystem entspricht.

                Hexadezimalzahlen werden in C und anderen Sprachen durch ein vorangestelltes 0x gekennzeichnet:

                0x234 steht für (234)16 oder umgerechnet (564)10.

                In den Programmiersprachen Python, Java und manch anderen gibt es eine ähnliche Schreibweise für Dualzahlen: Stellen Sie hier dem Dualwert 0b voran, beispielsweise:

                0b10101 bedeutet (10101)2 beziehungsweise (21)10.

            
        
        
            2.7.2    Bits und Bytes

            Eine einzelne Binärstelle, die ein Rechner speichert, wird als Bit bezeichnet. Das ist die Abkürzung für Binary Digit, also Binärziffer. Es handelt sich um die kleinste Informationseinheit, die ein Computer verarbeiten kann – gleichzeitig ist es auch die kleinste vorstellbare Informationseinheit. Um überhaupt Daten darstellen zu können, benötigt man einen Zeichencode oder ein »Alphabet« aus mindestens zwei Elementen.

            Natürlich könnte man Zahlen oder andere Daten auch einfach durch »Strichlisten« darstellen – eine bestimmte Anzahl des immer gleichen Informationselements steht für das jeweilige Symbol. Aber spätestens zur Darstellung der Lücke zwischen zwei auf diese Weise codierten Symbolen wäre dann doch wieder eine zweite Informationsart erforderlich.

            
                Bytes und Maschinenwörter

                Die Speicherstellen, in denen Daten im Computer verwahrt werden, können durch Nummern angesprochen (adressiert) werden. Es wäre ineffizient und schwer realisierbar, jedem einzelnen Bit eine eigene Speicheradresse zuzuweisen. Aus diesem Grund werden mehrere von ihnen zu einer Einheit zusammengefasst, die eine gemeinsame Adresse erhält. Wenn der Prozessor den Inhalt einer Speicherstelle lesen möchte, erhält er jeweils den Wert all dieser Bits; genauso muss er beim Schreiben Werte für alle Bits eines solchen Speicherbereichs liefern.

                Im Laufe der Computergeschichte war man sich lange Zeit nicht darüber einig, wie groß eine adressierbare Speicherstelle sein soll. Es gab im Grunde alle Varianten von 4 bis 36 Bit – darunter auch Werte, die man aus der Binärperspektive als »schräg« bezeichnen muss, wie die im vorangegangenen Kapitel erwähnten 22 Bit der Z3 von Konrad Zuse oder die 18 Bit des berühmten PDP-7-Rechners von DEC, auf dem die ursprüngliche Version des Betriebssystems Unix entwickelt wurde. Die Speicherblöcke der individuellen Größe, mit denen ein bestimmter Computer arbeitet, werden als Maschinenwörter bezeichnet. Die Anzahl der Bits eines solchen Maschinenworts wird die Wortbreite des jeweiligen Prozessors genannt.

                Erst in den 1970er-Jahren einigte man sich darauf, bei jedem Computer die Adressierung 8 Bit großer Blöcke zu ermöglichen. Diese Blöcke werden als Bytes bezeichnet. Dennoch besitzt jeder Prozessor seine eigene Wortbreite – es handelt sich um die Anzahl der Datenleitungen, mit denen er Bits parallel mit seiner Umgebung austauschen kann, sowie um die Anzahl der Bits innerhalb seiner Register (Rechenzellen). Die Wortbreiten von Prozessoren werden in Kapitel 4, »Hardware«, genau erläutert.

                Die nächsten Vielfachen des standardisierten 8 Bit großen Bytes haben ebenfalls festgelegte Namen: 16 Bit werden als Word bezeichnet (nicht zu verwechseln mit dem individuell unterschiedlichen Maschinenwort), während 32 Bit DoubleWord (DWord) genannt werden.

            
            
                Messung von Speichermengen

                Genau wie für physikalische Maßeinheiten werden auch für das Byte Vervielfältigungen verwendet, die große Mengen mit einer speziellen Vorsilbe zusammenfassen. Allerdings sind Kilobyte, Megabyte etc. traditionell nicht jeweils das Tausendfache (Faktor 103) der vorangegangenen Einheit, stattdessen wird mit dem binärverträglicheren Wert 210 (1.024) gerechnet.

                Da die Vorsilben Kilo-, Mega- etc. gemäß dem Internationalen Maßeinheitensystem (SI) als dezimal genormt sind, wurden vor einigen Jahren die Bezeichnungen Kibi-, Mebi-, Gibi- etc. für die 1.024er-Stufen eingeführt (das bi steht darin für binary). Die entsprechenden Abkürzungen erhalten ein zusätzliches i (KiB, MiB etc.). Dies ist offizieller Standard, hat sich aber im Alltag der Informatik nicht flächendeckend durchgesetzt. Dennoch werden ab diesem Punkt im Buch die genaueren Abkürzungen mit i verwendet, um genau klarzustellen, was gemeint ist.

                Tabelle 2.19 zeigt eine Übersicht über die Vervielfältigungen des Bytes.

                
                    
                        
                            	
                                Maßeinheit

                            
                            	
                                Wert (Byte)

                            
                            	
                                Wert (KiB)

                            
                            	
                                Wert (MiB)

                            
                        

                    
                    
                        
                            	
                                Byte

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                –

                            
                            	
                                –

                            
                        

                        
                            	
                                Kibibyte (bin. Kilobyte, KiB)

                            
                            	
                                1.024

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                –

                            
                        

                        
                            	
                                Mebibyte (bin. Megabyte, MiB)

                            
                            	
                                1.048.576

                            
                            	
                                1.024

                            
                            	
                                1

                            
                        

                        
                            	
                                Gibibyte (bin. Gigabyte, GiB)

                            
                            	
                                1.073.741.824

                            
                            	
                                1.048.576

                            
                            	
                                1.024

                            
                        

                        
                            	
                                Tebibyte (bin. Terabyte, TiB)

                            
                            	
                                1.099.511.627.776

                            
                            	
                                1.073.741.824

                            
                            	
                                1.048.576

                            
                        

                        
                            	
                                Pebibyte (bin. Petabyte, PiB)

                            
                            	
                                > 1,1258999 ∙ 1015

                            
                            	
                                1.099.511.627.776

                            
                            	
                                1.073.741.824

                            
                        

                        
                            	
                                Exbibyte (bin. Exabyte, EiB)

                            
                            	
                                > 1,152921 ∙ 1018

                            
                            	
                                > 1,1258999 ∙ 1015

                            
                            	
                                1.099.511.627.776

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.19    
            Übersicht über die Vervielfältigungseinheiten des Bytes

                Die Hersteller von Laufwerken und Datenträgern führen ihre Kunden übrigens in gewisser Weise in die Irre: Sie verwenden dezimale Abkürzungen wie MB und GB für die Angabe der Kapazität ihrer Geräte, um diese als Vielfache von 1.000 angeben zu können: 1 »MB« ist kein Megabyte im Sprachgebrauch der Informatik, sondern in der Angabe der technischen Daten von Festplatten 1 Million Byte, 1 »GB« ist 1 Milliarde Byte etc. Aus diesem Grund ist beispielsweise eine Festplatte mit der Größenangabe 300 GB tatsächlich nur etwa 286 GiB groß.

                Unmissverständlicher verhält es sich übrigens mit den Vielfachen des Bits, die für die Speicherkapazität einzelner Mikrochips sowie als Bit pro Sekunde zur Angabe der Geschwindigkeit serieller Leitungen verwendet werden: 1 Kilobit (KBit) beträgt 1.000 Bit, 1 Megabit (MBit) ist eine Million Bit groß, und 1 Gigabit (GBit) ist 1 Milliarde Bit.

            
            
                Binäre Speicherung verschiedener Daten

                Die nächstliegende Verwendung der Bits einer Speicherzelle ist natürlich die Speicherung von Dualzahlen. Für ganze Zahlen wird dieses Verfahren tatsächlich eingesetzt. Allerdings gibt es zwei Arten der Speicherung solcher Zahlen: mit Vorzeichen (signed) und ohne Vorzeichen (unsigned). Wenn eine Dualzahl ohne Vorzeichen in einem Feld mit einer bestimmten Anzahl von Bits gespeichert wird, ist der Wertebereich unmittelbar erkennbar: Bei 8 Bit sind es beispielsweise 28 = 256 verschiedene Werte, die als Zahlen von 0 bis 255 interpretiert werden. Die Belegung 0000 0000 bedeutet dabei 0, 1111 1111 steht für 255. Allgemeiner können Sie mit n Bit 2n verschiedene Werte darstellen, in diesem Fall die Zahlen von 0 bis 2n – 1.

                Komplizierter wird es bei vorzeichenbehafteten Zahlen. Unmittelbar einzusehen ist, dass das vorderste, also höchstwertige Bit für das Vorzeichen stehen sollte. Wenn dieses Bit auf 0 steht, um eine positive Zahl auszudrücken, und 1 wird, wenn die Zahl negativ ist, können bei n Bit die Zahlen 0 bis 2n–1 – 1 durch dieselbe Bit-Belegung dargestellt werden wie bei einer vorzeichenlosen Speicherung; bei 8 Bit sind dies die Zahlen 0 bis 127. Um nun den restlichen Platz auf praktische Weise auf die negativen Zahlen zu verteilen, kehrt man die Bit-Belegung des jeweiligen Betrags (Absolutwert ohne Vorzeichen) um und addiert dann 1 – in einem 8 Bit großen Speicherbereich, in dem eine vorzeichenbehaftete Zahl gespeichert wird, steht 1111 1111 auf diese Weise für –1: Vom Wert 1 (den sieben Bits 000 0001) wird die Umkehrung gebildet (111 1110); die anschließende Addition von 1 ergibt 111 1111. Der Vorteil dieses Verfahrens, das als Zweierkomplement bezeichnet wird, besteht darin, dass die Zahlen in korrekter Reihenfolge aufeinanderfolgen.[ 17 ] Abbildung 2.7 verdeutlicht dies anhand der Verhältnisse in einer 4 Bit breiten Speicherzelle. In Abbildung 2.8 wird dasselbe Phänomen erheblich unterhaltsamer für 16-Bit-Ganzzahlen demonstriert.

                Das Zweierkomplement dient hier nur als Beispiel eines Speicherverfahrens für vorzeichenbehaftete Zahlen; es gibt noch weitere, auf die an dieser Stelle jedoch nicht eingegangen wird.

                [image: Die Verwendung von 4 Bit zur Speicherung positiver und negativer ganzer Zahlen]

                Abbildung 2.7    
            Die Verwendung von 4 Bit zur Speicherung positiver und negativer ganzer Zahlen

                [image: Die Raumfolgearithmetik in humorvollerer Darstellung, hier mit 16-Bit-Ganzzahlen (Quelle: »www.xkcd.com/571/« mit freundlicher Genehmigung des Autors)]

                Abbildung 2.8    
            Die Raumfolgearithmetik in humorvollerer Darstellung, hier mit 16-Bit-Ganzzahlen (Quelle: »www.xkcd.com/571/« mit freundlicher Genehmigung des Autors)

                In Tabelle 2.20 sehen Sie, welche Wertebereiche man mit diversen Wortbreiten abdecken kann, jeweils einmal für vorzeichenlose und einmal für vorzeichenbehaftete Werte.

                
                    
                        
                            	
                                Bits

                            
                            	
                                Anzahl Zustände

                            
                            	
                                Vorzeichenloser
Wertebereich

                            
                            	
                                Vorzeichenbehafteter
Wertebereich

                            
                        

                    
                    
                        
                            	
                                4

                            
                            	
                                16

                            
                            	
                                0 bis 15

                            
                            	
                                –8 bis +7

                            
                        

                        
                            	
                                8

                            
                            	
                                256

                            
                            	
                                0 bis 255

                            
                            	
                                –128 bis +127

                            
                        

                        
                            	
                                16

                            
                            	
                                65.536

                            
                            	
                                0 bis 65.535

                            
                            	
                                –32.768 bis +32.767

                            
                        

                        
                            	
                                24

                            
                            	
                                16.777.216

                            
                            	
                                0 bis 16.777.215

                            
                            	
                                –8.388.608 bis +8.388.607

                            
                        

                        
                            	
                                32

                            
                            	
                                4.294.967.296

                            
                            	
                                0 bis 4.294.967.295

                            
                            	
                                –2.147.483.648 bis +2.147.483.647

                            
                        

                        
                            	
                                64

                            
                            	
                                > 1,8446744 ∙ 1019
(über 18 Trillionen)

                            
                            	
                                Zu groß, um im Normalfall sinnvoll zu sein.

                                Speicherbereiche dieser Breite werden viel häufiger zur Darstellung besonders genauer Fließkommazahlen eingesetzt.

                            
                        

                        
                            	
                                128

                            
                            	
                                > 3,402824 ∙ 1038

                            
                        

                    
                

                Tabelle 2.20    
            Darstellungsmöglichkeiten von Ganzzahlen mit verschiedenen Bit-Anzahlen

                Daneben kennen Computer auch andere Arten der binären Codierung. Es gibt beispielsweise unterschiedliche Verfahren zur Speicherung von Fließkommazahlen. Diese Zahlen werden so genannt, weil das Komma in ihnen frei verschiebbar ist und sie auf diese Weise eine unterschiedliche Anzahl von Nachkommastellen haben. Die Alternative sind Festkommazahlen (mit einer festgelegten Anzahl von Nachkommastellen), deren Verwendung sich beispielsweise für das Rechnen mit Währungsbeträgen anbietet.

                Fließkommazahlen, manchmal auch Gleitkommazahlen genannt (Floating Point Numbers), werden grundsätzlich in der wissenschaftlichen Schreibweise (Exponentialschreibweise) gespeichert. In einigen Beispielen weiter oben wurde diese Art der Zahlendarstellung bereits intuitiv verwendet. In der Mathematik wird eine Zahl in dieser Form als Vielfaches einer Zehnerpotenz dargestellt. Beispielsweise könnte man 0,0000378 auch als 3,78 ∙ 10–5 schreiben, 2.451.000.000 ließe sich dagegen etwa als 2,451 ∙ 109 darstellen. Der Wert vor dem Multiplikationszeichen wird übrigens als Mantisse bezeichnet, die Hochzahl heißt Exponent. Bei einer bekannten Basis (hier 10) genügen diese beiden Angaben zur Darstellung einer Zahl. In vielen Programmiersprachen kann 3,78 ∙ 10–5 deshalb zum Beispiel als 3.78E-5 geschrieben werden und 2,451 ∙ 109 wäre 2.451E+9 (das E steht für Exponent).

                Aufgrund der binären Natur des Rechners werden zur internen Speicherung natürlich keine Zehnerpotenzen eingesetzt, sondern Zweierpotenzen. Die gesamte Bit-Breite wird dazu aufgeteilt: 1 Bit für das Vorzeichen der Mantisse, eine beliebige Bit-Anzahl für deren Nachkommastellen, 1 Bit für das Vorzeichen des Exponenten und die restlichen Bits für dessen Wert (für beide Komponenten wird wiederum die Zweierkomplementschreibweise eingesetzt).

                Die Größe des Exponenten wird dabei so gewählt, dass die Mantisse normalisiert wird, also genau eine Stelle vor dem Komma bildet. Da die Darstellung im Computer dual ist, ist der Wert der Mantisse immer 1 und braucht daher nicht gespeichert zu werden.

                Weil einige Zahlen, die im Dezimalsystem abbrechend wären, im Dualsystem periodisch sind (und umgekehrt), kommt es beim Rechnen mit Fließkommazahlen mitunter zu Rundungsfehlern.

                Eine weitere Art der binären Codierung stellen BCD-Werte (Binary Coded Decimals) dar: Es handelt sich um eine ineffektive, da Speicherplatz verschwendende Art der Speicherung von Dezimalzahlen, die aber mitunter das Rechnen im Dezimalsystem beschleunigt. Dabei machen vier Bits jeweils eine Dezimalzahl aus. Betrachten Sie als Beispiel die Zahl 354: In dualer Darstellung hat sie den Wert 101100010. Als BCD-Zahl werden die drei Ziffern der Zahl dagegen einzeln als 4 Bit große Dualzahlen geschrieben, sodass sich 0011.0101.0100 ergibt (die Punkte dienen nur der Verdeutlichung).

            
        
    


                    
                        
        2.8    Übungsaufgaben

        
            2.8.1    Praktische Übungen

            
                	
                    Probieren Sie die folgenden Rechengesetze der logischen Verknüpfungen Und und Oder für alle 0- und 1-Belegungen durch: Kommutativgesetz, Assoziativgesetz, Distributivgesetz, Neutralitätsgesetz, De-Morgan-Theorem.

                

                	
                    Gegeben sind die beiden Mengen M = {1, 3, 5, 7, 9} und N = {4, 5, 6, 7, 8}. Berechnen Sie Vereinigungsmenge, Schnittmenge und Differenzmenge.

                

                	
                    Geben Sie je ein Beispiel für Folgen ganzer Zahlen mit folgenden Eigenschaften an: monoton steigend, streng monoton steigend, monoton fallend, streng monoton fallend, alternierend, beschränkt, konvergent. Geben Sie bei der beschränkten Folge Supremum und Infimum sowie bei der konvergenten Folge den Grenzwert an.

                

                	
                    Lösen Sie das folgende lineare Gleichungssystem:

                    
                        [image: formula]

                    
                

                	
                    Lösen Sie die folgende quadratische Gleichung mithilfe der pq-Formel:

                    
                        [image: formula]

                    
                

                	
                    Drei Würfel werden geworfen. Berechnen Sie die folgenden Wahrscheinlichkeiten:

                    
                        	
                            Mindestens einer der Würfel zeigt eine 6.

                        

                        	
                            Keiner der Würfel zeigt eine 6.

                        

                        	
                            Alle drei Würfel zeigen eine gerade Zahl.

                        

                    

                

                	
                    In einer Klausur werden die folgenden Punktzahlen zwischen 1 und 100 erzielt:

                    
                        	
                            99

                        

                        	
                            93

                        

                        	
                            84 (zweimal)

                        

                        	
                            76

                        

                        	
                            64 (dreimal)

                        

                        	
                            58

                        

                    

                    Ermitteln Sie die folgenden statistischen Werte: Minimum, Maximum, Spannweite, arithmetisches Mittel, Median, Modus, Varianz und Standardabweichung.

                

                	
                    Gegeben sind diese Vektoren in [image: formula]:

                    
                        [image: formula]

                    
                    Führen Sie die folgenden Berechnungen durch:

                    
                        	
                            die Vektoraddition [image: formula]

                        

                        	
                            die Skalarmultiplikationen [image: formula] und [image: formula]

                        

                        	
                            das Skalarprodukt [image: formula] und mit dessen Hilfe den Winkel zwischen den beiden Vektoren

                        

                        	
                            das Kreuzprodukt [image: formula] und dessen Betrag als Flächeninhalt des durch die beiden Vektoren aufgespannten Parallelogramms

                        

                    

                

                	
                    Gegeben sind diese Matrizen:

                    
                        [image: formula]

                    
                    Führen Sie die folgenden Berechnungen durch:

                    
                        	
                            die Transpositionen AT und BT

                        

                        	
                            die Skalarmultiplikationen [image: formula] und 3 ∙ B

                        

                        	
                            die Matrizenmultiplikationen B ∙ A und AT ∙ B nach dem Falk-Schema

                        

                        	
                            die Determinante von B

                        

                        	
                            die inverse Matrix B–1

                        

                        	
                            die Lösung der Gleichungssysteme 2x + 5y = 7, x – 3y = –2 und 2x + 5y = 6, x – 3y = 14 mithilfe von B–1

                        

                    

                

                	
                    Gegeben ist diese Matrix:

                    
                        [image: formula]

                    
                    
                        	
                            Invertieren Sie die Matrix mithilfe des Gauß-Verfahrens.

                        

                        	
                            Lösen Sie – ebenfalls mit dem Gauß-Verfahren – das auf dieser Matrix basierende Gleichungssystem:

                            
                                [image: formula]

                            
                        

                    

                

                	
                    Berechnen Sie die Nullstellen, die erste Ableitung und die möglichen Extrempunkte der folgenden Funktion:

                    
                        [image: formula]

                    
                

                	
                    Rechnen Sie die Dezimalzahl 4.321 in die duale, oktale und hexadezimale Schreibweise um.

                

                	
                    Rechnen Sie die Dualzahl 11001100 in die dezimale, oktale und hexadezimale Schreibweise um.

                

                	
                    Rechnen Sie die Oktalzahl 4567 in die dezimale, duale und hexadezimale Schreibweise um.

                

                	
                    Rechnen Sie die Hexadezimalzahl DCEF in die dezimale, duale und oktale Schreibweise um.

                

            

        
        
            2.8.2    Kontrollfragen

            Im Folgenden ist jeweils genau eine Antwort richtig.

            
                	
                    Welcher der folgenden Sätze ist eine Aussage?

                    
                        	
                            Der Kölner Dom ist schön.

                        

                        	
                            Ist der Kölner Dom 157 Meter hoch?

                        

                        	
                            Der Kölner Dom ist 1 Meter hoch.

                        

                        	
                            a2 + b2 = c2

                        

                    

                

                	
                    Welcher der folgenden Sätze ist eine mathematische Aussage?

                    
                        	
                            3 + 4 + 5

                        

                        	
                            3 + a = 5

                        

                        	
                            3 + 4 = 5

                        

                        	
                            3 + 4 = b

                        

                    

                

                	
                    Was gilt für jede echte Aussage?

                    
                        	
                            Es muss sich um einen mathematischen Satz handeln.

                        

                        	
                            Es muss sich um eine Gleichung handeln.

                        

                        	
                            Sie muss wahr sein.

                        

                        	
                            Es muss sich entscheiden lassen, ob sie wahr oder falsch ist.

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Kontraposition des Satzes »Wenn es regnet, wird die Straße nass.«?

                    
                        	
                            Wenn es nicht regnet, wird die Straße nass.

                        

                        	
                            Wenn es regnet, wird die Straße nicht nass.

                        

                        	
                            Wenn die Straße nicht nass wird, regnet es nicht.

                        

                        	
                            Wenn die Straße nass wird, regnet es.

                        

                    

                

                	
                    Für welche der folgenden Belegungen von A und B ergibt A 
                        [image: image for unicode &#x2227;] B eine wahre Aussage?

                    
                        	
                            A = 1, B = 0

                        

                        	
                            A = 0, B = 1

                        

                        	
                            A = 0, B = 0

                        

                        	
                            A = 1, B = 1

                        

                    

                

                	
                    Für welche der folgenden Belegungen von A und B ergibt A 
                        [image: image for unicode &#x2228;] B eine falsche Aussage?

                    
                        	
                            A = 0, B = 1

                        

                        	
                            A = 0, B = 0

                        

                        	
                            A = 1, B = 0

                        

                        	
                            A = 1, B = 1

                        

                    

                

                	
                    Welche der folgenden Belegungen von A und B ergibt bei A 
                        [image: image for unicode &#x2228;] B ein anderes Ergebnis als bei A XOR B?

                    
                        	
                            A = 0, B = 0

                        

                        	
                            A = 1, B = 0

                        

                        	
                            A = 1, B = 1

                        

                        	
                            A = 0, B = 1

                        

                    

                

                	
                    Welche der folgenden Beziehungen gilt nicht?

                    
                        	
                            A < B 
                                [image: image for unicode &#x21d4;] B > A

                        

                        	
                            A > B 
                                [image: image for unicode &#x21d4;] B [image: image for unicode &#x2264;] A

                        

                        	
                            A = B 
                                [image: image for unicode &#x21d4;] B = A

                        

                        	
                            A 
                                [image: image for unicode &#x2260;] B 
                                [image: image for unicode &#x21d4;] B 
                                [image: image for unicode &#x2260;] A

                        

                    

                

                	
                    Welche der folgenden Mengen ist eine echte Teilmenge von M = {2, 3, 4}?

                    
                        	
                            N = {3, 4}

                        

                        	
                            O = {4, 5}

                        

                        	
                            P = {2, 3, 4, 5}

                        

                        	
                            Q = {2, 3, 4}

                        

                    

                

                	
                    Welche der folgenden Mengen ist keine Teilmenge von {x|x [image: image for unicode &#x2265;] 0 
                        [image: image for unicode &#x2227;] x < 4}?

                    
                        	
                            M = {0, 1, 2, 3}

                        

                        	
                            N = {1, 2, 3}

                        

                        	
                            O = {1, 2, 3, 4}

                        

                        	
                            P = {0,1; 0,2; 0,3; 0,4}

                        

                    

                

                	
                    Welche der folgenden Zahlen gehört nicht zur Menge der rationalen Zahlen?

                    
                        	
                            
                                [image: image for unicode &#x2153;]
                            

                        

                        	
                            0,456456456

                        

                        	
                            0

                        

                        	
                            
                                    [image: image for unicode &#x03c0;]
                                

                        

                    

                

                	
                    Was ist die Schnittmenge von M = {1, 2} und N = {3, 4}?

                    
                        	
                            {1, 2, 3, 4}

                        

                        	
                            {}

                        

                        	
                            {1, 3}

                        

                        	
                            {1, 2}

                        

                    

                

                	
                    Was ist die Vereinigungsmenge von M = {1, 2} und N = {3, 4}?

                    
                        	
                            {1, 2, 3, 4}

                        

                        	
                            {}

                        

                        	
                            {1, 3}

                        

                        	
                            {1, 2}

                        

                    

                

                	
                    Welches ist die kleinste speicherbare Einheit im Computer?

                    
                        	
                            Byte

                        

                        	
                            Bit

                        

                        	
                            Word

                        

                        	
                            DWord

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Dezimalzahl 1.234 im Hexadezimalsystem?

                    
                        	
                            42D

                        

                        	
                            123D

                        

                        	
                            4D2

                        

                        	
                            124D

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Hexadezimalzahl 1234 im Dezimalsystem?

                    
                        	
                            4.660

                        

                        	
                            5.660

                        

                        	
                            4.320

                        

                        	
                            4.664

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Dualzahl 1001001001 im Dezimalsystem?

                    
                        	
                            558

                        

                        	
                            555

                        

                        	
                            588

                        

                        	
                            585

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Dezimalzahl 300 im Dualsystem?

                    
                        	
                            100010000

                        

                        	
                            100101100

                        

                        	
                            110000000

                        

                        	
                            101001001

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Oktalzahl 1234 im Dezimalsystem?

                    
                        	
                            668

                        

                        	
                            666

                        

                        	
                            664

                        

                        	
                            662

                        

                    

                

                	
                    Wie lautet die Dezimalzahl 1.234 im Oktalsystem?

                    
                        	
                            2233

                        

                        	
                            2234

                        

                        	
                            2322

                        

                        	
                            2232

                        

                    

                

                	
                    Wie viele Byte sind 1 MiB?

                    
                        	
                            1.024.000 Byte

                        

                        	
                            1.000.000 Byte

                        

                        	
                            1.048.576 Byte

                        

                        	
                            1.024 Byte

                        

                    

                

                	
                    Wie heißt die häufigste Art der binären Darstellung negativer Ganzzahlen?

                    
                        	
                            Komplementärsystem

                        

                        	
                            Zweierkomplement

                        

                        	
                            Fließkommazahlen

                        

                        	
                            Dualsystem

                        

                    

                

                	
                    Was sind BCD-Werte?

                    
                        	
                            negative Dualzahlen

                        

                        	
                            Fließkommazahlen in wissenschaftlicher Schreibweise

                        

                        	
                            Dezimalzahlen in Binärcodierung

                        

                        	
                            Hexadezimalzahlen

                        

                    

                

                	
                    Was bedeutet 5.21E6?

                    
                        	
                            5,21 ∙ 106

                        

                        	
                            521.000

                        

                        	
                            521.000.000

                        

                        	
                            0,00000521

                        

                    

                

            

        
    


                    
                        3    Elektronische und technische Grundlagen
Alles, was überhaupt gedacht werden kann, kann klar gedacht werden. Alles, was sich aussprechen lässt, lässt sich klar aussprechen.
– Ludwig Wittgenstein
Nach der Einführung in allgemeine und speziell für die Informatik interessante Grundlagen der Mathematik geht es in diesem Kapitel zunächst um die Umsetzung der logischen und mathematischen Funktionalität in elektronischen Schaltungen. Anschließend werden die eher theoretischen Grundlagen der Automatentheorie behandelt. Beides zusammen ergänzt sich zu einem Modell dessen, was Computer zu leisten vermögen, das sich in gewisser Weise mit dem Unterschied zwischen der Ebene der einzelnen Neuronen (»Hardware«) des menschlichen Gehirns und derjenigen des menschlichen Geistes (»Software«) vergleichen lässt.

        3.1    Elektronische Grundlagen

        Die im vorigen Kapitel besprochenen mathematischen und logischen Funktionen werden in einem realen Computer durch elektronische Schaltungen realisiert. Das Kernstück von Logikschaltkreisen ist naturgemäß irgendeine Art von Schalter, der aber nicht von einem Menschen betätigt wird, sondern durch einen Steuerstrom. Wie in Kapitel 1, »Einführung«, dargelegt, wurden dazu in der Frühzeit der Computergeschichte elektromagnetische Relais verwendet, später Elektronenröhren und schließlich Transistoren. Auch bei modernen integrierten Schaltkreisen handelt es sich um Transistortechnik, die einfach nur auf Mikrometergröße verkleinert wurde. Ein moderner Mikroprozessor besteht aus Hunderten Millionen Transistoren.

        Wie ebenfalls bereits erwähnt, heißt das Fachgebiet der Informatik, zu dem der Umgang mit elektronischen Schaltungen gehört, technische Informatik. Da es sich um die technische Umsetzung der booleschen Algebra handelt, wird sie auch als Schaltalgebra bezeichnet.

        
            Elektrische Maßeinheiten im Kurzüberblick

            Für die konkreten elektrischen und elektronischen Bauteile, die einen Computer ausmachen, werden in der Praxis Angaben über verschiedene Messgrößen gemacht. Die wichtigsten Maßeinheiten, die in diesem Zusammenhang zur Sprache kommen, sind folgende:

            
                	
                    Die Spannung (Formelsymbol U oder manchmal V) bezeichnet die Differenz zwischen den elektrischen Potenzialen zweier Punkte. Sie wird in Volt (V) und seinen Ableitungen wie Kilovolt (kV) für 1.000 V oder Millivolt (mV) für 0,001 V gemessen und ist definiert als das Produkt aus Stromstärke und Widerstand: U = I ∙ R.

                

                	
                    Die Stromstärke (Formelsymbol I) ist die Intensität, mit der Strom durch einen elektrischen Leiter fließt. Sie wird in Ampere (A) und seinen Ableitungen gemessen. In Umkehrung der Gleichung zur Spannung ist sie der Quotient aus Spannung und Widerstand: I = U ÷ R. Die Stromstärke ist die einzige SI-Basiseinheit (Système International, internationales Maßeinheitensystem) unter den elektrischen Einheiten, alle anderen werden nacheinander von ihr abgeleitet.

                

                	
                    Der Widerstand (Formelsymbol R) gibt an, wie stark sich ein elektrischer Leiter dem fließenden Strom widersetzt, und damit, wie hoch die Spannung sein muss, um Strom mit einer bestimmten Stromstärke durch diesen Leiter zu schicken. Gemessen wird der Widerstand in Ohm (
                        [image: image for unicode &#x03a9;]
                    , also ein großes Omega) und seinen Ableitungen. Die zugehörige Gleichung lautet entsprechend: R = U ÷ I.

                

                	
                    Der Kehrwert des Widerstands, 1/R, ist der elektrische Leitwert (Formelsymbol G), gemessen in Siemens (S) und seinen Ableitungen.

                

            

        

        
            3.1.1    Einfache Schaltungen

            Die grundlegenden Funktionen, die im Computer stattfinden, lassen sich sehr leicht als elektrische Schaltpläne darstellen. Die beiden einfachsten Schaltungen, die man sich vorstellen kann und die sich beispielhaft durch einfaches Elektrozubehör realisieren lassen, sind die Und- sowie die Oder-Schaltung: Um diese Elemente isoliert (ohne vollständigen Rechner) zu bauen, benötigen Sie lediglich eine Batterie, eine Glühlampe, zwei Schalter und etwas Draht.

            Die Und-Schaltung lässt sich durch Reihenschaltung der beiden Schalter realisieren. Die Schalter entsprechen dabei den beiden Werten, die miteinander verknüpft werden sollen. Ein geöffneter Schalter steht für 0, ein geschlossener bedeutet 1. Die Lampe zeigt das Ergebnis an: Bei einer Reihenschaltung leuchtet sie natürlich nur dann, wenn beide Schalter geschlossen sind. Abbildung 3.1 zeigt den Aufbau dieser Schaltung.

            [image: Logisches Und durch einfache Schalter]

            Abbildung 3.1    
            Logisches Und durch einfache Schalter

            Wenn Sie die beiden Schalter dagegen parallel zueinander setzen, erhalten Sie eine Oder-Schaltung: Es genügt, dass einer der beiden Schalter geschlossen ist, um die Lampe zum Leuchten zu bringen (siehe Abbildung 3.2).

            In der Praxis werden die Schalter natürlich durch Transistoren ersetzt; anstelle der Glühlampe führt der Ausgang einer solchen Schaltung zur nächsten, um auf diese Weise komplexere logische Schaltkreise zu realisieren.

            [image: Logisches Oder durch einfache Schalter]

            Abbildung 3.2    
            Logisches Oder durch einfache Schalter

            Ein MOS-Transistor (Metal Oxide Semiconductor, zu Deutsch Metalloxidhalbleiter) besitzt drei Anschlüsse: einen Stromeingang (Emitter oder Source), einen Stromausgang (Kollektor oder Drain) und einen Steuerungseingang (Gate). Es fließt nur Strom zwischen Emitter und Kollektor, wenn eine Steuerspannung anliegt, sodass sich der Transistor als Schalter betrachten lässt, der durch eine Steuerspannung ein- und ausgeschaltet wird. Eine sinnvolle Anwendung ist die NOT-Schaltung, die den Eingangswert verneint. Sie wird realisiert, indem der Transistor mit einem Widerstand gekoppelt wird, wie in Abbildung 3.3 gezeigt.

            [image: NOT-Schaltung durch Transistor und Widerstand]

            Abbildung 3.3    
            NOT-Schaltung durch Transistor und Widerstand

            Die einfachsten Schaltungen, die sich jeweils mithilfe von zwei Transistoren und einem Widerstand realisieren lassen, sind die NAND- und die NOR-Schaltung. Es handelt sich um die Umkehrungen der Und- beziehungsweise Oder-Schaltungen: NAND (Not AND) realisiert die Schaltfunktion ¬(A 
                [image: image for unicode &#x2227;] B) oder ¬A 
                [image: image for unicode &#x2228;] ¬B, bei der die folgende Wertetabelle entsteht:

            
                
                    
                        	
                            NAND

                        
                        	
                            0

                        
                        	
                            1

                        
                    

                
                
                    
                        	
                            0

                        
                        	
                            1

                        
                        	
                            1

                        
                    

                    
                        	
                            1

                        
                        	
                            1

                        
                        	
                            0

                        
                    

                
            

            Tabelle 3.1    
            Wertetabelle der NAND-Schaltung

            NOR (Not OR) stellt dagegen die Schaltfunktion ¬(A 
                [image: image for unicode &#x2228;] B) beziehungsweise ¬A 
                [image: image for unicode &#x2227;] ¬B dar, für die die folgende Wertebelegung gilt:

            
                
                    
                        	
                            NOR

                        
                        	
                            0

                        
                        	
                            1

                        
                    

                
                
                    
                        	
                            0

                        
                        	
                            1

                        
                        	
                            0

                        
                    

                    
                        	
                            1

                        
                        	
                            0

                        
                        	
                            0

                        
                    

                
            

            Tabelle 3.2    
            Wertetabelle der NOR-Schaltung

            Abbildung 3.4 zeigt, wie die NAND- und die NOR-Schaltung durch zwei Transistoren und einen Widerstand realisiert werden.

            [image: NAND- und NOR-Schaltung durch je zwei Transistoren und einen Widerstand]

            Abbildung 3.4    
            NAND- und NOR-Schaltung durch je zwei Transistoren und einen Widerstand

            Durch Kombination mit der zuvor gezeigten NOT-Schaltung lassen sich diese Schaltungen zu den bekannten AND- und OR-Funktionen ausbauen.

            Für die bisher dargestellten Schaltungen gelten die vereinfachenden Symbole aus Abbildung 3.5, weil sich auf diese Weise komplexere Gefüge aus solchen Schaltungen übersichtlich darstellen lassen. In diesem Zusammenhang werden die grundlegenden Schaltungen wie AND und OR als Gatter (Gates) bezeichnet.

            [image: Gattersymbole der Logikschaltungen – oben die aktuelle DIN-Norm, unten die traditionellen Symbole]

            Abbildung 3.5    
            Gattersymbole der Logikschaltungen – oben die aktuelle DIN-Norm, unten die traditionellen Symbole

            Die Negation eines Werts wird übrigens in der Regel nicht durch ein vollständiges NOT-Symbol dargestellt, sondern durch den kleinen Kreis, der auch bei den Symbolen für NAND und NOR zu finden ist. Genau so, wie bei diesen Schaltungen der Ausgang negiert wird, wird bei anderen ein Eingang negiert, das heißt, ein NOT-Gatter wird vor einen der beiden Eingänge eines anderen Elements gesetzt. Beachten Sie, dass die tatsächliche technische Realisation von Schaltungen nicht mit der schematischen Darstellung übereinstimmen muss. Wie Sie zuvor gesehen haben, werden beispielsweise nicht etwa NAND und NOR durch Verneinung von AND und OR gebaut, sondern in Wirklichkeit ist es gerade umgekehrt. Im Übrigen gibt es für komplexere Verknüpfungen von Schaltungen oft eine Reihe äquivalenter Lösungen.

            Die XOR-Schaltung (Exklusiv-Oder), die etwa für den im Folgenden besprochenen Halbaddierer benötigt wird, ist ein wenig komplexer zu realisieren. Sie besteht beispielsweise aus zwei AND-Gattern mit je einem negierten Eingang, auf die dieselben eingehenden Spannungen verteilt werden. Die Ausgänge der beiden AND-Gatter werden wiederum durch ein OR-Gatter verknüpft. Wie Sie sehen, entspricht diese Beschreibung dem im vorigen Kapitel erwähnten Ausdruck (
                [image: image for unicode &#x2310;]A 
                [image: image for unicode &#x2227;] B) 
                [image: image for unicode &#x2228;] (A 
                [image: image for unicode &#x2227;] 
                [image: image for unicode &#x2310;]B).

        
        
            3.1.2    Zusammengesetzte Schaltungen

            Ein Beispiel für die Verknüpfung mehrerer einfacher Gatter ist der Multiplexer. Er implementiert eine einfache Wenn-dann-Beziehung: Wenn der Steuereingang c mit einer Spannung belegt ist (Wert 1), wird der Wert des Eingangs x durchgeschaltet, andernfalls der Wert des Eingangs y. Abbildung 3.6 zeigt den schematischen Aufbau des Multiplexers und daneben sein Schaltsymbol. Die schrittweise Zusammenfassung immer komplexerer Schaltungen durch neue Symbole ist eine wichtige Voraussetzung für die effiziente Arbeit bei der Entwicklung elektronischer Bauteile.

            [image: Aufbau eines Multiplexers]

            Abbildung 3.6    
            Aufbau eines Multiplexers

            Ein weiteres interessantes Bauteil ist der Halbaddierer. Dieser Name leitet sich aus der Tatsache her, dass die Schaltung zwar einen Übertrag berechnet, wenn beide Eingangswerte 1 sind, aber nicht in der Lage ist, den Übertrag eines vorgeschalteten Addierers entgegenzunehmen. Diese Fähigkeit besitzt nur der komplexere im Folgenden dargestellte Volladdierer. Beim Halbaddierer werden die Werte der beiden Eingänge x und y addiert. Der Ausgang s (sum, also Summe) liefert das einstellige Ergebnis der Addition, das der Verknüpfung x XOR y entspricht, während c (carry, der Übertrag) den Wert 1 für die nächste Stelle liefert, wenn x und y beide 1 sind. Die Funktion, die zum Ergebnis von c führt, ist demzufolge x 
                [image: image for unicode &#x2227;] y. Abbildung 3.7 zeigt den Aufbau des Halbaddierers und sein Schaltsymbol.

            [image: Aufbau eines Halbaddierers]

            Abbildung 3.7    
            Aufbau eines Halbaddierers

            Der Volladdierer enthält zwei Halbaddierer. Die einstellige Summe setzt sich aus der Summe der beiden eigentlichen Summanden x und y und aus dem hereinkommenden Übertrag ci (carry-in) zusammen. Der ausgehende Übertrag co (carry-out) wird durch die Oder-Verknüpfung der beiden Summen gebildet. In Abbildung 3.8 sehen Sie den Aufbau des Volladdierers und sein Schaltsymbol.

            Aus einer Reihe dieser 1-Bit-Volladdierer lässt sich ein n-Bit-Addierwerk realisieren. Der Übertrag eines dieser Addierer wird dabei jeweils in den nächsten übertragen. Beachten Sie, dass der Baustein ganz rechts ein Halbaddierer ist, weil die kleinste Stelle natürlich kein Carry-in zu verarbeiten hat. Wenn Sie sämtliche s-Ausgänge von links nach rechts lesen, erhalten Sie das duale Rechenergebnis; ganz links kommt zusätzlich das Carry-out der höchsten Stelle heraus. In Abbildung 3.9 sehen Sie beispielsweise einen 4-Bit-Addierer, mit dem sich zwei Werte von 0000 bis 1111 (0 bis 15) addieren lassen.

            [image: Aufbau eines Volladdierers]

            Abbildung 3.8    
            Aufbau eines Volladdierers

            [image: Aufbau eines 4-Bit-Addierwerks]

            Abbildung 3.9    
            Aufbau eines 4-Bit-Addierwerks

            
                Speicherbausteine

                Die bisher untersuchten komplexen Schaltungen sind in der Lage, verschiedene Operationen durchzuführen. Eine andere Art von Bausteinen dient dagegen nicht als Rechenwerkzeug, sondern als Speicher, bei dem ein einmal gesetzter Wert dauerhaft vorgehalten wird. Erreicht wird dies durch verschiedene Arten der Rückkopplung: Ein Ausgang einer Schaltung wird mit einem Eingang verbunden, um einen einmal eingegebenen Wert immer wieder in die Schaltung zurückzuschreiben.

                Der wichtigste Grundbaustein zur Realisierung von Speichern ist das Flip-Flop. Der Name dieses Bausteins beschreibt die beiden verschiedenen Zustände, die er einnehmen und dauerhaft halten kann. Die bekannteste Art des Flip-Flops ist das RS-Flip-Flop (für Set und Reset). Es handelt sich um zwei NOR-Gatter, die über je einen freien Eingang (r und s genannt) verfügen. Die beiden anderen Eingänge der NOR-Gatter werden mit den Ausgängen des jeweils anderen Gatters verbunden. In Abbildung 3.10 sehen Sie die Schaltzeichnung des RS-Flip-Flops sowie sein vereinfachtes Schaltsymbol zur weiteren Verwendung.

                [image: Aufbau eines RS-Flip-Flops]

                Abbildung 3.10    
            Aufbau eines RS-Flip-Flops

                Der schaltlogisch interessante Ausgang des RS-Flip-Flops ist q: Wenn über s (set) auch nur kurzzeitig der Wert 1 übergeben wird, liefert q diese 1 dauerhaft. Wird dagegen r (reset) mit einer 1 belegt, dann wird q zurückgesetzt und liefert auf Dauer eine 0. Auf diese Weise dient das RS-Flip-Flop als wichtigste Komponente von Speicherbausteinen; es handelt sich um einen 1-Bit-Speicher.

                Um vollständige Speicherbausteine zu realisieren, müssen außerhalb des RS-Flip-Flops noch einige weitere Schaltelemente hinzugefügt werden, die dazu dienen, den Eingabewert aus einer einzelnen Leitung als Wert zu interpretieren, der in der Speicherzelle abgelegt werden soll. Dazu muss ein Schalter verwendet werden, der bestimmt, dass das aktuelle Signal des Eingangs im RS-Flip-Flop gespeichert werden soll. Außerdem muss je nach zu speicherndem Wert zwischen dem Eingang s und dem Eingang r gewählt werden: Eine 1 kann einfach an die Leitung s durchgeschaltet werden, eine 0 bedeutet dagegen, dass eine 1 auf r eingegeben werden soll – der Wert muss nach Auswahl von r zusätzlich negiert werden.

                Abbildung 3.11 zeigt den Aufbau einer Speicherzelle, die die beschriebene Funktionalität zur Verfügung stellt, sowie ihr Schaltsymbol. Wenn auf SELECT eine 1 eingegeben wird, kann über den mit Q AND-verknüpften Ausgang OUT der aktuelle Wert gelesen werden. Dieser Mechanismus dient in einem großen Gefüge von Speicherzellen der Adressierung, also der Auswahl einer bestimmten Speicherzelle oder einer Gruppe von Speicherzellen. Werden SELECT = 1 und WRITE = 1 gesetzt, wird der an INPUT anliegende Wert auf die beschriebene Weise im Flip-Flop abgelegt.

                Mehrere Speicherzellen lassen sich zu einem Register zusammenschließen. Dazu werden die SELECT- und WRITE-Eingänge aller beteiligten Zellen zusammengeschlossen, da stets das gesamte Register auf einmal gelesen oder geschrieben wird. Auf diese Weise werden die Rechenregister im Mikroprozessor realisiert, aber auch die adressierbaren Speicherblöcke im Arbeitsspeicher (RAM). Abbildung 3.12 zeigt ein Beispiel eines 4-Bit-Registers. In der Praxis sind die meisten heutigen Register 32 oder gar 64 Bit breit, funktionieren aber nach demselben Prinzip.
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                Abbildung 3.11    
            Aufbau einer Speicherzelle
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                Abbildung 3.12    
            Aufbau eines 4-Bit-Registers

            
        
    


                    
                        
        3.2    Automatentheorien und -simulationen

        Um die Funktionsweise von Computern nachvollziehen zu können, wurden im Lauf ihrer Entwicklungsgeschichte zahlreiche mathematisch-theoretische Modelle entworfen, die die grundlegenden Arbeitsschritte einer solchen Maschine verdeutlichen sollen. In diesem Abschnitt werden zwei der wichtigsten Theorien vorgestellt: die Turingmaschine sowie eine Modifikation einer Von-Neumann-Registermaschine (mehr über Letztere erfahren Sie in der Einleitung des nächsten Kapitels).

        
            3.2.1    Algorithmen

            Wie bereits in Kapitel 1, »Einführung«, erwähnt, verarbeitet ein Computer Abfolgen von Rechenvorschriften. Diese Vorschriften verarbeitet der Prozessor, indem er elektronische Schaltungen wie die im letzten Abschnitt vorgestellten bedient. Automatentheorien beschreiben ausdrücklich nicht die elektrotechnischen Details von Computern, sondern die mathematischen Aspekte ihrer Funktionsweise. Gerade dies macht die Automatentheorien zum geeigneten Mittel, Algorithmen allgemeingültig zu formulieren, sodass sie auf vielen verschiedenen konkreten Rechnerarchitekturen realisiert werden können.

            Algorithmen dienen in der Mathematik der Beschreibung von Rechen-, Konstruktions- oder Beweisverfahren. In der Informatik bilden sie die allgemeine Grundlage für das Schreiben von Computerprogrammen. Umgekehrt dienen sie manchmal auch der Verallgemeinerung eines bestehenden Computerprogramms aus einer konkreten Programmiersprache auf eine allgemeinere Ebene, um das Programm zum Beispiel in einer anderen Sprache neu schreiben oder einige schlecht implementierte Teilfunktionen ersetzen zu können.

            Neben einem Algorithmus wird in der Regel auch eine Datenstruktur benötigt. Datenstrukturen dienen der Speicherung der Informationen, die ein Algorithmus verarbeitet. Je nachdem, wie effizient eine Datenstruktur ist und wie gut sie an ein bestimmtes Problem angepasst ist, trägt sie entscheidend zu besseren oder schlechteren Algorithmen bei. Das Thema wird in diesem Buch noch einmal aus der Sicht konkreter Programmiersprachen behandelt, und zwar im ersten Abschnitt von Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«. Im Rest des Kapitels wird die Implementierung diverser klassischer Algorithmen mitsamt Anwendungsbeispielen besprochen.

            Es gibt verschiedene konkrete Darstellungsformen für Algorithmen, für die Sie in Kapitel 8 ebenfalls konkrete Beispiele sehen werden:

            
                	
                    Algebraische Darstellung: Die streng mathematisch-algebraische Darstellungsform beschreibt die Datenstruktur als Algebra und die Rechenverfahren als Verknüpfungsvorschriften der Elemente dieser Algebra.

                    Eine Algebra besteht aus einem Satz zulässiger Zeichen mit einer bestimmten Ordnung oder Abfolge sowie aus verschiedenen erlaubten Verknüpfungen dieser Zeichen. Zum Beispiel beschreibt die lineare Algebra sämtliche Aspekte linearer Gleichungssysteme sowie die Vektorrechnung und ihre Anwendungen wie etwa die euklidische Geometrie. Die Zeichen der linearen Algebra sind die reellen Zahlen beziehungsweise mehrdimensionale Vektoren aus reellen Zahlen. Die Verknüpfungsvorschriften sind die Grundrechenarten, die auf die Vektorrechnung ausgeweitet werden.

                    Ein anderes Beispiel ist die in Abschnitt 2.1.3, »Logische Verknüpfungen«, dargestellte boolesche Algebra, deren Zeichenvorrat aus 1 und 0 besteht; die wichtigsten zulässigen Verknüpfungen haben Sie ebenfalls bereits kennengelernt.

                    Für einen neu zu programmierenden Algorithmus eine eigene Algebra zu entwickeln, ist eine schwierige Aufgabe und erfordert umfangreiche Kenntnisse der mathematischen Formelsprache. In diesem Buch wird aus konzeptionellen Gründen nicht weiter darauf eingegangen – es ist kein Mathematikbuch. In der Literaturliste in Anhang C finden Sie jedoch Hinweise auf Bücher, in denen diese Thematik näher erläutert wird.

                

                	
                    Anschaulich-sprachliche Darstellung: Überraschend häufig ist es am sinnvollsten, einen Algorithmus als Abfolge von Schritten in normaler Alltagssprache zu formulieren. Ein Beispiel sind die Umrechnungsanleitungen für die verschiedenen Zahlensysteme, die im vorherigen Kapitel erläutert wurden. Der Ansatz, aus einer solchen Beschreibung ein Computerprogramm zu entwickeln, besteht darin, zunächst eine passende Datenstruktur auszuwählen und die einzelnen Schritte anschließend in Programmbefehle umzusetzen.

                

                	
                    Diagrammdarstellung: Eine beliebte Darstellungsform für Algorithmen ist das Flussdiagramm oder der konkretere, aus mehr Einzelschritten bestehende Programmablaufplan. Ein weiteres Verfahren, das vor allem im Informatikunterricht gern eingesetzt wird, ist das Nassi-Shneiderman-Diagramm oder Struktogramm; es bildet die Funktionen moderner Programmiersprachen besser ab und lässt sich auf einfache Weise in Tabellenform darstellen.

                    Eine spezielle Variante der Diagrammdarstellung bietet die Unified Modeling Language (UML). Sie dient nicht nur der Darstellung der unmittelbaren Computeralgorithmen, sondern kann darüber hinaus auch ganze Geschäftsprozesse mitsamt beteiligten Ressourcen und Arbeitsabläufen abbilden. Aus diesem Grund ist die UML eines der beliebtesten Instrumente im modernen Software-Engineering; sie dient dem objektorientierten Design und der Entwicklung verteilter Anwendungen. Genaueres erfahren Sie in Kapitel 11, »Software-Engineering«.

                

                	
                    Pseudocode-Darstellung: Hierbei handelt es sich um die Formulierung des Algorithmus in einer »verallgemeinerten Programmiersprache«. Diese Schreibweise kommt dem endgültigen Computerprogramm am nächsten, ist aber noch immer allgemein genug, um das Programm später in verschiedenen konkreten Sprachen implementieren zu können. Viele formalisierte Sprachen sind an C, Java, Pascal oder BASIC angelehnt. Ein Beispiel auf einer anderen Ebene ist die Maschinensprache des in Abschnitt 3.2.3, »Der virtuelle Prozessor«, vorgestellten virtuellen Prozessors.

                

            

            
                Berechenbarkeit

                Die theoretische Informatik beschäftigt sich neben Automatentheorien vor allem mit den Problemen der Berechenbarkeit und der Komplexität.

                Die Berechenbarkeit beantwortet die Frage, ob ein bestimmtes Problem überhaupt durch Berechnungen gelöst werden kann. Dabei gibt es Probleme, die für spezielle Eingabewerte nicht berechenbar sind, und andere, die gar nicht oder nicht mit vertretbarem Aufwand berechnet werden können.

                Betrachten Sie als anschauliches Beispiel für ein nicht für jede Wertekombination berechenbares Problem einen Algorithmus, der zwei Eingabewerte a und b entgegennimmt, a durch b dividiert und das Ergebnis zurückgibt. Dargestellt werden könnte dieser Algorithmus etwa durch die folgende mathematische Funktion:

                
                    [image: formula]

                
                Wie Ihnen bekannt sein dürfte, ist keine Zahl durch 0 teilbar, das heißt, für b = 0 ist die Funktion nicht berechenbar. Wie im letzten Kapitel bereits erwähnt, heißt ein solcher Eingabewert Undefiniertheitsstelle einer Funktion und wird so angegeben:

                
                    [image: formula]

                
                Intuitiv können Sie allerdings erkennen, dass die Funktion allgemein berechenbar ist – es gibt unendlich viele Paare (a, b), für die sie eine definierte Lösung besitzt. Genauer gesagt, ist sie für alle a 
                    [image: image for unicode &#x2208;] 
                    [image: image for unicode &#x211d;] und alle b 
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                 \ {0} definiert.

                Es ist schwieriger, ein grundsätzlich nicht berechenbares Problem zu finden, also eine Aufgabenstellung, die sich nicht durch Berechnung lösen lässt. Es gibt im Wesentlichen zwei Kategorien nicht berechenbarer Probleme:

                
                    	
                        Das Problem ist seiner Natur nach nicht berechenbar.

                    

                    	
                        Eine Berechnung zur Lösung des Problems ist so komplex, dass es nicht in annehmbarer Zeit gelöst werden kann (die Berechnung würde mit vertretbarer Rechenkapazität viele Jahre oder gar Jahrhunderte dauern).

                    

                

                Beispiele für den ersten Fall enthalten meist einen unauflösbaren logischen Widerspruch. Die beliebte Geschichte vom Kreter, der behauptet, alle Kreter seien Lügner, ist übrigens kein echtes derartiges Paradoxon: Er muss ja lediglich selbst ein Lügner sein, und schon ist seine Aussage ohne jeden Widerspruch null und nichtig.

                Anders sieht es mit der folgenden klassischen Aussage aus:

                Dieser Satz ist eine falsche Aussage.


                Ein Prozessor würde eher durchschmoren, als Ihnen mit Gewissheit sagen zu können, ob diese Aussage wahr ist oder nicht. Sollte sie nämlich tatsächlich wahr sein, träfe es zu, dass sie falsch ist. Damit ist sie aber eben nicht wahr. Falls sie dagegen tatsächlich falsch ist, trifft das Gegenteil zu, nämlich dass sie wahr ist ...

                Sie mögen nun einwenden, dass ein solcher Satz in einer formalen Sprache wie derjenigen eines Computers gar nicht ausgedrückt werden kann. Der österreichische Mathematiker Kurt Gödel bewies jedoch bereits 1931 im Rahmen seiner Unvollständigkeitssätze, dass man in jedem formalen System, das komplex genug ist, um die Arithmetik der natürlichen Zahlen darzustellen, Sätze formulieren kann, die innerhalb dieses Systems weder bewiesen noch widerlegt werden können.

                Damit ist auch bewiesen, dass sich die Mathematik nicht vollständig und widerspruchsfrei auf Axiome aufbauen lässt, was der deutsche Mathematiker David Hilbert und zuvor die britischen Philosophen Alfred North Whitehead und Bertrand Russell versuchten. Auf ein Werk der beiden Letzteren, die »Principia Mathematica«, bezieht sich Gödel im Titel seines Aufsatzes »Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme«.

                Das bedeutet natürlich nicht, dass die Mathematik insgesamt unbrauchbar wird. Sie kann lediglich in verschiedene Richtungen erweitert werden, die einander widersprechen, aber in sich jeweils schlüssig sind. Ähnliches ist schon wesentlich länger für die Geometrie bekannt: Diese baut auf fünf Axiomen aus Euklids Hauptwerk »Elemente« auf, aber das fünfte – das sogenannte Parallelenaxiom – warf seit Jahrhunderten Fragen auf. Wie sich zeigte, ist es ein echtes Axiom, denn es lässt sich nicht mithilfe der anderen vier beweisen (oder auch widerlegen). Es kann aber bewiesen werden, dass die Geometrie sowohl mit dem klassischen Parallelenaxiom als auch mit Alternativen konsistent ist, wodurch sich neben der euklidischen Geometrie (in der beispielsweise alle Dreiecke die Winkelsumme 180° haben) auch nichteuklidische Varianten etablieren lassen: In der hyperbolischen Geometrie ist die Winkelsumme im Dreieck stets kleiner als 180°, in der Kugel- oder Ellipsengeometrie größer. Es lässt sich nicht behaupten, dass diese Systeme »falsch« sind und die euklidische Geometrie »wahr« (oder umgekehrt). Sie treffen lediglich unter verschiedenen Umständen zu. Zum Beispiel beschreibt die euklidische Geometrie die Verhältnisse in der Ebene, während etwa auf Planetenoberflächen die Kugelgeometrie angewendet werden muss.[ 18 ]

                Ähnlich wie die Geometrie bauen auch die meisten anderen Teilgebiete der Mathematik seit Ende des 19. Jahrhunderts auf möglichst wenige Axiome auf, aus denen der Rest der Sätze einer solchen Disziplin durch aufeinander aufbauende Beweise hergeleitet wird. Im letzten Kapitel wurden beispielsweise die Zermelo-Fraenkel-Axiome der Mengenlehre erwähnt. Bekannt sind auch die Axiome für die Arithmetik der natürlichen Zahlen, die auf den italienischen Mathematiker Giuseppe Peano zurückgehen.

                
                    Die gödelschen Unvollständigkeitssätze

                    Die Unvollständigkeitssätze inspirierten Pioniere der Informatik wie Alan Turing und John von Neumann, einen sehr einflussreichen ungarischen Mathematiker, den Gödel persönlich kannte. Deshalb folgt hier ein sehr kurzer Überblick über Struktur und Durchführung des Beweises.[ 19 ]

                    Zunächst definierte Gödel in seinem Beweis ein formales System. Das ist eine Sammlung zulässiger Zeichen und daraus konstruierter Formeln, Axiome (ohne Konstruktion vorhandene Formeln) und Schlussregeln, mit denen Formeln aus den Axiomen oder aus bereits abgeleiteten Formeln konstruiert werden können. Das konkrete formale System enthält die Axiome der Peano-Arithmetik, Addition und Multiplikation, die Prädikatenlogik und verschiedene Arten von Variablen (Platzhalter für konkrete Zahlen, für Formeln mit konkreten Zahlen und für Formeln mit Platzhaltern).

                    Dem formalen System wird nun die Fähigkeit verliehen, Aussagen über sich selbst zu machen. Dazu wird nach einem bestimmten Verfahren jeder denkbaren Formel eine eindeutige (oft unvorstellbar hohe) natürliche Zahl zugeordnet. Dies wird als Gödelnummerierung oder Gödelisierung bezeichnet und findet bis heute in bestimmten Arten von Beweisen in Mathematik und Informatik Anwendung. Diese Gödelnummern können wiederum in Formeln vorkommen, die so zu Formeln über Formeln werden.

                    Mit diesen beiden Werkzeugen erfolgt der eigentliche Beweis. In der Sprache des formalen Systems wird ein Satz formuliert, der in der Standardinterpretation der Zeichen dieses Systems bedeutet: »Ich bin innerhalb dieses Systems nicht beweisbar.« Dieser Satz G ist ein herleitbarer Satz des Systems und hat natürlich eine Gödelnummer. Damit das System nicht inkonsistent wird, muss man den Satz beim Wort nehmen und schlussfolgern, dass er sich tatsächlich nicht beweisen lässt. Damit ist er wahr. Dies ist der erste Unvollständigkeitssatz: In jedem formalen System, das mächtig genug ist, die Arithmetik der natürlichen Zahlen darzustellen, gibt es wahre, aber unbeweisbare Sätze.

                    Übrigens nützt es nichts, G zu den Axiomen des Systems hinzuzunehmen, um seine Beweisbarkeit unnötig zu machen. Denn in diesem neuen System lässt sich wieder ein solcher Satz konstruieren – und immer so weiter.

                    Es gibt einen zweiten Unvollständigkeitssatz: Ein solches System kann seine eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen. Dies folgt daraus, dass es schon einen Satz wie G nicht beweisen kann, denn dieser Beweis wäre eine notwendige Voraussetzung für den allgemeineren.

                

                Zu den prinzipiell berechenbaren, aber zu aufwendigen Aufgaben gehört beispielsweise der Versuch, einen Algorithmus zu programmieren, der ein umfangreiches Kreuzworträtsel durch stupides Ausprobieren aller erdenklichen Kombinationen löst[ 20 ] oder sämtliche möglichen Zugfolgen bis zum Ende bei einem Schachspiel durchprobiert. Letzteres scheint ein Widerspruch zu der Tatsache zu sein, dass es hervorragende Schachprogramme gibt, die sogar menschliche Großmeister*innen besiegen. Aber auch diese Programme versuchen gar nicht erst, jeden denkbaren Zug durchzurechnen, sondern basieren auf einer Reihe von Wahrscheinlichkeitsregeln, Vereinfachungen und nicht zuletzt einer Datenbank mit sinnvollen Zügen. Neuere Schachprogramme wenden darüber hinaus Machine-Learning-Algorithmen an, mit denen beispielsweise auch das Brettspiel Go erlernt wurde.

            
            
                Das Halteproblem

                Ein Teilproblem der Berechenbarkeit ist das Halteproblem, das sich mit der Frage beschäftigt, ob ein Algorithmus bei bestimmten Eingabewerten jemals terminiert (beendet wird). Manche Programme bleiben nämlich in einer Endlosschleife hängen, weil es kein Kriterium gibt, das festlegt, wann ihre Arbeit beendet ist.

                Natürlich gibt es Algorithmen, bei denen feststeht, dass sie in endlicher Zeit eine Lösung finden. Die Prüfung, ob eine bestimmte gerade Zahl größer als 2 die Summe zweier Primzahlen ist, kann entschieden werden, indem die Summen aller Primzahlen, die kleiner als die gesuchte Zahl sind, durchprobiert werden. Wenn Sie das Programm ohne Optimierungen schreiben, braucht es für eine gerade Zahl n bis zu (knapp) n2 Versuche, bis Sie mit Gewissheit sagen können, ob es sich bei ihr um eine solche Summe handelt. Die berühmte goldbachsche Vermutung lautet übrigens, dass dies für alle geraden Zahlen über 2 der Fall sei. Für die Vermutung wurde bisher weder ein Beweis noch ein Gegenbeispiel gefunden, aber durch Ausprobieren wurde festgestellt, dass sie für alle geraden Zahlen bis etwa 4 ∙ 1018 zutrifft.

                Anders sieht es mit der Frage aus, ob eine gerade Zahl die Differenz zweier Primzahlen ist. Zunächst sieht es aus, als sei auch dies regelmäßig der Fall:

                
                    [image: formula]

                
                Lässt sich für eine bestimmte gerade Zahl jedoch auf die Schnelle kein Beispiel finden, könnte das entsprechende Programm bis in alle Ewigkeit weitersuchen, ohne feststellen zu können, dass es keine Lösung gibt. In diesem speziellen Fall steht also fest, dass das Programm nur für eine positive Lösung (»Diese Zahl ist die Differenz zweier Primzahlen«) verbindlich terminiert.

                Der im nächsten Abschnitt näher vorgestellte Alan Turing bewies, dass das Halteproblem nicht für alle Fälle in endlicher Zeit algorithmisch lösbar ist – er bezeichnete es mit dem von Hilbert geprägten deutschen Fremdwort »Entscheidungsproblem«. Auf den Beweis wird ebenfalls im nächsten Abschnitt näher eingegangen, weil die Turingmaschine als Automatenmodell dabei eine Rolle spielt.

            
            
                Einführung in die Komplexitätstheorie

                Um die Rechenzeit zu bestimmen, die ein Algorithmus benötigt, wird dessen Komplexität ermittelt. Die Komplexitätsklasse gibt eine Größenordnung für die Anzahl der Durchläufe an, die bis zur Lösung des Problems notwendig sind. Für die tatsächliche Anzahl von Durchläufen werden drei exemplarische Werte angegeben: Der Best Case gibt die minimale Anzahl von Durchläufen an, der Average Case ist der Durchschnittswert und der Worst Case die maximale Durchlaufzahl.

                Betrachten Sie als Beispiel einen Algorithmus, der die Elemente einer Menge nacheinander mit einem vorgegebenen Wert vergleicht und anhält, sobald ein Element diesem Wert entspricht oder alle Elemente verglichen wurden. Dieser Algorithmus wird als lineare Suche bezeichnet; in Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«, finden Sie Beispielimplementierungen in echten Programmiersprachen.

                Der Best Case ist das Finden des Werts beim ersten Versuch. Beim Worst Case müssen alle Elemente der Menge mit dem Suchwert verglichen werden. Der Average Case ist in diesem Fall die Hälfte der Elementanzahl. Die Komplexitätsklasse richtet sich grundsätzlich nach dem Worst Case, weil man bei der Programmierplanung berücksichtigen muss, wie lange die Ausführung eines Programms maximal dauern kann.

                Der Algorithmus für die lineare Suche benötigt im Höchstfall eine Anzahl von Versuchen, die der Anzahl der Elemente entspricht. Bei n Elementen werden also maximal n Versuche gebraucht. Dies wird als lineare Komplexität (des Algorithmus) bezeichnet. Man sagt auch, dass die Komplexität »von der Ordnung n« ist.

                Definition: Eine Funktion f(n) ist höchstens von der Ordnung der Funktion g(n), falls es eine Konstante C gibt, sodass für »große N« gilt:

                
                    [image: formula]

                
                Dies wird symbolisch auch als f(N) = 0(g(N)) geschrieben –  O-Notation (Big-O-Notation) genannt.

                Bei der linearen Suche ist g(N) = N, sodass für die Funktion f(N) gilt:

                
                    [image: formula]

                
                Übrigens spricht man auch dann von ein und derselben Komplexitätsklasse, wenn sich die Anzahl der Durchläufe zweier Algorithmen um einen konstanten Faktor voneinander unterscheidet. Benötigt ein anderer Algorithmus für n Elemente beispielsweise 2n Versuche, wird dies ebenfalls als lineare Komplexität angegeben.

                Bei anderen Algorithmen kann es völlig andere Komplexitätsklassen geben. Stellen Sie sich beispielsweise ein Programm vor, das nacheinander alle erdenklichen Reihenfolgen einer Folge von n verschiedenen Werten ausgeben soll – dieses Verfahren wird als Suche nach Permutationen bezeichnet. Für die Zahlenfolge 1, 2, 3 gibt es beispielsweise die folgenden Permutationen:
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                Tabelle 3.3    
            Alle Permutationen der Zahlenfolge 1, 2, 3

                Drei Elemente ermöglichen sechs verschiedene Permutationen, bei vier Elementen sind es bereits 24 (= 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ 4). Bei n Elementen sind n! (sprich n Fakultät, also 1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ ... ∙ n) verschiedene Permutationen möglich. Die Komplexitätsklasse ist demnach n!.

                Andere typische Komplexitätsklassen sind etwa folgende:

                
                    	
                        0(1) – Die statische Komplexität: Die Rechenzeit bleibt ungeachtet der Quantität N immer etwa gleich; dies ist ein Idealzustand, der selten erreicht wird. Der Linux-Kernel enthält seit Version 2.6 einen 0(1)-Scheduler. Es dauert also unabhängig von der Anzahl der laufenden Prozesse immer ungefähr gleich lang, auszuwählen, welcher Prozess als nächster an der Reihe ist.

                    

                    	
                        0(log(N)) – Die logarithmische Komplexität entsteht beispielsweise bei Teile-und-herrsche-Verfahren wie der in Kapitel 8, »Algorithmen und Datenstrukturen«, erläuterten binären Suche.

                    

                    	
                        0(N2) – Die quadratische Komplexität entsteht etwa bei Problemen, die die tabellarische Verknüpfung von Werten enthalten.

                    

                    	
                        0(NK) – Die polynomielle Komplexität herrscht bei zahlreichen mehrdimensionalen Algorithmen.

                    

                    	
                        0(KN) – Die exponentielle Komplexität kommt bei Problemen vor, die durch mehrfaches Ausprobieren verschiedener Kombinationsmöglichkeiten gelöst werden.

                    

                

            
        
        
            3.2.2    Die Turingmaschine

            Eine der ältesten Automatentheorien wurde 1936, also noch vor der Umsetzung echter Computer, von dem britischen Mathematiker, Kryptologen und Informatikpionier Alan Turing aufgestellt. Turing ist vor allem berühmt geworden, da er im Zweiten Weltkrieg die entscheidende Rolle bei der Entschlüsselung des Codes der deutschen Chiffriermaschine Enigma spielte.

            Darüber hinaus erdachte Turing auch den bekannten nach ihm benannten Turing-Test, den er selbst The Imitation Game nannte. Dieses Konzept gilt als Maßstab dafür, wann ein Computer wirklich intelligent ist. Die genaue Versuchsanordnung bei Turing ist etwas komplexer, läuft aber im Prinzip auf Folgendes hinaus: Ein Mensch muss sich mit einer intelligenten (denkenden) Maschine über Monitor und Tastatur unterhalten können, ohne den Unterschied zu einer elektronischen Unterhaltung mit einem Menschen zu bemerken.

            Einer der ersten Kandidaten für das Bestehen des Turing-Tests war übrigens das Programm Eliza, das in den 1960er-Jahren von Joseph Weizenbaum geschrieben wurde. Es handelt sich um die Simulation eines Gesprächs zwischen einem Patienten und einem Psychotherapeuten, der die Eingaben des »Patienten« in Rückfragen umwandelt. Außerdem enthält das Programm eine Sammlung von Schlüsselwörtern, auf die es mit speziellen Antworten reagiert. Hier ein kurzer Beispieldialog:

            User: I am afraid of computers. 
Eliza: You have your mind on computers, it seems. 
User: Yes. 
Eliza: I see ... Well, why do you say this is so? 
User: Because computers make me nervous. 
Eliza: Is it because computers make you nervous that you came to me? 
User: Yes. 
Eliza: Yes, hmmm ... so, what makes you believe this is so? 
User: Because I don’t trust them. 
Eliza: Does it bother you that you do not trust them? 
etc.

            Mit Intelligenz hat das Ganze allerdings nichts zu tun; Eliza lässt sich leicht überlisten. Im Internet finden Sie zahlreiche Onlineimplementierungen sowie Downloads für die verschiedensten Plattformen, oft mitsamt Quellcode, sodass Sie das Programm selbst analysieren können. Chatbots sind seit der Erfindung von Eliza einen weiten Weg gegangen; sogenannte Large Language Models wie GPT-4 und sein Chat-Interface ChatGPT kommen dem Bestehen des Turing-Tests vergleichsweise nahe (siehe dazu Kapitel 10, »Datenanalyse, Machine Learning, künstliche Intelligenz«).

            Übrigens kann man nicht über Alan Turing sprechen, ohne sein tragisches Schicksal zu erwähnen, zumal es ein beschämendes Beispiel dafür ist, wie weit Intoleranz getrieben werden kann: Als durch einen Zufall öffentlich bekannt wurde, dass Turing homosexuell war, wurde er vom Gericht zu einer seltsamen Hormon-»Therapie« gezwungen. Dies zermürbte ihn letztlich so sehr, dass er sich 1954 das Leben nahm.[ 21 ]

            
                Aufbau und Beispielprogramme

                Eine der größten Leistungen Turings ist die Entwicklung des nach ihm benannten Automatenmodells, der Turingmaschine. Es handelt sich um das leistungsfähigste Automatenmodell in einer Hierarchie solcher Modelle. Das einfachste dieser Modelle ist der sogenannte endliche Automat, den Sie sich in etwa wie die theoretische Darstellung eines mechanischen Getränkeautomaten vorstellen können.

                Eine Turingmaschine besitzt folgenden Aufbau:

                
                    	
                        Der Speicher ist ein in einzelne Felder unterteiltes Band, das sich nach links oder rechts bewegen lässt. Aus diesem Grund wird die Turingmaschine übrigens auch als Bandmaschine bezeichnet.

                    

                    	
                        Jedes Feld des Bandes kann einen bestimmten Wert aus dem Zeichenvorrat der Maschine enthalten.

                    

                    	
                        Es befindet sich jeweils genau ein Feld des Bandes unter einem Schreib-/Lesekopf. Dieser liest die Inhalte der einzelnen Felder zeichenweise als Eingabe oder schreibt als Ausgabe neue Werte hinein.

                    

                    	
                        Je nach gelesenem Zeichen und je nach bisherigem Zustand wird die Maschine in verschiedene definierte Zustände versetzt. Die Zustände bestehen beispielsweise aus der Bewegung des Bandes in eine der beiden Richtungen, dem Lesen des jeweils nächsten Zeichens, dem Schreiben eines Zeichens etc. Ein spezielles Zeichen muss die Maschine jeweils in den Zustand »Programmende« schalten.

                    

                

                Abbildung 3.13 zeigt den schematischen Aufbau einer Turingmaschine. Beachten Sie, dass es neben der hier vorgestellten Ein-Band-Maschine auch Maschinen mit mehreren Bändern geben kann, die Aufgaben parallel erledigen können. Vorstellbar wäre etwa eine Turingmaschine mit drei Bändern: Eingabeband, Rechenband und Ausgabeband. Es ist beweisbar, dass Maschinen mit einem Band dieselben Aufgaben erledigen können wie solche mit mehreren – nur entsprechend langsamer.

                [image: Aufbau einer Turingmaschine]

                Abbildung 3.13    
            Aufbau einer Turingmaschine

                Das Prinzip lässt sich am besten anhand einer einfachen Maschine verdeutlichen, die einen kleinen Zeichenvorrat und wenige Zustände besitzt. Deshalb wird an dieser Stelle eine Turingmaschine vorgestellt, die mit einem Alphabet aus drei Zeichen auskommt. Ihr Programm dient dazu, eine Dualzahl – bestehend aus den Symbolen 1 und 0 – bitweise zu invertieren, also aus jeder Null eine Eins zu machen und umgekehrt. Das Ende ist erreicht, wenn das spezielle Zeichen X angetroffen wird.

                Das »Programm«, also die Definition der Zustandswechsel für diese Maschine, finden Sie in Tabelle 3.4.

                
                    
                        
                            	
                                Zustand

                            
                            	
                                0

                            
                            	
                                1

                            
                            	
                                X

                            
                        

                    
                    
                        
                            	
                                1

                            
                            	
                                1;1;R

                            
                            	
                                0;1;R

                            
                            	
                                X;2;–

                            
                        

                        
                            	
                                2

                            
                            	
                                Ende

                            
                        

                    
                

                Tabelle 3.4    
            Zustandswechselvorschriften einer einfachen Turingmaschine

                Jede Zelle in der Tabelle entspricht einer möglichen Kombination eines Zustands mit einem Wert, der zurzeit auf dem Band liegt. Jeder »Befehl« besteht aus dem neuen Wert, der geschrieben werden soll, aus dem neuen Zustand, in den gewechselt wird, sowie aus der Richtung, in die sich der Schreib-/Lesekopf auf dem Band weiterbewegen soll. Der Anfangszustand ist 1, der Zustand 2 steht dagegen für das Programmende.

                Wird in Zustand 1 eine 0 auf dem Band gelesen, dann wird eine 1 geschrieben, die Maschine verbleibt in Zustand 1 und wandert weiter nach rechts (R). Bei einer 1 wird der Wert 0 geschrieben, abgesehen davon geschieht dasselbe. Wenn ein X gelesen wird, wechselt die Maschine in den Zustand 2, in dem die Berechnung beendet ist.

                Angenommen, das Band enthielte die Werte 1011X: Die Maschine führt somit nacheinander die in Abbildung 3.14 gezeigten Arbeitsschritte durch.

                [image: Arbeitsablauf eines einfachen Turingmaschinenprogramms]

                Abbildung 3.14    
            Arbeitsablauf eines einfachen Turingmaschinenprogramms

                Eine Maschine mit einem etwas größeren Zeichenvorrat – hinzu kommt ein Y – soll nun eine andere Aufgabe ausführen: Die einzelnen gelesenen Werte, die sich anfangs links vom X befinden, sollen hinter das X gestellt werden, und zwar in umgekehrter Reihenfolge. Dazu bewegt die Maschine den Schreib-/Lesekopf zunächst immer weiter nach rechts, bis sie beim X ankommt. Rechts vom X trägt sie ein Y als Stoppmarkierung ein. Hier geht sie einen Schritt zurück, um den am weitesten rechts stehenden Wert zu holen. Je nachdem, welcher Wert das ist, gibt es zwei verschiedene Zustände, die den Wert beide mit einem X überschreiben und dann immer weiter nach rechts wandern, bis das Y gelesen wird. Dort legen sie den Wert (1 oder 0) ab, für den sie zuständig sind, und notieren das Y dahinter. Anschließend geht das Ganze von vorn los.

                Tabelle 3.5 zeigt die Programmvorschriften, die zur Lösung dieses Problems erforderlich sind. Das »fünfte Zeichen« mit der symbolischen Beschriftung ».« steht für eine leere Zelle auf dem Band.
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                                1

                            
                            	
                                X
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                                0;1;R

                            
                            	
                                1;1;R
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                                X;6;R

                            
                            	
                                1;2;R
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                                Ende

                            
                        

                    
                

                Tabelle 3.5    
            Ein Turingmaschinenprogramm, das die Reihenfolge einer Sequenz von Binärstellen umkehrt

                Auf der Website turingmachinesimulator.com finden Sie eine gelungene Turingmaschinensimulation, in der Sie die hier dargestellten Beispiele und andere Programme ausprobieren können.

                Turingmaschinen sind in der Lage, jedes beliebige berechenbare Problem zu lösen, wie die nach Turing und dem amerikanischen Mathematiker Alonzo Church benannte Church-Turing-Hypothese besagt. Deshalb ist ein wichtiges Kriterium für die Funktionalität einer Programmiersprache die Frage, ob sie Turing-vollständig ist, ob sie also alle Probleme lösen kann, mit denen auch die Turingmaschine zurechtkommt.

            
            
                Die universelle Turingmaschine und das Halteproblem

                Für den Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems setzte Turing ein ähnliches Verfahren ein wie Gödel. Zuerst definierte er die sogenannte universelle Turingmaschine. Dabei handelt es sich nicht um ein grundsätzlich anderes Automatenmodell. Stattdessen ist es eine Technik, die auf dem Band einer Turingmaschine nicht nur die zu verarbeitenden Daten, sondern auch das auszuführende Programm selbst speichert. Die universelle Turingmaschine kann also jede beliebige konkrete Maschine simulieren.

                Nun wird jedem denkbaren Turingmaschinenprogramm eine eindeutige Nummer – auch hier Gödelnummer genannt – zugewiesen. Wird das Band der universellen Turingmaschine mit der Nummer des jeweiligen Programms und Eingabedaten beschrieben, führt sie dieses Programm aus.

                Für den Beweis, der durch Widerspruch geführt wird (siehe Abschnitt 2.2.4, »Beweise«), wird angenommen, dass eine Turingmaschine H mit der folgenden Eigenschaft existiert: Sie kann für jede beliebige Kombination aus der Gödelnummer eines Programms und Eingabedaten in endlicher Zeit ermitteln, ob dieses Programm mit der entsprechenden Eingabe anhalten würde. Für den Beweis genügt das noch nicht – es wird eine erweiterte Fassung H + konstruiert, die in eine Endlosschleife gehen soll, wenn das überprüfte Programm anhielte, und anhalten, wenn das Programm nicht stoppen würde.

                Die Maschine H + wird schließlich mit ihrer eigenen Gödelnummer als Programm und als Eingabe gefüttert und gestartet. Dieser geniale Trick von Turing macht den Widerspruch deutlich: Wenn die Maschine anhält, muss sie eine Endlosschleife starten – aber genau dann muss sie gemäß ihrer Definition anhalten. Damit ist bewiesen, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist, denn ein einziges Gegenbeispiel genügt, um eine Behauptung zu widerlegen.

            
        
        
            3.2.3    Der virtuelle Prozessor

            Eine andere Art der Computersimulation ist die Registermaschine, die das Modell des Von-Neumann-Rechners simuliert. In diesem Abschnitt wird sie durch einen einfachen virtuellen Prozessor dargestellt. Es handelt sich um die stark vereinfachte Simulation eines Mikroprozessors. Er kann einige, aber bei Weitem nicht alle Operationen durchführen, die ein echter Prozessor ausführen kann. Allerdings ließe sich mit etwas Mühe nachweisen, dass er Turing-vollständig ist, also alle berechenbaren Probleme lösen kann.

            In den Listings zum Buch finden Sie im Verzeichnis für das vorliegende Kapitel eine JavaScript-Simulation dieses Prozessors. Öffnen Sie einfach index.html aus dem Unterverzeichnis vprocessor, um sie zu starten. Alternativ können Sie die Arbeit dieses Prozessors auch mit Bleistift und Papier nachvollziehen.

            In der sehr einfachen »Maschinensprache« des virtuellen Prozessors wird ein Programm geschrieben, das dann – in der Papierversion von Ihnen, in der Computersimulation durch den Rechner – ausgeführt wird.

            Es gelten die folgenden Designprinzipien für den Prozessor und den umgebenden Computer (der nur durch seinen Arbeitsspeicher vertreten ist):

            
                	
                    Der Prozessor besitzt lediglich zwei Rechenregister A und B sowie ein Statusregister C und einen Stack Pointer S.

                

                	
                    Der adressierbare Arbeitsspeicher besitzt die Adressen 0 bis 199. Das Programm als solches wird nicht als Bestandteil des Arbeitsspeichers gehandhabt (bei echten Prozessoren kann es zu Abstürzen kommen, wenn versehentlich oder absichtlich der Programmspeicher überschrieben wird). Programmstellen werden nicht durch Speicheradressen, sondern durch spezielle Sprungmarken (Labels) angegeben.

                    Die Speicherstellen 100 bis 199 bilden übrigens den sogenannten Stack, der im Rahmen der Befehlsreferenz erläutert wird, und sollten deshalb nicht als normale Einzelspeicherstellen verwendet werden.

                

                	
                    Der Prozessor behandelt Ganzzahlen und Fließkommazahlen gleich und macht keine Unterschiede zwischen ihnen.

                

                	
                    Es gibt im Speicher keine maximale Wortlänge, er ist also nicht in Einheiten wie Bytes oder 32-Bit-Blöcke eingeteilt. Eine Speicherstelle kann eine beliebig große Zahl aufnehmen.

                    Eine Einschränkung ergibt sich natürlich bei der Simulation auf einem echten Computer: Hier entspricht die maximale Aufnahmekapazität einer Speicherstelle der jeweiligen Computerarchitektur. Typischerweise können zum Beispiel 32 Bit für Ganzzahlen gespeichert werden, es sind also Werte zwischen etwa –2 Milliarden und +2 Milliarden möglich.

                

                	
                    Eine Ebene der echten Maschinensprache, auf der jeder Befehl einer Zahl (OpCode) entspricht, wurde gar nicht erst realisiert. Die unterste Ebene ist der »Assembler« des virtuellen Prozessors, der die Befehle als benannte Kürzel – sogenannte Mnemonics – abbildet. Soweit es bei einer so einfachen CPU möglich ist, wurden die Namen und Funktionen der Befehle dem Intel-Assembler angepasst.

                

            

            Zum Einstieg sehen Sie hier als Erstes ein Programmbeispiel. Die Nummern in Klammern beziehen sich auf die anschließenden Erläuterungen:

            MOV A, $0  ;(1)
ADD A, $1  ;(2)
MOV $2, A  ;(3)
HLT        ;(4)


            Hier die Erläuterung des Programms:

            
                	
                    MOV A, $0. Der Inhalt der Speicheradresse 0 wird in das Rechenregister A kopiert.

                

                	
                    ADD A, $1. Der Inhalt von Adresse 1 wird zum Inhalt von Register A addiert.

                

                	
                    MOV $2, A. Der Inhalt des Registers A wird in die Speicherstelle 2 kopiert.

                

                	
                    HLT. Das Programm wird beendet.

                

            

            Um die Simulation durchführen zu können, werden die Speicheradressen 0 und 1 mit den Anfangswerten 3 und 4 belegt. Die Ausführung des Programms kann wie folgt in einer Wertetabelle dargestellt werden.

            
                
                    
                        	
                            Befehl

                        
                        	
                            A

                        
                        	
                            0

                        
                        	
                            1

                        
                        	
                            2

                        
                    

                
                
                    
                        	
                            –

                        
                        	
                            –

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            4

                        
                        	
                            –

                        
                    

                    
                        	
                            MOV A,$0

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            4

                        
                        	
                            –

                        
                    

                    
                        	
                            ADD A,$1

                        
                        	
                            7

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            4

                        
                        	
                            –

                        
                    

                    
                        	
                            MOV $2, A

                        
                        	
                            7

                        
                        	
                            3

                        
                        	
                            4

                        
                        	
                            7

                        
                    

                
            

            Tabelle 3.6    
            Darstellung eines Programmablaufs des virtuellen Prozessors in einer Wertetabelle

            
                Befehlsreferenz

                In der folgenden Referenz werden einige wichtige Abkürzungen verwendet:

                
                    	
                        reg ist ein Rechenregister (A oder B).

                    

                    	
                        addr ist eine Datenspeicheradresse (0 bis 199).

                    

                    	
                        val steht für einen beliebigen numerischen Wert.

                    

                    	
                        lbl gibt eine Sprungmarke an.

                    

                

                Einer der wichtigsten Befehle ist MOV. Die Bezeichnung ist eigentlich unglücklich gewählt, da der fragliche Wert nicht an eine andere Stelle verschoben, sondern dorthin kopiert wird. Die allgemeine Schreibweise ist MOV ziel, quelle und bedeutet, dass ein Wert von quelle nach ziel kopiert werden soll. Im Einzelnen existieren die folgenden Varianten des MOV-Befehls:

                
                    	
                        MOV reg, reg – Dieser Befehl kopiert den Inhalt eines Registers in das andere. Beispiel: MOV A, B legt den Inhalt des Rechenregisters B auch im Register A ab.

                    

                    	
                        MOV reg, $addr – Dieser Befehl kopiert den Inhalt der angegebenen Adresse addr in das Register reg. Das Dollarzeichen dient der Unterscheidung zwischen einer Speicheradresse und einem konstanten Wert. Beispiel: MOV A, $4
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