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         Liebe Leserin, lieber Leser,
         

         
         Data Science, Machine Learning und künstliche Intelligenz sind aktuell die aufregendsten
            und interessanten Teilgebiete der Informatik: Nirgendwo gibt es momentan spannendere
            Aufgaben zu lösen als bei der automatisierten Verarbeitung großer Datenmengen. Mit
            der Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse haben Sie also auf das richtige Pferd gesetzt – egal, ob Sie Ihre Ausbildung gerade
            erst beginnen oder aus einem anderen Teilbereich kommen und sich nun für einen Quereinstieg
            weiterbilden möchten.
         

         
         Sascha Kersken vermittelt Ihnen in diesem Lehr- und Praxisbuch das Wissen, das Sie
            für eine erfolgreiche Ausbildung benötigen. Beginnend bei grundlegenden mathematischen
            Kenntnissen und einem Programmiereinstieg mit Python führt er Sie sicher durch die
            Welt von Big Data, Machine-Learning-Algorithmen, neuronalen Netzen und der Prozessmodellierung
            komplexer Geschäftsbeziehungen. 
         

         
         Das vermittelte Wissen festigen Sie am Ende jedes Kapitels mit Übungsaufgaben, die
            Sie auf die Prüfungen vorbereiten. Die Lösungen dazu finden Sie auf der Webseite zum
            Buch: 
         

         
         https://www.rheinwerk-verlag.de/5270

         
         Sollten nach der Lektüre noch Fragen offengeblieben sein, oder wenn Sie uns einfach
            Ihre kritischen Anmerkungen, Ihr Lob oder Ihre Verbesserungsvorschläge zukommen lassen
            möchten, dann freue ich mich, wenn Sie sich an mich wenden.
         

         
         Ihr Stephan Mattescheck 
Lektorat Rheinwerk Computing
         

         
         stephan.mattescheck@rheinwerk-verlag.de 
www.rheinwerk-verlag.de 
Rheinwerk Verlag • Rheinwerkallee 4 • 53227 Bonn
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        Materialien zum Buch

        Auf der Webseite zu diesem Buch stehen folgende Materialien für Sie zum Download bereit:

        
            	
                Lösungen zu den Übungsaufgaben

            

            	
                Quellcode sämtlicher Programmierbeispiele aus dem Buch

            

        

        Gehen Sie auf https://www.rheinwerk-verlag.de/5270. Klicken Sie auf den Reiter Materialien. Sie sehen die herunterladbaren Dateien samt einer Kurzbeschreibung des Dateiinhalts. Klicken Sie auf den Button Herunterladen, um den Download zu starten. Je nach Größe der Datei (und Ihrer Internetverbindung) kann es einige Zeit dauern, bis der Download abgeschlossen ist.

    



                    
                        



        Geleitwort

        Seit meiner eigenen Ausbildung, also ab dem Jahr 2003, begleitet Sascha Kersken mich, wenn es um die IT-Berufe geht. Ich selbst habe mit seinem »IT-Handbuch für Fachinformatiker*innen« viele grundlegende Inhalte der IT gelernt und in meiner praktischen Arbeit sowie der IHK-Abschlussprüfung angewendet. Und seitdem ich selbst Azubis zu Fachinformatiker*innen ausbilde, ist sein IT-Handbuch bei mir Pflichtlektüre in der dreijährigen Ausbildung der Fachrichtungen Anwendungsentwicklung und Systemintegration geworden. Regelmäßig lese und bespreche ich gemeinsam mit meinen Azubis die einzelnen Kapitel und bin bei jeder Neuauflage gespannt auf die ergänzten Inhalte. Für meinen IT-Berufe-Podcast habe ich sogar zu jedem Kapitel eine separate Episode aufgenommen, um z. B. die praxis- von den prüfungsrelevanten Inhalten abzugrenzen und Tipps für sinnvolle Vertiefungen zu geben.

        Daher war ich sehr erfreut, als ich hörte, dass Sascha Kersken passend zur Neuordnung der IT-Berufe im Jahr 2020 nun auch ein Buch speziell für die neue Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse schreiben wollte. Diese neue Fachrichtung passt genau in die aktuelle Zeit, in der Big Data, Machine Learning und künstliche Intelligenz die Diskussion um die Zukunft der IT prägen. Algorithmen und automatisierte Prozesse bestimmen schon heute unseren Alltag – nicht nur in der IT. Daher ist es wichtig, dass auch die Ausbildung sich diesen neuen Herausforderungen stellt und mit der neuen Fachrichtung den passenden Beruf zum Umgang mit diesen neuen Technologien liefert. Denn es ist wichtig, dass der IT-Nachwuchs diese Bereiche aktiv mitgestaltet und sie nicht nur als gegeben hinnimmt.

        Laut der Fachinformatikerausbildungsverordnung sind die ersten beiden Berufsbildpositionen der sogenannten »berufsprofilgebenden Fertigkeiten, Kenntnisse und Fähigkeiten« in der Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse das Analysieren von Arbeits- und Geschäftsprozessen sowie das Analysieren von Datenquellen und das Bereitstellen von Daten. Sascha Kersken hat es mit diesem Buch geschafft, diese zentralen Grundlagen der neuen Fachrichtung in einem Werk zusammenzufassen. Von einer Einführung in die beliebte Programmiersprache Python (inklusive ihrer verbreiteten Erweiterungen für den Einsatz in der Datenanalyse und -verarbeitung) über grundlegende Algorithmen (wie die Breiten- und Tiefensuche) bis hin zur Geschäftsprozessmodellierung mit BPMN sind viele wichtige Themen vertreten. Und wieder einmal schafft Sascha Kersken es, den teilweise sehr theoretischen und mathematischen Stoff gut verständlich zu erklären und für Azubis und Studierende interessant aufzubereiten. Dabei dürfen auch Beispiele mit ein wenig Nerd-Humor nicht fehlen!

        Mir als Ausbilder ist besonders wichtig, dass die Inhalte auch praktisch anwendbar sind. Denn viele Inhalte, insbesondere diejenigen mit Bezug zur Programmierung, muss man einfach selbst umsetzen und auch mal ein wenig ausprobieren. Dafür gibt es nachvollziehbare Anleitungen für Installationen von Programmiersprachen, Frameworks und Tools, mit denen die Leser*innen direkt durchstarten können. So kann die gelernte Theorie angewendet und gefestigt werden. Und die Kontrollfragen zum Ende jedes Kapitels helfen bei einer ersten Selbsteinschätzung des Lernerfolgs.

        Dennoch kommen in diesem Buch auch die fundierten Grundlagen und die mathematische Theorie hinter den praktischen Anwendungen nicht zu kurz. Auch wenn die Ausbildung vor allem auf den praktischen Arbeitseinsatz vorbereiten soll, die sogenannte berufliche Handlungsfähigkeit, ist es insbesondere beim Umgang mit verschiedenen Technologien, Algorithmen und selbstlernenden Systemen wichtig, zu verstehen, wie sie im Kern funktionieren. Es reicht nicht aus, die vorhandenen Werkzeuge nur »zusammenzustöpseln«, wenn man als Fachinformatiker*in langfristig erfolgreich im Beruf bestehen will. Programmiersprachen und Werkzeuge kommen und gehen, aber die theoretischen Konzepte dahinter haben oft eine lange Lebensdauer und finden sich auch in modernen Technologien wieder. Eine fundierte Kenntnis der Hintergründe ist mir als Ausbilder daher sehr wichtig.

        So gut die Inhalte dieses Buches zur neuen Fachrichtung der Fachinformatiker*innen passen, so wichtig sind sie jedoch auch für alle anderen IT-Berufe. Insbesondere Anwendungsentwickler*innen bietet das Buch eine spannende Lektüre. Viele Inhalte rund um die Programmierung können im allgemeinen IT-Handbuch für Fachinformatiker*innen nicht in der Tiefe wie in diesem Buch behandelt werden. Immer mehr Berufs- und Hochschulen bilden inzwischen den Nachwuchs mit Python als Programmiersprache aus und insbesondere die unterschiedlichen Algorithmen und Datenstrukturen sollten allen angehenden Softwareentwickler*innen bekannt sein. Denn viele der im Buch beschriebenen Algorithmen wie die Binärsuche oder der A*‐Algorithmus wenden wir im Alltag beispielsweise bei der Arbeit mit relationalen Datenbanken oder in Computerspielen täglich an.

        Aber auch in den anderen IT-Berufen schadet der Blick über den eigenen Tellerrand nicht. Denn Technologien wie Machine Learning oder neuronale Netzwerke verbreiten sich unaufhaltsam und werden vermutlich bald auch in kleinen und mittleren Unternehmen zum Alltag gehören. Immer mehr Unternehmen betreiben Teile ihrer IT in der Cloud und erfassen dabei wachsende Datenmengen in unterschiedlichen Formaten. Genau wie der Datenschutz oder die IT-Sicherheit inzwischen bei allen IT‐Projekten berücksichtigt werden müssen, werden wir uns daher zukünftig verstärkt über den Einsatz von Verfahren zur Datenanalyse und -verarbeitung Gedanken machen. Ein grundlegendes Verständnis dieser Themen und auch ihrer Chancen und Risiken sollten sich daher alle angehenden ITler*innen aneignen, um in Zukunft sinnvolle Entscheidungen treffen zu können.

        Ich glaube, dass Sascha Kersken mit diesem Buch das neue Standardwerk für die Ausbildung der zukünftigen Fachinformatiker*innen für Daten- und Prozessanalyse geschaffen hat, und ich hoffe, dass viele Azubis mit seiner Hilfe die Ausbildung meistern und erfolgreich in den Beruf einsteigen. Meine eigenen Azubis haben ab sofort jedenfalls zwei Bücher auf ihrem Nachttisch liegen.

        Wenn Sie sich über dieses Buch hinaus in der Welt der IT-Berufe orientieren oder etwas Neues lernen möchten, schauen Sie gerne bei meinem IT-Berufe-Podcast vorbei, den Sie unter https://it-berufe-podcast.de finden. Dort bespreche ich regelmäßig verschiedene Themen aus der IT mit Expertinnen und Experten aus allen Fachrichtungen.


        Stefan Macke

        Drebber

    



                    
                        



        Vorwort

        Algorithmus steuert den Auflussfangen in späteren Kapiteln kann, da diese an den Teil dabei es leist_schrieblich einmal als Konstante. Seit ansobere konkrete Anwendungsbeispiele; nie dinex »Software« ist ein rechts übergeben werden; den folgenden Qualität einer Datenstrukturen, die zu verdassen, dass sie nicht einfach die Binärsuche.
– Künstliches neuronales Netzwerk

        Das etwas dadaistisch anmutende Motto dieses Vorworts hat kein Mensch geschrieben, sondern ein Computerprogramm. Genauer gesagt wurde ein künstliches neuronales Netzwerk, das zufällige Texte generieren kann, die den Stil einer Vorlage nachahmen, mit dem Volltext der Kapitel 1 bis Kapitel 9 trainiert. Richtig überzeugend ist das Ergebnis noch nicht, aber es gibt bei solchen Programmen diverse Stellschrauben, um bessere Resultate zu erzielen. Vor allem die Trainingsdauer war mit etwa einer Stunde zu kurz.

        Diese Anwendung künstlicher Intelligenz ist natürlich Spielerei. Aber Forschung, die irgendwann praxisrelevante Ergebnisse liefert, lebt vom Spielen und Experimentieren – davon, sich die Frage »Was wäre, wenn ...?« nicht nur zu stellen, sondern durch Ausprobieren Antworten zu finden. Dass diese Antworten wieder Unmengen neuer Fragen aufwerfen, ist ein angenehmer Nebeneffekt, denn genau diese Dynamik treibt den wissenschaftlichen und technischen Fortschritt an.

        Seit Alan Turing 1950 die alte Frage, ob Maschinen dem Menschen geistig ähnlich oder ebenbürtig werden können, zum ersten Mal wissenschaftlich fundiert stellte, hat sich im Bereich der künstlichen Intelligenz viel getan. Algorithmen, die automatisiert große Datenmengen verarbeiten, Erkenntnisse aus ihnen gewinnen und daraufhin autonom Entscheidungen treffen, sind Alltag.

        Diese Entwicklungen haben sehr unterschiedliche Folgen: In der Medizin und den Naturwissenschaften haben sie an großen Durchbrüchen mitgewirkt, aber durch ausufernde »persönlich angepasste« Online-Werbung nerven sie uns alle. Beispiele wie Börsenkurse, die durch automatisiertes Trading manipuliert werden, oder gar die Automatisierung von Wachdienst-, Polizei- und Militäraufgaben zeigen jedoch, dass bedenkenloser KI-Einsatz sogar sehr gefährlich sein kann.

        
            Dieses Buch im Überblick

            Ungeachtet der Vor- und Nachteile, die die Anwendung künstlicher Intelligenz auf verschiedenen Gebieten mit sich bringt, ist das Thema allgegenwärtig und wird in den nächsten Jahren weiter an Bedeutung gewinnen. Aus diesem Grund wurde im Rahmen der im August 2020 in Kraft getretenen Neuordnung der IT-Ausbildung der neue Fachinformatik-Ausbildungsgang Daten- und Prozessanalyse geschaffen. Die KI-basierte Datenanalyse bildet oft eine Symbiose mit der Geschäftsprozessanalyse, die in ihrer aktuellen Form oft die Live-Auswertung großer Mengen von Geschäftsdaten umfasst. Deshalb umfasst der neue Ausbildungsberuf beide Themengebiete.

            Auszubildende dieser neuen Fachrichtung sind die Hauptzielgruppe des vorliegenden Buchs. In der Fachrichtung Anwendungsentwicklung profitieren Sie jedoch ebenfalls davon, denn auch andere Disziplinen der Softwareentwicklung werden immer stärker von den Themenbereichen Big Data, Machine Learning und künstliche Intelligenz im Allgemeinen beeinflusst. Und auch alle anderen IT-Interessierten mit moderaten Vorkenntnissen finden in diesem Buch einen guten Einstieg in die Daten- und Prozessanalyse.

            Die meisten Kapitel in diesem Buch erläutern zuerst die theoretischen Grundlagen der verschiedenen Themen und gehen anschließend auf die praktische Umsetzung ein. Die ausgewählte Programmiersprache (Python) und die konkreten Module zur Umsetzung der Beispiele sind in der Praxis sehr weit verbreitet. Am Ende jedes Kapitels (außer dem ersten) finden Sie eine Reihe praktischer Übungsaufgaben, die auch Anregungen zum Weiterlernen und -recherchieren geben.

            Die Lösungen der Aufgaben sowie alle Listings finden Sie auf der Verlagswebseite zum Buch (https://www.rheinwerk-verlag.de/5270). Zudem habe ich ein spezifisches GitHub-Repository für dieses Buch erstellt, das Sie unter https://github.com/SaschaKersken/Daten-Prozessanalyse finden. Dort werden die Beispiele und Lösungen gegebenenfalls korrigiert oder ergänzt.

            Die einzelnen Kapitel in diesem Buch behandeln folgende Themen:

            
                	
                    Kapitel 1, »Einführung« – Dieses Kapitel gibt Ihnen einen Überblick über den Ausbildungsgang und eine allgemeine Einführung in die Themengebiete Datenanalyse, Machine Learning und künstliche Intelligenz.

                

                	
                    Kapitel 2, »Mathematische Grundlagen« – Machine Learning und andere Algorithmen haben ihre Wurzeln in verschiedenen Aspekten der Mathematik wie Statistik, lineare Algebra und Analysis. Das Kapitel vermittelt in Kürze und möglichst praxisnah die wichtigsten Aspekte dieser Themen, nachdem es zunächst einige Grundlagen der mathematischen Logik und der Mengenlehre erläutert.

                

                	
                    Kapitel 3, »Programmierkurs mit Python« – Dieses gründliche Tutorial für die Arbeit mit der Programmiersprache Python ist sowohl für Menschen geeignet, die noch nie programmiert haben, als auch für solche, die Kenntnisse in anderen Programmiersprachen besitzen. Auch wenn Sie erste Erfahrungen mit Python haben, können Sie hier mitunter schnell etwas nachschlagen.

                

                	
                    Kapitel 4, »Mit Python-Modulen arbeiten« – Nachdem in Kapitel 3 nur der Kern der Sprache Python besprochen wurde, lernen Sie hier einige Zusatzmodule kennen, die in späteren Kapiteln wichtig werden. Manche gehören zur Standardbibliothek, werden also mit Python geliefert, andere müssen separat installiert werden. Die Schwerpunkte sind Module für Mathematik, grafische Darstellungen, Datum und Uhrzeit sowie Mustervergleiche.

                

                	
                    Kapitel 5, »Algorithmen und Datenstrukturen« – Ein Algorithmus ist allgemein gesagt die Schritt-für-Schritt-Beschreibung einer (meist mathematischen) Problemlösung. In diesem Kapitel werden diverse Klassiker der Informatik in Theorie und Praxis erläutert: das Suchen in Listen, Labyrinthen und Graphen, das Sortieren von Daten, das Lösen von Bedingungserfüllungsproblemen (mehrere konkurrierende Abhängigkeiten mit Beispielen wie der Lösung von Sudokus) und der Einsatz genetischer Algorithmen, die sich selbst für die Lösung eines Problems optimieren.

                

                	
                    Kapitel 6, »Datenquellen nutzen« – Sie erfahren, wie Daten aus verschiedenen Dateiformaten importiert und in Datenbanken gespeichert werden. Anschließend lernen Sie, wie Sie diese Daten für den Einsatz in der Datenanalyse vorbereiten und auswählen. Dabei kommen nicht nur numerische Daten zur Sprache, sondern auch Texte und Bilder. Schließlich wird gezeigt, wie Sie die Daten mithilfe geeigneter Verfahren grafisch darstellen können.

                

                	
                    Kapitel 7, »Machine Learning« – In diesem Kapitel lernen Sie konkrete Algorithmen kennen, mit denen Computer aus Daten lernen können. Diese werden sowohl theoretisch-mathematisch als auch hinsichtlich ihrer praktischen Anwendung erläutert. Einige werden exemplarisch manuell implementiert, und anschließend zeige ich, wie gute Python-Module Ihnen einen Großteil dieser Arbeit abnehmen können.

                

                	
                    Kapitel 8, »Künstliche neuronale Netzwerke« – Die hier vorgestellten Konstrukte bilden die komplexeste und leistungsfähigste Verwirklichung von Machine-Learning-Algorithmen. Nach einem Überblick über verschiedene Arten neuronaler Netzwerke wird die einfachste Form gründlich erklärt und manuell implementiert, bevor Sie erfahren, wie Python-Module dafür genutzt werden können.

                

                	
                    Kapitel 9, »Geschäftsprozessanalyse« – Zunächst wird erläutert, was Geschäftsprozesse sind und welche Aspekte zu ihrem Management und ihrer Analyse gehören. Für die wichtige Unteraufgabe der Prozessmodellierung kommt die Diagrammsprache BPMN zum Einsatz, und abgerundet wird das Kapitel durch einen praktischen Einstieg in die Unternehmenssoftware Dolibarr.

                

            

            Auf die neun Kapitel folgen drei kurze Anhänge: ein Glossar mit den wichtigsten Begriffen, eine zweisprachige Wortliste Deutsch-Englisch und umgekehrt sowie ein Verzeichnis lesenswerter Bücher und hilfreicher Websites zu den verschiedenen Themen.

            Abschließend noch kurz einige Worte zum Verhältnis zwischen dem vorliegenden Buch und meinem wesentlich umfangreicheren, in diesem Jahr bereits in der 10. Auflage (ebenfalls im Rheinwerk Verlag) erschienenen »IT-Handbuch für Fachinformatiker*innen«: Die beiden Bücher ergänzen einander. Da die Fachinformatik-Ausbildung in allen vier Bereichen identisch beginnt und sich dann im Laufe der drei Ausbildungsjahre zunehmend spezialisiert, sind die im IT-Handbuch erläuterten Grundlagen auch für die Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse wichtig.

            Auf die Besonderheiten dieses Ausbildungsgangs geht das vorliegende Buch wesentlich genauer ein. Praktisch nichts in den beiden Büchern ist wörtlich identisch, aber einige Beispiele kommen in ähnlicher Form in beiden vor. (Besonders interessant ist vielleicht, dass manche Python-Programme aus Kapitel 5 im IT-Handbuch in Java implementiert wurden.) Beide Bücher zu besitzen und zu benutzen, dürfte dem Erfolg Ihrer Ausbildung jedenfalls nicht schaden.

            Schließlich sei noch darauf hingewiesen, dass es in Ihrer Ausbildung Themen gibt, auf die keines dieser beiden fachkundespezifischen Bücher eingeht: Diese Themen sind Arbeits- und Ausbildungsrecht sowie Wirtschaft und Soziales. Für diese Bereiche werden Sie Bücher anderer Autoren und Autorinnen benötigen.
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                        1    Einführung
Der Nachteil der Intelligenz besteht darin, dass man ununterbrochen gezwungen ist, dazuzulernen.
– George Bernard Shaw
Bevor es in den folgenden Kapiteln an die mathematischen, technischen und inhaltlichen Details geht, klärt die vorliegende Einführung vor allem zwei Dinge:

        	
            Wie läuft die Fachinformatik-Ausbildung ab (unter besonderer Berücksichtigung der Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse)?

        

        	
            Was bedeuten Begriffe wie künstliche Intelligenz, Machine Learning und Datenanalyse?

        

    
Das Motto dieses Kapitels passt also gleich doppelt, denn in diesem Buch geht es sowohl darum, dass Sie selbst im Rahmen Ihrer Ausbildung Neues lernen, als auch darum, dass hier Software entwickelt wird, die aus Daten lernt und Computer befähigt, Aufgaben zu lösen, für die Menschen Intelligenz benötigen.

        1.1    Die Ausbildung im Überblick

        Den dualen Ausbildungsberuf Fachinformatiker*in gibt es seit 1996, als Arbeitgeberverbände und Gewerkschaften unter Beratung des Bundesinstituts für Berufsbildung (BiBB) eine zeitgemäße Neuordnung der IT-Berufe beschlossen. Davor konnten sich Interessierte nur zu EDV-Kaufleuten oder zu Büromaschinenelektroniker*innen ausbilden lassen – die Berufsbilder hatten also einen elektrotechnischen beziehungsweise kaufmännischen Schwerpunkt.

        Die Aufgabe von Fachinformatiker*innen ist es gemäß Definition in der Ausbildungsordnung, »fachspezifische Anforderungen in komplexe Hard- und Softwaresysteme umzusetzen«. Das ist sehr allgemein formuliert; in der Praxis können die konkreten Inhalte je nach Branche des Ausbildungsbetriebs und natürlich je nach konkreter Fachrichtung der Ausbildung sehr unterschiedlich sein.

        Was besagte Fachrichtungen angeht, gab es lange Zeit nur zwei: Anwendungsentwicklung und Systemintegration. Anwendungsentwickler*innen kümmern sich um Softwareentwicklung, also Programmierung, während es bei Systemintegrator*innen um die Bereitstellung der IT-Infrastruktur, also die System- und Netzwerkadministration geht.

        Im August 2020 trat eine weitere Modernisierung der IT-Ausbildungsordnung in Kraft, bei der zwei weitere Fachinformatik-Spezialisierungen hinzukamen. Die digitale Vernetzung kümmert sich anders als die Systemintegration weniger um den einzelnen Arbeitsplatz und seine Software, sondern mehr um das große Ganze der Netzwerkinfrastruktur; Stichworte wie Virtualisierung[ 1 ], Cloud Computing und Internet of Things (IoT) aus Administrationssicht gehören in diesen Bereich.

        Die Daten- und Prozessanalyse, Gegenstand des vorliegenden Buchs, kümmert sich um zwei verschiedene Themen: Die Datenanalyse verwendet statistische Verfahren zur weitgehend automatisierten Verarbeitung von Daten, während die Geschäftsprozessanalyse die Arbeitsabläufe in Unternehmen modelliert, untersucht und optimiert.

        
            1.1.1    Ablauf der Ausbildung

            Die Fachinformatik-Ausbildung ist eine duale Berufsausbildung, das heißt, sie findet in Ausbildungsbetrieb und Berufsschule (60 Tage pro Ausbildungsjahr) statt. Der Berufsschulunterricht wird entweder im regelmäßigen Wochenunterricht oder im Blockunterricht erteilt, das heißt an einem oder zwei Tagen pro Woche (außer in den Schulferien) oder aber in mehrwöchigen Blöcken, in denen nur die Berufsschule besucht wird.

            Der Ausbildungsgang dauert im Regelfall drei Jahre, kann jedoch in Einzelfällen auf Antrag bei der IHK um sechs oder zwölf Monate verkürzt werden, wenn bestimmte Voraussetzungen vorliegen (Abitur oder andere Vorkenntnisse).

            In allen vier Fachrichtungen beginnen die Ausbildungen mit gemeinsamen Grundlagen, spezialisieren sich jedoch später zunehmend. Mit welchen konkreten Systemen, Programmiersprachen und Anwendungsprogrammen gearbeitet wird, kann in verschiedenen Betrieben stark voneinander abweichen. Umso wichtiger ist es, neben spezifischen Implementierungen auch die allgemeinen Konzepte zu erlernen. Dieses Buch vermittelt daher stets besagte Konzepte, bevor die konkrete Arbeit mit ausgewählter (und in der Praxis weit verbreiteter) Software erläutert wird.

        
        
            1.1.2    Die Abschlussprüfung

            Ein weiterer Punkt der Neuordnung von 2020 neben den neuen Ausbildungsgängen ist, dass die Abschlussprüfung aufgeteilt wurde. Seitdem kommt nämlich die sogenannte gestreckte Prüfung zur Anwendung: Ungefähr in der Mitte der dreijährigen Ausbildungszeit wird eine 90 Minuten dauernde schriftliche Prüfung abgelegt, deren Bewertung 20 % der Gesamtprüfungsnote ausmacht. Das Oberthema (und die jeweilige Prüfung eines Jahrgangs) ist für alle IT-Berufe identisch: »Einrichtung eines IT-gestützten Arbeitsplatzes« mit Fragen aus den Bereichen Hard- und Software sowie Betriebsorganisation, Wirtschaft, Ergonomie, IT-Sicherheit und Datenschutz.

            Vor der Neuordnung wurde zur Halbzeit der Ausbildung dagegen eine Zwischenprüfung durchgeführt. Die Teilnahme war verpflichtend, aber das Ergebnis rein informativ.

            Wie gehabt findet der Rest der Prüfungen am Ende der Ausbildungszeit statt. Er ist in eine praktische Projektarbeit und mehrere schriftliche Prüfungsteile gegliedert.

            Die Projektarbeit soll 40 Stunden dauern und ist üblicherweise in die Phasen Planung, Durchführung, Test und Abnahme unterteilt. (In der Fachrichtung Anwendungsentwicklung beträgt die Projektdauer allerdings 80 Stunden, weil umfangreichere Programmierung oft länger dauert als die Projekttätigkeiten der anderen Ausbildungsgänge.) Das Thema der Projektarbeit muss vor Beginn der Arbeit daran bei der IHK eingereicht und von dieser genehmigt werden.

            Die Bewertung der Projektarbeit macht 50 % der Gesamtnote aus und ist wiederum je zur Hälfte in die Beurteilung der schriftlichen Projektdokumentation und diejenige eines Fachgesprächs zur Prüfung (15 Minuten freier Vortrag und 15 Minuten Fragen der Prüfer*innen) unterteilt.

            Die drei schriftlichen Teile machen schließlich je 10 % der Prüfungsnote aus. Zwei von ihnen sind berufsspezifische Aufgaben, die offene Fragen zu je einem größeren Gesamt-Anwendungsfall stellen. In der Fachrichtung Daten- und Prozessanalyse haben sie die Themen »Durchführung einer Prozessanalyse« beziehungsweise »Sicherstellen der Datenqualität«. In der Anwendungsentwicklung sind es dagegen »Planen eines Softwareprojektes« und »Entwicklung und Umsetzung von Algorithmen«.

            Der letzte Prüfungsteil ist eine 60 Minuten dauernde, für alle IT-Berufe identische schriftliche Prüfung zu den Themen Wirtschaft und Soziales einschließlich Arbeits- und Ausbildungsrecht. Die Fragen sind unzusammenhängend, teils offen und teils Multiple Choice.

            In Tabelle 1.1 sehen Sie noch einmal alle Prüfungsteile und ihre Gewichtung für die Gesamtnote im Überblick.

            
                
                    
                        	
                            Prüfungsteil

                        
                        	
                            Anteil an der Gesamtnote

                        
                    

                
                
                    
                        	
                            Schriftliche Prüfung »Einrichtung eines IT-gestützten Arbeitsplatzes« in der Mitte der Ausbildungszeit

                        
                        	
                            20 %

                        
                    

                    
                        	
                            Projektarbeit – Dokumentation

                        
                        	
                            25 %

                        
                    

                    
                        	
                            Projektarbeit – Fachgespräch

                        
                        	
                            25 %

                        
                    

                    
                        	
                            Berufsspezifische Aufgabe I

                        
                        	
                            10 %

                        
                    

                    
                        	
                            Berufsspezifische Aufgabe II

                        
                        	
                            10 %

                        
                    

                    
                        	
                            Wirtschaft und Soziales

                        
                        	
                            10 %

                        
                    

                
            

            Tabelle 1.1    
            Alle Teile der Abschlussprüfung in der Fachinformatikausbildung und ihre Gewichtung in der Bewertung

        
    


                    
                        
        1.2    Datenanalyse und künstliche Intelligenz

        Da die Themen Datenanalyse, künstliche Intelligenz und Machine Learning in diesem Buch kapitelübergreifend behandelt werden, erhalten Sie an dieser Stelle vorab eine Einführung in diese Themengebiete.

        
            1.2.1    Datenanalyse

            Die Datenanalyse (engl. data science) verwendet im Wesentlichen statistische Verfahren, um Daten zu verarbeiten. Deren Grundfunktionalität ist seit Jahrzehnten oder gar Jahrhunderten bekannt, aber erst die Leistungsfähigkeit moderner Computersysteme erlaubt ihre Anwendung auf große Datenmengen, wie sie etwa als Messdaten in der Forschung oder als Protokolldaten bei der Auswertung von Besuchen großer Websites oder den begonnenen und vollendeten Transaktionen in Online-Shops aufkommen. Solche enormen Datenmengen werden als Big Data bezeichnet.

            Das weitgehend automatische Durchsuchen und Kategorisieren der Datenmengen wird als Data Mining bezeichnet. Verwenden Computerprogramme die statistischen Methoden, um selbst zu ermitteln, wie sie mit den Daten umzugehen haben, spricht man von Machine Learning. (Manchmal wird auch der deutsche Begriff maschinelles Lernen verwendet.)

            Es werden verschiedene Arten des Machine Learnings unterschieden:

            
                	
                    Überwachtes Lernen (supervised learning) durchläuft zunächst eine Trainingsphase. Mithilfe von Datensätzen, für die bereits das korrekte Ergebnis bekannt ist (Trainingsdaten), wird eine Funktion kalibriert. Es folgt eine Testphase, in der die Funktion auf einen nicht für das Training verwendeten Teil der vorhandenen Datensätze angewendet wird, um herauszufinden, wie genau die Funktion arbeitet. Wenn die Genauigkeit den Erwartungen entspricht, kann die Funktion produktiv zur Prognose der Ergebnisse für neue Datensätze verwendet werden.

                

                	
                    Unüberwachtes Lernen (unsupervised learning) kommt zum Einsatz, wenn keine Trainingsdaten vorhanden sind, sondern nur Produktivdaten, aus denen der Algorithmus selbst Informationen herauslesen soll. Am bekanntesten sind Clustering-Verfahren, bei denen die Daten selbstständig in mehrere Gruppen (Cluster genannt) unterteilt werden.

                

                	
                    Verstärkendes Lernen (reinforcement learning) arbeitet am ehesten wie Tiertraining oder gar menschliches Lernen: Korrekte Ergebnisse werden »belohnt«, um ihre Häufigkeit zu steigern. Die »Belohnung« besteht in diesem Fall in einem verstärkenden Faktor, der die Häufigkeit dieser Ergebnisse erhöht.

                

            

            In Kapitel 7, »Machine Learning«, wird die Implementierung von Verfahren des überwachten und des unüberwachten Lernens beschrieben. Die in Kapitel 8, »Künstliche neuronale Netzwerke«, beschriebenen Konstrukte implementieren typischerweise Verfahren des überwachten Lernens, können aber auch Aspekte des verstärkenden Lernens aufweisen.

        
        
            1.2.2    Kurze Geschichte der künstlichen Intelligenz

            Seit Jahrhunderten ist die menschliche Fantasie von der Idee künstlicher Menschen besessen. Die Vorstellungen wurden konkreter, je weiter sich Mechanisierung, Elektronik und später auch Computertechnik entwickelten. Besonders in der Science-Fiction seit den 1950ern wimmelt es von Robotern[ 2 ] und von Computern mit menschlicher oder übermenschlicher Intelligenz. Manche dieser Geschichten sind utopisch und erstrebenswert, andere auch durchaus beängstigend.

            In der Praxis stehen besonders zwei Faktoren der Entwicklung einer maschinellen Intelligenz mit menschenähnlichen Fähigkeiten entgegen:

            
                	
                    Das menschliche Gehirn ist wesentlich komplexer als jedes noch so weit entwickelte Computersystem.

                

                	
                    Es ist noch immer nicht bekannt, wie Intelligenz und Bewusstsein überhaupt entstehen, sodass man sie auch nicht in Form einer Software nachbilden kann, die praktisch als »Baby« beginnt, selbstständig zu lernen, wie die Welt funktioniert.

                

            

            Nichtsdestotrotz gibt es eine Bezeichnung für das bisher noch nicht eingetroffene Ereignis, dass eine Software etwas entwickelt, das sich mit dem menschlichen Bewusstsein vergleichen lässt: Singularität.

            Ernsthafte Forschungsarbeiten zur künstlichen Intelligenz (KI, engl. Artificial Intelligence oder kurz AI) begannen in den 1950er-Jahren. Der Aufsatz »Computing Machinery and Intelligence« von Alan Turing bildete eine Art Startschuss. Daraus stammt der berühmte Turing-Test, den der Autor selbst »The Imitation Game« nennt. Vereinfacht gesagt kommuniziert ein Mensch über ein Terminal mit einem Computer und einem anderen Menschen, und wenn er nicht mehr unterscheiden kann, welcher Gesprächspartner der Mensch ist, kann man davon sprechen, dass sich der Computer intelligent verhält.

            Im Jahr 1956 fand am Dartmouth College ein Sommerworkshop zum Thema künstliche Intelligenz statt, der als formaler Beginn der KI-Forschung gilt. Der 1954 verstorbene Turing erlebte ihn leider nicht mehr.

            Die Anfänge der KI fielen in eine Zeit optimistischer Wissenschafts- und Forschungsgläubigkeit, deren Höhepunkt die erste Mondlandung am 21. Juli 1969 war. Entsprechend große Erwartungen hatten die beteiligten Wissenschaftler*innen; sie rechneten damit, binnen weniger Jahre die Leistungen des menschlichen Geistes nachbilden oder sogar übertreffen zu können. Doch es zeichnete sich immer deutlicher ab, dass starke KI (engl. strong AI oder Artificial General Intelligence) nichts ist, das sich einfach so programmieren lässt.

            Zu Anfang waren es praktische Beschränkungen, die der Forschung das Leben schwer machten. Geschwindigkeit, Speicherkapazität und Rechenleistung der verwendeten Computer reichten einfach nicht aus, um die theoretisch vorhandenen Ideen für vielversprechende Algorithmen umzusetzen. Mit heutiger Technik sind diese Probleme gelöst, und doch kann noch immer niemand wissen, ob Maschinen tatsächlich »denken« können.

            Gelehrte neigen dazu, die trotz des Nichterreichens der starken KI erzielten Erfolge kleinzureden. Beispielsweise schreibt der Physiker, Kognitions- und KI-Forscher Douglas Hofstadter in seinem berühmtesten Buch, »Gödel, Escher, Bach – An Eternal Golden Braid« (1979): »Sometimes it seems as though each new step towards AI, rather than producing something which everyone agrees is real intelligence, merely reveals what real intelligence is not.« (»Manchmal scheint es so, dass jeder neue Schritt in Richtung KI nicht zu etwas führt, bei dem sich alle einig sind, dass es echte Intelligenz ist, sondern lediglich offenbart, was echte Intelligenz nicht ist.«)

            Im selben Buch zitiert Hofstadter den Informatiker Larry Tesler, der im bekannten Computerforschungszentrum XEROX PARC das Konzept Copy-and-Paste erfand, mit einem ähnlichen, kürzer gefassten Satz: »AI is whatever hasn’t been done yet« (»KI ist immer das, was noch nicht erreicht wurde«).

            Aber vielleicht dauert die Entwicklung der starken KI nur etwas länger als gedacht, denn ebenfalls von Hofstadter stammt das folgende selbstreferenzielle und rekursive »Gesetz«: »Hofstadter’s Law: It always takes longer than you expect, even when you take into account Hofstadter’s Law.« (»Hofstadters Gesetz: Es dauert immer länger als erwartet, selbst wenn man Hofstadters Gesetz beachtet.«)

        
        
            1.2.3    Künstliche Intelligenz in der Praxis

            So gut wie alle in der Praxis erzielten Erfolge in der künstlichen Intelligenz gehören zur sogenannten schwachen KI (engl. weak AI), die man auch als domänenspezifische KI bezeichnen könnte: Statt einer universell verwendbaren Nachbildung des menschlichen Gehirns werden Algorithmen entwickelt, die die verschiedensten Aufgaben mit möglichst wenig Anleitung durch Menschen lösen können. Es gibt zahlreiche praktische Anwendungsgebiete für solche Algorithmen. Hier folgt eine willkürliche Auswahl:

            
                	
                    automatisierte Kategorisierung oder Prognose verschiedener Daten

                

                	
                    automatische Übersetzungen

                

                	
                    Spracherkennung

                

                	
                    Verarbeitung (geschriebener) natürlicher Sprache

                

                	
                    Handschriftenerkennung

                

                	
                    Bilderkennung

                

                	
                    Erzeugung von Bildern, Texten und Tönen/Musik

                

                	
                    autonomes Spielen von Brett-, Karten- oder Videospielen

                

                	
                    Hilfsarbeiten in Medizin und Pflege

                

                	
                    weitgehend autonome Auskunftssysteme im E-Commerce und im Einzelhandel

                

                	
                    Robotik mit zahlreichen Aspekten (bis auf die rein mechanischen)

                

                	
                    zum Teil oder vollständig autonom fahrende Fahrzeuge

                

                	
                    Wachdienst-, Polizei- und Militäraufgaben

                

            

            In diesem Buch lernen Sie diverse Grundalgorithmen kennen, die zur praktischen künstlichen Intelligenz gezählt werden. In Kapitel 5, »Algorithmen und Datenstrukturen«, sind es die informierte Suche (am konkreten Beispiel des A*-Algorithmus), Bedingungserfüllungsprobleme und genetische Algorithmen, und in Kapitel 7 und in Kapitel 8 kommen verschiedene Verfahren des Machine Learnings und die damit verwandten künstlichen neuronalen Netze zur Sprache.

        
        
            1.2.4    Interdisziplinäre KI-Forschung

            Die Buchautoren und KI-Spezialisten Stuart J. Russell und Peter Norvig haben frühere Definitionen künstlicher Intelligenz in die vier Kategorien eingeteilt, die Sie in Tabelle 1.2 sehen.

            
                
                    
                        	
                            Menschliches Denken

                            Versuche, einer Nachbildung des menschlichen Gehirns mithilfe der Erforschung seiner Funktionalität immer näher zu kommen

                        
                        	
                            Rationales Denken

                            Möglichst autonome Anwendung der Gesetze der Logik (Aussagelogik, Prädikatenlogik, höherwertige Logik)

                        
                    

                    
                        	
                            Menschliches Handeln

                            Implementierung von Algorithmen, die den Turing-Test bestehen und verwandte Anforderungen an möglichst menschenähnliches Verhalten erfüllen

                        
                        	
                            Rationales Handeln

                            »Intelligente Agenten« implementieren, d. h. Programme, die bestimmte Aufgaben lösen, für die Intelligenz benötigt wird

                        
                    

                
            

            Tabelle 1.2    
            Die vier Kategorien der künstlichen Intelligenz gemäß Russell und Norvig

            Konkrete Problemlösungen gehören typischerweise in mehr als eine dieser Kategorien. Nicht umsonst werden die vier Felder in einer zweidimensionalen Matrix auf den Achsen menschlich-rational und Denken-Handeln angeordnet, denn es sind verschiedene Teilgebiete der KI-Forschung, die sich zum Teil überschneiden.

            Allgemein lässt sich feststellen, dass die künstliche Intelligenz mit all ihren Facetten keineswegs nur ein Teilgebiet der Informatik ist, sondern auch andere Bereiche der Wissenschaft und Technik berührt. Zunächst einmal bilden verschiedene Teildisziplinen der Mathematik die Grundlagen, auf denen die Algorithmen in der Praxis basieren: Stochastik, Kombinatorik, lineare Algebra und Analysis. Die wichtigsten Informationen dazu erhalten Sie in Kapitel 2, »Mathematische Grundlagen«.

            Als Nächstes sind Neurologie und Psychologie interessante Inspirations- und Erkenntnisquellen für die KI, denn ihre Forschungsgebiete sind die »Hardware« des menschlichen Gehirns beziehungsweise die »Software« des Geistes und des Denkens. Auch die Physik – zum Beispiel Optik, Akustik und Mechanik – spielt eine Rolle, besonders in den KI-Teilgebieten Robotik und Sensorik. (Letztere ist ein Ersatz für die menschlichen Sinne, übertrifft diese sogar bisweilen rein technisch betrachtet.)

            Eine theoretische Grundlage der meisten anderen Wissenschaften – und über die Logik untrennbar mit Mathematik und Informatik verbunden – ist schließlich die Philosophie. Auch diverse weitere Teilgebiete der theoretischen Philosophie stellen Fragen, deren Beantwortungsversuche auch die KI betreffen. Besonders die Epistemologie (Erkenntnistheorie), die zu verstehen versucht, was Erkenntnis und Wissen sind und wie ihr Erwerb funktioniert, sowie die Philosophie des Geistes, des Bewusstseins und der Wahrnehmung spielen eine Rolle. Auch Sprachphilosophie und allgemeinere Theorien der symbolischen Repräsentation geistiger Inhalte sind eine Betrachtung wert, weil auch Software, die »Intelligenz simuliert«, sich fragen muss, wie sie diese Repräsentation regelt.

            Hinzu tritt die Ethik als Teil der praktischen oder angewandten Philosophie. Wie bei jedem wissenschaftlichen und technischen Fortschritt muss die Frage gestellt werden, ob alles, was machbar ist, tatsächlich in die Tat umgesetzt werden sollte. Beispielsweise sollten sowohl Regierungen als auch Unternehmen ihre Bemühungen um Datenschutz verstärken und sich stets vor Augen halten, dass die sichersten Daten diejenigen sind, die gar nicht erst erhoben werden.

            Sobald es darum geht, dass Algorithmen autonom Entscheidungen treffen, wird der entsprechende Bereich der Ethik als Maschinenethik bezeichnet. Diese beginnt bei der häufig gewonnenen Erkenntnis, dass Algorithmen menschliche Vorurteile übernehmen, die in den aufgrund ebenso menschlicher Kriterien gesammelten Daten bereits vorhanden sind. Ein triviales Beispiel: Gesichtserkennungsalgorithmen, die etwa zur Authentifizierung eingesetzt werden, weisen die beste Erkennungsrate bei weißen Männern auf, weil von diesen viel mehr Testdaten vorliegen als von anderen Gruppen (denn genau diese Gruppe arbeitet am häufigsten in Technologieunternehmen). Bei der automatisierten (Aus-)Sortierung von Bewerbungen haben sich bereits ähnliche Vorurteile gezeigt, sodass es potenziell auch mit der nächsten Generation Angestellter kaum besser wird.

            Noch schwerwiegender sind ethische Erwägungen bei Systemen, die mit der bewegten menschlichen Umwelt interagieren, etwa bei autonomen Fahrzeugen. Im Extremfall geht es darum, zu entscheiden, mit welchen von mehreren Personen oder Fahrzeugen eine Kollision stattfinden soll, wenn sich diese nicht mehr ganz vermeiden lässt.

            Ein bekanntes Gedankenexperiment für das zugrunde liegende moralische Dilemma ist das sogenannte Trolley-Problem, das auf die Philosophinnen Philippa Foot und Judith Jarvis Thomson zurückgeht: Ein Güterwaggon rollt auf fünf Menschen zu, die auf den Eisenbahnschienen liegen. Wird rechtzeitig eine Weiche gestellt, kann der Waggon auf ein Gleis umgelenkt werden, wo er nur einen Menschen überrollen würde. Machen Sie sich den Versuch einer Beantwortung nicht zu leicht: Wenn Sie den Hebel nicht ziehen, ist es »nur« unterlassene Hilfeleistung, aber wenn Sie ihn ziehen, führen Sie den Tod der einzelnen Person aktiv herbei. Verschiedene Ethikschulen finden unterschiedliche Antworten auf derartige Fragen.

            In der Maschinenethik ist zudem kein Mensch zugegen, der eine Entscheidung treffen muss, sondern ein Algorithmus. Die Menschen, die ihm die Grundlagen dafür einprogrammieren, müssen über solche ethischen Fragen beraten; immer häufiger wird auch der Ruf nach gesetzlicher Regulierung laut.

            Die vielleicht fürchterlichste vorstellbare KI-Anwendung sind autonome Waffensysteme, die selbstständig entscheiden, ob sie ein Ziel erfassen und beschießen sollen. Idealerweise sollte es ein internationales Abkommen geben, das ihre Existenz ohne Ausnahme verbietet. Da Rüstungsunternehmen jedoch großen Einfluss auf Regierungen nehmen, weil sich mit ihren Geschäften Milliarden verdienen lassen, ist es leider gut vorstellbar, dass ein solches Abkommen nicht zustande kommen wird.

            Der Science-Fiction-Autor und Biochemiker Isaac Asimov sah solche Probleme kommen und formulierte die drei Robotergesetze, die solche Auswüchse ausschließen sollen:

            
                	
                    Ein Roboter darf einen Menschen nicht verletzen und auch nicht durch Untätigkeit zulassen, dass ein Mensch zu Schaden kommt.

                

                	
                    Ein Roboter muss einem Menschen gehorchen, es sei denn, das erste Gesetz würde verletzt.

                

                	
                    Ein Roboter muss seine eigene Existenz beschützen, es sei denn, das erste oder zweite Gesetz würde verletzt.

                

            

            Asimov ließ jedoch ein Schlupfloch für eine mögliche Umgehung des ersten Gesetzes für Notfälle. Die intelligenten Roboter in seinen Geschichten entwickeln eines Tages das nullte Gesetz: Ein Roboter darf die Menschheit nicht verletzen und auch nicht durch Untätigkeit zulassen, dass die Menschheit zu Schaden kommt. Die drei bereits vorhandenen Gesetze hängen vom nullten ab. Unter dem nullten Gesetz wären Roboter im Grunde verpflichtet, Genozid, Kriege oder die Klimakatastrophe zu verhindern, selbst wenn sie dafür einzelne Menschen beseitigen müssten.

            Allerdings gehen Asimovs Geschichten davon aus, dass die Roboter mit ihren »Positronengehirnen« die Stufe der starken KI erreicht haben, sich ihrer selbst und ihres Handelns also bewusst sind. Die bisher in der Praxis vorhandenen KI-Implementierungen könnten sich ein abstraktes Konzept wie »die Menschheit« noch nicht einmal vorstellen.

        
        
            1.2.5    Sprachen und Tools für künstliche Intelligenz

            Dieses Buch verwendet für alle KI- und Machine-Learning-Implementierungen ausschließlich die Programmiersprache Python mitsamt diversen Modulen, die in der täglichen Praxis eingesetzt werden. Eine Einführung in die Sprache erhalten Sie in Kapitel 3, »Programmierkurs mit Python«.

            Natürlich gibt es auch viele andere Programmiersprachen und Tools, die für Machine Learning, künstliche Intelligenz und Datenanalyse verwendet werden. Wichtige aktuelle Beispiele sind die verbreitete Statistiksprache R oder die ziemlich neue Programmiersprache Julia. Auch die viele Jahrzehnte alte funktionale Sprache Lisp kommt immer noch zum Einsatz, wenn auch seltener für die eher mathematisch orientierten Machine-Learning-Algorithmen und häufiger für logischer orientierte KI-Verfahren.

            Für das Prototyping, also die ersten Testentwürfe neuer Algorithmen, wird oft auch spezifische Mathematiksoftware eingesetzt, zum Beispiel Matlab oder dessen Open-Source-Nachbau Octave, der etwas weniger umfangreich ist. Produktiv genutzte KI-Software wird dagegen durchaus auch in Compilersprachen wie C++ implementiert, weil diese einen Performancevorteil gegenüber Skriptsprachen wie Python haben.

            Im Bereich Big Data wird spezifische Software verwendet, um die gewaltigen Datenmengen zu verwalten, die dort verarbeitet werden. Eines der bekanntesten Programme dafür ist Apache Hadoop. Die Software hält die Daten auf beliebig vielen Serverrechnern vor, kann sie bei Bedarf wieder auffinden und sorgt dabei für Stabilität und Ausfallsicherheit. Auch Datenbankserver – Open-Source-Systeme wie MySQL, PostgreSQL und kommerzielle wie Oracle und Microsoft SQL Server – sind in der Lage, Daten auf praktisch beliebig viele physische Rechner zu verteilen.

            Auch professionelle Cloud-Computing-Dienste wie Amazon Web Services oder Microsoft Azure bieten Dienstleistungen rund um Machine Learning und KI an. Bei Azure bilden diese Themen inzwischen sogar einen Schwerpunkt, der durch spezielle Microsoft-Zertifizierungen unterstützt wird.

            Neben der Software kann auch die Hardware speziell an die Anforderungen der Datenanalyse angepasst sein, und die entsprechende Software muss diese unterstützen. Zum Beispiel sind die Prozessoren moderner Grafikkarten (Graphics Processing Unit oder kurz GPU) besonders gut geeignet, um die umfangreichen Berechnungen für bestimmte Machine-Learning-Algorithmen und neuronale Netzwerke mit der höchsten möglichen Geschwindigkeit auszuführen, denn genau wie in Echtzeit gerenderte 3D-Grafik wird dafür unter anderem möglichst schnelle Fließkomma-Matrixmultiplikation benötigt.

            Damit auch tatsächlich die GPU statt der CPU verwendet wird, müssen die verwendeten Programmierbibliotheken dafür optimiert sein. Solche Optimierungen gehen über den Fokus dieses Buchs hinaus, aber die Dokumentation der Tools und Sprachen kann Ihnen Auskunft darüber geben, ob sie GPU-fähig sind.

        
    


                    
                        2    Mathematische Grundlagen
Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: redet man zu ihnen, so übersetzen sie es in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anders.
– Johann Wolfgang Goethe
Der Begriff Informatik ist so alltäglich geworden, dass kaum noch jemand darauf kommt, dass es sich ursprünglich um ein Kofferwort aus Information und Mathematik handelt. Rechenmaschinen – und später frei programmierbare Rechenautomaten (Computer) – wurden ursprünglich entwickelt, um Menschen die lästige Tätigkeit des Rechnens zu erleichtern, bevor allmählich andere Anwendungsgebiete hinzutraten.[ 3 ]
Umgekehrt ist Informatik auch angewandte Mathematik, denn zur Entwicklung von Computern und Software kommen mathematische Verfahren zum Einsatz, und zwar höhere als reines numerisches Rechnen (Arithmetik). Auch bei der Anwendung dieser Verfahren können Computer wiederum helfen. Dazu müssen diese Verfahren aber erst einmal verstanden werden.
In diesem Kapitel finden Sie aus diesen Gründen eine Einführung in die wichtigsten mathematischen Aspekte der Informatik, die später im Buch praktisch zum Einsatz kommen.

        
        
        2.1    Logik und Mengenlehre

        
        
        Die Logik ist eine gemeinsame Komponente von Philosophie, Mathematik und Informatik. Sowohl philosophische Gedankengebäude als auch mathematische Beweise basieren auf logischen Schlussfolgerungen, also auf der Erkenntnis, dass jedes Geschehen (in diesem Kontext Wirkung genannt) eine Ursache hat. Eine ununterbrochene Kette aus solchen logischen Schlussfolgerungen kann sowohl eine philosophische These untermauern als auch eine mathematische Theorie beweisen.

        
        
        Das Wort »Logik« ist vom griechischen Wort λόγος (lógos) abgeleitet, für das mehrere Übersetzungsmöglichkeiten existieren. Oft wird es mit »Wort« übersetzt (zum Beispiel »Im Anfang war das Wort« am Beginn des Johannes-Evangeliums), aber »Sinn« und »Verstand« sind ebenso plausibel.[ 4 ]

        
        
        
            
            
            2.1.1    Aussagen

            
            
            Die Grundelemente der Logik, die in Schlussfolgerungen auseinander folgen oder auf verschiedene Art und Weise miteinander verknüpft werden, sind Aussagen, auch Propositionen genannt. Eine Aussage im Sinne der Logik ist ein Satz, für den sich eindeutig entscheiden lässt, ob er stimmt (wahre Aussage) oder nicht (falsche Aussage). Hier sehen Sie einige Beispiele für sprachliche Aussagen:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    Der Mount Everest ist 8.848 Meter hoch.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    Ich bin 8.848 Meter hoch.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    Das Meer enthält Salzwasser.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Es ist trivial erkennbar, dass man bei allen drei Sätzen entscheiden kann, ob sie wahr oder falsch sind – es handelt sich also tatsächlich um Aussagen. Welche von ihnen wahr und welche falsch sind, lässt sich ebenfalls leicht sagen:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    »Der Mount Everest ist 8.848 Meter hoch.« – Wahre Aussage gemäß allen gängigen geografischen Quellen.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    »Ich bin 8.848 Meter hoch.« – Falsche Aussage, denn kein uns bekanntes Lebewesen ist in der Lage, diesen Satz wahrheitsgemäß zu sagen.[ 5 ]

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    »Das Meer enthält Salzwasser.« – Wahre Aussage, was Sie wahrscheinlich selbst wissen, wenn Sie je im Meer waren, oder zumindest aus glaubwürdiger Quelle erfahren haben dürften.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Die folgenden Sätze sind dagegen aus verschiedenen Gründen keine Aussagen:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    »Der Mount Everest ist majestätisch.« – Das Wort »majestätisch« ist nicht eindeutig definiert; es handelt sich um eine subjektive Meinungsäußerung, die keine Aussage ist.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    »Ist der Mount Everest 8.848 Meter hoch?« – Eine Frage ist keine Aussage; die Antwort auf diese spezielle Frage wird in der Regel jedoch eine sein.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    »Ist dieses Buch gut?« – Ebenfalls eine Frage. In diesem Fall kann auch die Antwort keine Aussage sein, sondern eine subjektive Meinungsäußerung.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Genau wie sprachliche Aussagen können auch mathematische Aussagen daraufhin überprüft werden, ob sie wahr oder falsch sind. Es handelt sich bei diesen um Gleichungen oder Ungleichungen, das heißt, zwei mathematische Ausdrücke (Terme) werden miteinander in Beziehung gesetzt. Hier sind einige Beispiele für Gleichungen:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    2 + 2 = 4

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    2 + 2 = 5

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    5 ÷ 0 = 0

                
                
                

            
            
            

            
            
            Sind diese Gleichungen Aussagen? Und falls ja: Sind sie wahr oder falsch? Hier folgt die Überprüfung jeder einzelnen von ihnen:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    2 + 2 = 4 – intuitiv als wahre Aussage erkennbar.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    2 + 2 = 5 – muss falsch sein, da 2 + 2 nicht gleichzeitig 4 und 5 ergeben kann.[ 6 ]

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    5 ÷ 0 = 0 – ist keine gültige Gleichung, da die Division durch 0 nicht definiert ist. Insofern handelt es sich hier nicht um eine mathematische Aussage.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Die mathematischen Aussagen, die miteinander verknüpft werden, können von unterschiedlicher Komplexität sein, sodass mehr oder weniger Umrechnungsarbeit erforderlich ist, um zu überprüfen, ob sie wahr sind. Es geht darum, alle Ausdrücke gemäß den bekannten Regeln zu berechnen (Potenz- vor Punkt- vor Strichrechnung) und dann zu überprüfen, ob die Ergebnisse vor und hinter dem Gleichheitszeichen identisch sind. Beispiele:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    32 – 4 · 3 + 3 = 0 – wahre Aussage: Zuerst wird die Potenz aufgelöst, sodass der Ausdruck vor dem Gleichheitszeichen zu 9 – 4 · 3 + 3 umgeformt wird. Als Nächstes kommt das Produkt an die Reihe. Der nächste Zwischenschritt lautet also 9 – 12 + 3 = 0. Hier ist offensichtlich, dass die Aussage stimmt.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    2 · 3 + 5 = 2 · (3 + 5) – falsche Aussage: 2 · 3 + 5 = 6 + 5 = 11 ist kleiner als 2 · (3 + 5) = 2 · 8 = 16.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Das zweite Beispiel zeigt: Klammern werden in der Mathematik eingesetzt, um bestimmte Teilausdrücke entgegen der Rangfolge ihrer Operatoren zuerst zu berechnen. Das ist in Computerprogrammen auch der Fall, wie Sie im nächsten Kapitel sehen werden.

            
            
            Ungleichungen verwenden nicht die Beziehung »=« zwischen zwei Ausdrücken, sondern einen der folgenden Operatoren:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    ≠ (ungleich) ist für alle Fälle wahr, in denen die beiden Operanden nicht gleich sind. Beispiele: 3 ≠ 4, 3 ≠ 3,5.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    < (kleiner als) ist wahr, wenn der linke Operand kleiner als der rechte ist. Beispiele: 1 < 2, –1 < 1.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    > (größer als) ist wahr, wenn der linke Operand größer als der rechte ist. Beispiele: 2 > 1, 1 > – 1.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    ≤ (kleiner oder gleich) ist wahr, wenn der linke Operand kleiner ist als der rechte oder wenn beide identisch sind. Beispiele: 1 ≤ 2, 1 ≤ 1.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    ≥ (größer oder gleich) ist wahr, wenn der rechte Operand größer ist als der linke oder wenn beide identisch sind. Beispiele: 2 ≥ 1, 2 ≥ 2.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Beachten Sie: Das Gegenteil von < ist nicht >, sondern ≥: Ein Wert ist immer dann nicht kleiner als ein anderer, wenn er entweder gleich dem anderen Wert oder größer als dieser ist. Ebenso ist ≤ das Gegenteil von >.

        
        
        
        
        
        
            
            
            2.1.2    Mathematische Aussageformen

            
            
            In der Mathematik begegnen Ihnen oft Aussagen mit Platzhaltern (Variablen), für die unterschiedliche Werte eingesetzt werden können. Denken Sie etwa an den Satz des Pythagoras:

            
            
            [image: formula]

            
            
            Oder zum Beispiel an die binomischen Formeln:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Diese Konstrukte werden Aussageformen genannt und sind selbst keine Aussagen, da sich nicht entscheiden lässt, ob sie wahr oder falsch sind. Erst durch das Einsetzen sinnvoller Werte ist dies möglich.

            
            
            Der Satz des Pythagoras bezieht sich auf die Seitenverhältnisse im rechtwinkligen Dreieck: a und b sind die beiden am rechten Winkel anliegenden Seiten (Katheten), c ist die ihm gegenüberliegende Seite (Hypotenuse). Eine Möglichkeit, eine wahre Aussage zu erhalten (die am häufigsten zur Illustration eingesetzt wird, weil alle drei Werte ganzzahlig sind), setzt a = 3, b = 4 und c = 5. Dass die Gleichung mit diesen Einsatzwerten stimmt, können Sie leicht überprüfen:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Eine ganze Klasse mathematischer Aufgaben besteht darin, Variablen so mit Werten zu füllen, dass sich eine wahre Aussage ergibt. In diesem Zusammenhang werden Variablen meist als Unbekannte bezeichnet. Diese wahre Aussage wird Lösung der entsprechenden Gleichung oder Ungleichung genannt. Je nach Art der Gleichung oder Ungleichung kann es eine Lösung, eine endliche Anzahl von Lösungen, eine unendliche Anzahl von Lösungen oder auch keine Lösung geben.

            
            
            Es folgt ein einfaches Beispiel, die Lösung einer linearen Gleichung. Ziel muss es sein, die Unbekannte auf einer Seite der Gleichung zu isolieren. Dazu können Sie beliebige Rechenoperationen vornehmen, solange es auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens dieselbe Operation ist (»auf beiden Seiten« wird in der Lösung durch einen senkrechten Strich | vor der Operation dargestellt). Zusätzlich wird durch den Äquivalenzpfeil ⇔ gezeigt, dass alle Umformungen denselben Wert haben.

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Die Lösung dieser Gleichung ist also 5.

            
            
            Bei einer Ungleichung sieht es ähnlich aus, allerdings muss die Lösungsmenge anders angegeben werden:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Die Ungleichung bleibt wahr, solange Sie für x einen beliebigen Wert einsetzen, der kleiner als 12 ist. Das wird wie folgt ausgedrückt:

            
            
            [image: formula]

            
            
            Gesprochen: Lösungsmenge [image: inline image] ist die Menge (dargestellt durch die Mengenklammern {}) aller x, für die gilt (das Zeichen |), dass x kleiner als 12 ist. In Abschnitt 2.1.4, »Mengen«, erfahren Sie mehr über Schreibweisen und Eigenschaften von Mengen.

            
            
            Bei Gleichungen oder Ungleichungen mit mehreren Unbekannten benötigen Sie normalerweise ebenso viele verschiedene Gleichungen beziehungsweise Ungleichungen wie Variablen. Die Gleichung

            
            
            [image: formula]

            
            
            hat beispielsweise unendlich viele Lösungen, etwa x = 0, y = 0 oder x = –10, y = 10.

            
            
            Eine Kombination aus mehreren Gleichungen wird als Gleichungssystem bezeichnet. Hier sehen Sie ein Beispiel für ein eindeutig lösbares Gleichungssystem mit zwei Unbekannten:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Ein beliebtes Lösungsverfahren besteht darin, eine der Teilgleichungen so umzuformen, dass eine der Unbekannten allein auf einer Seite steht, also durch die andere Unbekannte definiert wird, und dieses Konstrukt dann statt der anderen Unbekannten in eine der Gleichungen einzusetzen. Deshalb wird das Verfahren auch als Einsetzungsverfahren bezeichnet. Hier der Lösungsweg für das obige Gleichungssystem:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Damit ist die Lösung für y gefunden. Diese kann nun wiederum in eine der Gleichungen eingesetzt werden, um x zu berechnen:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Wenn Sie besonders gründlich arbeiten möchten, können Sie beide Werte nun in die andere Gleichung einsetzen, um zu überprüfen, ob diese aufgeht:

            
            
            [image: formula]

            
            
            [image: formula]

            
            
            Wie Sie sehen, stimmt auch diese Gleichung, sodass die Lösung des Gleichungssystems x = 5, y = 2 lautet.

            
            
            Es gibt einen Sonderfall für Aussagen (und keine Aussageformen) mit Variablen. Dabei handelt es sich um die Verwendung der sogenannten Quantoren aus der Prädikatenlogik nach Gottlob Frege:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    ∃ wird Existenz-Quantor genannt und steht für »Es gibt (mindestens) ein ..., für das die folgende Aussage gilt«.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    ∀ ist der All-Quantor und bedeutet »Für alle ... gilt die folgende Aussage«.

                
                
                

            
            
            

            
            
            Bei Sätzen, die diese Quantoren verwenden, lässt sich eindeutig entscheiden, ob sie wahr oder falsch sind, sofern alle vorkommenden Variablen mit Quantoren versehen werden; somit handelt es sich bei ihnen um Aussagen. Beispiele:

            
            
            
                
                
                	
                    
                    
                    ∃x: x ÷ 2 = 7 (gesprochen: »Es gibt mindestens ein x, für das x ÷ 2 = 7 gilt«) ist eine wahre Aussage: Umgeformt lautet die Gleichung x = 7 · 2 = 14. Es gibt also in der Tat mindestens (beziehungsweise in diesem Fall genau) ein x, für das x ÷ 2 = 7 gilt.

                
                
                

                
                
                	
                    
                    
                    ∀x: x < x + 1 (gesprochen: »Für alle x gilt, dass x kleiner als x + 1 ist«). Das ist intuitiv ebenfalls eine wahre Aussage. Damit sie falsch würde, müsste es mindestens ein x geben, für das x ≥ x + 1 wäre. Das ist jedoch nicht möglich, da der ursprüngliche Wert um 1 erhöht wird und somit (um 1) kleiner ist als der neue Wert.

                
                
                

            
            
            

            
            
            In einer prädikatenlogischen Aussage können beliebig viele quantifizierte (mit Quantoren versehene) Variablen vorkommen. Hier folgt ein Beispiel einer wahren Aussage mit zwei quantifizierten Variablen:

            
            
            [image: formula]

            
            
            Für alle a existiert ein b, sodass a + b = 0 gilt. Sie werden kein Gegenbeispiel finden.

        
        
        
        
        
        
            
            
            2.1.3    Logische Verknüpfungen

            
            
            Sowohl sprachliche als auch mathematische Aussagen können auf unterschiedliche Weise miteinander verknüpft werden. In diesem Unterabschnitt lernen Sie die wichtigsten dieser Verknüpfungen, ihre Kombinationen und mathematischen Gesetze kennen. Das Rechnen mit Wahrheitswerten wird nach dem britischen Mathematiker George Boole als boolesche Algebra bezeichnet.

            
            
            
                
                
                Schlussfolgerungen

                
                
                Sowohl in der Philosophie als auch in der Mathematik wird beispielsweise die zu Beginn des Kapitels erwähnte logische Schlussfolgerung (Implikation) verwendet. Hier zum Einstieg ein sprachliches Beispiel:

                
                
                »Wenn die Sonne untergeht, wird es dunkel.«

                
                
                Formal werden Schlussfolgerungen mit dem Symbol ⇒ (»daraus folgt«) geschrieben, wobei besonders in der philosophischen Logik auch die Zeichen →, [image: inline image] und ⊃ zum Einsatz kommen; Letzteres ist für die Mathematik besonders ungünstig, weil ⊃ hier auch für den Operator »Obermenge« (siehe Abschnitt 2.1.4, »Mengen«) eingesetzt wird. Es gibt subtile Bedeutungsunterschiede zwischen diesen Zeichen, die in der alltäglichen Mathematik und Informatik jedoch nicht von Belang sind. Die obige Wenn-dann-Beziehung lässt sich daher auch so schreiben:

                
                
                Die Sonne geht unter. ⇒ Es wird dunkel.

                
                
                Es handelt sich also formal um einen Satz A, aus dem ein Satz B folgt:

                
                
                A ⇒ B

                
                
                Das bedeutet übrigens keineswegs, dass aus B auch A folgt, wie Sie anhand des obigen Satzes leicht überprüfen können. Schließlich braucht die Sonne nicht unterzugehen, damit es dunkel wird – wenn die Bewölkung bis zur massiven Gewitterfront zunimmt, wird es durchaus auch (relativ) dunkel.

                
                
                Ein zulässiger Umkehrschluss (Fachbegriff: Kontraposition) zu A ⇒ B ist dagegen, dass aus der Verneinung von B die Verneinung von A folgt. Dies wird wie folgt geschrieben:

                
                
                ¬B ⇒ ¬A

                
                
                oder so:

                
                
                [image: formula]

                
                
                (Im Folgenden wird die Schreibweise mit vorangestelltem ¬ verwendet.)

                
                
                Ausgesprochen lautet der Satz: »Aus Nicht-B folgt Nicht-A.« Machen Sie sich dies anhand des sprachlichen Beispiels klar:

                
                
                Wenn es nicht dunkel wird, geht die Sonne nicht unter.

                
                
                Oder formaler: Es wird nicht dunkel. ⇒ Die Sonne geht nicht unter.

                
                
                Besonders in der philosophischen Logik hat die Tatsachenfeststellung dieser jeweiligen Beziehungen besondere Namen:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        Modus ponens (Lateinisch für »setzender Modus«):

                        
                        
                        Gegeben: A ⇒ B.
Feststellung: A ist wahr.
Schluss: Also ist auch B wahr.

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Modus tollens (lateinisch für »wegnehmender Modus«):

                        
                        
                        Gegeben: A ⇒ B.
Feststellung: B ist nicht wahr.
Schluss: Also ist auch A nicht wahr.

                    
                    
                    

                
                
                

                
                
                In allen denkbaren Kontrapositionen werden nicht nur die Operanden vertauscht, sondern auch die Verneinungen:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        A ⇒ B – Kontraposition: ¬B ⇒ ¬A

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        ¬A ⇒ B – Kontraposition: ¬B ⇒ A

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        A ⇒ ¬B – Kontraposition: B ⇒ ¬A

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        ¬A ⇒ ¬B – Kontraposition: B ⇒ A

                    
                    
                    

                
                
                

                
                
                Auch in der Mathematik wird mit Schlussfolgerungen gearbeitet, etwa zur Beweisführung. Beispiel:

                
                
                16 ist durch 4 teilbar. ⇒ 16 ist durch 2 teilbar.

                
                
                Aus einer Teilbarkeit durch 2 folgt umgekehrt nicht automatisch eine Teilbarkeit durch 4 – beispielsweise ist 10 durch 2, aber nicht durch 4 teilbar. Deshalb muss hier der Folgepfeil statt des im Zusammenhang mit dem Lösen von Gleichungen gezeigten Äquivalenzpfeils ⇔ verwendet werden. Auch hier gilt jedoch die Kontraposition ¬B ⇒ ¬A, wie das folgende Beispiel zeigt:

                
                
                15 ist nicht durch 2 teilbar. ⇒ 15 ist nicht durch 4 teilbar.

                
                
                Die Ergebnisse logischer Verknüpfungen werden oft als sogenannte Wahrheitstabellen dargestellt, in der 0 für eine falsche und 1 für eine wahre Aussage steht. Tabelle 2.1 zeigt die Wahrheitstabelle der Implikation.
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                Tabelle 2.1    
            Wahrheitstabelle der Implikation (logischen Schlussfolgerung)

                
                
                In den weiter unten folgenden Wahrheitstabellen anderer logischer Verknüpfungen werden die Operanden horizontal und vertikal geschrieben und über Kreuz kombiniert. Bei der logischen Schlussfolgerung ist dies nicht ratsam, weil sie anders als die anderen nicht kommutativ ist, ihre Operanden also nicht vertauscht werden dürfen.

                
                
                Übrigens sind nicht alle Wenn-dann-Beziehungen gleich stark. Man unterscheidet folgende Bedingungen:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        Eine Bedingung ist hinreichend, wenn ihr Vorliegen allein genügt, um eine bestimmte Folge eintreten zu lassen. Dies entspricht der Implikation A ⇒ B für die Bedingung A und die Folge B. Die Teilbarkeit einer natürlichen Zahl n > 2 durch 2 ist beispielsweise eine hinreichende Bedingung dafür, dass es sich nicht um eine Primzahl handelt. Ungerade Zahlen, die durch andere Zahlen teilbar sind, müssen aber auch keine Primzahlen sein.

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Eine Bedingung ist notwendig, wenn die Folge ohne sie nicht eintreten kann. Die Implikation ist also ¬A ⇒ ¬B. Dass alle vier Seiten eines Vierecks gleich lang sind, ist zum Beispiel eine notwendige Bedingung dafür, dass es sich um ein Quadrat handelt. Diese Bedingung allein genügt jedoch nicht – auch alle vier Winkel müssen identisch sein.

                    
                    
                    

                
                
                

                
                
                Wenn eine Bedingung hinreichend und notwendig ist, handelt es sich nicht mehr um eine Implikation, sondern um eine Äquivalenz, die durch das Symbol ⇔ gekennzeichnet wird. In der philosophischen Logik wird auch häufig die Abkürzung gdw verwendet (»genau dann, wenn«). Beispiel: Eine natürliche Zahl ist gerade, gdw sie ohne Rest durch 2 teilbar ist. Alternativ ausgedrückt:

                
                
                Eine natürliche Zahl ist gerade. ⇔ Sie ist ohne Rest durch 2 teilbar.

                
                
                In Tabelle 2.2 sehen Sie die Wahrheitstabelle der Äquivalenz.
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                Tabelle 2.2    
            Wahrheitstabelle der Äquivalenz

                
                
                Wenn zwei Sachverhalte oder Aussagen zwar gehäuft zusammen auftreten, aber keine von ihnen eine hinreichende oder notwendige Bedingung der anderen ist, handelt es sich nicht um eine Implikation, sondern um eine Korrelation, die aus der Sicht der Logik uninteressant ist und nur in der Statistik eine Rolle spielt.

            
            
            
            
            
            
                
                
                Und-Verknüpfungen, Oder-Verknüpfungen & Co.

                
                
                Oft werden mehrere Aussagen auf unterschiedliche Arten miteinander verknüpft. Auch dies lässt sich besonders verständlich durch Schlussfolgerungen darstellen.

                
                
                Bei der Und-Verknüpfung zweier Aussagen (auch Konjunktion genannt) ist die Gesamtaussage nur dann wahr, wenn beide Teilaussagen wahr sind. Beispiel:

                
                
                Wenn Sie einen Ausbildungsplatz finden und die Abschlussprüfung bestehen, werden Sie Fachinformatiker*in.

                
                
                Formal wird die Und-Verknüpfung mithilfe des Zeichens [image: inline image] dargestellt:

                
                
                Sie finden einen Ausbildungsplatz [image: inline image] Sie bestehen die Abschlussprüfung

                
                
                ⇒ Sie werden Fachinformatiker*in.

                
                
                In Tabelle 2.3 sehen Sie die Wahrheitstabelle für die Und-Verknüpfung zweier Wahrheitswerte.
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                Tabelle 2.3    
            Wahrheitstabelle der Und-Verknüpfung

                
                
                Aus der Wahrheitstabelle ergeben sich die folgenden Beziehungen:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        0 [image: inline image] 0 = 0

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        0 [image: inline image] 1 = 0

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        1 [image: inline image] 0 = 0

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        1 [image: inline image] 1 = 1

                    
                    
                    

                
                
                

                
                
                Ein mathematisches Beispiel:

                
                
                12 ist durch 2 teilbar [image: inline image] 12 ist durch 3 teilbar ⇒ 12 ist durch 6 teilbar.

                
                
                Nur eine der beiden Voraussetzungen genügt nicht, wie die folgenden beiden Beispiele zeigen:

                
                
                8 ist durch 2 teilbar [image: inline image] 8 ist nicht durch 3 teilbar ⇒ 8 ist nicht durch 6 teilbar.

                
                
                9 ist nicht durch 2 teilbar [image: inline image] 9 ist durch 3 teilbar ⇒ 9 ist nicht durch 6 teilbar.

                
                
                Die Oder-Verknüpfung oder Disjunktion zweier Aussagen ist wahr, wenn mindestens eine der Teilaussagen wahr ist. Ein anschauliches Beispiel:

                
                
                Wenn Sie eine Radtour machen oder schwimmen gehen, tun Sie etwas für Ihre Gesundheit.

                
                
                Die formale Schreibweise mithilfe des Oder-Zeichens [image: inline image] lautet:

                
                
                Sie machen eine Radtour [image: inline image] Sie gehen schwimmen ⇒ Sie tun etwas für Ihre Gesundheit.

                
                
                Je nachdem, wie lange die Radtour und der Schwimmbadaufenthalt dauern, ist es kein Problem, am selben Tag beides zu machen. Aber auch, wenn Sie nur eine der beiden Aktivitäten schaffen, ist diese zweifellos förderlich für Ihre Gesundheit.[ 7 ]

                
                
                Die Wahrheitstabelle für die Oder-Verknüpfung sehen Sie in Tabelle 2.4.
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                Tabelle 2.4    
            Wahrheitstabelle der Oder-Verknüpfung

                
                
                Für Und- und Oder-Verknüpfungen gelten teils gleiche, teils ähnliche Gesetze wie für arithmetische Operationen. Hier sind die wichtigsten im Überblick:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        Neutralitätsgesetze: Genau wie Addition und Multiplikation haben sie jeweils ein neutrales Element: Bei der Und-Verknüpfung ist es 1 wie bei der Multiplikation, bei der Oder-Verknüpfung 0 wie bei der Addition. Das heißt: a [image: inline image] 1 = a, b [image: inline image] 0 = b. Das lässt sich leicht überprüfen:
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                        Es ist übrigens kein Zufall, dass sich die Und-Verknüpfung in diesem Punkt wie die Multiplikation und die Oder-Verknüpfung wie die Addition verhält; diese Operationen haben auch sonst jeweils vieles gemeinsam, was man sich beim Design von Schaltkreisen zunutze macht.
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                                A [image: inline image] B = B [image: inline image] A
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                                (A [image: inline image] B) [image: inline image] C = A [image: inline image] (B [image: inline image] C)
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                                A [image: inline image] (B [image: inline image] C) = (A [image: inline image] B) [image: inline image] (A [image: inline image] C)
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                        De Morgansche Gesetze[ 8 ]:

                        
                        
                        
                            
                            
                            	
                                
                                
                                ¬(A [image: inline image] B) = ¬A [image: inline image] ¬B
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                Außer den De Morganschen Gesetzen sollten Sie alle hier aufgeführten Regeln aus der Mathematik der Grundrechenarten kennen.

                
                
                Eine weitere logische Verknüpfung ist in der Informatik wesentlich verbreiteter als in der Mathematik und besitzt daher kein eigenes mathematisches Symbol: Eine Exklusiv-Oder-Verknüpfung zweier Wahrheitswerte (nach dem englischen »exclusive or« abgekürzt als XOR), auch Entweder-Oder genannt, ist nur dann wahr, wenn genau eine Teilaussage wahr ist. Hier ist ein sprachlich-anschauliches Beispiel:

                
                
                Wenn ich entweder frei habe oder Homeoffice mache, darf ich zu Hause bleiben.

                
                
                Formal dargestellt:

                
                
                Ich habe frei. XOR Ich mache Homeoffice. ⇒ Ich darf zu Hause bleiben.

                
                
                Wenn ich Homeoffice mache, habe ich natürlich nicht frei, und wenn ich frei habe, brauche ich auch im Homeoffice nicht zu arbeiten. Es kann also nur eine der beiden Teilbedingungen erfüllt sein, aber in beiden Fällen habe ich – zumindest bezüglich meines Arbeitgebers – das Recht, zu Hause zu bleiben.

                
                
                Exklusiv-Oder wird auch als Antivalenz bezeichnet, weil es sich um das Gegenteil der Äquivalenz handelt. Umgekehrt wird die Äquivalenz als Gegenteil von XOR auch mit der Abkürzung XNOR bezeichnet.

                
                
                Die Wahrheitstabelle der Exklusiv-Oder-Verknüpfung wird in Tabelle 2.5 gezeigt.
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                Tabelle 2.5    
            Wahrheitstabelle der Exklusiv-Oder-Verknüpfung

                
                
                Wenn Sie mit einer Programmiersprache oder sonstiger Software arbeiten müssen, die keine Exklusiv-Oder-Verknüpfung enthält, können Sie die folgende Formel verwenden, um sie mithilfe »normaler« Und- und Oder-Operationen nachzubilden:

                
                
                [image: formula]

            
            
            
            
            
            
                
                
                Schaltalgebra

                
                
                Boolesche Algebra wird auch als Schaltalgebra bezeichnet. Im engeren Sinne handelt es sich um die Anwendung der booleschen Algebra auf den Entwurf elektronischer Schaltkreise, die die kleinsten Einheiten der Computerhardware und speziellerer elektronischer Geräte ausmachen.

                
                
                Wie Ihnen vermutlich bekannt ist, codiert der Zustand »Strom fließt« den Wert 1 oder »wahr«, der gegenteilige Zustand dagegen 0 oder »falsch«. Im Prinzip handelt es sich bei Eingabewerten für Schaltungen um Schalter, die ein- oder ausgeschaltet werden, damit Strom fließt oder nicht, während die Ausgabewerte entweder angezeigt werden (in sehr einfachen Fällen etwa durch das Leuchten oder Nichtleuchten von LEDs) oder aber als Eingabewerte für weitere Schalter dienen. Denn eine Besonderheit der hier verwendeten Schalter ist, dass sie keine mechanischen Teile besitzen, sondern wiederum durch Strom gesteuert werden: Es handelt sich um extrem miniaturisierte Versionen des 1947 erfundenen Transistors.

                
                
                Die allerersten elektronischen Computer verwendeten die teureren, stromhungrigeren und störanfälligeren Elektronenröhren, und noch davor gab es elektromechanische Rechner von Pionieren wie Konrad Zuse, in denen elektromagnetische Relais zum Einsatz kamen – Schalter, die zwar ebenfalls durch Strom gesteuert, aber durch diesen Strom tatsächlich mechanisch ein- und ausgeschaltet werden.

                
                
                Intuitiv können Sie sich das logische Oder als zwei parallel angeordnete Schalter vorstellen, während das logische Und eine Reihenschaltung wäre. Entsprechend genügt es beim Oder, wenn einer der beiden Schalter geschlossen ist, während beim Und beide geschlossen sein müssen. In der Praxis werden diese Schaltungen durch komplexere Kombinationen gebaut, deren Betrachtung hier zu weit führen würde.[ 9 ]

                
                
                Für die Kombination zweier Eingabewerte, die jeweils 0 oder 1 sein können, sind Schaltungen denkbar, die alle in Tabelle 2.6 aufgelisteten Ergebnisse liefern können – und je nach konkretem Anwendungszweck in einem elektronischen Baustein werden viele davon auch tatsächlich benötigt.
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                Tabelle 2.6    
            Alle denkbaren Schaltfunktionen für zwei binäre Eingabewerte

                
                
                Einige der Funktionen dürften Sie wiedererkennen: f6 ist XOR, f8 ist das logische Und, f14 das logische Oder, f9 die Äquivalenz/XNOR und f11 die Implikation.

                
                
                Einige weitere Funktionen in der Tabelle sind die Umkehrungen der bereits bekannten Funktionen: f7 ist NAND, also ¬(A [image: inline image] B), f1 ist NOR, das heißt ¬(A [image: inline image] B). Ein interessanter Fakt ist, dass Und-Gatter und Oder-Gatter in echten Schaltungen in der Regel als NAND beziehungsweise NOR mit verneinten Eingängen gebaut werden.

                
                
                Beim Design von Schaltungen wird besonderes Augenmerk auf diejenigen Funktionen gelegt, bei denen genau eines der vier (beziehungsweise 2n für n Eingangswerte) Ergebnisse 1 ist, sowie auf diejenigen Funktionen, bei denen genau ein Ergebnis 0 ist. Alle anderen denkbaren Schaltungen lassen sich aus Kombinationen daraus zusammensetzen. Funktionen mit genau einer 1 (f1, f2, f4 und f8) werden Minterme oder Konjunktive Normalform (KNF) genannt – Letzteres liegt daran, dass es sich um Varianten der Konjunktion (logisches Und) handelt. Funktionen mit nur einer 0 (f7, f11, f13, f14) heißen entsprechend Maxterme oder Disjunktive Normalform (DNF).

            
            
            
        
        
        
        
        
        
            
            
            2.1.4    Mengen

            
            
            Ein weiteres Teilgebiet der Mathematik, das besondere Bedeutung in der Informatik hat, ist die Mengenlehre – beispielsweise basieren relationale Datenbanken wie MySQL oder SQLite darauf, aber auch bei der Betrachtung diverser Datenstrukturen und Algorithmen werden Ihnen die Mengen und Operationen mit ihnen wiederbegegnen.

            
            
            
                
                
                Mengendefinition

                
                
                Eine Menge ist eine Ansammlung verschiedener Elemente. Als konkretes Beispiel werden in der Mathematik typischerweise Zahlen verwendet, aber im Prinzip gelten die Regeln der Mengenlehre für jede Gruppe von Objekten mit unterschiedlichen Eigenschaften. Als ich 1978 eingeschult wurde, gab es für den Mathematikunterricht beispielsweise einen Kasten kleiner Plastikplättchen mit verschiedenen Unterscheidungsmerkmalen wie Farbe, Form und Größe, an denen sich Mengenoperationen sehr anschaulich demonstrieren lassen.[ 10 ]

                
                
                Eine Mengendefinition steht grundsätzlich zwischen geschweiften Klammern (in diesem Zusammenhang Mengenklammern genannt) und wird entweder als Liste aller ihrer Elemente oder durch einen Definitionsbereich angegeben. Im ersteren Fall ist die Menge stets endlich, hat also eine absolute Anzahl von Elementen. Beispiele:

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                Die Reihenfolge, in der die Elemente einer Menge angegeben werden, spielt keine Rolle. {1,2,3}, {3,2,1} oder {2,1,3} stellen jeweils dieselbe Menge dar.

                
                
                Die Anzahl der Elemente einer Menge M heißt Kardinalität oder Mächtigkeit dieser Menge und wird |M| geschrieben. Für die obigen Beispiele gilt (wie Sie leicht durch Zählen herausfinden können):

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                Wird eine Menge dagegen durch einen Definitionsbereich angegeben, kann ihre Kardinalität je nach konkreter Definition endlich sein oder nicht. Betrachten Sie dazu die folgenden drei Beispiele:

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                Hier sind zunächst einige Erläuterungen erforderlich. Die Schreibweise {x|...} wird als »Menge aller x, für die gilt: ...« gelesen. Nach dem | folgt die Definition, im obigen Fall in Form von Verknüpfungen per logischem Und. Das heißt, jedes x muss alle genannten Bedingungen erfüllen. Das Zeichen ∈ heißt »ist Element von« und bedeutet, dass der davorstehende Ausdruck ein Element der dahinterstehenden Menge ist. [image: inline image] ist dabei die Menge der natürlichen Zahlen, also {1,2,3,...}[ 11 ]. [image: inline image] dagegen ist die Menge der reellen Zahlen. Das ist die Gesamtheit aller abbrechenden, aller periodischen und aller nichtabbrechenden, nichtperiodischen Dezimalbrüche. Sowohl der Operator ∈ als auch die Grundzahlenmengen der Mathematik werden noch näher erläutert.

                
                
                Für die Kardinalitäten der obigen Mengen gilt:

                
                
                |P| = 9 , denn P = {2,3,4,5,6,7,8,9}

                
                
                Die Kardinalität von Q und R ist dagegen jeweils unendlich, denn es gilt Q = {2,3,4,...} bis in alle Ewigkeit, während R zwar nur einen begrenzten Ausschnitt von [image: inline image] repräsentiert (nämlich die reellen Zahlen von 0 bis 1, jeweils einschließlich), Sie jedoch zwischen zwei Elementen dieser Menge immer beliebig viele weitere Elemente finden.

                
                
                Die Menge Q heißt abzählbar unendlich, weil die Elemente dieser Menge durchnummeriert werden können. Man spricht in diesem Fall auch von einer Bijektion oder Eineindeutigkeit zwischen der Menge [image: inline image] und der Menge Q, weil jeweils genau ein Element der einen Menge genau einem Element der anderen Menge zugeordnet werden kann.

                
                
                Ein eigenes Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Eigenschaften abzählbar unendlicher Mengen befasst, heißt Kombinatorik. Ihre Regeln gelten zum Teil auch für endliche Teilmengen solcher Mengen. Ein noch allgemeinerer Oberbegriff für die Beschäftigung mit abzählbaren Mengen und ähnlichen Strukturen ist diskrete Mathematik, wobei »diskret« hier nicht etwa für »verschwiegen« (engl. discreet) steht, sondern für »individuell unterscheidbar« (engl. discrete).

            
            
            
            
            
            
                
                
                Mengenoperationen

                
                
                Für die Beziehungen zwischen Mengen und ihren Elementen sowie zwischen mehreren Mengen sind zahlreiche mathematische Operationen definiert. Die einfachsten sind ∈ (»ist Element von«) und ∉ (»ist nicht Element von«) – sie besagen ganz intuitiv, ob ein bestimmtes Element zu einer Menge gehört oder nicht.

                
                
                Beispiele:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        Für die Menge M = {1,2,3} gilt 1 ∈ M, aber 4 ∉ M.

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Für die Menge N = {n|n > 2} gilt 3 ∈ M, aber 2 ∉ M.

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Für die Menge [image: inline image] der natürlichen Zahlen gilt 1 ∈ [image: inline image], aber –1 ∉ [image: inline image] und 1,5 ∉ [image: inline image].

                    
                    
                    

                
                
                

                
                
                Zwischen zwei Mengen gibt es zahlreiche weitere interessante Beziehungen.

                
                
                Eine Menge M heißt Teilmenge einer Menge N, wenn für jedes x ∈ M auch x ∈ N gilt. Dies wird durch das Zeichen ⊆ (Teilmenge oder gleich) dargestellt: M ⊆ N.

                
                
                Im engeren Sinne ist M eine echte Teilmenge von N, wenn für jedes x ∈ M auch x ∈ N gilt, es aber mindestens ein x ∈ N gibt, für das x ∉ M gilt. Für diese Beziehung wird meist das Zeichen ⊂ verwendet: M ⊂ N. Manchmal wird sogar das spezielle Zeichen [image: inline image] (Teilmenge, aber nicht gleich) benutzt, um ganz besonders klar zu machen, dass es um eine echte Teilmenge geht.

                
                
                Wenn die Menge M Teilmenge der Menge N ist, dann heißt N umgekehrt Obermenge von M. In diesem Fall wird N ⊇ M (Obermenge oder gleich) geschrieben, wenn M ⊆ N gilt. Für die echte Obermenge (nicht gleich) dienen die Schreibweisen N ⊃ M oder strenger N [image: inline image] M (Obermenge, aber nicht gleich).

                
                
                Dass ⊂, ⊆, ⊃ und ⊇ wie abgerundete Formen von <, ≤, > beziehungsweise ≥ aussehen, ist Absicht, denn es handelt sich im Prinzip um deren Entsprechungen für Mengen.

                
                
                Betrachten Sie die folgenden Mengen:

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                Es gelten unter anderem die folgenden Beziehungen:

                
                
                [image: formula]

                
                
                [image: formula]

                
                
                Die in der Mathematik hauptsächlich verwendeten Zahlenmengen lassen sich als Abfolgen von Teil- beziehungsweise Obermengen schreiben:

                
                
                
                    
                    
                    	
                        
                        
                        Den Anfang machen die natürlichen Zahlen [image: inline image], intuitiv definiert als

                        
                        
                        [image: formula]

                        
                        
                        oder

                        
                        
                        [image: formula]

                        
                        
                        Ob die 0 zu den natürlichen Zahlen gehört oder nicht, ist nämlich umstritten. Traditionell wird [image: inline image]0 geschrieben, wenn die Menge der natürlichen Zahlen inklusive 0 gemeint ist, aber gemäß der DIN-Norm 5473 gehört die 0 dazu, während die Menge ohne 0 als [image: inline image]* geschrieben wird.

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Bei den ganzen Zahlen [image: inline image] kommen die negativen Zahlen hinzu:

                        
                        
                        [image: formula]

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Die rationalen Zahlen [image: inline image] sind alle Brüche aus ganzen Zahlen (wobei der Nenner natürlich nicht 0 sein darf):

                        
                        
                        [image: formula]

                        
                        
                        Werden rationale Zahlen in Dezimalzahlen umgerechnet, ergeben sich stets abbrechende oder periodische Dezimalbrüche. Das heißt, sie haben entweder endlich viele Nachkommastellen wie

                        
                        
                        [image: formula]

                        
                        
                        oder eine sich endlos wiederholende Folge identischer Ziffern oder Zifferngruppen wie

                        
                        
                        [image: formula]

                        
                        
                        oder

                        
                        
                        [image: formula]

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Die reellen Zahlen [image: inline image] sind alle rationalen Zahlen sowie nichtabbrechende und nichtperiodische Dezimalbrüche. Sie können also unendlich viele Nachkommastellen haben, die sich wiederholen, so dass sie sich nicht als Brüche schreiben lassen. Prominente Beispiele sind die Kreiszahl π = 3,1415926..., die Eulersche Zahl e = 2,718281828459... oder [image: formula]

                        
                        
                        Die einzige Gemeinsamkeit aller reellen Zahlen ist, dass ihr Quadrat niemals kleiner als 0 ist, sodass sie sich wie folgt definieren lassen:

                        
                        
                        [image: formula]

                    
                    
                    

                    
                    
                    	
                        
                        
                        Die allgemeinste Zahlenmenge sind die komplexen Zahlen [image: inline image]. Sie überwinden die Einschränkung der reellen Zahlen, dass aus negativen Zahlen keine Wurzel gezogen werden kann (da x2 ≥ 0 für alle x ∈ [image: inline image] gilt). Jede komplexe Zahl wird als a + b · i definiert. Dabei ist i definiert als i2 = –1, während a und b reelle Zahlen sind. Man bezeichnet a als Realteil und b · i als Imaginärteil der Zahl.

                    
                    
                    

                
                
                

                
                
                Wie die obigen Definitionen zeigen, bilden die mathematischen Zahlenmengen eine Kette von Teilmengen

                
                
                [image: formula]

                
                
                beziehungsweise Obermengen:

                
                
                [image: formula]

                
                
                Weil dies vielleicht weniger einleuchtend ist als die anderen Teilmengeneigenschaften: Die reellen Zahlen sind diejenige Teilmenge der komplexen Zahlen a + b · i, bei denen b = 0 ist.

                
                
                Was die Kardinalität der offiziellen Zahlenmengen angeht, sind die natürlichen Zahlen selbst abzählbar unendlich, die ganzen Zahlen ebenfalls. Weniger intuitiv einleuchtend dürfte sein, dass auch die rationalen Zahlen abzählbar unendlich sind: Der Mathematiker Georg Cantor bewies, dass sich alle existierenden Brüche in eine abzählbare Reihenfolge bringen lassen.

                
                
                Eine Menge kann nicht nur Zahlen enthalten, sondern auch andere Mengen; dies kann beliebig tief verschachtelt werden. Hier sehen Sie zum Beispiel die Menge aller Mengen natürlicher Zahlen (ohne 0), die kleiner als 3 sind:

                
                
                [image: formula]

                
                
                Eine besondere Menge ist in diesem Zusammenhang die Potenzmenge. Es handelt sich um die Menge aller Teilmengen einer Menge. Die Potenzmenge [image: formula] einer Menge N ist genauer gesagt die Menge aller Mengen M, für die M ⊆ N gilt. Die Menge

                
                
                [image: formula]

                
                
                hat beispielsweise die Potenzmenge:

                
                
                [image: formula]

                
                
                Die Menge ∅, auch {} geschrieben, ist die leere Menge. Sie enthält keine Elemente, hat also die Kardinalität 0.

                
                
                Die Potenzmenge einer Menge mit n Elementen hat die Kardinalität 2n; bei der obigen Menge N mit drei Elementen also beispielsweise 23 = 8.

                
                
                Eine weitere Beziehung zwischen zwei Mengen ist die Vereinigungsmenge. Die Vereinigungsmenge zweier Mengen M und N,
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