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Vorwort zur vierten Auflage

Auch die dritte Auflage des Lehrbuchs Finanzmathematik fiir Wirtschaftswissen-
schaftler ist von der Leserschaft dankenswerterweise freundlich aufgenommen wor-
den, so dass eine weitere Neuauflage notwendig wurde. Dies ist auch eine Bestati-
gung unserer grundsatzlichen Konzeption, so dass der in den vorherigen Auflagen
eingeschlagene Weg konsequent weiter beschritten wurde. Neben der theoretischen
Fundierung finanzmathematischer Sachverhalte wurde weiterhin besonderes Augen-
merk auf die Praxishezogenheit und Alltagsrelevanz des vermittelten Stoffs gelegt.
Hierzu wurden fiir jeden theoretischen Sachverhalt Anwendungsbeispiele entwickelt,
die in Form von Beispielen, Aufgaben (mit zugehorigen Losungsskizzen) und teil-
weise auch Fallstudien behandelt werden. Nach wie vor wird der Schwerpunkt auf
Finanzinvestitionen (Investments) gelegt und Sachinvestitionen werden nur ge-
streift, da diese iiblicherweise ausfiihrlich in Veranstaltungen zur »Investition und
Finanzierung« behandelt werden. Nach wie vor beschranken wir uns des Weiteren auf
den Fall der Sicherheit, d. h. es wird stets von sicheren ZahlungsgréRen und ebenso
von sicheren Verzinsungshdhen ausgegangen.

Die gesamte Prasentation ist fiir die vierte Auflage noch einmal sprachlich und
didaktisch sorgfaltig und umfassend {iberarbeitet worden. GroRere inhaltliche
Erweiterungen betreffen im Haupttext neue Abschnitte iiber »Negative Verzin-
sung und Niedrigzinsphase« (Abschnitt 1.2.3) und die »Cost-Average-Strategie«
(Abschnitt 3.2.7) sowie neue Anhdnge iiber ein Gedankenexperiment, das die Wir-
kung des Zinseszinseffektes iiber sehr lange Zeitrdume veranschaulichen soll, den
»Josephspfennig« (Anhang 1F), und zur »Verzinsung nach Steuern« (Anhang 1G).
Des Weiteren wurden in Kapitel 5 iiber dreiig neue Aufgaben (mit Losungen) auf-
genommen, die sich aus fritheren Klausuraufgaben unserer Mannheimer Veranstal-
tung speisen und fiir deren Konzeption Herr M.Sc. Lars Rickenberg federfithrend
verantwortlich war.

Zur Unterstiitzung des Services fiir Dozenten, die mit unserem Lehrbuch arbeiten
bzw. arbeiten wollen, haben wir ferner Folienvorlagen fiir die Inhalte des Buchs
erarbeitet, die unter www.sp-dozenten.de (Registrierung erforderlich) abrufbar sind.

Auf der Internetseite www.finanzmathematik-buch.de werden wir weiterhin
zeitnah uns bekannt gewordene Druckfehler (die trotz allem Bemiihen eine offen-
bar unausrottbare Spezies darstellen) einstellen. Unsere geneigten Leser bitten
wir herzlich, uns per Mail (aber auch auf jedem anderen Wege) an risk@bwl.uni-
mannheim.de iiber entsprechende Druckfehler zu informieren.

Bei der Vorbereitung und Ausarbeitung der vierten Auflage des vorliegenden
Lehrbuchs haben wir wiederum vielfdltige Unterstiitzung erfahren diirfen, wofiir wir
zu herzlichem Dank verpflichtet sind. Fiir ihre Unterstiitzung bei der Durchfiihrung
der Veranstaltungen danken wir Herrn M.Sc. Lars Rickenberg sowie unseren Tuto-
ren, den Damen und Herren Luisa Balk, Gero Baltschukat, Kerem Belek, Hannah
Brune, Anna Buschmann, Alisa Biichner, Kristina Chekhovich, Yue Chen, Hedwig
Czaja, Felix Eck, Sonja Erkert, Nicole FauR, Theresa Goeken, Sebastian Ganz, Johan-
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nes Gotz, Felix Hache, Sebastian Hanson, Selina Hauch, Tim Hildebrand, Christian
Hilscher, Niels Horber, Manuel Issel, Maryna Ivantseva, Kai Kanthak, Gloria Koepke,
Florian Kreis, Nick Krey, Anne Kuhn, Timo Lehn, Nathalie Lepold, Nele Lerch, Kaan
Leutert, Alisa Mattes, Niklas Murken, Alina Mutschal, Hannes Miinstermann, Bene-
dikt Neininger, Patrick Plikat, Emily Poss, Peter Redler, Niklas Reinhardt, Luisa Ritz-
kat, Lukas Rodrian, Moritz Rombach, Lena Rudat, Lukas Riith, Michael Schmitt,
Mandy Schneider, Justin Schoenfeld, Peter Schiiller, Fabian Sinn, Marco Soworka,
Stefanie Spreng, Christopher Stach, Justus Stomper, Jan Thesing, Svenja Tobies, Till
Volcker, Julia Wagner, Sophia Wickel, Lara Worner und Sin Yin Yip. Des Weiteren
bedanken wir uns bei zahlreichen Teilnehmern dieser Veranstaltungen fiir vielfdl-
tige Anregungen.

Besonderer Dank gebiihrt meinem Sekretariat, Frau Bettina Muser. Herrn Frank
Katzenmayer sowie Frau Adelheid Fleischer vom Schéffer-Poeschel Verlag schulde
ich einmal mehr groRen Dank fiir die aufmerksame und engagierte Begleitung die-
ses Buchprojekts.

Mannheim, im Januar 2019 Peter Albrecht



Vorwort zur ersten Auflage

Finanzmathematische Fragestellungen und Zusammenhédnge durchziehen nicht
nur die wirtschaftswissenschaftliche Praxis, sondern auch den privaten Alltag.
Die Verzinsung von Sparkonten, Formen der Vermdgensanlage, der Ratenkauf, die
Automobilfinanzierung, generell die Aufnahme und Tilgung von Darlehen und
Krediten sowie die Verrentung von Kapital sind nur einige Beispiele hierfiir.

Aufgrund dieser besonderen Relevanz finanzmathematischer Grundlagen
wurde im Rahmen der neuen wirtschaftswissenschaftlichen Bachelorstudien-
gange der Universitdt Mannheim eine eigenstidndige Veranstaltung in Finanz-
mathematik konzipiert, die diese Grundlagen vermittelt. Das vorliegende Lehr-
buch dokumentiert die Inhalte dieser Veranstaltung, arrondiert um einige
weitere Lehrinhalte. Neben der theoretischen Fundierung finanzmathemati-
scher Sachverhalte wurde besonderes Augenmerk auf die Praxisbezogenheit und
Alltagsrelevanz des vermittelten Stoffs gelegt. Hierzu wurden fiir jeden theore-
tischen Sachverhalt Anwendungsbeispiele entwickelt, die in Form von Aufgaben
(mit zugehorigen Losungsskizzen) und auch Fallstudien weitergefiihrt werden.

GemdfR dem einfiihrenden Charakter der Veranstaltung war eine Beschrdn-
kung des Stoffs unumganglich. Zum einen wird der Schwerpunkt auf Finanzin-
vestitionen (Investments) gelegt, Sachinvestitionen hingegen werden nur
gestreift, da diese iiblicherweise ausfiihrlich in Veranstaltungen zu »Investition
und Finanzierung« behandelt werden. Zum anderen beschranken wir uns auf
den Fall der Sicherheit, d.h. es wird stets von sicheren ZahlungsgréRen und
ebenso von sicheren Verzinsungshdhen ausgegangen.

Zur Verbesserung der Interaktion mit unseren Lesern werden wir auf der
Internetseite www.finanzmathematik-buch.de eine Rubrik »Korrekturen« ein-
richten, auf der wir dann zeitnah uns bekannt gewordene Druckfehler (die trotz
allem Bemiihen eine offenbar unausrottbare Spezies darstellen) einstellen wer-
den. Unsere geneigten Leser bitten wir herzlich, uns per Mail (aber auch auf
jedem anderen Wege) an risk@bwl.uni-mannheim.de iiber entsprechende Druck-
fehler zu informieren.

Bei der Vorbereitung und Ausarbeitung des vorliegenden Lehrbuchs haben
wir vielfdltige Unterstiitzung erfahren diirfen, wofiir wir zu herzlichem Dank
verpflichtet sind. Hervorzuheben sind hier insbesondere die Herren cand. rer.
oec. Simon Hilpert und cand. rer. oec. Frank Schilbach, die eine Vielzahl von
Aufgaben und Losungen konzipiert haben, die in das vorliegende Lehrbuch auf-
genommen wurden. Besondere Verdienste bei der Entwicklung und Optimierung
der Veranstaltung in Finanzmathematik haben sich auch Herr Dipl.-Kfm. Cemil
Kantar, MBA sowie Frau cand. rer. oec. Julia Himmerle und Frau cand. rer. oec.
Juliane Moldenhauer erworben, unser groRer Dank gilt des Weiteren Herrn cand.
rer. oec. Maxim Beizerov, Herrn stud. rer. oec. Samir Irzayev, Herrn cand. rer.
oec. Soren Jensen, Herrn cand. rer. oec. Christopher Kanitz, Frau stud. rer. oec.
Anna Knaub sowie Frau cand. rer. oec. Dianne Rauschenbusch. SchlieRlich
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bedanken wir uns bei zahlreichen Teilnehmern dieser Veranstaltung fiir vielfal-
tige Anregungen.

Besonderer Dank gebiihrt des Weiteren unserem Sekretariat, geleitet von Frau
Traudel Walther, fiir den stets bewdahrten und nie nachlassenden Einsatz. Herrn
Katzenmayer vom Schaffer-Poeschel Verlag schulden wir groRen Dank fiir die
aufmerksame und engagierte Begleitung dieses Buchprojekts.

Last but not least at all, dankt PA seiner Ehefrau Maja Sommer und seiner
Tochter Sarah Anthea Albrecht fiir vielféltige auRerfachliche Anrequngen und
vor allem fiir ihre Zuwendung. CM dankt seinen Eltern fiir ihren liebevollen
Riickhalt und ihre uneingeschrankte Unterstiitzung.

Mannheim, im Mai 2007 Peter Albrecht / Christoph Mayer
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Grundlagen

Lernziele
» Die Finanzmathematik analysiert kénnen mit den grundlegenden
zeitliche Entwicklungen finanziel- Zinsmodellen umgehen.

ler GroRen. Hierfiir lernen Sie

Zahlungsstrommodelle kennen. > Sie beherrschen die Konzepte

Barwert und Kapitalwert als
» Die Zinsrechnung ist das Funda- Basis fiir die Bewertung von
ment der Finanzmathematik. Sie Zahlungsstromen.

1.1 Einfithrung
1.1.1 Finanzmathematische Problemstellungen

Bevor wir uns ndher mit grundlegenden Fragen finanzmathematischer Problemstel-
lungen befassen, betrachten wir zur Einfithrung zunachst zwei motivierende Praxis-
beispiele.

Festgeldanlage

»»» In t = 0 werde eine Festgeldanlage bei einer Bank mit einer Laufzeit von 6 Monaten
getatigt. Angelegt werden 20 000 Euro, die Riickzahlung betrage 20 300 Euro. Der
resultierende Zahlungsstrom aus Sicht des Anlegers lautet (Periode = 1 Monat):
Z={-20000,0,0,0,0,0, 20 300}.

Aus Sicht der Bank lautet der Zahlungsstrom entsprechend
Z={20000,0,0,0,0,0,-20 300}. 444

Wir benutzen die Ergebnisse des vorstehenden Beispiels noch, um ein erstes Bei-

spiel zur Illustration eines Zahlungsstroms zu geben. Unterstellt wird dabei die
Sicht des Anlegers. Illustriert wird der zugehdrige Zahlungsstrom in Abbildung 1-1.

Festgeldanlage



Bankkredit

Grundlagen
Einfithrung

Illustration Festgeldanlage (Anlegersicht)

-20 000 20 300

| |
[ | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6

Endfilliger Bankkredit

»»» In t = 0 werde ein Kredit von 100 000 Euro bei einer Bank aufgenommen und
nach 5 Jahren zu einem Betrag von 123 721.64 Euro (inklusive aufgelaufener Kre-
ditzinsen) endfdllig getilgt.

Der resultierende Zahlungsstrom aus Sicht des Kreditgebers (Bank) lautet:

Z={-100000, 0, 0, 0, 0, 123 721.64}.
Der resultierende Zahlungsstrom aus Sicht des Kreditnehmers ist entsprechend
Z={100000, 0, 0, 0, 0, =123 721.64}. 444

Der Zahlungsstrom des Beispiels 1.2 1dsst sich aus Sicht des Kreditnehmers wie in
Abbildung 1-2 dargestellt illustrieren.

Illustration endfdlliger Bankkredit (Sicht Kreditnehmer)

100 000 -123 721.64

0 1 2 3 4 5

Die vorstehenden einfithrenden Beispiele sind grundsatzlich zwei erste einfache
Beispiele fiir finanzwirtschaftliche Vorgange. Die Analyse solcher finanzwirtschaft-
lichen Vorgdnge ist der zentrale Gegenstand der Finanzmathematik. Typische Bei-
spiele fiir finanzwirtschaftliche Vorgdnge sind:

» Sparprozesse

» Entsparprozesse (Verrentung von Kapital)



Einfithrung

» Formen der Kapital-/Geld-/Vermdgensanlage (Immobilien, Aktien, Zinstitel,
Investmentfonds)

» Formen der Kapital-/Geld-/Kreditaufnahme (Bankkredit, Konsumentenkredit,
Automobilfinanzierung, Emission von Zinstiteln).

Finanzwirtschaftliche Vorgange sind grundsatzlich mit zeitlichen Entwicklungen
finanzieller GrofRen (verzinsliche Ansammlung von Kapital, Vermdgensentwicklun-
gen, Entwicklung von Einkiinften, Entwicklung von Schulden/Verpflichtungen) ver-
bunden. Sie l6sen Zahlungsstréme (Folgen von Zahlungen oder Folgen von Wertgro-
Ren) aus.

Zentrale Problembereiche der Finanzmathematik sind daher die Analyse der zeit-
lichen Entwicklung finanzieller GréRen sowie die Bewertung (Ermittlung eines Wer-
tes bzw. Preises, Ermittlung einer Rendite) solcher finanzieller Entwicklungen. Dies
geschieht etwa zu Zwecken der Ermittlung von Kauf-/Verkaufspreisen (wie hoch ist
der faire bzw. angemessene Preis?), der Vermdgenshewertung oder als Basis der Ent-
scheidung iiber eine Vermdgensanlage bzw. Kapitalaufnahme (welche Anlage besitzt
die hochste Rendite bzw. welcher Kredit die geringsten Kreditkosten?).

Hinsichtlich der wirtschaftlichen Anwendungen befassen wir uns im vorliegen-
den Text dabei primdr mit Finanzinvestitionen (auch: Investments, Kapitalanlage)
und Basisfragen der Kapitalaufnahme (Tilgungsrechnung). Sachinvestitionen, bei-
spielsweise die Anschaffung einer Maschine, werden hingegen nur gestreift (Ab-
schnitt 1.4). Thre Behandlung ist Gegenstand der Investitionsrechnung. Gleiches
gilt fiir weitergehende Fragen der Finanzierung, etwa im Kontext der Unterneh-
mensfinanzierung.

1.1.2 Zahlungsstrome

Wie bereits ausgefiihrt, sind finanzwirtschaftliche Vorgange mit zeitlichen Entwick-
lungen finanzieller GroRen (verzinsliche Ansammlung von Kapital, Vermdgensent-
wicklung, Entwicklung von Einkiinften, Entwicklung von Schulden/Verpflichtungen)
verbunden. Aus einer mehr formalen Perspektive gesehen, beschaftigt sich die
Finanzmathematik daher mit der Analyse von Zahlungsstrémen bzw. Wertentwick-
lungen und stellt Methoden fiir entsprechende Analysen bereit. Im Weiteren spre-
chen wir der Einfachheit halber generell von einem Zahlungsstrom (englisch: Cash
Flow), auch dann, wenn keine konkreten Zahlungen erfolgen, sondern beispielsweise
nur Werte oder Preise zu sukzessiven Zeitpunkten beobachtet bzw. ermittelt werden.

In einem ersten Schritt ist es vor diesem Hintergrund daher erforderlich, Modelle
zur Quantifizierung von Zahlungsstromen zu entwickeln. Zu spezifizieren ist dabei
zundchst, zu welchen Zeitpunkten die Zahlungen erfolgen. Im einfachsten Fall
(Basis-Zeitmodell) gehen wir von den Zeitpunkten

{0,1,2 .., T}

als Zahlungszeitpunkten aus.

Zahlungsstrome,
Wertentwicklungen

Bewertung

Finanzinvestitionen

Analyse von Zahlungs-
stromen

Basis-Zeitmodell



Ein- und Auszahlungen

Vor- und nachschiissige
Zahlungen

Standardfalle

Standardinvestition,
Standardinvestment

Grundlagen
Einfithrung

Die Zahlungszeitpunkte sind in diesem Zeitmodell dquidistant, d.h. die Perio-
den zwischen den Zeitpunkten besitzen alle eine identische Linge. Standardbei-
spiele fiir im Weiteren betrachtete Perioden sind Monate und Jahre. Der Zeitpunkt 0
entspricht dabei typischerweise dem Zeitpunkt der Anlage oder dem Beginn der
Planungsperiode (beispielsweise dem aktuellen Zeitpunkt, kurz: heute).

Die Zahlungen sind dabei entweder
» Einzahlungen ez, > 0 (Geldfluss mit einem positivem Vorzeichen) zum Zeit-

punkt t oder
» Auszahlungen az, > 0 (Geldfluss mit einem negativem Vorzeichen) zum Zeit-

punkt t oder
» Salden ez, - az, von Ein- und Auszahlungen.

Im Rahmen einer allgemeineren Notation unterscheiden wir dabei nicht mehr zwi-
schen Ein- und Auszahlungen oder Salden von Ein- und Auszahlungen, sondern
bezeichnen generell mit z, die Zahlung zum Zeitpunkt t. Gilt zu einem Zeitpunkt z, =
0, so erfolgt zu diesem Zeitpunkt entweder keine Zahlung oder aber Ein- und Aus-
zahlungen bestehen in gleicher Hohe und weisen somit einen Saldo von Null auf.
Zu unterscheiden sind bei Betrachtung der Zeitmenge {0, 1, ..., T}
» Vorschiissige Zahlungen: Die Zahlungen z erfolgen jeweils zu
Beginn der Perioden 1, ..., T.
» Nachschiissige Zahlungen: Die Zahlungen z,,...,z
Perioden 1, ..., T.

0rZ1r 121

; erfolgen jeweils am Ende der

Abbildung 1-3 illustriert das vorstehend dargelegte Zeit- und Periodenmodell im
Falle vor- wie nachschiissiger Zahlungen.

0b eine Zahlung vor- oder nachschiissig ist, ergibt sich aus dem jeweiligen Prob-
lemkontext. Wenden wir uns einigen typischen Fallen zu.

Fall 1 beinhaltet den Zahlungsstrom ez,, ..., ez, die entsprechende Investition
ist durch nachschiissige positive Riickfliisse gekennzeichnet. Aber auch entspre-
chende vorschiissige Riickfliisse sind denkbar, etwa die in Abschnitt 2.1 behandel-
ten vorschiissigen Rentenzahlungen.

Fall 2 beinhaltet den Zahlungsstrom {-az, ez,, ..., ez;}. Zur Durchfiihrung der
Investition (bzw. zum Erwerb des Zahlungsstroms {ez,, ..., ez¢}) ist eine (vor-
schiissige) Anfangsauszahlung notwendig. Dieser folgen dann nur noch Einzah-
lungen. Der Fall 2 entsteht aus dem Fall 1, indem man diesen um die anfangliche
Investitionsauszahlung bzw. um den anfanglichen Preis der Investition ergdnzt.

Eine leichte Verallgemeinerung von Fall 2 stellt der Zahlungsstrom {-az,, z,, ...,
z;} dar, hier folgen auf eine vorschiissige Anfangsauszahlung nachschiissige Zah-
lungssalden. Ein zentraler Fall hierbei ist das Vorliegen ausschlielich nicht-nega-
tiver Zahlungssalden (z > 0 flirt =1, ..., T), von denen mindestens einer positiv
(z, > 0) ist. Wir sprechen in diesem Fall von einer Standardinvestition bzw. in unse-
rem primdren Anwendungsfall von einem Standardinvestment.
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Diskretes Zeit- und Periodenmodell

Vorschiissige Zahlungen

Zy 7 2 11
| | | Tt | |
I Periode 1 | Periode2 ! . I periode T !
0 1 2 T-1 T
Nachschiissige Zahlungen

7 Z; 11 7
| | | | |
I Periode 1 | Periode2 | e I periode 7 !
0 1 2 T-1 T

Alle vorstehend behandelten Zahlungsstréme sind unter den allgemeinen Zahlungs-
strom

Z={z2y,2y,2q}

subsumierbar, wenn man den Spezialfall z,=0 zuldsst.

Der Zahlungsstrom Z={z,z,,...z;} istder Basis-Zahlungsstrom, von dem wir im
Weiteren zundchst ausgehen.

Eine weitere Konsequenz des diskreten Zeit- und Periodenmodells in Abbildung
1-3 ist es, dass keine unterperiodigen Zahlungen erfolgen. Liegen im Anwendungs-
fall unterperiodige Zahlungen vor, so muss - zumindest bei Verwendung dieses
Zeit- und Periodenmodells - eine Vereinbarung dariiber getroffen werden, ob eine
solche Zahlung dem Periodenanfang oder dem Periodenende zugeordnet wird.

Wir kommen damit zu einer Reihe von weiteren Praxisbeispielen.

Ein Festzinstitel bzw. Bond (in Abhdngigkeit von der empirischen Ausgestal-
tungsform auch: Schuldverschreibung, Obligation, Anleihe, Rententitel) ist im Stan-
dardfall (Standardbond, Straight Bond) gekennzeichnet durch eine feste Laufzeit,
jahrlich nachschiissige Zinszahlungen (Kupon) in fester Hohe iiber die gesamte Lauf-
zeit sowie einer Riickzahlung des Kreditbetrags (Nennwert) am Ende der Laufzeit
(endféllige Tilgung). Die jéhrlich gleich hohen Zinszahlungen werden durch Festle-
gung des sogenannten Nominalzinses des Bonds bestimmt und ergeben sich durch
Multiplikation des Nennwerts mit diesem Nominalzins.

Basis-Zahlungsstrom

Festzinstitel, Bond
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Festzinstitel

»»» In t =0 wird ein Festzinstitel mit einer Laufzeit von 3 Jahren und mit einem Nenn-
wert in Hohe von 50 000 Euro zu pari (d. h. zum Nennwert) erworben. Der Zinstitel
weise einen jahrlich nachschiissigen Nominalzins in Héhe von 2,5% des Nennwerts
auf und werde endfdllig getilgt.

Zahlungsstrom aus Sicht des Emittenten des Zinstitels:

Z={50000, -1 250, -1 250, -51 250}.

Zahlungsstrom aus Sicht des Anlegers (Investor) in den Zinstitel:
Z={-50000, 1250, 1 250, 51 250}.
Aus Sicht des Anlegers in den Zinstitel liegt somit ein Standardinvestment vor. 444

Der Zahlungsstrom des Beispiels 1.3 ldsst sich aus Sicht des Anlegers wie in Abbil-
dung 1-4 dargestellt illustrieren.

Illustration Festzinstitel (Sicht Anleger)

-50 000 1250 1250 51250

0 1 2 3

Eine Nullkuponanleihe bzw. ein Zerobond ist ein Zinstitel, bei dem keine Zinszahlun-
gen erfolgen, sondern nur eine endfdllige Tilgung. Die wegfallenden Zinszahlungen
werden kompensiert durch die Vornahme eines Abschlags (Diskont) auf den vom
Investor bei Kauf zu entrichtenden Preis. Weist der Riickfluss zum Tilgungstermin die
Hohe 1 auf, so spricht man von einem Einheitszerobond.

Nullkuponanleihe

»»» In t = 0 werde die Nullkuponanleihe zu 82 307.29 Euro erworben und in t = 4 zu
100 000 Euro getilgt.
Resultierender Zahlungsstrom aus Sicht des Investors:

Z={-82307.29, 0, 0, 0, 100 000}.

Auch in diesem Fall liegt (aus Investorsicht) ein Standardinvestment vor. 444



Einfithrung

Ratenkredit

»»» Der Kredit aus Beispiel 1.2 werde nun nicht endfdllig, sondern in fiinf gleich
hohen Raten (inkl. anteiliger Kreditzinsen) in Héhe von 21 530 Euro zuriickgezahlt.
Der resultierende Zahlungsstrom aus Sicht des Kreditnehmers lautet nun

Z={100 000, -21 530, -21 530, -21 530, -21 530, -21 530}.
und aus Sicht der Bank entsprechend
Z={-100 000, 21 530, 21 530, 21 530, 21 530, 21 530}.

Erneut liegt - diesmal aus Sicht der Bank - ein Standardinvestment vor. 444

Der Zahlungsstrom des Beispiels 1.5 ldsst sich aus Sicht des Kreditnehmers wie in
Abbildung 1-5 dargestellt illustrieren.

Illustration Ratenkredit (Sicht Kreditnehmer)

100 000 -21530 -21530 -21530 -21530 -21530

0 1 2 3 4 5

Wenden wir uns damit dem verallgemeinerten Zeitmodell und dem korrespondieren-
den verallgemeinerten Zahlungsstrom zu. Beim verallgemeinerten Zeitmodell wird
das Vorliegen einer Aquidistanz der Zahlungen aufgegeben. Wir gehen dazu aus von
Zahlungszeitpunkten der Form 0 <t; <t <... <t =T. Dieser Ansatz erlaubt insbe-
sondere die Erfassung von »unterperiodigen« (z.B.: unterjdhrigen) Zahlungen.
Zum Zeitpunkt t; (=0, 1, ..., n) erfolgt nun eine Zahlung der Héhe z(t;), d. h., der
verallgemeinerte Zahlungsstrom hat die generelle Form:

Z={z(t,), 2t,), ..., 2(t,)}-

Geht man, wie in praxi {iblich, zu Zwecken der Zinsbestimmung von Jahren als Stan-
dardperioden aus, so stellt sich bei unterjahrigen Zahlungsvorgangen die Frage nach
der Erfassung von Teilperioden. Man spricht von Tagzihlungsmethoden (Day Count)
oder auch von Zinskonventionen. Dabei ist sowohl die Anzahl B der Tage eines Jahres
festzulegen (Standardbeispiele: B = 365, B = 360) als auch die Anzahl A der Tage der
Teilperiode. Man spricht dann von einer Tagzahlungsmethode nach der Konvention
A/ B. Beispiele hierfiir sind die Konventionen echt/echt bzw. actual/actual oder
30/360 oder echt/365. Echt (actual) bedeutet hierbei die exakte Bestimmung der
Zinstage. Die Konvention 30/360 bedeutet beispielsweise, dass volle Monate zu 30
Zinstagen und das Jahr zu 12 Monaten (360 Tage) angesetzt werden (auch: kaufman-

Ratenkredit

Verallgemeinerter
Zahlungsstrom

Zinskonventionen



Day Count

Zinstitel

Aktieninvestment

Thesaurierung

Thesaurierender Fonds
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nische Konvention). Eine eingehendere Darstellung der 30/360-Konvention befindet
sich in Anhang 1A. Die 30/360-Konvention beinhaltet insbesondere die Vereinba-
rung, dass bei Monaten mit 31 Tagen der 31. Tag kein Zinstag ist.

Bei allen Konventionen gelte im Folgenden grundsdtzlich, dass der erste Tag
(Tag der Einzahlung) als voller Zinstag gilt, der letzte Tag (Tag der Auszahlung)
jedoch nicht, d.h. es wird auf die Anzahl der verstrichenen Tage abgestellt. Alter-
nativ kann man - mit gleichem Resultat - auch vereinbaren, dass der auf die Ein-
zahlung folgende Tag als erster Zinstag gezahlt wird und der Tag der Auszahlung als
letzter Zinstag.

Day Count
»»» Die Konvention sei echt/echt. Zwischen dem 27.02.19 und dem 10.04.19 liegen
2+31+9= 42 Tage. Das Jahr 2019 hat 365 Tage und somit umfasst der Zeitraum
42/365=0.11507 Jahre.

Im Falle der Konvention 30/360 liegen zwischen dem 27.02.19 und dem 10.04.19
hingegen 4 + 30 + 9 =43 Tage, das Jahr wird zu 360 Tagen angesetzt und damit
umfasst der Zeitraum 43/360 = 0.11944 Jahre. 444

Unterjéhriger Erwerb Zinstitel
»»» Der Festzinstitel aus Beispiel 1.3 werde nicht bei Emission erworben, sondern erst
nach 3 Monaten und zwar zu einem Preis von 50 372 Euro, die Konvention sei 30/360.

Zeitmodell: t,=0.25,t,=1,t,=2,t;=3.

Zahlungsstrommodell: z(t,) =-50 372, z(t,) = 2 500, z(t,) = 2 500, z(t;) = 52 500. 444

Aktieninvestment

»»» Int=0werde ein Aktieninvestment in Héhe von 20 000 Euro getatigt. Nach 6 bzw.
18 Monaten erfolgt eine Dividendenzahlung in Hohe von 200 bzw. 300 Euro und nach
27 Monaten werde das Aktieninvestment unter Realisierung eines Kursverlusts zu
19 000 Euro aufgeldst. Die Konvention sei 30/360.

Zeitmodell: t,=0,t,=0.5,t,=1.5,t,=2.25

Zahlungsstrommodell: z(t,) =-20 000, z(t,) = 200, z(t,) = 300, z(t;) = 19 000. 444

Bei einem thesaurierenden Investmentfonds bzw. einem Performanceindex (Bei-
spiel: Deutscher Aktienindex, DAX) werden die Dividenden nicht ausgeschiittet, son-
dern reinvestiert.

Thesaurierender Investmentfonds

»»» Int =0 werden fiir 10 000 Euro Anteile eines thesaurierenden Aktienfonds erwor-
ben und nach 21 Monaten verkauft, der Verkaufserlds betrage 12 700 Euro. Die Kon-
vention sei 30/360.



Zinsrechnung

Zeitmodell: t,=0,t, =1.75

Zahlungsstrommodell: z(t,) = -10 000, z(t,) = 12 700.

In Termen des verallgemeinerten Zahlungsstrommodells liegen bei den Beispielen 1.7
- 1.9 wiederum jeweils Standardinvestments vor. 444

1.1.3 Zentrale Pramisse: Sichere Zahlungen

Zentrale Pramisse des gesamten vorliegenden Textes ist, dass alle Zahlungen sicher
(determiniert, deterministisch) sind, d. h. alle Zahlungen z(t;) sind hinsichtlich ihres
Eintrittszeitpunkts und ihrer Hohe nach vollstandig bekannt (Entscheidungsmodell
unter Sicherheit). Falls der reale Zahlungsstrom jedoch indeterminiert ist, so ist dies
eine Annahme zur vereinfachten Abbildung der Realitat oder aber auch eine didakti-
sche Vorstufe fiir komplexere Modellansatze.

Bei der Analyse der praktischen Relevanz sicherer Zahlungen sind zwei Sicht-
weisen zu unterscheiden.

Ex ante- bzw. Planungsperspektive

Klammert man bei Festzinstiteln das wAusfallrisiko« (Zahlungsunfahigkeit des
Schuldners) aus und hdlt man den Titel bis zur Endfalligkeit, so resultiert ein solcher
sicherer Zahlungsstrom (unsicher bleiben allerdings auch in diesem Fall die kiinfti-
gen Wiederanlagebedingungen fiir die erfolgten Kuponzahlungen). Verkauft man
den Titel vor Endfalligkeit, so resultiert jedoch ein Kursrisiko (Unsicherheit des
Riickzahlungsbetrags zum Marktwert).

Bei Aktien sind die Kursentwicklungen grundsatzlich unsicher, in deutlich
geringerem AusmalR gilt dies fiir die Dividenden. Die Desinvestitionswerte sind bei
einem Aktienengagement somit unsicher. Im Rahmen einer Planungsrechnung
kann man sich in diesem Falle hilfsweise mit unterschiedlichen deterministischen
Szenarien (z.B.: 3%, 7%, 10% jahrliche Kursentwicklung) behelfen.

Ex post- bzw. Kontrollperspektive

Ex post, d.h. nach abgeschlossener Investition oder bei historischer Betrachtung
von Investments (beispielsweise Kurszeitreihen), haben sich alle Zahlungen reali-
siert und sind damit determiniert.

1.2 Zinsrechnung
1.2.1 Einfithrung

Die Zinsrechnung bildet das Fundament der Finanzmathematik. Aus wirtschaftlicher
Sicht erheben Banken (wie auch andere Kreditgeber) fiir Kapital, das sie als Darlehen
oder Kredit ausleihen, Sollzinsen. Auf der anderen Seite vergiiten sie fiir Einlagen
ihrer Kunden (beispielsweise Sparguthaben) Habenzinsen. Der erhobene bzw. der ver-

Entscheidungsmodell
unter Sicherheit

Planungsperspektive

Kontrollperspektive

Zins als Preis
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giitete Zins kann somit als Preis (pro Zeiteinheit) fiir die ’berlassung bzw. Anlage von
Kapital aufgefasst werden.

Aus einer theoretischen Sicht besteht die grundlegende Problematik bei der
Bewertung eines deterministischen Zahlungsstroms (beispielsweise) der Form Z =
{zg, 24, ... 2} oder Z={z(ty), z(t,), ..., z(t,)} darin, dass die Zahlungen zu verschie-
denen Zeitpunkten erfolgen, d.h. nicht direkt vergleichbar sind. Zentraler Schliis-
sel zur Vornahme einer Bewertung ist dann die Verwendung eines Modells fiir den
Prozess der Kapitalverzinsung (Zinsmodell).

Wir gehen dabei im Rahmen des weiteren Lehrtexts stets von einem einheitli-
chen deterministischen Zins aus. Die Modellannahme der Sicherheit erstreckt sich
damit gleichermaRen auf die Hohe der angenommenen Verzinsung. Der {iber die
gesamte Periode bestehende einheitliche Zins (bzw. allgemeiner die in den einzel-
nen Subperioden bestehenden Zinsen) ist (bzw. sind) bekannt.

Als grundlegendes Zinsmodell betrachten wir im Weiteren das Modell eines voll-
kommenen Kapitalmarkts in diskreter Zeit mit einem Periodenzinssatz r > 0. Die
Bedingung des vollkommenen Kapitalmarkts bedeutet dabei, dass zu r beliebig hohe
Geldbetrdge angelegt und ebenso beliebig hohe Kredite aufgenommen werden kon-
nen. Soll- und Habenzinsen sind somit identisch. Diese nicht realitdtskonforme Pra-
misse (in der Bankenpraxis ist der Sollzins immer hoher als der Habenzins) dient der
Vereinfachung der im Weiteren durchgefiihrten Berechnungen. Bei einem gespalte-
nen Zins waren Einzahlungen mit dem Habenzins zu bewerten und Auszahlungen mit
dem Sollzins. Dies ist dem Grunde nach unproblematisch, fiihrt aber zu komplexeren
Ausdriicken. Aus diesem Grund verzichten wir im Weiteren auf diese erweiterte Vor-
gehensweise und arbeiten mit einem einheitlichen Soll- und Habenzins r. Dieser Zins-
satz r ist dabei ferner fristigkeitsunabhangig, d.h. unabhdngig von der Dauer der
Kapitalanlage bzw. von der Laufzeit des Kredits. Der Fall fristigkeitsabhéngiger Zinsen
wird einfithrend in Anhang 3G dargestellt.

Anmerkung: Die im Haupttext betrachteten Zinsgréfen sind ausschlieRlich nomi-
nelle Zinsen. Sie bestimmen die nominelle Entwicklung des Vermdgens (die Wert-
entwicklung bspw. in Euro oder US-Dollar). Neben diese rein nominelle Betrach-
tung tritt eine Analyse der Wertentwicklung in Kaufkrafttermen (reale
Wertentwicklung), d.h. die Beriicksichtigung der Wirkung der Inflation auf die
Wertentwicklung des Vermdgens. Die Grundlagen fiir eine solche Analyse werden
in Anhang 1E bereitgestellt.

Wir fithren zundchst eine Reihe von Standardnotationen ein:

» die Grof3e p bezeichne den ZinsfufS (z.B.: 5),

» die GrofRe r =p/100 bezeichne den Zinssatz (z. B.: 5% bzw. 0.05),

» die GroRe q=1+r bezeichne den Aufzinsungsfaktor (z.B.: 1.05),

> die GroRe v= q‘1 =1/q=1/(1+r) bezeichne den Abzinsungs- bzw. Diskontie-
rungsfaktor (z.B.: 1.0571 = 0.9524).

» Ferner bezeichne die GroRe K, im Falle einer Kapital- bzw. Vermdgensanlage
den anfanglichen Stand eines Kapitals bzw. die anfangliche Héhe eines Ver-
mogens; im Falle einer Kapitalaufnahme (Kredit, Darlehen, Hypothek) ent-



