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Konvergenzbeschleunigung des Newton-Verfahrens bei gewissen 
Gleichungssystemen 

G Ö T Z A L E F E L D 

1. Einleitung 

Bekanntlich liefert das Newton-Verfahren 

xk+i = F'ix")-1 F x k , k = 0, 1 , 2 , . . . , 

zur Auflösung der Gleichung Fx = 0 mit einer konvexen Abbildung F: ffi." -»IR" 
unter der Voraussetzung, daß F'ix)-1 für alle x e IR" existiert und nichtnegativ ist, 
für beliebiges x" 6 IR" eine monotone Folge 

x1 ^ x2 ^ x3 > ••• > x« ^ xk+1 ^ 

die gegen x* konvergiert, falls die Gleichung Fx = 0 eine (notwendig eindeutige) 
Lösung x* besitzt (vgl. etwa [1], S. 163, oder [2], S. 453). 

Obwohl das Newton-Verfahren (unter einigen zusätzlichen Voraussetzungen) 
quadratisch konvergiert, kann die Verkleinerung des Fehlers in den Anfangsschritten 
nur gering sein. Dieses Verhalten des Fehlers ist auch bei anderen Verfahren höherer 
Ordnung bekannt, und es wurden in der Vergangenheit speziell bei der Anwendung 
des Newton-Verfahrens zur Auflösung einer Gleichung mit einer Unbekannten Mög-
lichkeiten zur Konvergenzbeschleunigung in den Anfangsschritten angegeben. Wir 
betrachten etwa ein Polynom p(x) mit positivem führenden Koeffizienten, dessen 
Nullstellen reell und einfach sind. Bezeichnet x* die größte Nullstelle, so konvergiert 
das Newton-Verfahren für jedes 2: x* gegen x*. Ist x° ^>x* gewählt, so erhält man 

und x1 ist für größere n eine nur geringfügig bessere Näherung für x* als Unab-
hängig voneinander haben K A S A N und M A E H L Y (vgl. [4], S . 480) einen einfachen 
Trick zur Beschleunigung des Newton-Verfahrens in dieser Situation angegeben. 
Das Vorgehen besteht in der Berechnung von neuen Näherungen nach der Formel 

= x 0 «.(*")» + «n-!^0)"-1 + ••• 
p'(x?) najx0)'1-1 + (n — 1 ) a „ - 1 ( a ; 0 ) ' » - 2 -| 

xi+i = xic _ 2 
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Mit dem gewöhnlichen Newton-Verfahren wird weiter gerechnet, sobald p(x,:) 
ig 0 für ein k0 0 wird. Auf diese Weise erhält man eine Folge 

x1 > x2 ^ ••• ^ x1c"~1 ^ x"^1 ••• x*, 

die im allgemeinen erheblich schneller gegen die Polynomwurzel x* konvergiert als 
die mit dem Newton-Verfahren berechnete. Eine eingehende Darstellung dieses Sach-
verhaltes findet man in [3], S. 213ff. 

Die Absicht dieser Arbeit besteht in einer weitgehenden Übertragung dieser kon-
vergenzbeschleunigenden Maßnahmen bei der Anwendung des Newton-Verfahrens 
auf Gleichungssysteme des eingangs beschriebenen Typs. Im nächsten Abschnitt 
stellen wir die Hilfsmittel dazu bereit. Abschließend sind einige numerische Ergeb-
nisse angegeben. 

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, bemerken wir, daß sich die angegebenen Er-
gebnisse auch in allgemeineren Räumen beweisen lassen. 

2. Hilfsmittel und Lemmata 

Im IR* legen wir die natürliche Halbordnung zugrunde, d. h. 

x^y<$xi^,yhi = 1(1)* [x = {Xi)). 

Eine Abbildung F: Htm ->• ]Rn heißt ordnungskonvex, falls 

F{ix + (1 - X) y) ^ XFx + (1 - X) Fy, X 6 (0, 1), 

für alle vergleichbaren Elemente x, y 6 ]Rm gilt. Gilt diese Ungleichung für alle 
x, y £ R™, so heißt F konvex. 

Ist F : IRm 1R" Gateaux(G-)differenzierbar, so sind die folgenden Aussagen 
äquivalent (vgl. [2], S. 448): 

F ist (ordnungs-)konvex; 

Fy — Fx F'(x) (y — z) für alle (vergleichbaren) x,y e IRm; 

{F'(y) — F'(x)) (y — x) ^ 0 für alle (vergleichbaren) x, y € 1R*. 

Ist die G-Ableitung F'(x) isoton, d. h. F'{x) F'(y) für x '2i y, so folgt mit Hilfe der 
letzten Ungleichung die Ordnungskonvexität von F. 

Führt man in der Menge X(R" ) der linearen Abbildungen von R™ nach 1RB die natür-
liche Halbordnung 

A ^ B <=> aij ^ b-tj, i, j = 1(1 )n [A = (ti;,)) 

ein, so läßt sich die obige Definition der (Ordnungs-)Konvexität auf die Abbildung 
F':W ^ L{TR.n) anwenden. 
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Wir benötigen die Aussagen des folgenden Lemmas, dessen Beweis man z. B. in 
[1], S. 163, findet. 

L e m m a 1. Es sei F: IR" - > IR" eine konvexe und G-differenzierbare Abbildung, 
für die F'(x)-1 für alle x € IR" existiert und F' (xy1 ig 0 gilt. Fx = 0 besitze eine (not-
wendig eindeutige) Lösung x* £ ]Rn. Dann gilt: 

1. Aus Fx^ 0, x € IR", folgt x ^ x*. 
2. Für y = x — F'ix)-1 Fx, x g IR", gilt Fy 0. 

L e m m a 2. Die Abbildung F: IR* —> IR" sei konvex und F besitze eine halbstetige 
zweite Q-Ableitung (vgl. [2], S. 61). Die G-Ableitung F': IR™ - > 7>(R") sei ordnungs-
konvex. Für alle x € IR" existiere F'{x)~l, und es sei F' (xy1 0. Fx = 0 besitze eine 
(notwendig eindeutige) Lösung x* € IR™. Es sei Fr 0 für ein r 6 IR™. Dann bestehen 
für die Vektoren 

s = r — F'ir)-1 Fr, 
t = r — 2 F'ir)'1 Fr, 

u = t — F'it)-1 Ft 

die Ungleichungen 

a) x* s ^ r , 
b) x*<t^s, falls Ft^O, 
c) F u ^ O . 

B e w e i s . 

Zu a). Wegen Fr 2 ; 0, F'(r)-1 > 0 gilt s sS r, und Lemma 1 liefert x* 5S s. 
Zu b). Wegen s — t = F'ir)-1 Fr ist t <L 5. Ist Ft 22 0, so liefert die erste 

Aussage von Lemma 1 wiederum x* £í t. 
Zu c). Die zweite Aussage von Lemma 1 ergibt Fu 2ä 0, woraus wiederum x* sS u 

folgt. Um den Beweis zu vervollständigen, müssen wir noch u iS s zeigen. Dazu 
zeigen wir, daß für die beiden Vektoren 

a = Fs — Fr + F'ir) (r - s) = Fs 
und 

b = Fs - Ft - F'it) (s - t) 

die Ungleichung a ^.b besteht. Ist dies der Fall, so gilt 

a - b = Ft + F'it) (s — £) 2g 0 , 

oder, wegen F'it)-1 ^ 0, 

s ä t — F'it)-1 Ft = u. 

Wir beweisen jetzt die Beziehung a 2g 6. Da F zweimal G-differenzierbar ist, 
folgt durch Anwendung von 3.39 in [2], S. 79, daß F' halbstetig ist. Deshalb erhält 
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man durch Anwendung des Mittelwertsatzes 3.2.7 in [2], S. 71, 

I 

a = J {F'{r + T(S - r)) - i " ( r ) } (s - r) dr, 
o 

I 

b = f {F'(t + r(s - t)) - F'(t)} {s - t) dr. 
o 

Da F" nach Voraussetzung halbstetig ist, erhält man durch Anwendung von 3.3.7 
in [2], S. 78, 

i I 

a = F f rF"(r + OT(S - r)) {s - rf da dr, 
o o 

i I 
b = f f TF"(t + <TT(S - t)j (s - t f da dr 

0 0 

und daraus wegen s — r = — (s — t) 

i I 
a — b = J J r{F"(r - ar(s - t)) - F"{t + ar{s - i))} (s - tf da dr. 

o o 

Wegen 0 ^ ar ^ 1 folgt 

r — t 5 : ar(r — t) = 2ar(s — t) oder r — ar(s — t) ¡g t + ar(s — t). 

Nach Voraussetzung ist F' ordnungskonvex, so daß 

{.F"(r - ar(s - t)) - F"(t + ar{s - «))} {r - ar{s - t) — (t + ar(s - i))} 

= 2(1 - ar) {F"(r - ar(s - t)) - F"(t + ar(s — i))} (s - t) > 0 

gilt. Wegen 1 — ar ig 0 und s — t ig 0 gilt dann auch 

{F"(r — ar( s - t)) - F"(t + ar(s - <))} {s - tf ä 0, 

woraus die Behauptung a — 6 ig 0 folgt. 

L e m m a 3. Es sei F: R n -> R " eine G-differenzierbare Abbildung, für die F'(x)-1 

für alle x £ IR" existiert und F'ix)-1 ig 0 gilt. Die Q-Ableitung sei isoton. Für zwei 
Vektoren u und v gelte u v, Fu Jg 0, Fv ig 0. Es sei 

c = u — F'iu)-1 Fu, d = v - .F»-1 Fv. 

Dann gilt c ¿d. 

B e w e i s . Aus der Isotonie der Ableitung folgt die Ordnungskonvexität von F . 
Daher gilt für u und v 

Fu- Fv^ F'{v) {u-v), 
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woraus wegen F'iv)-1 2g 0 die Ungleichung 

-F'iv)-1 {F{v) - Fu]^u-v 

folgt. Aus F'(u) ^ F'iv) folgt F'iv)-1 ^ F'(u)-1, und wegen Fu ^ 0 gilt 

F'iu)-1 Fu ^ F'iv)-1 Fu. 

Mit Hilfe dieser beiden Ungleichungen erhält man 

d — c — v — u — F'iv)-1 Fv + F'(u)-1 Fu 
^ v - u - F^v)-1 Fv + F'iv)-1 Fu 
= v — u — F'iv)-1 {Fv - Fu] ^ 0 . 

L e m m a 4. Es sei F: 1R" ->1R" eine G-differenzierbare Abbildung, für die F'(x)-1 

für alle x 6 IR" existiert und F'ix)-1 S 0 gilt. Die G-Ableitung F'(x) sei isoton. Für 
zwei Elemente zxa mit z° sS x° sei Fz° ig 0, Fx° ig 0. Die Folgen [zk] und [xk] werden 
nach den Vorschriften 

= zt _ 2F'(z*)~1 Fzk, k = 0,1,2,..., 
bzw. 

xt+i = x* - F'ix")-1 Fxk, k = 0,1,2,..., 

berechnet. Es sei Fzk 2g 0 für k = 0, 1, . . . , k0 (k0 = oo ist zugelassen). Dann gilt 
zk <ix",k = 0, 1, ..., k0. 

Beweis . Wir zeigen zunächst, daß die Elemente von {x1} eine monoton fallende 
Folge 

^ x1 ^ x2 ^ ••• ^ x" ^ xk+1 ^ ••• mit Fxk ^ 0, k = 0,1,2,..., 

bilden. Ist Fxk ¡g 0, was nach Voraussetzung für k = 0 richtig ist, so folgt für ir';+1 

xic+i = xk _ F'ix")-1 Fxk ^ xk 

und auf Grund der aus derlsotonie der Ableitung F'(x) folgenden Ordnungskonvexität 
von F 

Fzk+1 ^ Fxu + jp'ixk) ixk+1 -xk) = 0. 

Es sei nun Fzk Sä 0, Fxk Sä 0 für zk xk, was nach Voraussetzung für k = 0 richtig 
ist. Auf Grund von Lemma 3 gilt dann für den Vektor h = zk — F'(zk)~1 Fzk die Un-
gleichung h xk+1, und wegen h Sä zk+1 erhält man 

zk+1 iS x,:+1. 

Mit der oben gezeigten Beziehung Fxk S: 0 für alle k ist der Beweis abgeschlossen. 

3. Anwendungen 

Die im vorangehenden Abschnitt angegebenen Aussagen wollen wir nun verwenden, 
um das Newton-Verfahren zur Auflösung der Gleichung Fx = 0 zu beschleunigen. 
Dabei machen wir über F die folgenden 
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V o r a u s s e t z u n g e n : Es sei F : IR* IR" eine konvexe Abbildung, die stetig G-
differenzierbar ist. Für jedes x 6 IR" existiere F'(x)"1 mit ^"(a;)-1 Sí 0. F'(x) sei 
isoton und ordnungskonvex. Darüber hinaus existiere die zweite G-Ableitung und 
diese sei halbstetig. Die Gleichung Fx = 0 besitze eine (notwendig eindeutige) 
Lösung x*. 

B e m e r k u n g e n zu den Voraussetzungen: 

1. Die Stetigkeit der G-Ableitung hat die Frechét-Differenzierbarkeit zur Folge, 
woraus wiederum die Stetigkeit von F folgt. Die Stetigkeit von F ist auch Konsequenz 
der Konvexität von F. 

2. Als konvexe Abbildung ist F ordnungskonvex. Die Ordnungskonvexität ist 
auch Folge der vorausgesetzten Isotonie der Ableitung. 

Unter den genannten Voraussetzungen über F sind speziell die Voraussetzungen 
des Satzes 8.3.4 in [1], S. 163, erfüllt, so daß man mit dem Newton-Verfahren 

Xfc+! = xk - F'(xX)-1 Fx", k = 0, 1 ,2 , . . . , 

für beliebiges a;0 € IR" eine Folge 

x1 ^ x2 ^ ••• ^ xk S ^ ••• ^ x* mit Fxk^ 0, jfc ^ 1, 

erhält, für die lim xk = x* gilt. Ist Fx° 2: 0, so gilt auch x° x1. 
00 

Die Konvergenz der Folge {a^j^Lo kann nun folgendermaßen „beschleunigt" 
werden: 

Falls Fx° 2: 0 gilt, setzen wir y° = x° und berechnen eine Folge mit 
Hilfe der Formel 

yM = yk_ 2F> (yky-1 Fyk; k = 0, 1, 2, . . ., k0 . 

k0 bestimmt sich aus den Bedingungen 

Fyk > 0, k = 0, 1, ..., ¿o, Fy"^1^ 0 

(k0 = oo ist zugelassen). 

Ist Fx" ^ 0, so setzen wir y° := x°, y1 : = y° — F'ty0)-1 Fy° (es gilt dann Fy1 ^ 0). 
Die restlichen Glieder der Folge werden wie vorher berechnet. 

Unabhängig davon, ob Fx° 2: 0 ist oder nicht, erhält man für die so berechnete 
Folge (f/^'Jo1 auf Grund der Aussage b) aus Lemma 2 

y1 ^ y2 2g • • • ig yk ^ yk+1 2g • •• 
und 

y"^x*, k=l,2,...,k0. 

(Falls Fx° 2g 0 ist, gelten diese Ungleichungen auch für k = 0.) 
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Es sind nun zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. k0 = oo, d. h. Fyk 2: 0 für alle k 22 1. Dann besitzt die monoton fallende und 
beschränkte Folge {^l^Li einen Grenzwert y*, für den 

Fy* = lim Fyk = — lim F'(if ) (;/-' — yk+1) = 0 , 
2 fc->oo 

also x* = y*, gilt. Auf Grund von Lemma 4 besteht zwischen den Gliedern der mit 
dem Newton-Verfahren berechneten Folge {â lĴ Lo uri<i den Gliedern der Folge 
\yk\ic=o die Beziehung 

x*^yk^,xk, k= 1 , 2 , . . . 

(Falls Fx° 0 ist, gelten diese Ungleichungen auch für k — 0.) 
2. k0 < oo, d. h., es gilt Fyk iä 0, ¿ = 1 , 2 , . . . , k0, während die Ungleichung 

Pyko+i q nicht erfüllt ist. In diesem Fall berechnen wir eine Folge {yk}^L0 wie 
folgt: Die Glieder yk, k = 0, 1 , . . . , k0 -(- 1, werden wie oben berechnet. Die restlichen 
Glieder werden mit Hilfe des Newton-Verfahrens 

yM = yU_ F'(ytrl Fy*, k=k0 + l,k0 + 2,..., 

berechnet. 
Setzen wir 

w = yk° — F'iy"«)-1 Fyk°, 

so gilt auf Grund von Lemma 2, Aussage c), 

X* <: yU+2 <: w > FyM ^ 0 . 

Wegen w ^ yk° erhält man die monotone Folge 

yx ^ y2 ••• ^ yk° ^ yk°+2 yM ^ ••• 

die wiederum nach Satz 8.3.4 in [1] gegen x* konvergiert. Auf Grund von Lemma 4 
besteht für die Newton-Näherungen x1, x2, ..., xk° und die Näherungen y1, y2, ..., yk° 
die Ungleichung 

yk^xk, k=l,2,...,k0. 

Durch nochmalige Anwendung von Lemma 4 erhält man die Ungleichung w xk°+1, 
also yko+2 xk'+1, und damit — wiederum auf Grund von Lemma 4 — 

yko+i+» <g xu+> > v = 12,... 

Setzen wir 

= i yl f ü r k = °wko> 
y | /+1 für k > k0, 

so gilt also 
yk^x«, k ^ l . 

(Ist Fx° ¡ä 0, so besteht diese Ungleichung auch für k = 0.) 
Die Folge \yk}£°=1 konvergiert also (in der Halbordnung) mindestens genau so 

schnell wie die Folge fa;'c)^L1 gegen x*. 
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Bei der praktischen Rechnung tritt gewöhnlich der zweite Fall ein. Die Berechnung 
eines Gliedes yk erfordert (abgesehen von n Multiplikationen mit 2) den gleichen 
Aufwand wie die Berechnung einer Newton-Näherung, nämlich die Auflösung eines 
linearen Gleichungssystems. Die oben im Fall 2 angegebenen Ungleichungen zeigen, 
daß man zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit 

x * yk e (e — (®i)) 

höchstens ein lineares Gleichungssystem mehr auflösen muß als zur Erzielung der 
gleichen Genauigkeit mit dem Newton-Verfahren. Bei ungünstig gewählten Start-
vektoren wird man allerdings erwarten, daß durch die anfangs durchgeführten 
„Doppel-Newton-Schritte" insgesamt weniger Gleichungssysteme aufzulösen sind. 
Dies wird durch die nachfolgenden numerischen Ergebnisse bestätigt. 

4. Numerische Beispiele 

Wir betrachten die Aufgabe, numerische Näherungen für die Lösung der Randwert-
aufgabe 

y" = f(*,y), 2/(0) = « , y( i) = ß 

zu bestimmen. Die Existenz und Eindeutigkeit einer Lösung y(t) ist gesichert, falls / 

stetig und — f(t, y) 0 ist, was im folgenden vorausgesetzt wird. Die Anwendung 
dy 

des gewöhnlichen Differenzenverfahrens führt auf die n Gleichungen 

— + — Zi+i + A2/(<i, xi) = 0, = 1(1 )n, 

mit t-, = ih, i = l(l)n, (n + 1) h = 1 und x0 = <x, xn+1 — ß. x-t ist eine Näherung 
für y(ti). Mit 

X1 fik, Oi 

CCo /(¿2, X2) 0 

, g(x) = , b = 

0 
Xn f(tn, %n) ß. 

und 

A = 

2 - 1 

- 1 2 - 1 

0 

- 1 2 - 1 

- 1 2 
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lassen sich die n Gleichungen in der Form 

Fx = Ax + h?g{x) - 6 = 0 
pti 

schreiben. Unter der angegebenen Voraussetzung —— 0 existiert eine eindeutige 
Lösung x* von Fx = 0. Es ist m J 

F'(x) = A+ h2g'(x) = A + h* diag —/(Ii, * f -y dxi 

Wegen — S 0 ist f(th x{) 0, i = l(l)w. Da A eine J/-Matrix ist, gilt mit 
dy dxi 

A-1 ^ 0 auch F'ix)'1 S: 0 für alle x € IR". 
Offensichthch ist F genau dann konvex, wenn g konvex ist, was wiederum genau 

d2f 
dann der Fall ist, wenn / bezüglich y konvex ist. Existiert , so ist F zweimal 

8x2 g2, 
G-differenzierbar. Die Konvexität von / bezüglich y hat dann Ig 0 und damit 

fp d x * 
f(U, xi) = 0 z u r Folge. Wegen dx j2 

F'(x) F'(y) = b? diag l ^ - f ( t h xt) - f(th 2/0Ì 
y dxi dxi ! 

folgt somit die Isotonie von F' aus der Konvexität von F. Um die Ordnungskon-

vexität von F' zu sichern, genügt es offensichtlich, die Konvexität von - — f(t, y) 
dy 

bezüglich y vorauszusetzen. Damit sind dann die im letzten Abschnitt genannten 
Voraussetzungen alle erfüllt. 

Eine typische Klasse von Randwertaufgaben, bei der diese Voraussetzungen offen-
sichtlich erfüllt sind, besitzt die Form 

y" = eav, a> 0 , y(0) = « , y(l)=ß. 

In den Tabellen 1 und 2 geben wir einige numerische Ergebnisse für die Auflösung 
des diskretisierten Problems in Abhängigkeit von a, tx, ß, n und dem gewählten An-
fangsvektor x° an. Die Komponenten X® des Anfangsvektors x° = (a;i°) wurden 
jeweils alle gleich gewählt. Der Wert von x¡° ist in der ersten Spalte angegeben. 
Daneben befindet sich jeweils in der ersten Zeile für verschiedene Werte von n und a 
die Anzahl der bei Verwendung des Newton-Verfahrens aufzulösenden linearen Glei-
chungssysteme. In der zweiten Zeile befindet sich zunächst die Anzahl der bei der 
besprochenen Modifikation insgesamt aufzulösenden linearen Gleichungssysteme. 
Daneben ist jeweils noch die Anzahl der dabei ausgeführten „Doppelschritte" an-
gegeben. Die Rechnung wurde jeweils abgebrochen, sobald in keiner Komponente 
mehr eine Verkleinerung eingetreten ist. Mit Ausnahme von zwei Fällen, die mit 
einem Stern gekennzeichnet sind, bestätigen diese Tabellen, daß bei der angegebenen 
Modifikation höchstens ein lineares Gleichungssystem mehr als bei Verwendung 
des Newton-Verfahrens aufgelöst werden muß, bei ungünstig gewählten Start-
vektoren jedoch die Aufwandersparnis erheblich sein kann. Die jeweils um 1 zu 
großen mit einem Stern versehenen Zahlen kommen durch Nichtberücksichtigung 



1 6 GÖTZ ALEFELD 

von Rundungsfehlern während der Rechnung zustande. Um die Startwerte zu be-
urteilen, haben wir außerdem noch die berechneten Lösungen des diskretisierten 
Problems jeweils für w = 10 angegeben. Die Durchführung der Rechnung besorgte 
Herr cand. math. Peter T. S P E C K auf der Rechenanlage UNIVAC 1108 des Rechen-
zentrums der Universität Karlsruhe. 

T a b e l l e 1 

y" = e°v 2 / ( 0 ) = 2 / ( 1 ) = 2 • I n t i 

n — 5 n — 10 » = 25 

a = 1 a = 5 a = 1 o = 5 a = 1 a = 5 

10 
12 

8 4 

53 

29 24 

12 

10 3 

56 

32 23 

13 

10 3 

54 

34 22 

5 
10 

8 1 

28 

19 11 

8 

8 1 

30 

19 11 

8 

6 1 

31 

19 10 

1 
6 

7 1 

8 

7 1 

6 

7 1 

11 

7 1 

8 

6 1 

9 

9 1 

1/2 
8 

6 1 

7 

7 1 

6 

7 1 

8 

6 1 

6 

8* 1 

11 

8 1 

0 
8 

6 1 

11 

9 3 

6 

6 1 

11 

13* 3 

6 

6 1 

12 

9 3 

- 1 
8 

9 1 

18 

11 4 

7 

6 1 

17 

13 4 

8 

8 1 

16 

16 3 

- 5 
9 

6 1 

15 

12 4 

7 

7 1 

17 

11 4 

6 

6 1 

16 

14 3 

- 5 
8 

7 1 

15 

12 4 

7 

7 1 

17 

11 4 

7 

8 1 

17 

13 3 
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Berechnete Lösung x = (Xj) für n = 10 

i a = 1 a = 5 

1 2,04230559 0,956897087 
2 1,85885693 0,613092937 
3 1,72843637 0,446515430 
4 1,64455993 0,356994648 
5 1,60348296 0,316725276 
6 1,60348296 0,316725276 
7 1,64455993 0,356994648 
8 1,72843637 0,446515430 
9 1,85885693 0,613092937 

10 2,04230559 0,956897087 

T a b e l l e 2 

y" = ea» y{ 0 ) = y ( l ) = 1 0 

n = 5 il = 10 n = 25 

X* a = 1 a = 5 a = 1 a = 5 a = 1 a = 5 

5 
6 

7 1 

29 

19 10 

6 

7 1 

30 

19 10 

8 

9 1 

29 

20 9 

1 
10 

8 2 

8 

7 1 

10 

8 2 

11 

10 1 

12 

11 2 

20 

19 1 

1/2 
12 

9 3 

18 

17 1 

11 

9 2 

26 

25 1 

12 

11 2 

36 

34 1 

0 
11 

10 3 

39 

25 15 

11 

9 2 

42 

30 14 

12 

12 2 

45 

32 14 

- 1 
12 

9 3 

54 

30 23 

13 

9 3 

54 

31 22 

13 

12 2 

56 

34 21 

- 5 
12 

9 3 

55 

30 23 

13 

9 3 

55 

32 22 

15 

14 2 

56 

37 21 

Numerische Mathematik 5 
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Berechnete Lösung x = (»,•) für n = 10 

i a — I a = 5 

1 5,81657541 1,37538378 
2 4,40852296 0,764272906 
3 3,67937985 0,530570939 
4 3,27768975 0,414178904 
5 3,09512731 0,363339886 
6 3,09512731 0,363339886 
7 3,27768975 0,414178904 
8 3,67937985 0,530570939 
9 4,40852296 0,764272906 

10 5,81657541 1,37538378 
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Zur numerischen Stabilität des Gaußschen Algorithmus 

L O T H A K B E R G 

In [1] wurde die Auflösung großer Gleichungssysteme mit Hilfe des verketteten 
Gaußschen Algorithmus untersucht, und es wurden über die dabei auftretenden 
Zwischenergebnisse gewisse asymptotische Aussagen gemacht. Im folgenden werden 
diese Aussagen erweitert und verschärft, um die numerische Stabilität dieses Ver-
fahrens bei wachsendem Umfang des Gleichungssystems einzuschätzen. Dabei zeigt 
es sich, daß der Gaußsche Algorithmus unter gewissen Voraussetzungen keine zu-
sätzliche Instabilität verursacht und sich in bestimmter Weise optimal verhält. Wie 
in [1] beziehen wir uns auf Gleichungssysteme 

Ay = f , ( i ) 

V = (Vi> 1/n)T> f = (/i; • • •> fx)T> mit einer Bandstruktur. Die Koeffizientenmatrix 
schreiben wir in der Form 

A = 

( i ) 

( 9 + 1 ) 
-1 

0 

«,(1> < 1 ! 1 

(2) 

1 — 9 

l l2) 
» p - l 

(A--P+1) 

AN) AN) 
l \ - q 

P - l 

m 

außerdem setzen wir voraus, daß alle Abschnittsmatrizen regulär sind, q sich nicht 
verkleinern läßt und p + q N ist. Der verkettete Gaußsche Algorithmus bedeutet 
bekanntlich eine Faktorisierung 

A = BG (2) 

2 * 
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in eine untere Dreiecksmatrix B und eine obere Dreiecksmatrix C, 

0 
b(l\ . 1 

\ 

B = ! \ x 

N \ S 

0 
\ 

b<I> —2b<I> 

C = 

M) c0 _ r(i) i 
- c p - x L . 0 

r(2) \ 

\ 
N 

0 
i 

•s I \ L(Jv> co 

AN-p+l) 1 

wobei das Gleichungssystem (1) nach Einführung eines Hilfsvektors z = (zlt..., z .̂)1" 
in die rekursiv auflösbaren Systeme 

Bz = f , Cy = z (3) 

zerfällt. 

D e f i n i t i o n 1. Das Gleichungssystem (1) heißt stabil, wenn es eine Konstante M 
gibt, so daß aus |/„| 1 für n = 1, 2, . . N stets \y„\ ig ilf folgt, unabhängig von N 
(vgl. [2]). 

Da (1) linear ist, bedeutet Stabilität, daß für beliebige e > 0 aus |/„[ e stets 
\yn\ g eM folgt, kleine Störungen bei den /„ sich also nur unwesentlich auf die Lösun-
gen auswirken. Insbesondere gilt dies dann auch von den Rundungsfehlern bei den 
Rechenoperationen auf der linken Seite von (1). Wir interessieren uns für den Fall, 
daß sich die Stabilität von (1) auf die Systeme (3) vererbt. 

Sa t z 1. Ist das Gleichungssystem (1) stabil und sind die Elemente von B und C für 
N oo beschränkt, so sind auch die Systeme (3) stabil. Umgekehrt ist (1) stabil, wenn 
die Systeme (3) stabil sind. 

Beweis . Es sei iS b und Icjf'] sS c für alle vorkommenden Indizes. Aus 
\fn\ si 1 folgt dann \yn\ rgj M und somit \zn\ (p + 1) cM, so daß Bz = f stabil ist. 
Es sei jetzt |z„| 1. Dann folgt \fn\ g (q + 1) 6 und daher \yn\ ig (q -f 1) bM, so 
daß auch Cy = 2 stabil ist. Die Umkehrung ist unmittelbar klar. 

Für die Stabilität von (1) ist das Verhalten der Lösungen der Differenzengleichung 

Vn+v + <li2 / t l + p-i + ••• + «0 {n)y» + ••• + a{l\yn_q = 0 (4) 

für n = 1, 2 , . . . von ausschlaggebender Bedeutung, wobei wir uns die fehlenden 
Koeffizienten irgendwie ergänzt denken, aber so, daß =)= 0 ist für v = 1, ...,q. Mit 

Vn {" l ) , . . . ,yn ' -1 ) ,ynW , . . . ,ynW (5) 

bezeichnen wir ein Fundamentalsystem von linear unabhängigen Lösungen. 
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D e f i n i t i o n 2. Ist q>n eine positive Funktion, so daß 

y,™=0{v%), v=l,2,...,q, (6) 

gilt für n oo sowie y„ 4= o(tp„) für alle von diesen y„{~') linear unabhängigen 
Lösungen y„ von (4), so heißen die Funktionen «/n'-*' mit v > 0 in (5) die kleinen und 
die übrigen die großen Lösungen. 

Die Einteilung der Lösungen in kleine und große ist nicht immer eindeutig, denn 
beispielsweise können yn

(~1} und yn
(1) dieselbe Größenordnung besitzen und dann aus-

getauscht werden. Für die Beurteilung der Stabilität der Systeme (3) ist die Ver-
teilung der Lösungen (5) auf die Gleichungen 

yn+P + 4-1^+p-i + ••• + c"wVn = 0, (7) 

+ b l 'W-1 + • • • + b%*n-q = 0 (8) 

zu untersuchen. 

Satz 2. Die Lösungen von (7) sind diejenigen Lösungen von (4) mit 

yn = o, n = -q+ 1, ...,0. (9) 
Im Fall 

det (2/„<-») * 0, v=l,...,q\n = -q + 1 , . . . , 0 , (10) 

sind dies große Lösungen. Sind die Elemente von C für N oo beschränkt, gilt (10) 
sowie 

<Pn+l = 0(<pn) (11) 

für n —> oo, so haben die Lösungen von (8) die Größenordnung der kleinen Lösungen 
von (4), d. h., es gilt für alle Lösungen von (8) 

z. = 0(tpn). (12) 

Beweis . In (1) sei N = oo. Jede Lösung von (7) ist nach (3) auch eine Lösung 
von (1) mit / = 0 und umgekehrt. Die Lösungen von (1) mit / = 0 sind aber die Lö-
sungen von (4) mit (9). Unter der Voraussetzung (10) lassen sich in (5) die gro-
ßen Lösungen yn^), jx = 1 stets so wählen, daß sie (9) erfüllen, da wir sie 
durch 

ersetzen und hier die Konstanten m/jv wegen (10) so bestimmen können, daß diese 
Summe bei festem p für ?i = —q + 1, 0 verschwindet. Um schließlich die letzte 
Behauptung zu beweisen, beachten wir, daß die Lösungen von (8) für n> q wegen 
(3) aus z = Cy hervorgehen. Da aber aus dieser Gleichung die großen Lösungen heraus-
fallen, folgt aus (6) wegen der Beschränktheit der Elemente von C 

Zn = 0{<pn + <pn+1 + ••• + <Pn+p), 

wobei (11) nicht erfüllt zu sein braucht. Ist aber (11) erfüllt, so ergibt sich jetzt 
unmittelbar (12). 



2 2 LOTHAR B E R G 

B e m e r k u n g 1. Satz 2 besagt, daß unter der Voraussetzung (10) der für die nu-
merische Auflösung von (1) nach dem, Gaußschen Verfahren denkbar günstigste Fall 
eintritt, nämlich die Übernahme der großen Lösungen von (4) als Lösungen von (7) 
und die Herleitung der Lösungen von (8) aus den kleinen Lösungen von (4). In diesem 
Sinne ist auch die Optimalitätsaussage in der Einleitung zu verstehen. Diese günstige 
Aufspaltung der Lösungen (5) bedeutet natürlich nicht unbedingt Stabilität, da 
dafür die Bedingung (pn = 0(1) notwendig wäre, falls mindestens eine der Ab-
schätzungen (6) scharf ist. 

B e m e r k u n g 2. In [1] wurde ein Beispiel angegeben, bei dem die kleinen Lösungen 
nicht (10) erfüllen, sondern 

Es entsteht jetzt die Frage, wie man das Erfülltsein dieser Gleichung vermeiden 
kann. Wie man leicht sieht, hängt die Eigenschaft (13) nicht von den Koeffizienten 
der yn in (4) mit n 0 ab, so daß sich (10) nicht durch eine andere Wahl dieser 
Koeffizienten erzwingen läßt. 

Wegen der linearen Unabhängigkeit der Funktionen (5) gilt jedoch 

det (2/„<">) =(= 0, n = —q, . . . , - 1 , 1, ...,p;n = — q + 1, ...,p, 

so daß nicht für alle Unterdeterminanten 

det(!¿+») = °. r= l,...,q;n = -q + 1,...,0, 

mit 0 sS m ^ p gelten kann. Hieraus folgt, daß sich die Bedingung (10) bei 
fest gewählten Funktionen y„^ stets erreichen läßt, wenn man am Anfang des Glei-
chungssystems (1) maximal p Zeilen und Unbekannte streicht und eine Indexverschie-
bung vornimmt. 

B e i s p i e l 1. Sind die Koeffizienten a,(71), —q sS v < p, von n unabhängig, so ist 
die allgemeine Lösung von (4) bekanntlich eine Linearkombination von Funktionen 
der Form nmXn. Ordnen wir diese Funktionen nach wachsenden / und bei gleichen 

nach wachsenden m, so ist die Voraussetzung (10) stets erfüllt, und in (6) kann 
man q>n = l2/n(_1)l wählen, wobei auch (11) erfüllt ist. Für Differenzengleichungen 
mit konstanten Koeffizienten findet sich im Spezialfall p = 1 die Aussage von Satz 2 
bereits in [1], 

S a t z 3. Existieren die Grenzwerte 

gelten für die Nullstellen des zur Gleichung (4) gehörenden charakteristischen Poly-
noms 

det (2/„<->) = 0. (13) 

av = lim ajn), —q^=v<.p, (14) 

a(X) = /p + ap-¿P-1 + ••• + a-v-lX~q~1 + 

die Ungleichungen 

|A_?| < ••• < IA.,1 < < < \Xp\ (15) 
ist 

=i= 0 (16) 
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für alle n und erfüllen die kleinen Lösungen die Bedingung (10), so ist für die Stabilität 
der Systeme (3) die Bedingung 

i^-il < 1 < |Ail (IV) 

notwendig und hinreichend. 

B e w e i s . Unter den Voraussetzungen (14) und (15) gibt es nach einem Satz von 
Poes t ca re (vgl. etwa [3]) zu jeder Lösung yn ^ 0 von (4) eine Nullstelle ).v von a{X) 
mit 

= t ( 1 8 ) 
00 

Wegen (16) gibt es nach einer Verschärfung von P e e k o n auch umgekehr t zu jeder 
Nullstelle X, von a(il) eine Lösung yn mit (18). Folglich können die Lösungen (5) 
der Größe nach geordnet werden, und in (6) ist wieder <pn = \y„'~1)\ zu wählen. 

Offenbar ist f ü r die Stabi l i tä t des Gleichungssystems Bz = / die Bedingung 
IA-jI sS 1 und fü r die Stabil i tät des Systems Cy = z die Bedingung 1 ^ not-
wendig. Um auch die Gleichheitszeichen auszuschließen, zerlegen wir die zu (8) 
gehörende inhomogene Gleichung mit der rechten Seite fn in das System 

2„ - W V . = C.«1' , Cna) - ß^Ki'U = • • ; 
_ ßjvtfz» = fn 

mit ßv'n> —> X-y und die zu (7) gehörende inhomogene Gleichung mit der rechten Seite 
9n in 

y„+1 - 7iwVn = V n m , y^+i - y2{n)v«a) = • • 
(p-i) _ (») (p_i) _ n '/«+1 /p 'In — yn 

mit (vgl. [1]). Möglicherweise sind hierbei die un te r sich und die '/.^ 
un te r sich zu permut ieren; dadurch ergeben sich aber keine wesentlichen Änderungen. 
Die jeweils ersten Gleichungen haben die speziellen Lösungen 

z „ = z.«-" E , yn = -Vn{ 1 ) E v^lvl'h, 
v = n 

wenn z„(_1) bzw. yn
a) Lösungen der zugehöi'igen homogenen Gleichungen sind, oder 

anders geschrieben 

= + A ' - ' e , + ß ^ ß i ^ K X U + - + ftf'fto-» ••• ß ^ C x w , (2i) 

« (!) 1-(1> n (D 
y = ^ W l V ,99) 
y n ^(nJ^fB+l) ... y^N)' 

Wählen wir £„(1) = «n'-11/!2»'-1'!) so ist /„ in (19) beschränkt , aber 

|2»l = 1 + Wn)\ + l/V'/V"-1'! + - + \ßi{n) - ßi{2)\ 

is t wegen ß,<"> im Fall = 1 unbeschränkt . Wählen wir 

Vnm =y'n1Ul\y(n1U, 
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so ist gn in (20) beschränkt, aber 

1 1 

|y1<"'y1
<B+1,| 

+ - + 
l r i w -

wegen y1
M Xx im Fall = 1 unbeschränkt. Damit können nicht beide Systeme 

(3) stabil sein, falls in (17) ein Gleichheitszeichen steht. 
Um zu zeigen, daß (17) auch hinreichend ist, sei X eine Zahl mit < X < 1 

Dann sind für hinreichend große n auch alle \ß,(n> | < X, und bei beschränkten f„ folgt 
aus (19) mit Hilfe der Lösungsformel (21) 

usw. bis z„ = 0(1). Ist analog Q eine Zahl mit 1 < Q < 1^1, so sind für hinreichend 
große n auch alle > Q, und bei beschränkten gn folgt aus (20) mit Hilfe der 
Lösungsformel (22) 

für n oo und für die bei n = N -|- 1 , . . i V + beschränkten Lösungen der 
homogenen Gleichung (7) y„M = 0(en~N) fü r 1 iS n N und damit yn

ilj) = o( 1) 
für N oo gilt, ist der Satz unter Beachtung von (15) und (18) vollständig be-

B e m e r k u n g 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 3 einschließlich (17) ist 
nach Satz 1 auch das System (1) stabil, die Komponenten des Lösungsvektors be-
zeichnen wir jetzt mit yn

{i>). Wir betrachten das zu (1) gehörende Randwertproblem, 
d. h. die zu (4) gehörende inhomogene Gleichung mit den Komponenten /„ des Vek-
tors / von (1) als rechte Seite und beliebig vorgebbaren Randwerten 

Die Lösung dieses Randwertproblems läßt sich mit Hilfe der Funktionen (5) in der 
Form 

usw. bis yn = 0(1). Da für die Lösungen der homogenen Gleichung (8) 

z„<-'> = 0(Xn) = o(l) 

wiesen. 

y-g+i, • • yo; VN+i, •••> V.N+P• ( 2 3 ) 

p 
yn = y*w + 27 + 27 

schreiben. Wegen 

!/,<-" = 0{X"), yn^ = 0(ß«-*) 

mit X < 1 < q genügt es für große N, die uv aus dem Gleichungssystem 

(24) 

27 «v2/n("v) = y.~ yn
w, n = + 1 , . . o , 


