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Error estimations for conjugate direction methods

JOzSEF ABAFFY and AUREL (GALANTAY

This paper gives an error estimation for the class of conjugate direction methods when the objec-
tive function is quadratical.

1. Introduction

It is an important problem of the unconstrained function minimization to minimize
quadratical functions of the form '

) = —1)— 2T4Ax +bTx + ¢ (b,z € R, c€ RY) (1.1)

where 4 is an n X n positive definite and symmetrical matrix.

The most important methods are based on the computation of conjugate directions
{[1—5]". As it is known, the conjugate directions corresponding to the matrix 4 are
defined as a linearly independent system of vectors {d;}7_; for which

(IiTAdl‘ = (Si]"cii (Z.'I: 1, 2,..., n), (1.2)

where $;; denotes the Kronecker symbol and ¢;; = 0 are constant.
The vonjugate direction methods then have the following general form:
Let o, £ R” be arbitrary and

g +x; + ad; (i=1,2,...,n), (1.3)
where a; is defined by

x; = —glx)T di/d;TAd, (1.4)
and g(a;) = grad f(z).

In this scheme the methods differ from each others only in the computation way

of conjugate directions {d;}7_,.

Without loss of generality we can assume that

dl=1 (G=12..n). (1.5)
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Note that the number «; for non-quadratical functions is definred by the relation

f(®i) = mi;ll f(®; + od;) , (1.6)
ac
which is equivalent to (1.4) for the quadratical functions.

In two special cases the error of the above scheme was estimated by M. SACHET
and S. KaunEe [4] for quadratical functions. The first case supposes error only in
one step of the process and exact computations in the further steps. In the second
case it is assumed that the errors in the computation of «; and d; are independent
of each others. In this way a simple estimation of the error was obtained.

In this paper we give a general error estimation (that means the errors of the diffe-
rent steps may depend on each others) which is obviously sharper than the result
of SacHET and KAHNE.

2. A closed form of the error for quadratical functions

This section gives a closed form for the error propagation.

We denote the perturbed conjugate directions by p; (¢ =1, ..., n; p; = 0). The
computed minimumpoints in the linear subspace of the vectors d,, ..., d; are denoted
byy; (=1, ...,n + 1). Similarly, 8; denotes the computed value of x; (+ = 1. ..., n).
Let d; = p; — d; be the error of direction d; (+ = 1, ..., n) and let us decompose g;
in the form

ﬁi:“i+yi+8i (izl;"°>7l)> (2'1)
where
vi= —g (@) pi/p:TAp; — w; f=1...,n) (2.2

is the accumulated error and ¢; is the round-off error of the computer actually used.
With the above notations we have

Theorem 1. Consider the process (1.3)—(1.4) for the quadratical function f(x)

1
== xVAx 4 bTx + ¢ and assume that the first k steps are performed exactly i.e.

&

pi=a, pi=d;, Yyi=ux (e=1,...kk<n). (2.3)
Then
j—1 )
y,--——a}kﬂ +2ﬂlpt (].:l.'—%— 1,..., n+1) (3.4:)
=kt 1

and for the accumulated error

i—1
Vi = [Oéi(fiTA("i —_ Zai(f;TAdi — Z ,BjdjTAdj — gT(yl) diJ/piTAlji (2.5)

j=kt1

(t=F%k+1,...,n) holds.
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Proof. Since the first relation is obvious we prove only (2.5) by induction cor-
responding to 7. It is noted that (2.3) implies y,,; = ®;,;. Using this fact and the
relation

d;TAd; = p;TAp; — 24, TAp; + d,TAd, (2.6)
we have
—g T (Yerr) Per1 = — T (@e1) (disa + i)
= xpd) Adyy — g7 () G
= &g Pp 1 APrar + (0] Ay — 200007, | APpiy
— 9T (Y1) S
= (%1 + Ver1) Pr. 14Dkt

which gives the requested form of y;,;. Assume the truth of (2.5) for ¢ (1 =< 7 < n).
Then we have

Vvl = T X¥ie1 — [gT(mkH) iy + ) Bild; + dj)T Ad;,
j=k-1
+ g7 (Y1) '7i+1];’/1’11APi+1 .

Now using the relation

gT(wm) di = [yT(wk+1) + ¥ txjdjTA] di = yT(w,.-u) d;,

j=k+1

and the relation (2.6) for ¢ + 1 'we have

Viel = — Xy T [O‘i+1PI=.1APi+1 + (Ov’m";T Adi
_‘29‘i+1(’11‘4pi+1 - 2 .BjdjTAdiﬂ — gT(yiﬂ) di+1)]/pl,1Api+l
j=k+1

which also implies (2.5) for v,,,, q.e.d.

3. A priori bound for the error propagation

In this section we give a bound for the error |ly; — ;|| using the result of the previous
section. The estimation needs a priori informations on the spectrum of 4 (2, ., Anin)
and on the errors of conjugate directions actually used.

We need to prove the following lemma:

Lemma 1. For the quadratical function (1.1) and the sequence (1.3) the inequality

‘9@ = (9@ Vimax Vimm  (GE=1,...,n + 1) 3.1)
holds.
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Proof. The principal axis transformation keeps the norm of the gradient vector,
so it is enough to prove (3.1) for the function of form

=2 Ax? M=tz z=22,>0) 3.2
i=1
with the gradient .
g¥ (@) = Az, ..., 24,%,)T. (3.3)

consider the level set
S(z) = {x € B | f*x) < f*(z)} (z € B (3.4)
and look for max (g*(x))T g*(x) in the set S(z). Using the inequality f*(x) < K

(K = f*(z)) we have

(9*@)T g* *4212x°<47~1(1( 2;~1x,)+422i2xﬁ

= 44L,K + 42 2i(P — Ay)

9K <4 500 §7‘ S ome = 2 gre
n i=1 i= /'n

-

which implies
lg*@) < 1g*@N Vimae/ Vinia (2 € 8(2)).

For the conjugate direction method (1.3)—(1.4) holds f(®;y,) < (@) (e =1,....n + 1),
so the process cannot step out of the level set S(x,). This c obviously implies (3.1).

q.e.d.

It is noted that Lemma 1 also implies

9@ < 1@ Vimas/ Vi (k> 1) (3.5)

under the fairly formal assumption f(y;) < f(,) (k¢ > 1), which holds for ;. idi|
small enough.
Another consequence of Lemma 1 is the inequality

il = & = 1lg@)| Vmas/ (Vemin ) (3.6)

forv=1,...,n
Let ¢ = max |g;| be the maximal round-off error and similarly, let 6 = max |d}i
i i
be the maximal error of the conjugate directions. We assume that

lpll =1 (=1,...,n) (3.7)

also holds for the computed conjugate directions.
We then have
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Theorem 2. Consider the process (1.3)—(1.4) for the quudratical function f(x)
= %.’ETA;I/' + bTx 4 ¢ and assume that the first k steps are performed exactly (8; = «;,
pi=d oy, =x;0=1,...k k< n)and

fy) < f@)  G=1.on+ 1) (3.8)

18 satisfred. Then

) i — & 2
”y7 - 'r,lE g (] — k- 1) |:8 + a (‘”ﬁnax + 2}'min + 7—,)_{—_ ”A”)] (%9)

min -

holds for j = k + 1.

j—1

Proof. From Lemma 1 and the relation &; = &y, + ' ad; it follows that
i=k+1

Y — el =

i—1 i-1
2ot + (i + &) Pi|| = X (@6 + ¢ + |yil). (3.10)
1 ko1

=k

So we need to estimate |y;| using the inequalities

i~1

il = [adﬁAm 230 141+ 197wl 0 + X 1612 nAu]/pFApi
and T

1B = 197 ) pi/PT AP < 190!V s (Vmin)”
as well as the inequality

Apn®Te < 2TAe < 2, @V, (3.11)
Thus we get the bound

il = 30[0%mas + Amin + @ — & 4 1) 141} Auin- (3.12)
Hence. a simple calculation yields the bound (3.9), q.e.d.

This result means that the error propagation is linear in the term of the maximal
error of the conjugate directions. The bound can be decreased if it is possible to
choose the conjugate directions such that

Imin = dTAd; < dT Ad;., F=1,....,0—1). (3.13)

i+l

However a considerable improvement can be obtained only from the suitable choice
of the initial value @, according to the condition

lg(e,)l| = |4z, + bl = [b]l. (3.14)

At last we remark that using Gerschgorin type estimates for the spectrum of A4
the dependence on 4,,,, and 1, can be omitted in the bound (3.9). The simple estimate
Amax = |4l vields the independence of 2, .
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Eine elementare Realisierung
des lexikographischen Simplexverfahrens

Horst BraLy

1. Einleitung

Es gibt heute mehrere ZusatzmaBnahmen, die die Endlichkeit des Simplexverfahrens
erzwingen. Am bekanntesten sind die Stérungsmethode von CHARNES [1] und die
Ausnutzung der Vektorlexikographie von DaxNTzic, ORDEN und WoLFE [2]. Sinn
beider Methoden ist die Verhinderung von Basiszyklen. Eine von JERKE in [3] fiir das
duale Simplexverfahren vorgeschlagene und von ScHIEBEL, TERNO und UNGER in [4]
noch vereinfachte lexikographische Vorgehensweise a8t sich in analoger Weise
auch fiir das primale Simplexverfahren angeben. Das zugehérige Pivotwahlverfahren
kommt ohne wesentliche Zusatzrechnung aus, ist numerisch einfacher als die Me-
thode [5] und kann bedenkenlos auch in einer Einfiihrungsvorlesung vorgetragen
werden.

Wir bezeichnen Vektoren bzw. Matrizen mit halbfetten Klein- bzw. GroBbuch-
staben. Hochgestelltes T ist das Transponierungszeichen.

Es sei

z:d0+dTa:N3

ein Simplextableau eines in Normalform gebrachten linearen Optimierungsproblems.
Die Komponenten der Vektoren &z bzw. &y sind die Basis- bzw. Nichtbasisvariablen.
Die durch die Nichtbasisvariablen dargestellte Zielfunktion z sei zu minimieren. Fiir
die numerische Rechnung benutzt man (1) in der Tabellenform

I 1,7
z dy, dT (2)
xp b B
Die Zeilen werden von 0 bis m, die Spalten von 0 bis #» numeriert. Z = {0, 1, ..., m}

ist die Menge der Zeilenindizes, § = {0, 1, ..., n} die Menge der Spaltenindizes. Im
Sinne einheitlicher Transformationsformeln (3) ist die Verwendung der Tabellen-
matrix

4= (Z ‘g) — (),  i=0(m,  k=0(ln,

vorteilhaft. Ein Basiswechsel mit dem Pivot p := ay, also der Austausch der Basis-
variablen inder Zeile s € Z \ {0} gegen die Nichtbasisvariable inder Spalte ¢ € S\ {0},
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erfolgt bekanntlich nach den Formeln

ay = 1p,

ay = aq/(—p), ke SN\ {t, 3)
aiy = aulp, 1€ ZN\ (s},

ah = ay + a;ak., 1€ ZN\{s}, keS\{.

Hier und im folgenden sind die Koeffizienten der neu entstehenden Tabelle durch
einen Stern gekennzeichnet.

2. Das lexikographische Simplexverfahren

Definition 1. Eine Zeile der Tabelle (2) heifit l-positiv (linkspositiv), wenn das
erste von Null verschiedene Element dieser Zeile positiv ist. Die Tabelle (2) heiBit
l-positiv, wenn die Zeilen mit den Nummern 1 bis m l-positiv sind.

Definition 2. Tabelle (2) sei 1-positiv. Dann heifit die Zahl
ent(?) :=min {k |k € S A ay > 0}
Entartungszahl der Zeile © ¢ Z \ {0}.

Die Entartungszahl gibt diejenige Stelle einer Zeile an, in der das erste von Null
verschiedene Element steht.

Definition 3. Das lexikographische Simplexverfahren (1.SV)

Vorgabe: l-positive Tabelle (2)

—+{(Ist 81 := {k € S\ {0} |ag, << 0} = 02 ) -+ ENDE!
l nein XTp= b, Ty =0
- T ist eine Optimal-

SR1 (V\V’\;ahlil (tieerSI"llvotspalte £): 16sung mit z,;, = dy
. —
‘L ja ‘ .

(IstZ1 := (i€ Z\ {0} jay <0} =07) -+ ENDE!
l nein Aufgabe nichtlosbar,

weil 2z = —o0
SR2 (Wahl der Pivotzeile s):
Bestimme v := max {ent (#) | ¢ € Z1}.

Bestimme Menge Z2 := { € Z1 ]ent (i) = ¢}.
Bestimme ¢ := min {a;,/(—a;) | i € Z2}.
Bestimme Menge Z3 := {{ € Z2 | a;/(—ay) = c}.
Waihle s € Z3.

'

SR3: Fiihre den Basiswechsel (3) aus und ordne in der neuen Tabélle
die Spalte ¢ unmittelbar nach der Spalte v an.

Die Zahl v heifit Entartungsstufe des Basiswechsels.
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Satz 1. Das LSV ist stets ausfithrbar. Nach jedem Bastswechsel entsteht wieder eine
1-posttrve Tabelle, und es qilt ag, << aq,, wobet v die Entartungsstufe des Bastswechsels ist.

Beweis. Die Ausfiihrbarkeit der Simplexschritte SR1 bis SR3 ist klar, da Z2 und
Z3 keine leeren Mengen sind, wenn Z1 nicht die leere Menge ist.

Wegen Z3 — Z1 gilt p:= a, << 0. Wegen «,, > 0 ist sicher v < {. Die Spalten
mit den Nummern £ = 0,1, ..., — 1 (das sind die ersten » Spalten!) dndern sich
nicht.

Es gilt «}, = a.,/(—p) > 0. Auberdem ist a5, = ¢ > 0.

Fiir eine beliebige Zeile 7 ¢ Z\ {0, s} mit der Entartungszahl w := ent(z) sind
folgende Fille denkbar:

F1: w< v Esfolgt af, = a;, > 0.
F2l:w=wvaa; =0.Esgilt o}, = al, = a;, + auly, = a;, > 0.
F22:w=vAra; <0. Wegen ¢ ¢ Z2 gilt

wh, = aly = @iy + aye) = @y + aplai/(—ai)) = 0.

F3l:w>wvaa;>0. Dann ist af, =0+ c-a;; > 0 das erste von Null ver-
schiedene Element in der neuen Zeile 1.

F32:w>vaa; =0. Im Fall ¢t < w verdndert sich die Zeile 7 nicht. Der Fall
¢t = w ist nicht moglich. Im Fall ¢ > w erfolgt lediglich die Umstellung einer
Null aus Spalte ¢ nach Spalte v + 1. In der neuen Tabelle gilt dann ent(z)
=w-r 1.

F3.3:w>vAa; < 0. Dieser Fall ist wegen ¢ ¢ Z1 und der Definition von » nicht
moglich.

Die im Simplexschritt SR3 vorzunehmende Spaltenvertauschung ist ausschliel-
lich wegen der in F 2.2 nicht vermeidbaren Beziehung of, = 0O erforderlich. Aus der
Fallunterscheidung folgt die 1-Positivitidt der neuen Tabelle.

Die Ungleichung ag, = aq, + ¢ - ag; << ag, it wegen ay; < O trivial.

Satz 2. Evne Wiederkehr der gleichen Basvs ist tm LSV unméglich. Daher ist das
LSV endlich, d. h., nach endlich vielen Ausfithrungen der Simplexregeln SR1 bis SR3
bricht das Verfahren ab.

Beweis. Wir nehmen an, daf nach r aufeinanderfolgenden Basiswechseln wieder
die gleiche Basis auftritt. v}, v,, ..., v, seien die zu den Basiswechseln gehérigen
Entartungsstufen und » := min (#,, v,, ..., ,). Dann sind die ersten » 4 1 Spalten
wihrend der Basiswechsel sicher nicht umgeordnet worden. Es sei 2, die zur Spalte v
gehdrende Nichtbasisvariable. Dann ist der z-Koeffizient von x, nach Satz 1 kleiner
geworden. Die Darstellung der Zielfunktion durch die Nichtbasisvariablen einer
Basis ist aber eindeutig, unsere Annahme somit falsch. Im Verlauf des LSV ist also
die Wiederkehr der gleichen Basis nicht mdglich. Da jede Aufgabe nur endlich viele
verschiedene Basen besitzt, mufl das LSV nach endlich vielen Basiswechseln ab-
brechen.
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3. Das Aufsuchen einer [-positiven Tabelle

Das LSV verlangt eine 1-positive Ausgangstabelle, die stets auch ein Simplextableau
ist. Aber die Umkehrung gilt nicht. Wir schlagen folgenden einfachen Weg zur Auf-
stellung einer l-positiven Tabelle vor.

1. Bestimme ein Simplextablean (2). Hierfiir sind zahlreiche Methoden bekannt, die
an dieser Stelle nicht erértert werden miissen.
2. Ist dieses Simplextableau nicht 1-positiv, so gehe man zur gestorten Tabelle

I 1 £ wNT 1
. 1

2 d M dr mite ={ ~ }eRm @
xg b e B 1

tiber, die sich durch eine zusdtzliche positive Spalte mit der Nichtbasisvariablen ¢
auszeichnet. Dabei ist M > O eine hinreichend grofe Zahl, die garantiert, dal} die
Zusatzspalte niemals Pivotspalte gemi8 der Simplexregel SR 1 im LSV wird.

Da e im Verlauf des LSV niemals Basisvariable wird, besitzen Originalproblem
und gestortes Problem die gleichen Losungseigenschaften. Speziell ist die im LSV
erzeugte Optimalldsung des gestérten Problems wegen & = 0 gleichzeitig Optimal-
16sung des ungestérten Problems. Bei der numerischen Rechnung muf man M weder
eintragen noch nach (3) umrechnen. Die Tabellen (2) und (4) sind dquivalent.

4. Ein Zahlenbeispiel

Das folgende Beispiel dient lediglich zur Demonstration der Regeln des LSV, be-
ansprucht also kein Interesse. als Optimierungsproblem. Die Tabellen sind links
oben numeriert und die Pivots durch [ ] gekennzeichnet. Die erste Tabelle
‘T1 ist bereits l-positiv. Die im LSV benétigten Daten sind ebenfalls angegeben.

T1 1 =, @ 23 x, ; Xy X

z 2 1 0 4 -2 -2 1 1t

s o0 o 2 —1[ o 1

2, 3 2 1 1 0 =1 —1 —1

2 |0 0 0 3 1 —f —1 2

©y, |0 0 0 4 -3 -2 1 o0

e |0 0 0 0 1t 0 —2 3
00 0 0

0 0 1 —1

S1={4,5}). Wir wihlen t=5. Z1=1{1,2,3,4}, v=3, Z2=1{1,3,4}, ¢ =2,
Z3 = {1, 4}. Wir wiihlen s = 1. Nach dem Austausch von zg gegen z; ist die Spalte
mit x; unmittelbar nach der Spalte mit x; anzuordnen. Andernfalls wire die Zeile
mit z;in T 2 nicht mehr l-positiv (Beweisfall F 2.2 zu Satz 1). In den Zeilen mit z,,
und z,; liegt der Fall 3.2 des Beweises zu Satz 1 vor.
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T2 1 2z x, 23 % =z, x5 X

z 2 1 0 0 2 0 1 —1
x5 o 0 0 2 —1 —t 0 1
Ty 3 2 1 -1 1 i -1 -2
Ty 0o 0 0 1 1 2 —1 1
xy 0o 0 0 0 2 —1 1 -2
Zyp 0o 0 © (] 0 1 -2 3
Ty 0o 0 0 0o 0 o0 1

S1 = (7). Alsowird t = 7. Z1 = {2,4,6},v =6, Z2 = Z3 = {6}. Also wird s = 6.
Da die Pivotspalte unmittelbar auf die Spalte mit der Nummer v = 6 folgt, unter-
bleibt ein Spaltenaustausch beim Ubergang von T2 nach T3.

T3 l 1 oz, @, z3 ® x, X
2 2 1 0 0 2 0 0 1
s 0 0 0 2 —1 —1 1 —1
g 3 2 1 -1 1 1 -3 2
2 O 0 0 1 1 2 0 —1
2 06 0 0 2 —1 —1 2
2z, |0 O 0O 0 0 1 1 —3
5 0 0 0 0 0 0 1 —1

Wegen S1 = 0 ist das LSV mit T3 beendet. Mit Ausnahme von x, = 3 sind simt-
liche Komponenten der Optimallsung Null. Es gilt z,;, = 2.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird eine numerische Realisierung des lexikographischen Simplex-
verfahrens angegeben, die gegeniiber dem gewohnlichen Simplexverfahren nur wenig Zusatz-
rechnung erfordert.

Summary

This paper presents a numerical realization of the lexicographic simplex method, which requires
only a few supplement calculationwork compared to the usual simplex method.

2 Num. Mathematik 7
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Résumé

Dans Varticle présent on donne une procédure numérique pour I’algorithme du simplexe lexico-
graphique, quelle en comparaison de I’algorithme du simplex usuel demande peu de calcul supplé-
mentaire.

Pesome

B pamHoii paGoTe YHKasHIBAIOT YKCIEHHYI Peainsanuio JEeKCHKOrpaduyecKoro CHMILIEKC-
MeToga, Tpelyromasa MO0 CPAaBHEHHI0 ¢ OCBHIMHBIM CHMINIEKC-METONOM OTHOCHTENBHO MAJI0
106aBOYHBIX BHIYMCIHEHNH.

Manuskripteingang: 15. 10. 1976

VERFASSER:

Dr. Horst BraLy, Sektion Mathematik, Naturwissenschaften und Rechentechnik
der Hochschule fiir Verkehrswesen ,,Friedrich List* Dresden
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Die Anwendung der Iterierten Defektkorrektur
auf das Dirichletproblem

RuEiNHARD FrANK und JOrG HERTLING

1. Darstellung der Methode

In [1] und [3] wurde die Methode der Iterierten Defektkorrektur entwickelt und
deren Anwendung auf Anfangswertprobleme bei gewéhnlichen Differentialgleichun-
gen und in [2] die Anwendung auf Zweipunkt-Randwertprobleme diskutiert. Die dort
angegebenen Algorithmen, die sich in numerischen Experimenten als auflerordentlich
effektiv erwiesen haben [6], sollen nun auf partielle Differentialgleichungen vom
elliptischen Typ erweitert werden. Wahrend fiir Zweipunkt-Randwertprobleme in
[2] die asymptotische Theorie (h — 0) entwickelt wurde, beschrinken wir uns in
dieser Arbeit darauf, den Algorithmus der Iterierten Defektkorrektur fiir gewisse
elliptische Randwertaufgaben (RWA) und numerische Experimente anzugeben. Wir
betrachten

~

Liul = a(z, ) == + a®(z, y)
ox2

3

2

&

Lot y) 2+ a®(z, y) —

20 I

y ¢y
= f(z, y, u) (1.1)

N

auf dem Einheitsquadrat R = [0, 1} X {0, 1] mit den Randbedingungen

I

u(0, y)
u(z, 0) =

0<y<1
’ =y=15 (1.2)

n(y), u(l, y) = ra(y)
7y 0 1.

Ty
(@), u(x, 1) = 7a(x)

IIA

Natiirlich setzen wir die Stetigkeit der Randfunktion in den Eckpunkten voraus,
d. h., 7,(0) = 7,(0), r1(1) = 75(0), 75(0) = 71(1), r5(1) = Fo(1).

Die exakte Losung dieses Problems sei z(x, ). In unserer Notation hat die Bedin-
gung der gleichméBigen Elliptizitit die folgende Gestalt:

e, y) & + a® (e, y) nF Z #(E + 7)., x> 0. (1.3)

Zunichst mochten wir die Idee unserer Methode skizzieren. Dazu nehmen wir an,
daB unser Problem mittels eines klassischen Differenzenschemas (Fiinfpunkt-Sterne)
gelost wird. Dadurch erhélt man auf dem Punktgitter

G, = {(x,, yu); » =h, y. = ph, b = -%, v, p = O(1)} (1.4)

PAJ
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die Niherungswerte #!] fiir die exakte Losung z(x,, y,). Nun interpolieren wir die
Néherungswerte 7! auf [0, 1] X [0, 1] mit der Interpolationsfunktion P,[%(z, y):

PN, y.) =78, v, u=0(l)m.

Der Index h deutet an, dafi die von den n[v‘:‘l-Werten abhéingige Interpolations-
funktion damit auch von der Schrittweite % abhingt. Nun konstruieren wir ein neues
Randwertproblem

Llu] = f(z, y, u) + L{P] — flz, y, Pz, v)), (1.5)
u(07 y) - Ph[O](O’ ?/) 3 u(]-; y) = Ph[01(15 ?/),

(1.6)
ulz, 0) = P9z, 0),  ulx, 1) = P9z, 1),

wobei in I dieselben Koeffizientenfunktionen aV(z, y), ... auftreten wie in (1.1).
Offensichtlich hat dieses Randwertproblem P,l0(x, y) als exakte Losung. Die Diffe-
rentialgleichung (1.5) weicht von der urspriinglichen Gleichung (1.1) um die Stérung

ANz, y) 1= LIPA] — f{x. y. PNz, y)) (1.7)

ck ok ok

ab. Gilt Pz, y) ~ =(x, y). — Pz, y) ~ — 2(z,y) und — POz, y)

e et ox* oy*

P z(z, y) (k =1, 2), was dadurch erreicht werden kann, daB erstens in (1.4) mit
Y

Q

hinreichend kleinem % gearbeitet wird, so daB die GroBen %% hinreichend gute
Approximationen von z(x,, ¥,) sind, und da8 zweitens P,[%(x, y) aus einer geeigneten
Klasse von Interpolationsfunktionen gewihlt wird, dann ist die Stérung d,[%(z, y)
»Klein®. Das bedeutet, dafi das Problem (1.5), (1.6) ,,nahe’ unserem urspriinglichen
Problem (1.1), (1.2) ist; daher nennen wir ab nun (1.5), (1.6) ,,Nachbarproblem*
(NP). Entsprechend bezeichnen wir nun (1.1), (1.2) als ,,Originalproblem* (OP).
Obwohl wir die exakte Losung des NPs kennen, 16sen wir es mit demselben Diffe-
renzenschema auf demselben Gitter. Das liefert die Naherungswerte =% fiir
Pl%x,, y,). Natiirlich kennen wir jetzt den globalen Diskretisierungsfehler
al%) — P9z, y,) von (1.3), (1.6). Da das NP nahe dem Originalproblem (1.1), (1.2)
ist, konnen wir erwarten, daB ={% — P,[%)(x,, 3,) eine gute Schitzung fiir den unbe-
kannten Diskretisierungsfehler 779,1] — z(x,, y,) von (1.1), (1.2) ist. Der eben beschrie-
bene (Gedanke geht auf ZADUNAISKY zuriick, der ihn fiir die Anwendung von Runge-
Kutta-Methoden auf Anfangswertprobleme bei gewéhnlichen Differentialgleichungen
eingefiithrt hat und ihn durch die obigen heuristischen Argumente motiviert hat [7].
Da wir eine echte Schitzung (mit richtigem Vorzeichen) und keine Abschitzung
gewonnen haben, kénnen wir diese Schiitzung dazu benutzen, um unsere erste nume-
rische Approximation auf die folgende Art zu verbessern: Wenn wir in der Identitit

Z(CE‘,, yﬂ) - 775?‘] - (’75?‘] - z(xw y,u))

den Ausdruck 7! — z(z,,y,) durch seine Schitzung =%} — Py®)(z,, y,) ersetzen,
erhalten wir voraussichtlich bessere Approximationen

gl 1= gl — (al% — Pz, ,)) (1.8)

fiir z(x,, y,)-
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Es ist offensichtlich, daB diese Prozedur iteriert werden kann. Natiirlich benutzt
man im zweiten Schritt dieser Iteration eine neue Interpolationsfunktion P,M(x, ¥),
die die neuen Werte 7)) interpoliert, und erhalt

i) i= 0l — (nw — Pyl x,, y,))- (1.9)
Weitere Iterationsschritte liefern
gl =l — (ali=1 — P, y)),  j=3.4.... (1.10)
Um die Tteration (1.9) auf heuristische Art zu motivieren. beachten wir:
a) Die Werte U] sind (voraussichtlich) hessere Approximationen fiir z(x,, )
als [0,
b) Daher ist die Funktion P,U(x, ) (bzw. ihre Ableitungen), die die ,besseren
Werte yl)] interpoliert, der exakten Losung (bzw. ihren Ableitungen) niher.

¢) Daher 1a6t das neue NP (das P,l1(x, y) als exakte Lisnng hat) eine noch klei-
nere Stérung

4Nz, y) = LIPM) — flx, y, P2, 7))

erwarten. (Das neue NP ist an das OP ,ndhergeriickt*.)

d) Das bedingt voraussichtlich, dal die neue Fehlerschitzung nw — P, )
hesser ist als die erste Fehlerschéitzung 20 — Pl%z,. ).

In verschiedenen Arbeiten iiber gewohnliche Differentialgleichungen (Anfangs-
und Randwertprobleme) ist diese Methode ,,Iterierte Defektkorrektur’ genannt und
ihr asymptotisches Verhalten fiir 4 — O analysiert worden. Es stellte sich heraus, daf3
fiir eine Basismethode der Konsistenzordnung p und fiir Interpolationsfunktionen
aus einer geeigneten Funktionenklasse der j-te Schritt der Iteration dic Ordnung
(j + 1) p hatte. Bei eindimensionalen Problemen heruhte der Beweis dieser Tatsache
auf der Existenz einer asymptotischen Entwicklung des globalen Diskretisierungs-
fehlers (nach h-Potenzen). Dieser Beweis 1dBt sich nicht unmittelbar auf Probleme
vom Typ (1.1), (1.2) iibertragen, da bei physikalisch relevanten Problemen im all-
gemeinen die Existenz ,hinreichend langer asymptotischer Entwicklungen nicht
gesichert ist. Auch bei glatten Daten a0(x, y). «22(x.y), aV(x, y), «®(x.y),
Hzx, y, ), (), ray), 71(x), Fo(x) kénnen namlich in den Eckpunkten Singularititen
der hoheren Ableitungen von z(z, y) auftreten. Die numerischen Experimente. die
wir durchgefithrt haben, zeigen jedoch, dal die erzielten Resultate dhnlich gut sind
wie bei eindimensionalen Problemen.

Die Konstruktion der Interpolationsfunktion und die Berechnung der Stoérungen
d(z,, y,) erscheint aufwendig. In Abschnitt 2 werden wir jedoch sehen, dal diese
Berechnung in sehr einfacher Weise méglich ist, falls mit stiickweise polynomialer
Interpolation gearbeitet wird.

Ein wesentlicher Vorteil unserer Methode ist der folgende: Um das Original-
problem zu l6sen (Berechnung der Werte 17521) und um das j-te NP zu 16sen (Berech-
nung der Werte .—L[vf;‘]), muBl man nichtlineare Gleichungssysteme losen. Wenn die
Werte nyﬂl ndher an z(z,, y,) ricken und wenn gleichzeitig die Fehlerschitzungen
all — Pylil(x,, y,) besser mit dem tatséchlichen Diskretisierungsfehler nl% — 2(x,,y,)
ithereinstimmen, dann riicken die Werte alil niher an unsere erste numerische
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Approximation %) (Abb.1). Fiir die numerische Lésung des j-ten NPs, d. h. fiir die Lo-
sung des entsprechenden nichtlinearen Gleichungssystems, erhalten wir auf Grund
unserer letzten Bemerkung die guten Startwerte 775""1.

Dies bedeutet, dall wir bei allen Schritten der Iterierten Defektkorrektur mit dem-
selben Startvektor arbeiten. Da die Storungen d,'(x, ) nicht von u abhiingen, ver-
schwinden sie bei der Konstruktion der Jacobimatrix, die dem j-ten NP entspricht
(Differentiation von f(z, y, ) + d,)x, 4) nach u). Falls nun mit einem Pseudo-
newtonverfahren gearbeitet wird (Auswertung der Jacobimatrix nur an der Start-
stelle), so bedeutet dies, dafl wahrend der iterierten Defektkorrektur stets mit der-
selben Jacobimatrix gearbeitet wird. (Das heifit, Dreieckszerlegungen treten nur
bei der Losung des OPs auf, jedoch nicht bei der Losung der NPs!)
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Vergleichen wir unsere Methode mit einer Extrapolationsmethode, so bemerken
wir, dall die Schrittweite fest bleibt und die Gleichungssysteme nicht explodieren.
Das ist fitr mehrdimensionale Probleme ein sehr wichtiger Gesichtspunkt.

2. Algorithmische Details

Praktische Griinde, die noch spiter besprochen werden, legen nahe, daf fiir die
Konstruktion unserer NPs stiickweise polynomiale Interpolation in zwei Variablen
sehr giinstig ist. Da die NPs numerisch auf demselben Gitter gelost werden miissen,
miissen die Stérungen d,')(z, y) nur auf den Gitterpunkten berechnet werden.
Daraus folgt, dafl wir die Interpolationspolynome nicht explizit konstruieren miissen,
sondern nur ihre ersten und zweiten partiellen Ableitungen an den Gitterpunkten.

Fir die stiickweise polynomiale Interpolation in zwei Variablen teilen wir das
Einheitsquadrat in Teilquadrate (Abb. 2). Die Eckpunkte dieser Teilquadrate bilden
das Gitter

G, = {(xi, y*);, 2t =qH, y* =LH, H = i, 1, k= O(l)n} 2.1
n



