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Uber ein modifiziertes Gesamtschrittverfahren

Haxs-JURGEN ALBRAND

Es sei Az = b ein lineares Gleichungssystem. Ist 4 eine symmetrische und positiv
definite Matrix, dann konvergiert das Einzelschrittverfahren. Fiir das Gesamt-
schrittverfahren (Jacobisches Verfahren) gibt es in diesem Fall keine analoge und
ebenso allgemein gehaltene Aussage zur Konvergenz. Bekanntlich konvergiert das
Gesamtschrittverfahren nicht fir jedes Gleichungssystem mit symmetrischer und
positiv definiter Koeffizientenmatrix (man vgl. mit [1, 2]). In dieser Arbeit wird ein
modifiziertes Gesamtschrittverfahren vorgestellt, das fir jedes Gleichungssystem
mit symmetrischer und positiv definiter Koeffizientenmatrix konvergent ist. Das
Zeilen- und Spaltensummenkriterium gilt wie beim Jacobi-Verfahren. Der im Ver-
gleich zum Jacobi-Verfahren zusétzliche Rechenaufwand ist nur unerheblich grofer.

Es seien H ein Hilbertraum und U, ..., U, Unterrdume von L, = L(x,, ..., ,)
< H mit
L(U Us) = Ly, (1)
\§=1
L{z,, ..., z,) bezeichnet die Menge aller Linearkombinationen von z, ..., z,. Wir

setzen fir festes k&

min [z® — yj| = [x® — y SN (s =1,...,7) (2)
yeUs
1
plk+l) = ) . 2 ys(k’rl) (3)
r s=1

und lassen k die Zahlenfolge 0, 1, 2, ... durchlaufen. Es sei x(® = #, ein Element aus H.

Satz 1. 2y — a®) konvergiert gegen die beste Approximation von x, in L, beziiglich
der verwendeten Hilbertraumnorm.

Beweis. Es ist
[l = [lz®]] 4)
fir jedes k =1, 2, ... Folglich existiert

lim |f2®)] =:m. (3)

k—o00



HaNs-JURGEN ALBRAND

Mit

le® — &) = 2@l — 6 (s =1,...,7),
Cr,s =0

wird

r 1 r
et < = 37 o — g0 = 2B — = X ap
T s=1
d. h.

s=1
2 Ces = r(|le®]] — [a]),
s=1

und wegen (6)

lime,, =0 (s=1,...,7).
k-—>00

Es sei 2,9, )¢5y eine orthonormierte Basis von U, (s = 1

., 7). Dann gilt
1(s)
e — g2 = z®t — 3 (a®), 52 (8)
i=1
(s ., 7). Wegen (6) und (7) folgt aus (8)
lim (z®,y) =0
k—>o00

9
fir alle y aus U, (s =1 ., 7). Mit (1) ergibt sich aus (9)
lim (z®), ) = 0

k—>00
fur alle y aus L,. Ist e,
mit y® = a,®e, + --- 4 a,¥le,, dann folgt
lim a,® = (v, ¢;)

k—o0

und damit

e, eine orthonormierte Basis von L, und 2 = x5 — y®

lim y® = 37 (s, ;

el’
k—>o0 i=1
w.z.b.w.

Bemerkung. In (3) kann man anstelle des Faktors L auch den Faktor

r
mit reellem @ > 0 schreiben. Der Satz 1 gilt unverindert

r+a
Im folgenden betrachten wir den Spezialfall U; = L(z;) (¢t = 1,2

=1,2,...,n). In
z®) =, — dl(k)gc1 e eve — d,,(")x,,

haben die Koeffizienten d;®*) die Darstellung

k—1 .
di(k) — 1 Z‘ M
ns—o (%, Z;)

- kE (x, 2;) 1 1 L

- 8 ( 1.’ T)
n (xb xi) n (xn x; ) SZ; 1'Z‘ldr( e (117“ x) (10)




G=1,2, ..., 7). Mit

dOT = (d®, ..., d,®)
und
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s=1,2,...,n)

2V = (@i, @), ... (5, 7))

ergibt sich aus (10)

]C (xo, wl) _ 1 kz—ld(a).rzl
1 (2, 2,) (1, 2y) s=1
dky — — s
n
k (2, X4) _ 1 L‘Z‘_ld(s).rz,,
(2, ) (%, ) s=1
d. h.
(g, %) d(k)Tzl
1 (xla xl) 1 (wl: xl)
Al — qoo L — : _1 :
"\ o) | "\ 40Tz,
(x"7 xﬂ) (xﬂ? xﬂ)
oder
1 n—1__ 1
4o+ = = (—L — R)d® -+ d®) - —D1b.
n n n
In (11) bedeuten
(0 0 0 0
(x25 xl) O O
(.’,132, m2)
L— :
(.’17,,, 271) (.’I?”, xz) (xmzﬂ—l)
@u> @) (Zas n) oor (@ny Za)
(xl’ xz) (xn :13")
(1, 24) (1, 24)
R = b
0 O . (xn—b xn)
(xn—-l: xn—l)
0 0 0
(xl, .’L‘l)_l ) .!.. 0 (20, 1)
D= ' , b= :
0 (s Za) (%o, %)

(11)
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Die Iterationsvorschrift (11) stimmt also fast mit der Jacobischen Vorschrift

dt+1) = (—L — R) d% -+ D-% (12)
fiir das Gleichungssystem

(@, 20) dy + - + (2, ) dy = (g, %) (3=1,2,...,n) (13)

iiberein. Nun konnen wir jedes Gleichungssystem Ad = b mit symmetrischer und
positiv definiter Koeffizientenmatrix 4 = (a;;) in der Form (13) darstellen, denn

zTdy = (z,y) (14)

ist ein Skalarprodukt. Setzen wir x; =¢; (1 = 1, ..., n), wobei ¢; in der ¢-ten Kom-
ponente eine 1 hat und in den iibrigen Komponenten 0 ist, so wird

(65, ej) = Qij,

und mit xy, = b geht (13) bei Verwendung des Skalarproduktes (14) tiber in Ad = b.
Aus dem Satz 1 folgt also der

Satz 2. Das modifizierte Gesamtschrittverfakren (11) konvergiert fir jede symme-
trische und positiv definite Koeffizientenmatriz gegen die Losung des Gleichungssystems.

Es sei nun 4d = b ein beliebiges Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
A = (a;;) vom Format n X n. Dann gilt der

Satz 3. Fir die Konvergenz der Iterationsvorschrift (11) ist hinreichend

a) X|Z<tfiri=1,2..,n

I+i | @i
bzw.

b) S|t firi=1,2,..., n

t+i | @4
Beweis. Aus

1 —1
Sl P71 (=1,2,...,0)

1457 B Q4 n

folgt a). Entsprechend folgt b), w.z.b.w.

Die Iterationsvorschrift (11) stellt also ein modifiziertes Gesamtschrittverfahren
dar, fiir das ebenso wie beim Jacobi-Verfahren die bekannten Zeilen- und Spalten-
summenkriterien gelten. Gegeniiber dem Jacobi-Verfahren aber konvergiert das
modifizierte Gesamtschrittverfahren fir jedes Gleichungssystem mit symmetrischer
und positiv definiter Koeffizientenmatrix. Der zusitzliche Rechenaufwand bei (11)
gegeniiber (12) ist offenbar gering.
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Automatische Losung algebraischer Gleichungen

KArL-HEINZ BACEMANN

Zur Loésung algebraischer Gleichungen wird, falls alle Wurzeln gesucht sind, hiufig
die Methode benutzt, sukzessive einzelne Wurzeln zu bestimmen und durch Division
den Grad des Polynoms zu erniedrigen. Die Wurzeln werden dann jeweils als Null-
stellen der cinzelnen Polynome der so erhaltenen Polynomfolge bestimmt. Durch
dabei auftretende Akkumulation von Fehlern kénnen die Nullstellen eventuell
stirker von den eigentlich gesuchten Wurzeln abweichen. In [6] wurde auf die Not-
wendigkeit hingewiesen, Fehlerbetrachtungen in die Rechnung einzubeziehen, z. B.
durch Verwendung einer Fehlerschrankenarithmetik.

Die hier vorgeschlagene Methode zur automatischen Losung algebraischer Glei-
chungen sei im folgenden erldutert. Vom jeweils betrachteten Polynom wird eine
Naherung fiir eine Nullstelle mit einem modifizierten Abstiegsverfahren bestimmdt.
Das Abstiegsverfahren wurde hiufig untersucht, von LipscHirz wurde es bereits
zum Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra benutzt [8,3,1,5,7]. Fir die
gefundene Néherung wird eine Fehlerabschiatzung unter Benutzung des Ausgangs-
polynoms ausgefithrt und gepriift, ob die erhaltenen Fehlerschranken kleiner als
eine vorgeschriebene Toleranzgroide sind. Dabei wird gleichzeit;g die Vielfachheit
der betreffenden Nullstelle bestimmt, wobei innerhalb der Tole ranzgrenzen nicht
mehr trennbare einfache Nullstellen zu einer mehrfachen zusammengefafit werden.
Sind die erhaltenen Fehlerschranken zu grof}, so wird die Rechengenauigkeit erhoht.
Ist auf diese Weise eine Nullstelle geniigend genau bestimmt, so wird ein entsprechen-
der Linearfaktor vom betrachteten Polynom abgespaltet und das Verfahren wieder-
holt. Die Eigenschaften der verwendeten Rechenanlage begrenzen dabei die erreich-
bare Rechengenauigkeit. Ist infolge der Fehlerfortpflanzung ein durch mehrfache
Abspaltung von Linearfaktoren erhaltenes Polynom zu ungenau, so wird das daran
erkannt, daB eine geniigend gute Fehlerschranke trotz Genauigkeitssteigerung nicht
erreichbar ist. In diesem Fall werden, sofern die verfiigbare Stellenzahl es zulaBt,
alle vorher berechneten Nullstellen mit hoherer Genauigkeit verbessert, um den
Einflu der Fehlerfortpflanzung zu reduzieren. Es ist zu empfehlen, zwei Genauig-
keitsstufen zu benutzen, eine globale Genauigkeitsstufe zur Abspaltung der Linear-
faktoren und eine lokale Genauigkeitsstufe, die bei der Durchfithrung des Abstiegs-
verfahrens voriibergehend erh6ht werden kann.

Zur Fehlerabschitzung werden folgende auf dem Satz von RoucHE basierende
Satze herangezogen [2]:
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n
Satz 1. Das Polynom gw) = Y cat hat in |w| < 7 genau k Nullstellen, wenn

i=0
die kleinste einfache und positive Nullstelle des Polynoms hy(x) = ] |e;| «f — |ci| «*
s, sofern diese existiert. Dabei sei ¢4 5= 0 vorausgesetzt. ik

Satz 2. Mit m; < |¢;| £ M; gilt, daP eine solche Nullstelle ¥ von hy(x) existiert,
wenn kFx) = 3 Mt — ma¥ eine ebensolche Nullstelle r* hat, und es gilt # < r*.
ik
Satz 3. Hine notwendige Bedingung fir die Existenz einer einfachen positiven
Nullstelle von k*(x) ist fiir k << n das Bestehen der Ungleichung
k—i T
M.
8 = max — < min T _ S;.
i<k ny i>k M;

Im Fall k = n existiert stets eine solche Nullstelle.
Satz 4. Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer einfachen positiven
Nullstelle von h*(x) ist fiir k < n das Bestehen der Ungleichung

k=i 537 ik =
2t, = 2 . max Z_Jl{léé . min Vﬂlk — T,

1
i<k my i>k 2M i 2
und r = 2, ist obere Schranke fiir diese Nullstelle. Fiir k = 1 ist bereils ¢, < —;— T,

hinreichend, und t; ist obere Schranke fiir die betreffende Nullstelle. Fiir k = n existiert

i<n my,

n—1i
stets etne solche Nullstelle, und 2 - max l/M’ tst obere Schranke fiir diese.

Der Spezialfall £ = n in Satz 4 ergibt die Schranke von Fuitwara fir alle Null-
stellen eines Polynoms [4].

Wird nun das Ausgangspolynom f(z) fiir eine Nullstellenndherung z, nach Potenzen
von w = z — 2, entwickelt, so sind, falls z, eine Naherung fiir ¥ dicht beieinander-
liegende Nullstellen ist, die ersten k¥ Entwicklungskoeffizienten absolut klein gegen-
iiber dem Entwicklungskoeffizienten c,. Daher wird die Ungleichung aus Satz 4
erfillbar sein, wenn z; eine geniigend gute Néherung ist und mit geniigend hoher
Stellenzahl gerechnet wird. Um die Vielfachheit £ eines solchen Nullstellenbiischels
zu bestimmen, wird man das kleinste % suchen, fiir das die Ungleichung in Satz 3
erfullt ist. Fir £ > 1 kann es zweckmafig sein, dann noch eine Naherung fir eine
Nullstelle der (k — 1)-ten Ableitung f*-1(z) in der Umgebung von z, zu bestimmen,
da diese angendhert der Schwerpunkt des Nullstellenbiischels ist.

Die Ungleichungen aus Satz 3 und Satz 4 lassen sich mit Hilfe der im folgenden
beschriebenen ALGOL-60-Prozedur priifen:
procedure pruefe (n, gm, km, faktor, k, bed, r);
value n, fakfor, k; integer n, k; real faktor, r;
array gm, km; Boolean bed;
begin real ¢, c1, tau, taul, gt; integer j;
bed :=false; ¢ := (if n = % then 1 else faktor) % km[k];
if ¢ &= 0 then
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begin tou := gm[k — 1]/c; for § := 2 step 1 until £ do
begin taut :— (gmik — j1/o)t(1/));
if taul > taw then tau := taul
end; gt := schr x 2;
comment schr ist eine globale Groefle und bezeichnet eine obere
Schranke fuer alle Nullstellenbetraege;
for j :=1 step 1 until » — &k do
begin ¢l := gm[k + j]; if ¢1 > O then
begin taul := (c/el)T(1/7);
if taul < gt then gt := taul
end
end;
r :=if k = 1 then fau else tau/faktor;
bed :=r =< faktor = gt
end
end;
Dabei bezeichnet » den Grad des Polynoms, gm den Vektor der M;, km den Vektor
der m; (2 =0, ..., n), k die zu prifende Vielfachheit. Zur Priifung der Ungleichung
in Satz 3 wird fakfor mit 1 belegt, zur Priifung der Ungleichung in Satz 4 mit 0.5.
In bed wird die Erfillung der Ungleichung festgehalten, in r wird gegebenenfalls
die berechnete Schranke vermittelt.

Als Hilfsmittel fur die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten und von Fehler-
schranken fir die Entwicklungskoeffizienten dient ein modifiziertes Hornersches
Schema. Die im Hornerschen Schema verwendete Rekursionsformel lautet a,’ = a
+ @34, + . Nimmt man an, daB @, und @, ; mit Fehlern d, und d; ,, behaftet sind,
so entsteht unter Beriicksichtigung von Rundungsfehlern e, fiir die Multiplikation
und e, fir die Addition das Resultat

a +d) =a 4 di + (a;:+1 +di) - en + e
Es gilt also
& =dp +dp -4 e, o+ e

Dabei wird angenommen, dafl das Hornersche Schema firr ein genau bekanntes
Argument x auszufiihren ist. Kennt man obere Schranken fiir die Absolutbetrige
der Fehler, und zwar

diial £ Diyy, i) £ Dy, ey £ By, e = E,,
so erhilt man
ldi'l = Dy = Dy + Diyqy % -+ Ep + Es.

Der iibliche Ablauf der Rechnung ist nun so, dall zunéchst das in der Rekursions-
formel enthaltene Produkt gebildet und dessen Rundungsfehler abgeschitzt wird,
der im allgemeinen eine halbe Einheit der letzten Stelle des berechneten Produktes
nicht iibersteigt. Darauf folgt die in der Rekursionsformel enthaltene Addition, bei
der ebenfalls ein Rundungsfehler auftreten kann. Dazu wird angenommen, dafl die
Summanden Gleitkommazahlen gleicher Mantissenldnge sind. Von beiden Summan-
den wird eine Einheit der letzten Stelle gebildet. Die groBere dieser beiden Einheiten
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legt fest, welcher Fehler beim Angleichen der Exponenten hochstens gemacht
werden kann, und zwar eine halbe Einheit dieser Stelle, falls korrekt gerundet wird.
Sind beide Einheiten gleich, so brauchen die Exponenten nicht angeglichen zu werden,
es tritt dann auch kein Fehler auf. Bei der Addition kann eine um eine Stelle lingere
Mantisse entstehen, durch Verkiirzen dieser Mantisse um eine Stelle tritt dann ein
zusitzlicher Rundungsfehler in GroBe einer halben Einheit der letzten Resultat-
stelle auf. Die Verhiltnisse seien an einem Beispiel in vierstelliger dezimaler Gleit-
kommarechnung erlautert.

Zu addieren seien @, = 0,9900 - 102 und @, = 0,6045 - 10*. Die Einheiten der
letzten Stellen sind e; = 10-2 und e, = 10-3. Die Addition erfolgt in der Form
d; = 0,9900 . 10% 4 0,0605 - 102 = 1,0505 - 102, Dieses Resultat wird mit vierstelli-
ger Mantisse als a; = 0,1051 - 10 dargestellt. Die Einheit der letzten Resultatstelle
ist e3 = 10-1. Der Fehler gegeniiber dem korrekten Resultat 105,045 ist 0,055

1
= Y (s + max (e, ¢5)).
Bei Rechnung im Dualsystem oder in einem anderen Zahlensystem sind die

Verhiltnisse entsprechend. Bei dezimaler Rechnung mit achtstelliger Mantisse kann
durch die ALGOL-60-Prozedur

real procedure deltax(x); value z; real z;
deltax := if = 0 then O else 107 (entier(.43429448 In(abs(x)) + 1,—7)—7);

eine Einheit der letzten Stelle bestimmt werden. Es empfiehlt sich allerdings, hier-
fiir eine Prozedur im Maschinencode zu verwenden. Der Rundungsfehler f bei Addi-
tion 148t sich in der beschriebenen Form durch die folgende ALGOL-60-Prozedur
berechnen:

procedure rund (el, €2, 3, f); value el, 2, e3; real el, €2, €3, f;
begin real e,ee; e :=if el > ¢2 then el else €2;

ee 1= if el = ¢2 then 0 else ¢;

[ :=0.5 % (if e3 > ¢ then ec + €3 else ec¢) end;

Mit Hilfe dieser Prozeduren 1ifit sich ein vollstindiges Hornersches Schema zur
Berechnung der Entwicklungskoeffizienten mit zugehérigen Fehlerschranken auf-
bauen, fir komplexe Rechnungen lassen sich diese Betrachtungen leicht erweitern.
Auf die Darstellung von Einzelheiten sei hier verzichtet.

Ein mit diesen Hilfsmitteln arbeitendes Verfahren zur Nullstellenbestimmung
sel im folgenden skizziert: Zunichst wird die erwihnte Schranke von FuJrwara
fiir die Nullstellenbetrage berechnet. Ausgehend von einem Anfangswert, der be-
liebig gewahlt werden kann und hier entweder zu 0 oder auf eine vorher bekannte
Nullstellenndherung festgelegt wird, wird ein Abstiegsverfahren durchgefiihrt.
Dieses fiihrt entweder zu einer Nullstelle oder zu einem Sattelpunkt der Betrags-
fliche. Eine Nullstellenniherung wird als erreicht angesehen, wenn entweder der
Funktionswert exakt 0 ist oder der Korrekturbetrag bei einem Newtonschritt kleiner
als eine relativ zum Betrag des Naherungswertes gewédhlte Schranke ist. Ist es nicht
moglich, den Funktionsbetrag bei einem Abstiegsschritt auf weniger als das 0,8fache
zu verkleinern, so wird angenommen, dall die Ndherung sich entweder in der Néhe
eines Sattelpunktes der Betragsfliche oder in der Umgebung einer Nullstelle be-
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findet. Dann werden Entwicklungskoeffizienten mit Fehlerschranken berechnet,
und an Hand der Fehlerschranke fiir den Funktionswert wird entschieden, ob der
betreffende Punkt als Nullstellenndherung angesehen wird. Ist ndmlich der Funk-
tionsbetrag kleiner als das Doppelte der berechneten Fehlerschranke, so kann die
iibliche Newtonkorrektur mit einer solchen Unsicherheit behaftet sein, daB eine
Weiterfilhrung der Rechnung ohne Genauigkeitserhéhung nicht mehr sinnvoll
ist. Andernfalls wird versucht, den Funktionsbetrag unter Verwendung der zweiten
Ableitung wie in [1] beschrieben zu verkleinern, wobei gegebenenfalls die Richtung
des stiarksten Abstiegs verlassen wird. Dabei zeigt es sich, dal die Umgebung eines
Sattelpunktes relativ schnell verlassen werden kann, wenn auf einem vom Sattel-
punkt in Richtung auf kleinere Funktionsbetrige wegfithrenden Strahl die Korrek-
turbetrige sukzessive verdoppelt werden.

Sollte sich ein nach dem erwdhnten Verfahren theoretisch auffindbarer Punkt
mit kleinerem Funktionsbetrag als im Sattelpunkt durch den EinfluBl von Rundungs-
fehlern nicht finden lassen, so ist die Genauigkeit zu erhohen. Ist das nicht mehr
moglich, so ist die Umgebung des Sattelpunktes systematisch nach einem solchen
Punkt (z. B. auf einer Spirale) zu durchsuchen.

Ist auf diese Weise ein als Nullstellenndherung anzusehender Punkt gefunden,
so wird wie oben beschrieben eine Fehlerabschéitzung unter Einschluf3 der Vielfach-
heitsbestimmung ausgefithrt, und nach Abspaltung des entsprechenden Linear-
faktors wird das Verfahren wiederholt. Bei Polynomen mit reellen Koeffizienten
und komplexen Néherungen wird man auch versuchen, den konjugiert komplexen
Linearfaktor abzuspalten. Dabei darf jedoch der Rest der Division nicht zu grof3
werden. Als Kriterium dafiir kann wieder die fiir den Funktionswert bestimmte
Fehlerschranke benutzt werden. Gegebenenfalls mull zur komplexen Rechnung
iibergegangen werden. Bei Polynomen mit reellen Koeffizienten kénnen auch kleine
Imaginirteile von Nullstellenniherungen vorgetduscht werden, daher ist in einem
solchen Fall erst zu priifen, ob eine reelle Naherung in Frage kommt. Eine versuchte
Abspaltung des konjugiert komplexen Linearfaktors fihrt dann im allgemeinen zu
einer starken Nullabweichung des Divisionsrestes.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens werden fiir ein Polynom n-ten Grades
insgesamt n» Naherungen — entsprechend ibrer Vielfachheit gezdhlt — fiir Null-
stellen bestimmt und ihre Fehler abgeschétzt. Sind die durch die Fehlerabschéitzung
festgelegten Fehlerkreise mit den Nullstellenndherungen als Mittelpunkten disjunkt,
so hat man mit Sicherheit Kreise gefunden, in denen genau die durch die berechnete
Vielfachheit angegebene Zahl von Nullstellen des Ausgangspolynoms liegt. Ist das
nicht der Fall, so war die Rechengenauigkeit noch nicht ausreichend.
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Stabilititsuntersuchung eines verallgemeinerten Iterationsprozesses
zur Losung linearer Gleichungssysteme

MicHAEL FROENER

1. Einleitung

Lost man das lineare Gleichungssystem Lix = g nach Umformung auf die Form
# = Bx + b mit Hilfe eines dreigliedrigen Iterationsprozesses der Gestalt ;, =
fe(B, b, 21, %p_y), 80 ist eine Riickfiihrung dieser Vorschrift auf das Kontraktions-
prinzip im allgemeinen nicht mehr moglich. Es besteht deshalb das Problem,
die Fortpflanzung eingeschleppter Fehler, d. h. die Stabilitdt des Losungsverfahrens
der als Differenzengleichung aufzufassenden Iteration, zu untersuchen. Es wird
gezeigt, daBl das Iterationsverfahren unter den Bedingungen, unter denen es kon-
vergiert, auch stabil ist, und weiterhin wird eine Fehlerschranke angegeben.

Von der Matrix L sei bekannt, dafl alle Eigenwerte im Intervall (m, M), m > 0,
M > 0, liegen. Erzeugt man die iterierfihige Gestalt durch die Umformungen
B=E—2.L{M+m), b=2.9/(M + m), so liegen die Eigenwerte von B
M—m; M—m>, d. h., fir den
M4+ m M4+ m
Spektralradius gilt g(B) << 1. Wir betrachten die Iterationsvorschrift

symmetrisch zum Nullpunkt im Intervall { —

2 = o(B - 24 q 4 b) — B,

}ﬁ,‘=zxk——1, k=2,3,... (1)

x; = Bry + b

Das Verfahren (1) konvergiert fiir o(B) << 1 und 0 < &, < 2 (vgl. [1]). Fir o, =1 er-
M+m M+ m

T

M — m) M— m)

erhidlt man einen fir Gleichungssysteme beliebiger Ordnung beziiglich der Anzahl

der Iterationsschritte optimal konvergenten ProzeB [1]. Dabei ist 7',(t) das k-te

Tschebyscheff-Polynom. Wie man leicht sieht, konvergiert die Folge der «,

sehr rasch gegen einen Grenzwert ae (1; 2).

Bei der Vorschrift (1) handelt es sich um eine Differenzengleichung zweiter Ord-
nung mit (im allgemeinen) variablen Koeffizienten, fiir die der EinfluB von Sto-
rungen (Rundungsfehler) untersucht werden soll. Wir wollen zusétzlich zu (1) die
gestorte Gleichung betrachten:

hélt man das Gesamtschrittverfahren, und fiir o, =1 4 7',

Ty = o(B « Fy—y + b) — Piy_g + Ops

}ﬁszxk—l, k=2,3,.-. (1’)
:‘il B'i?o—l-b‘}‘gl

DA
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Bezeichnen wir den Fehler mit Z; = #; — x; und nehmen wir an, dafl B ein voll-
stdndiges System von Eigenvektoren besitze, so dal eine Transformationsmatrix U
der Gestalt

U-BU = A =diag (A}, Ay, .-+, Ap)
existiert, so erhdlt man mit 2, = U-1%;, g, = U-15, die Gleichungen

ze = oz — Bizee + i

% = 01 (2)
20=0

oder in Komponenten
7 = Oéklizz(:ih — Bials + o, 1 = 1(1)m,
2, = o, ), kE=23,..., 29
2e® =0 Br =0 — 1.

Die Transformation von (2’) auf ein System von Differenzengleichungen erster
Ordnung liefert

Zy =A4; - Z -+ R,
foTE e k=2,3,..., (3)
Zl == ‘RI
wobei zur Abkiirzung
2, ® xpdi  — 0
Zk = :‘i) ’ 4, = ¥ ﬂk ’ R, = o
2, 1 0 0
gesetzt wurde. Die allgemeine Losung lautet
2 k-1 t+1
Zk :HAP.Z1+2 (HAP)‘Rt—l_Rk' (4)
p=k t=2 p=k

2. Der stationire Prozef3

Ist oy = & = const, so erhalten wir aus (4) die Ldsung

E—2 . —
Zi—A¥Z, 4 3 4By, A= TP)
p=2 1 0

Die Matrix 4 hat die Eigenwerte #;,, = (x4;)/2 4 }(24;/2)2 — f, die unter den Vor-
aussetzungen 4; € (—1;1), 0 <« <2, f =« — 1 betragsmiBig kleiner als Eins
sind. Fiir diesen Fall wichst aber die Losung des homogenen Systems von Diffe-
renzengleichungen bei auftretenden Stérungen g,® nicht an (d. h., fir £ — oo
verschwindet der erste Term in (4), und somit ist der stationidre IterationsprozeB
stabil.
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3. Ein nichtstationirer ProzeB

Wir betrachten den Fall &, — «, derz. B. den praktisch bedeutenden und eingangs
erwihnten ProzeB der optimalen Konvergenz mit umfafit. Fir die Matrix 4 mit
dem Grenzparameter o und 1; € (—1; 1) sind die Eigenwerte kleiner als Eins, folglich
existiert immer eine Transformationsmatrix H, so daB fir D = H-*AH die Beziehung
ID|<qg<1gilt,fallsnur 0 < & < x <& < 2 und 4] <1< 1 ist.

Werden die 4, ebenfalls mit H transformiert, so 1a6t sich die Darstellung

Dy = H'4,H = D 4 (x — o) - Ko, 1)

finden, wobei die Matrix K nur von 4; und & = lim «; abhingt. D, ist also eine

k—o00

»Fastdiagonalmatrix®, fiilr deren Eigenwerte man die Beziehung ¢; + &¢; angeben
kann, wenn ¢; Eigenwerte von 4 und wobei

Ot; = (¢ — o) - const

ist. Damit verschwindet auch in diesem Fall die Losung des homogenen Systems
(4), und fir den untersuchten ProzeB liegt ebenfalls Stabilitét vor, falls & — oo gilt.

4. Fehlerabschitzung

Wir wenden uns sofort dem nichtstationiren Fall zu, der den stationidren Prozel
als Spezialfall mit enthilt. Wegen || D|| < ¢ < 1 kann immer ein &, gefunden werden,
so daB fir alle & > k, auch ||D,|| < 1 gilt. Hier soll fiir k, diejenige Zahl gewihlt
werden, fiir die sich «; und « auf Grund der Maschinengenauigkeit der verwendeten
Rechenanlage nicht mehr unterscheiden, d. h., fiir alle & > k, gilt D, = D. Durch
Transformation von (4), Einfuahrung einer Norm und Riicksubstitution aller Hilfs-
groBen erhilt man fiir den Grenzwert des Fehlers beim betrachteten Iterations-
prozeB
ﬁ'l-"ﬂ sup ||, — 2*|| < [T - [lgl - |1 H|] max 1/(1 — |DD]),
—>00 {
wobei D) aus der zum Eigenwert 1; geh6érenden Matrix 4, (bzw. 4) hervorgegangen
ist. Die Norm von H kann im einfachsten Fall durch 2 abgeschitzt werden.
Weiterhin ist

DO = max {t], ||} mit ) = (xd;)/2 £ V(xdi[2)> — B.

x* ist die exakte Losung des vorgegebenen Gleichungssystems. Im Fall einer symme-
trischen Koeffizientenmatrix B vereinfacht sich die Abschitzung wegen U-! = UT.

Bemerkung. Die Abschitzung fir das gewodhnliche Gesamtschrittverfahren
{o« = 1) stimmt mit einer Abschétzung uberein, die auf anderem Wege iiber das
Fixpunktprinzip erhalten wurde. Es gilt dann |[D®)]] = |4;.]
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5. Numerische Ergebnisse

Nach dem angegebenen Iterationsproze8 wurden lineare Gleichungssysteme der
Dimension 3 bis 6 mit unterschiedlichen Eigenwertverteilungen der Koeffizienten-
matrix und Losungen in verschiedenen GroBenordnungen untersucht, wobei die
Fille & = const, «, — « und o zufilligen Anderungen im Intervall (0, 2) unter-
worfen, betrachtet wurden. Die Rechnungen wurden im Gleitkomma mit einer
Mantissenldnge von 8 Ziffern ausgefithrt.!) Fur die Abschitzung des Rundungs-
fehlers ||§|| wurden die von WILKINSON [2] angegebenen Schranken fiur Skalarpro-
dukte ohne akkumulierende Multiplikation und fir Additionen im Gleitkomma
unter Beriicksichtigung der Matrixstruktur und der Rechenvorschrift des ALGOL-
Programmes verwendet.

Die folgenden beiden Tabellen enthalten fiir zwei symmetrische Gleichungs-
systeme der Dimension 4 und fiir ausgewihlte Werte von « in den einzelnen Spalten
den maximalen Rundungsfehler je Schritt |||, den nach obiger Abschitzung be-

rechneten Fehler des Prozesses A4, = lim sup ||#, — «*| und das praktisch er-
k~—»00
haltene Fehlerintervall [§], das nach N Iterationsschritten erstmalig erreicht und

innerhalb weiterer 50 Iterationen nicht mehr verlassen wurde. Der Fehler variierte
in diesem Intervall vllig unregelmiBig.

Beispiel 1. Eigenwerte 12 ¢ (—0,75; 0,75) (Kondition von L : x = 6,85)

o | @10 | Ape-10° | (0107 | N
1,0 24 192 (13 .- 52) 64
1,2 30 108 (8- 51) 30
1,2% 30 108 (17 .- 63) 26
1,4 36 201 (11 .- 118) 42

Beispiel 2. Eigenwerte 42 ¢ (—0,8112; 0,8112) (Kondition von L: x = 9,6)

o | gl-10" | Apex-10° | [8]-107 | N
1,0 0,5 5 (1.2 74
1,1 0,6 4,6 (0,8 - 1,5) 57
1,262% 0,6 2,7 (0,5 -+ 1) 26
1,5 0,8 10,4 @2 6) 44

Anmerkung. Die Werte fiir *) wurden aus dem optimal konvergenten Prozell
erhalten.

Bemerkung. Der beschriebene Iterationsproze8 bildet im Sinne von BaBuZra
eine x4-L-Folge (vgl. hierzu Artikel von FrIepricH und MULLER in Heft 3 dieser
Schriftenreibe).

1) Rechenanlage R 300 des Rechenzentrums der TH Karl-Marx-Stadt.
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