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Geleitwort

Die Anwendung mathematischer Erkenntnisse in anderen Wissenschafts-
zweigen, in der Technik und in weiten Bereichen der Volkswirtschaft ist in den
meisten Féllen in irgendeiner Weise mit dem Begriff ,,Numerische Mathematik*
verbunden. Der numerische Algorithmus als zentraler Begriff der Numerischen
Mathematik soll deshalb auch der inhaltlichen Gestaltung der Zeitschriften-
reihe zugrunde liegen. Dabei sollen alle Aspekte des numerischen Algorithmus,
wie etwa seine Herkunft, Begriindung, Konvergenz, Realisierung, Testung und
Anwendung, in gleichem MalBle in der Zeitschriftenreihe erértert werden konnen.
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Untersuchungen zur EinschlieBung der Lésungen
von Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungent)

KarrL-HEinz BACHMANN

1. Ein EinschlieBungsverfahren fir Anfangswertaufgaben

1.1.  Einleitung

Zur Fehlerabschitzung bei der gendherten Losung von Differentialgleichungen
sind Iterationsverfahren gut geeignet, da hierfiir allgemeine Abschitzungs-
satze bekannt sind. Um derartige meist fiir die Losung von Gleichungen in
Banachraumen hergeleitete Sédtze bei Diskretisierungsverfahren nutzen zu
konnen, ist es erforderlich, aus punktweise verfiigbaren Néherungen Naherungs-
funktionen zu konstruieren. Verwendet man eine solche Funktion als Anfangs-
element einer Iteration, so lassen sich weitere Naherungen ermitteln und Aus-
sagen iiber ihre Fehler machen. Ein von J. SCHRODER angegebener Einschlie-
Bungssatz [2] liefert in Verallgemeinerung des 1terationsverfahrens Folgen von
unteren und oberen Schranken. Dieser EinschlieBungssatz soll hier zur Losung
der Anfangswertaufgabe fir Systeme gewdohnlicher Differentialgleichungen
angewandt werden.

1.2, Bezeichnungen

Es bezeichne I das reelle abgeschlossene Intervall [¢,, T'], R sei der Raum von
n-tupeln stetig differenzierbarer Funktionen von ¢ € I. Die Komponenten eines
Elementes z € R seien mit 2D (f), . . ., 2™ (¢) bezeichnet. Uber R sei eine Halb-
ordnung definiert:

v < g, falls 29(t) < yO()
fuiralle t€71 und i=1,...,n. (1

N sei ein n-dimensionaler reeller normierter Vektorraum ein Vektor » € N habe
die Komponenten »¥, ..., »™, Als Norm wird hier die Maximumnorm

1) Gekiirzte Fassung der 1970 von der Technischen Universitat Dresden an-
genommenen Habilitationssehrift des Verfassers. Den Referenten, Herrn Prof. Dr.
N. J. LEamaxnN, Herrn Prof. Dr. G. Oprtz und Herrn Prof. Dr. J. W. ScuMmIDT sei
auch an dieser Stelle fiir ihre Unterstiitzung durch wertvolle Hinweise gedankt.
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lv]l = max |v®| verwendet. Es lassen sich jedoch auch mit anderen Vektor-
1

normen den hergeleiteten Abschiatzungen entsprechende Resultate erzielen.

Betrachtet wird das Anfangswertproblem
, __dy .
Y =2 =F@0, yl) =9 WcN. @)

W ist ein n-dimensionales Teilgebiet von N, f eine Abbildung von N x I'in N.
Die Funktion f geniige in einer Kugel K < W der Lipschitzbedingung

If (w, &) — f(v, )]l = Lilw — »fl,

wC€ K, vE K, K={y:|ly —yoll <ry,70>0} L>O0. (3)
Jedes der Anfangswertprobleme

u’ = f(u,t), uty) = uo € K’,

K = {y:lly —goll =i < 1o, 7 > 0} (4)
ist dann fir geniigend kleines ¢ — ¢, eindeutig l6sbar. Durch

Tuw = u(tp) + toftf(u(s),s)ds (5)

wird ein Operator T definiert, der eine Teilmenge von R in R abbildet. Die
Losung eines Anfangswertproblems (4) kann fiir geniigend kleines ¢ — £, durch
das Picardsche Iterationsverfahren

Uy = Tu;, (G=1,2,...)
Uy S R, u, (to) = Uy, Uy (t) €K fur tel (6)

bestimmt werden.

1.3. Fehlerschranken

Aus der Iterationsvorschrift (6) lassen sich leicht Fehlerschranken ableiten.
Es gilt

[fug(t) — wa(8)|] = tf [f(ua(s), 8) — f(us(s), s)1ds

élf If (u2(s), 8) — flui(s), s)ll ds
étf Ljjuy(s) — uy(s)lids = Le(t — &), (7)

falls [|uy(s) — u ()| < efir s E{ty, ] = 1 .
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Durch InduktionsschluB folgt
(t — to)j_l

G @

[l%; .1 () — 2w (Ol §‘f Lijui(s) —u;_4(s)|lds = Li-te

167, m(0) — )] < 27: oty (8) — 3,1 O

jor, B =071 pcwy
sP7 e (9)
Diese Ungleichungen gelten, solange alle u,(¢) in K liegen, also wegen der Stetig-
keit der u,(?) fiir geniigend kleines ¢ — ¢,. Fiir diese { konvergiert die Folge der
u;(¢) sowohl hinsichtlich der Norm als auch komponentenweise gleichma8ig
gegen eine Funktion U (t), die die gesuchte Losung des Anfangswertproblems
(4) ist. Aus (9) folgt fiir § = 2 und m — oo die Abschitzung

oo < ([t — r
106) = wal] = 3 ) — ., 0] = ¢ 372
= ekttt — 1), (10)

Ist statt der in (7) benutzten Abschitzung {lu,(s) — ()| < ¢ eine Ab-
schitzung der Form

lua(s) — ()| < ofs — tg)  fir  SE€ [ty ] = I (11)
bekannt, so folgt

Jos(t) — w2 = g Lot — b2 (12)
1T = wa (O = 7 (5% — L(t — fg) — 1), (13)
U@ —w @ = % (¢ — 1), (14)

Diese Form entspricht der von ToLLmieN [3] angegebenen Abschitzung fiir das
Anfangswertproblem bei einer gewShnlichen Differentialgleichung erster Ord-
nung.

ZweckmiBig benutzt man zur Rechnung den Defekt der Naherungslosung

%y (f)

At w) = £ (i (1), €) — u;(0). (15)
Dann gilt

s (8) — w, () :,oftd(S; ;) ds (16)
und

e = 0] = | [ atos ) ds | = fates )l ds -

A

max ||d(s; u)ll - (¢ — £).
s€ 1]
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Je nach den iiber den Defekt d (£;%,) vorliegenden Informationen 148t sich eine
der in den Abschétzungen verwendeten Konstanten ¢ oder ¢ berechnen.

Wird das betrachtete Anfangswertproblem schrittweise gendhert gelost, so
ist der Anfangsvektor fiir einen Integrationsschritt hochstens beim ersten
Schritt genau bekannt. Im allgemeinen ist der Anfangsvektor als Resultat des
vorhergehenden gendherten Integrationsschrittes fehlerbehaftet. Die Norm der
Differenz der Losungen Y () und U (¢) der benachbarten Anfangswertprobleme
(2) und (4) kann fiir geniigend kleines { — £, abgeschitzt werden durch

1Y (6) — U@ < ry 20, (18)
Beweis. Die Iteration y,, , = 7y, fihrt ausgehend von
yi(t) = U(t) + yo — o (19)
zu
ly2(8) — UM =llgo — woll + tf'llf(.%(S): 8) —f(U(s), s)lds
=1yo — uoll +thH?/0 — ugl|ds
=1+ Lt —t) (20)
und

“yn+1(t) - U(t)” é”yo - uO“ + tf“f(yn(s)a 8) -f(U(S)’ 8)“ ds
=1%o — uoll + Ltf yn(s) — U(s)llds

rLE(E — Lo)F
< ,,.lkZ (—k’i < 7y - eRU-1, (21)
= !

Wegen lim y,(t) = Y () folgt daraus (18).

Die Norm der Differenz zwischen einer berechneten Naherungslosung U (¢)
des Anfangswertproblems (4) und der Losung Y () des Anfangswertproblems
(2) kann abgeschétzt werden durch

10— YOU=IIT@® — UGN +I1U@E — Y. (22)
Der an der Stelle ¢, berechnete Naherungsvektor U (¢,) sei abkiirzend mit i,

bezeichnet, eine Abschétzung |4, — Y (t,)|| < 6, sei bekannt. Die Losung des
Anfangswertproblems

w=ft), ul)=4, \ (23)

sei mit U, (¢) bezeichnet. An der Stelle ¢,,, = ¢, + % (k> 0) gilt dann die Ab-
schitzung

“dr+1 - Y(t1+1)“ = 67 el +” d7+1 - Ur(tr+1)” = 61+1, (24)
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wobei @,,, durch gendherte Losung des Anfangswertproblems (23) an der
Stelle ¢, , ; berechnet wird. Geschieht diese Berechnung mittels eines oder zweier
Schritte des Iterationsverfahrens, so kann || %,,, — U,(¢,.,)|| durch eine der
Formeln (10), (13) oder (14) abgeschitzt werden. (24) stellt somit eine rekurrente
Fehlerabschitzung fiir das Anfangswertproblem (2) dar. Die darin enthaltene
Exponentialfunktion mit dem positiven Exponenten L h bewirkt, dafl diese
Fehlerabschatzung fir praktische Zwecke bei einer groBeren Zahl von Inte-
grationsschritten durch ihr starkes Wachstum unbrauchbar ist, sofern nicht
die exakte Losung ein dhnliches Wachstumsverhalten zeigt.

1.4. FEinschliefungssatz

Mittels eines von J. SCHRODER stammenden EinschlieBungssatzes [2], der im
wesentlichen auf einer Zerlegung des Iterationsoperators in monotone Anteile
beruht, jedoch allgemeiner formuliert wurde, lassen sich Fehlerschranken ver-
bessern. Der EinschlieBungssatz lautet in einer speziellen Fassung:

Es sei P ein reeller halbgeordneter linearer Raum, (v, w) bezeichne die Menge
aller w € P mit v < u < w; S sei ein Operator, der (v, w) in P abbildet. Es exi-
stiere eine fiir uy € (v, w) und u, € (v, w) definierte Funktion H (u,, u,) mit den
Eigenschaften
(A) H(u,u) =S u,

(B) H(u,v) < H(uy, vy) fiir w=suy, und vy <.

Es seien weiter zwei Elemente x € (v, w) und 2z € (v, w) bekannt, fir die

(V1) x<2z «=<H(x2), H@Eazx)<z

gilt. Falls cin Fixpunkisatz eine eindeutige Losung y der Gleichung w = S u
garantiert, wird diese Losung durch

(€) H(x,2) =y < H(z, )

eingeschlossen.

Ist bereits bekannt, dal
(V2) z=y=<=z
gilt, so kann auf die Voraussetzung (V 1) verzichtet werden. Aus den Eigen-
schaften (A) und (B) folgt dann
H(x,2) < H(z,y) < H(y,y) = y,} (25)
y=H(y,y) = H(z y) < H(z, 2).
Es kann vorkommen, daB H(x,z) in diesem Fall eine schlechtere untere
Schranke fir y ist als z, z. B. wird firx = y
H(z,2)=H(y,z2) = H(y,y) =y = 2. (26)



14 KArRL-HEINZ BACHMANN

Entsprechend gilt fiir z = y die Ungleichung
z=y=H(y,y) < H(y, ) = H(z, 2). (27)
Unter der Voraussetzung (V 2) sind also H («, z) und H (z, 2) nicht immer ver-

besserte Schranken fiir . Um die praktisch schwierige Uberpriifung von (V 1)
zu vermeiden, wird im folgenden nur vorausgesetzt, daBl (V 2) erfiillt ist.

1.5. Anwendung des Einschlieffungssatzes

Zur Anwendung des EinschlieBungssatzes zur Losung des Anfangswertproblems

(2) ist eine Funktion H zu konstruieren, die die Eigenschaften (A) und (B) aus

1.4, hat. Zusitzlich gelte noch die Voraussetzung:

(V3) f(v,t) hat fir v € K, t € I stetige partielle Ableitung erster Ordnung
und nicht wechselnden Vorzeichens nach den Komponenten von v.

Als Abkiirzung wird

. of® (v, t ..
sik251gn(i—a£:)—)) fir v»€ K, t€l, k=1,...,n (28)

verwendet. Die Funktion H (x, z) wird definiert durch

s
H(x, Z) :x(tO) —l—fg(x(s),z(s),s) dS, (29)
wobei

g9 (2(s), 2(5) 8) = [P (r;(s), 8)
(k) v
. " ¥ (s) far s, =0,
mit 7 (s) = {z<’=>(s) fir s, < 0. (30)

Fir ¢ =z = u wird H(u, ) = T u, also hat H die Eigenschaft (A) fur den
Operator 7T'. Die Eigenschaft (B) 148t sich ebenfalls leicht nachweisen:

H (uy, v)) — H(wy, vq)

= o) — w0+ [ [0 (02(6), 22060 ) — g (ws(5), 0a(6), )] s, (31)
59 (125 22(6), 9) — 69 (s (9, 1 6), )

= ), 9) = FO (), 5) = 33 000 — B Ll 3

In (32) sind die Werte der auftretenden partiellen Ableitungen an einer Mittel-
stelle zwischen r,;(s) und r;(s) zu nehmen. Die r,;(s) und r,;(s) stimmen kompo-
nentenweise mit u,(s) bzw. v4(s) und u,(s) bzw. v, (s} entsprechend den Werten
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der s;, tiberein. Aus %; < u, und v, < v, folgt
r$(s) — 18(s) = wP(s) —uP(s) = 0 fiar s =0, }

33
KB(s) — 1B(s) = o (s) — oD (s) = 0 fir sy < 0. (33)

Die einzelnen Summanden in (32) sind daher nicht negativ. Somit folgt wegen
ua{ty) = u, (f,) die Eigenschaft (B) direkt aus (31). Da die Gleichung v = T'u
einen eindeutig bestimmten Fixpunkt hat, ist der EinschlieBungssatz anwend-
bar. Als Ausgangsfunktionen konnen nach 1.3. gewonnene Schranken z und
z benutzt werden.

1.6. Wachstum der Fehlerschranken

MaBgebend fiir die Giite der neuen Schranken z; = H (%, 2) und z, = H (2, %)

ist das Wachstum der Differenz z(¢) — #,(f) mit £. Zur Untersuchung der

Differenz z, (¢) — z, (¢) werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:
0" = min (z®(s) — 2®(s)), }

8€[2o,!]

34
AW = max (z®(s) — a®(s)). (34)
s€fty,t
Weiter sei die partielle Ableitung # (v, s) abkiirzend mit f; (v, s) bezeichnet.

Die i-te Komponente z$)(f) von z, (t) 1Bt sich darstellen als
i
2P (1) = 2D(t) + [ 99 ((s), 2(s), s) ds
t
1
= a9 (ty) + ff(i) (r:(s), 8) ds

= ¥ (o) + f [ (=(s), 8) + Z’ fa (mi(s), 5) - 6P (s)] ds
mit 6 (s) = ri") (s) — x®(s),
m(s) = x(s) + F(ry(s) — x(s)), O0=9¢ =< 1. (35)

Fir s;, = 0 stimmen r;(s) und x(s) tiberein, daher bleiben von der in (35) vor-

kommenden Summe nur die Glieder mit negativem Vorzeichen von f;, tibrig.

Die Summe iiber diese Glieder sei mit )’ fy 6% bezeichnet. Da dann 7 (s)
%

= 2z®(s) gilt, entsteht
2{(t) = 29 (t)

+ j [fP(z(8), ) + Zk”fik(mi, 8) (29(s) — 2®(s))] ds.  (36)
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Da die 2 (s) — 2®(s) nicht negativ sind, sind die einzelnen Summenglieder
negativ oder Null, es folgt mit der Abkiirzung ¢, fur m[in] {fix (my, s) | die Ab-
8E[lo,t

schitzung

2P (1) < 2 (6) + j fO (2(s), 5) ds — LZ’ 0P - gy (t — )

Analog 148t sich die Ungleichung
() = 29() + lft fo ‘(2(8), 5)ds + kZ’ 10® - gt — to) = 2(t) (38)
herleiten. Hieraus folgt
20 () — 20 (0) = ) (8) — (8)
= 29(to) — a9 (t) +tfe [FP (z(s), 8) — f© (2(5), 8)] ds

+ 2y,(t — &)
mit y, = ZI o® . i (39)

() — 2§ (1) = 29(tg) — 2 (t)
t n
+ [ X fa (mi(s), 8) 2PO(s) — a®(s)) d s + 29;(6 — to)
fo E=1
mit m; (s) = x(s) + 9* (2(s) — z(s)), 0 < H* < 1. (40)
Dierechte Seite von (40) wird verkleinert, wenn aus der vorkommenden Summe
die nichtnegativen Glieder weggelassen werden:
2P (1) — 2P (£) = 29 (to) — « V(&)
— X Dy AVt — bo) + 2y, — to)
k

mit &, = max IACHOR IR (41)
8€[fs,¢

Zusammenfassend gilt also mit ¥; = )" @, 4®
%
20() — 2 (6) = 20 (o) — 2P (fo) + (29, — P (¢t — bo). (42)

Im allgemeinen werden y; und ¥; nur wenig verschieden sein, der Ausdruck
2y, — ¥, wird also nicht negativ sein, die Differenz 2{’(¢) — x{"(¢) ist dann
monoton wachsend. Wenn auBerdem z®(t,) — 2 (¢,) verschwindet, wird es

sogar eine positive Konstante »; geben, mit der
29, — ¥y = x; (29(8) — 2 (b))
gilt,
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Fithrt man noch die Bezeichnungen

0 = 2&0(to) — 2 P(tg), 6P = 2{)(ty) — 2P (ty)
und b = ¢, — ¢, ein, so ergibt sich

8P = (1 + »; ). (43)
Wenn x; positiv ist, wichst hiernach die Differenz 2{?(¢) — 2{(¢) bei schritt-
weise ausgefithrter Integration exponentiell mit ¢. Bei nicht exponentiell
wachsenden Losungen erhilt man also auch durch Anwendung des Einschlie-
Bungssatzes in der beschriebenen Form fir gréBere ¢ praktisch unbrauchbare
Schranken.

1.7. Randlosungen

Das ungiinstige Wachstumsverhalten der erhaltenen Schranken beruht darauf,
daBl die Losungen aller Anfangswertprobleme mit Anfangsvektoren aus einem
Intervall

J={rgsv<z} N (44)

gemeinsam abgeschitzt werden und dal die als Argumente auftretenden 7,(s)
an der Stelle s = £, im allgemeinen nicht mit x (£ bzw. z(¢,) iibereinstimmen.
Dadurch tritt in (36) das negative Glied

2 fumy, ) - (Z0(s) — 29(s))
P

auf, welches bewirkt, daB x!{”(f) unter Umstdnden wesentlich zu klein wird.
Ebenso kann z{?(f) wesentlich zu groB werden. Unterteilt man das Intervall J
in Teilintervalle kleineren Durchmessers und schitzt die Losungen in diesen
Teilintervallen einzeln ab, so ergeben sich glinstigere Verhaltnisse, da die Diffe-
renzen zwischen oberen und unteren Schranken der einzelnen Teilintervalle
kleiner sind. Durch Maximum- bzw. Minimumbildung iiber alle Teilintervalle
erhdlt man eine neue obere bzw. untere Schranke fiir die Losungen aus dem
gesamten Intervall. Dabei sind unter der Voraussetzung itber die Vorzeichen
der ersten partiellen Ableitungen (V 3) nur die am Rande liegenden Teilinter-
valle wesentlich, es zeigt sich sogar, dal nur Schranken fiir Losungen durch
Randpunkte oder Randmengen gebraucht werden.

Im folgenden soll die Abhéngigkeit der Losung U (¢; uy) des Anfangswert-
problems (4) vom Anfangsvektor u, untersucht werden. Betrachtet wird die
i-te Losungskomponente U (¢; u,). Zunichst variiere nur die i-te Komponente
des Anfangsvektors in einem Intervall

J(vg) = {v: v® = o fiir k &+ 4, 2) < oD < 2}, v € J. (45)

2 Numerische Mathematik 1
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Die Differenz der i-ten Komponenten zweier Losungen mit Anfangsvektoren
vy € J,(vg) und v, € J,(v) ist

U vy) — UD(E; 0)
4
= o) — of' + [[fO(U(s; v1), 8) — fO(U(s;5v0), )} ds
to

= U(f) - ”gi) + f _)7—:1 (U(k)(s; vy) — U(k)(é’; v2))fik (l‘i(s), 8) ds, (46)

T k=1
wobei u;(s) eine mittlere Funktion zwischen U(s; v;) und U (s; v,) ist. Da die
Maximumnorm benutzt wird, gilt }|f,(u(s), s)| < L, und es folgt aus (3),
(18) und (46) die Abschitzung

UD (¢t 01) — U (E; v9)

=) — o — L- max WU (s5v0) — Uls; va}l| - (¢ — )
SE[Ly,t

= o) — o) — Lilo; — 05|49 (8 — 1), (47)
Da sich die Anfangsvektoren »; und v, nur in der i-ten Komponente unter-
scheiden, gilt

91 — wal| = o} — o[ . (48)

Wird nun v > v{? vorausgesetzt, so 1aBt sich (47) in der Form
1 2 g

UD(t;0)) — UO(E;09) = (0P — o) (1 — Lt — tg) eX¢-4) (49)
schreiben. Solange
Lt —ty) el <1 (50)

gilt, ist demnach U®(t; v,) nicht kleiner als U®(¢; v,). Bezeichnet man die
beiden Randpunkte des Intervalls J;(vy) mit vy = x{¥)und 5,(3§) = 2{), so
gilt unter der Voraussetzung (50) die EinschlieBung

UD(8; vg) < UD(t;0) < U 89), v€ Ji(wg), vo€ J. (51)

Variiert v, in J, so variiert 9, auf dem Rand ﬁl und v, auf dem Rand aJ,.

Diese Randmengen sind definiert durch

2P fur k=+i, oD =M,
2 fir ki, 09 =a®}.

aJ; = {w: P < oW

52
o, = o P = o )

A 1A

Eine obere Schranke fiir alle U®(¢; v) mit » € aJ, ist also gleichzeitig obere
Schranke fiir alle U®(¢; v) mit » € J. Entsprechendes gilt fiir eine untere
Schranke fur alle U9 (¢; v) mit v € aJ,.

Im folgenden variiere der Anfangsvektor auf der Randmenge E_L Fiir zwei
derartige Anfangsvektoren gilt

uf) —ul) =0, wo € aJ;, € al,. (53)
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Die Differenz der zugehorigen i-ten Losungskomponenten ist

UD (85 ug) — UD(E;5 ugn)
t n
= zf k,:y/: T (#:(9), 8) (UP (85 ug) — UB (55 ug9)) ds. (54)

Die vorkommenden Differenzen der k-ten Lésungskomponenten lassen -sich
entsprechend umnformen:

U® (55 ug) — UP(s; ugy) = ) — uf) + 6®4(s), (55)
no
U(k)(s) = 2 ffkj (.“k(T), T) (UO)(TQ Uoy) — UO)(‘H “02)) dz. (56)
j=1t
Fiir ¢® (s) ergibt sich mit der in (47) benutzten Methode die Abschitzung
[6® (s)| < Lt — to) e "ugy — ugyl]. (57)

Hiernach kann (54) in der Form

H

t
UO(t; ue) — UD (s ugp) = 3 [ S (0:(8), 8) (uf) — ul) ds

Pt
+ glffik (#:(s), s) aP(s) ds (58)

geschrieben werden.
Es werde nun angenommen, daB sich uy und %g nur in der k,-ten Kom-
ponente unterscheiden (ky =+ ):

u® = u®  fir k + k. (59)
Dann gilt
llwor — tgall = Julf — ulfy). (60)

» .. ’
U5 wor) — UD(E; ugy) = (ulfy — “ffz')) ffik, (ui(s), s) ds
10

+ kzl lf' Fu (s(5), 5) o® (s) ds, (61)

|09 (s) | = L(t — to) e* 2 uf) — ulfy|, (62)

n il
1
2 [ fa(pils), 8) o®(s) ds | < 5 L2(t — to)2 €™ [ufly —uffp|. (63)
k=1
Weiter werde

Sip, = sign (fik,) =0 (64)
vorausgesetzt. In Abhéngigkeit von s; wird ein Vektor ug,, gewéhlt:

u®) = ul® fir k =k
(k ) as
) — xy?  fur sy <O, (65)
20 far sy > 0.

2%
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Wegen

A0 < ) < A (66)
ist das erste Glied der rechten Seite von (61) nicht negativ, wenn %y durch ug,,
ersetzt wird. Fithrt man noch die Bezeichnung

My, = Ig[;n” fie, (1:(s), 8)| (67)

ein, so erhdlt man die Ungleichung

UO(t; upy) — UD(E; upy)

2 (o) — 1t — to) (s, — 5 Zale — ) 00). (68)
Die rechte Seite ist positiv, solange

S L2 — ) 40 < my, (69)

gilt. In diesem Fall ist U®(¢; ug;,) eine obere Schranke fiir U (¢; uoq) Da w4

von dem beliebig aus 8J wihlbaren uy, abhingt, wird die Menge o, :(kq) aller
Vektoren ug4 betrachtet.

(k) = {0700 = o), o) = ),
! < oW <P fur k£, kFk.
Nach den bisherigen Betrachtungen ist eine obere Schranke fiir alle U®(¢; v)
mit v € aJ,(k;) gleichzeitig obere Schranke fiir alle U®(t; ug) mit ug € J,
solange (50) und (69) erfillt sind.
In Fortsetzung des angewandten Verfahrens laft sich zu jedem wugp € &J;

eine abbrechende Folge ug;, %g2, . - ., %y, konstruieren, firr die
U (85 u0,) = -+ + = UD(E; wora) = UD(E; wory) = UW (85 o) (71)
gilt. Dazu seien k, . . ., k, alle Komponenten, fiir die Sip, + 0 und k, & i gilt.
Die Vektoren u,, sind definiert durch
uly =), firk +k,r=2,. ..,Q,l
k) 2 D
PO | (72
otr 200 far sy > 0.
Wie oben 1aBt sich zeigen, daB U®(£; uy,,) = UD(¢; uyy ,_,) gilt, wenn
1
5 L2t — ty) "W < my, (73)

ist, wobei my, das Minimum des Absolutbetrages von f;. in einem geniigend

groBen Bereich bezeichnet.
Fiihrt man eine Indexmenge

K= {k:s; =0,k =i} (74)
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ein, so laBt sich die Menge ﬁ:“ als Menge aller u,,, wie folgt definieren:

aJF = {v: v = 2{),

o® =  fir s, <0 und k€K,

o® =2  fir s, >0 und k€K,

P < oW < 2P fir KE K} (75)
Wenn K, leer ist, zieht sich 8J* auf einen Eckpunkt des Intervalls J zusammen.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB zu jedem u, € J ein u € ¢JF

mit folgenden Eigenschaften existiert:

wi® = 20, ui® = ou® fir k€ K,,

L «®  fir s, <0, k4¢K, (76)
0 2B fir s, >0, k€ K,.,I
U@ (t; uy) = UD(E; uy), falls (50) und (73) fiirr=1, . . ., g erfiillt sind.

Eine obere Schranke 29 (¢) fiir alle U (¢; ) mit uf € 8J ¥ ist demnach gleich-
zeitig obere Schranke fiir alle U (¢, ug) mit u, € J.
Entsprechend 148t sich eine Menge 8J7 konstruieren, die zu jedem wug€J

einen Anfangsvektor «}* enthéilt, mit dem
UD (L ui™) < UO(E; uy) (77)
fir gentigend kleines ¢ — ¢, gilt. Diese Menge wird definiert durch
eJF = {w: 0 =2,
- o® =20 fir s, <0 und k€K,
v® = 2® far s, >0 und k€K,
2B < o™ < 2P fir k€ K]} (78)
Eine untere Schranke 2 (t) fiir die i-te Komponente aller Lésungen von (4)
mit einem Anfangsvektor aus ¢J ist gleichzeitig untere Schranke fiir die i-te

Komponente aller Losungen mit einem Anfangsvektor aus J.

1.8. Einschliefung von Randlosungen

Das EinschlieBungsverfahren kann entsprechend den Resultaten von 1.7. in
folgender Weise abgewandelt werden: Fiir jede Komponente i werden die

Randmengen _87{ und 2J7 des Ausgangsintervalls J bestimmt. Danach werden

obere und untere Schranken fiir alle Losungen mit Anfangsvektoren aus 8—172"
und @J7 gebildet. Aus ihnen wird mittels der in 1.5. beschriebenen Methode

eine neue obere bzw. untere Schranke fir die i-te Losungskomponente be-
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rechnet. Da f® nur von den Komponenten abhingt, fir die die partiellen
Ableitungen f; nicht identisch verschwinden, werden die Ausgangsschranken

nur fiir diese Komponenten gebraucht. Jede dieser Losungskomponenten hat
aber auf der Randmenge 8J7 bzw. aJ7 einen konstanten Anfangswert. Es gilt
daher analog zu (58) fn k ¢ K,

wo ot
UBEs 0) — UOE; 0) = 2 ffkj (ui(s), 8) (W — o)) ds
i=1 4

+ va f Jii (ur(8), 8) 6P (s) ds

=14

mit v, € 8J%, 0, € 3JF  baw. v, € 8J¥, v, € 0J%. (79)
Da o’ und »§ fir j ¢ K, iibereinstimmen, bleiben von der ersten Summe
in (79) nur die Glieder mit j € K, ubrig. Werden obere Schranken fiir
die |fy; (#x(s), s)i in s€[¢, ] mit M,; bezeichnet, so folgt aus (79) die
Abschéitzung

[UR(t; 0) — UP(E; vy

= § My |0 — o | (t — ) + % g — val| L2(t — t)2 X8

2 My

JEK;

Zlloy — vl L(t — to)( 7 + 3 (& — t) eL(t_l”))- (80)

Dabei werden die ¢ (s) analog zu (57) abgeschétzt.

Falls 8—.]—7 bzw. 2J7F nicht nur aus einem Punkt besteht, kann (80) benutzt
werden, um aus einer bekannten oberen bzw. unteren Schranke fir U® (£; v,)
mit , G—Z—J;‘: bzw. » € 8J} eine obere bzw. untere Schranke fiir alle U® (¢; v)

mit v € ﬁ, bzw. v € 8J} zu gewinnen. Diese Schranken werden — wie be-

schrieben — als Ausgangsschranken zur weiteren EinschlieBung verwendet.

1.9. Wachstum der Einschliefungsintervalle

Die erhaltenen Schranken sind im allgemeinen nur stiickweise giltig. Hin-
reichend dafiir ist die Erfiillung der Bedingungen (50) und (73). Um eine Ein-
schlieBung der Losung iiber lingere Intervalle der unabhidngigen Verdnder-
lichen ¢ zu erhalten, wird man schrittweise eine Folge von EinschlieBungs-
intervallen Jy, J;, ..., J,, ... zur EinschlieBung der Losung an den Stellen
by, t, .. ., t,, . . . konstruieren (£, , > ¢,). Das Wachstum dieser Folge von Inter-
vallen hangt von den Stabilititseigenschaften der Losungen des betrachteten
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Anfangswertproblems ab. Es kann jedoch auch bei stabilem Loésungsverhalten
vorkommen, daB-die Intervallfolge unbeschrinkt wachst. Diese Erscheinung
sei hier nur an einem Beispiel erlautert.

Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten

Koeffizienten
, W 1 -2
y =Ay, y=(Z<-_)>), A=(3 _4)- (81)

Die allgemeine Losung des Systems ist

3 —2\ _ 2 2y ]y

G Yo (T

y( ) Yo 3 _92 -3 3 y(()2) ( )
Als Anfangsintervall an der Stelle {, = 0 werde das Intervall

J=Jo={lg"I = o, 13| < b} (83)
gewdhlt. Die Randmenge ﬁl enthalt nur den Punkt

w0 =(_3). (84)
Die Losung y;(¢) durch diesen Anfangspunkt hat die erste Komponente

¥ = Ba+ 2b)et —(2a + 2b)e (85)
Entsprechend enthilt die Randmenge ¢J5 nur den Punkt

= (73) (86)

b

Die Losung y,,(¢) durch diesen Anfangspunkt hat die erste Komponente

Y ) = — yi (). (87)

Die zweiten Komponenten der Losungen y,;;(¢) und y, () durch die Anfangs-
punkte

Yur(0) = (Z)’ Y (0) = (::) (88)
sind Schranken fiir y®(¢). Diese Komponenten sind

Y = (3a — 2b)e™" 4 (36 — 3a) e,

WRO = — o, |
Fiir gentigend kleines ¢ gilt also die EinschlieBung

Yy =y ) = )

¥ = ¥ < vin (t)-}

Zur Bestimmung des Giiltigkeitsbereiches werden die Differenzen

(89)
(90)

YP() = g0 =(a — ) Bet — 27 £ 4y e —2e)
Y —y ) =@ —yP) Be ' —3e ) + (b —yP) (Be ¥ — 2e—')} )
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fir |9{’| < ¢ und |y{?| < b betrachtet. Alle Glieder der rechten Seite sind
nicht negativ, solange

3e % —2¢t=0 (92)
gilt. Fur

0<t<In (;) (93)
sind also %{(t) und % (f) obere Schranken firr ¥ (f) und y®(¢). Fir die
unteren Schranken ergibt sich der gleiche Gultigkeitsbereich.

Aneiner Stelle ), = h mith < In (g) erhdlt man das EinschlieBungsintervall

Iy ={yP| < ar, 1¥®1 = b}, (94)
wobei
a;=0B8e¢?*—2eMagd(2e?—2eMb=aa-+ b, (95)
by =Be?*—3e ™Mat(—2e "+ 3eMb=ya+db.

Dieses Intervall ist das kleinstmégliche EinschlieBungsintervall an der
Stelle ¢,.
Durch Fortsetzung des gleichen EinschlieBungsverfahrens mit der Schritt-

weite k entsteht eine Folge J,, J,, ..., J,, ... von EinschlieBungsintervallen,
wobei

Jo={lyP < a,, [yP| < by} (96)
ist. Die ¢, und b, ergeben sich aus

a,=oa, y+B8b,_,, by=va,_;+0b,_,. (97)
Dieses Differenzengleichungssystem hat die allgemeine Losung

a, =2A 2+ 4,4, b,=A, A — 34,4, (98)
wobei 4; und 2; Wurzeln der charakteristischen Gleichung

e P te ™ —12e7* L 257 — 127" =0 (99)

sind, und zwar
M=4de" -3¢ Qo= —3et 4 4¢ (100)

Fiir 0 <h < 1 gilt 2, > 1, daher wachsen a, und b, unbeschrankt, d. h., die
Folge der EinschlieBungsintervalle ist instabil, obwohl die Gesamtheit der
Losungen (82) des Differentialgleichungssystems (81) stabil ist.

Der Grund fiir das abweichende Wachstum der EinschlieBungsintervalle
und der durch Losung des Differentialgleichungssystems (81) mit Anfangs-
vektoren aus J, entstehenden Bildgebiete von J liegt darin, dal diese Bild-
gebiete keine achsenparallelen Rechtecke, sondern Parallelogramme sind,
deren Eckpunkte auch nicht mit denen der sie einschlieBenden achsenparal-
lelen Rechtecke iibereinstimmen. Ein solches Parallelogramm ist definiert



