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Geleitwort 

Die Anwendung mathematischer Erkenntnisse in anderen Wissenschafts-
zweigen, in der Technik und in weiten Bereichen der Volkswirtschaft ist in den 
meisten Fällen in irgendeiner Weise mit dem Begriff „Numerische Mathematik" 
verbunden. Der numerische Algorithmus als zentraler Begriff der Numerischen 
Mathematik soll deshalb auch der inhaltlichen Gestaltung der Zeitschriften-
reihe zugrunde hegen. Dabei sollen alle Aspekte des numerischen Algorithmus, 
wie etwa seine Herkunft, Begründung, Konvergenz, Realisierung, Testung und 
Anwendung, in gleichem Maße in der Zeitschriftenreihe erörtert werden können. 
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Untersuchungen zur Einschließung der Lösungen 
von Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen1) 
K A R L - H E I N Z B A C H M A N N 

1. Ein Einschließungsverfahren für Anfangswertaufgaben 

1.1. Einleitung 

Zur Fehlerabschätzung bei der genäherten Lösung von Differentialgleichungen 
sind Iterationsverfahren gut geeignet, da hierfür allgemeine Abschätzungs-
sätze bekannt sind. Um derartige meist fü r die Lösung von Gleichungen in 
Banachräumen hergeleitete Sätze bei Diskretisierungsverfahren nutzen zu 
können, ist es erforderlich, aus punktweise verfügbaren Näherungen Näherungs-
funktionen zu konstruieren. Verwendet man eine solche Funktion als Anfangs-
element einer Iteration, so lassen sich weitere Näherungen ermitteln und Aus-
sagen über ihre Fehler machen. Ein von J . S C H R Ö D E R angegebener Einschlie-
ßungssatz [2] liefert in Verallgemeinerung des Iterationsverfahrens Folgen von 
unteren und oberen Schranken. Dieser Einschließungssatz soll hier zur Lösung 
der Anfangswertaufgabe für Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
angewandt werden. 

1.2. Bezeichnungen 

Es bezeichne I das reelle abgeschlossene Intervall [£0, T], R sei der Raum von 
•»-tupeln stetig differenzierbarer Funktionen von t 6 I. Die Komponenten eines 
Elementes x£ R seien mit x(1)(<), . . . , x(n^{t) bezeichnet. Über R sei eine Halb-
ordnung definiert: 

x- ^ y, falls x{i){t) ^ y(l){t) 
fü r alle t £ I und i = 1, . . ., n. (1) 

N sei ein »-dimensionaler reeller normierter Vektorraum,-ein Vektor v € N habe 
die Komponenten v(I), . . . , v{n). Als Norm wird hier die Maximumnorm 

J) Gekürzte Fassung der 1970 von der Technischen Universität Dresden an-
genommenen Habilitationsschrift des Verfassers. Den Referenten, Herrn Prof. Dr. 
N . J . L E H M A N N , Herrn Prof. Dr. G. OPITZ und Herrn Prof. Dr. J . W . SCHMIDT sei 
auch an dieser Stelle für ihre Unterstützung durch wertvolle Hinweise gedankt. 
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||i;|| = max J v{i) | verwendet. Es lassen sich jedoch auch mit anderen Vektor-
i 

normen den hergeleiteten Abschätzungen entsprechende Resultate erzielen. 
Betrachtet wird das Anfangswertproblem 

y' = %=f{y,t), y(t0) = y 0 e w ^ N . (2) 

W ist ein w-dimensionales Teilgebiet von N, f eine Abbildung von N x / in N. 
Die Funkt ion / genüge in einer Kugel K cz W der Lipschitzbedingung 

||/K t)-f(v, t)\\^L\\w-v\\, 

w£ K, v£ K, K = {y.\\y - y0\\ ^ r0, r0 > 0} , L > 0 . ( 3 ) 

Jedes der Anfangswertprobleme 
u' =f(u,t), u (¿o) = u0 G K', 

K' = {y:\\y - y0II ^ ^ < r 0 , r t > 0 } ( 4 ) 

ist dann fü r genügend kleines t — t0 eindeutig lösbar. Durch 
i T u = u(í0) + ff(u{s),s)ds ^ 

wird ein Operator T definiert, der eine Teilmenge von R in E abbildet. Die 
Lösung eines Anfangswertproblems (4) kann fü r genügend kleines t — t0 durch 
das Picardsche Iterationsverfahren 

u j + i = T u s ( ¿ = 1 , 2 , . . . ) 

% £ B, %(<o) = Mo> Mi (0 ^ K für t € I (6) 

best immt werden. 

1 . 3 . Fehlerschranken 

Aus der Iterationsvorschrift (6) lassen sich leicht Fehlerschranken ableiten. 
E s gilt 

t 

f [/(«2 («) > s) — /(%(«) , 5)] ds ||«3(f) - «2(011 = 
<0 

^ / 11/(»2 («),«) - / ( « I (* ) . « ) I I da 
k 

^ / L\\u2{S) - M l ( s ) | | f Z s ^ L e ( t - t 0 ) , ( 7 ) 
<0 

falls ||w2(s) — ^ £ für s £ [ ( 0 , < ] c / . 
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Durch Induktionsschluß folgt 

K + 1 ( 0 - «,(011 ^ / £ | | « , ( « ) - t t ^ W l l d * ^ , (8) 
m 

H + m ( 0 - M O I I ^ E l l « i + r ( 0 - « J + r - l ( 0 l l 

r = l 

< T j - l P & ~ W ' 1 pUt-k) 

~ £ 0 - 1 ) ! ' (9) 
Diese Ungleichungen gelten, solange alle u}(t) in K liegen, also wegen der Stetig-
keit der Uj(t) für genügend kleines t — tn. Für diese t konvergiert die Folge der 
v,j(t) sowohl hinsichtlich der Norm als auch komponentenweise gleichmäßig 
gegen eine Funktion U(t), die die gesuchte Lösung des Anfangswertproblems 
(4) ist. Aus (9) folgt für j = 2 und m —>• oo die Abschätzung 

II U{t) - U2(t) II 5S Z II u2 + r(t) - » 1 + r(i)|| ^ £ j ] { L { t . t o ) Y 

r-1 r-x rl 
= _ 1). (10) 

Ist statt der in (7) benutzten Abschätzung j|w2 — u i (,s)! = £ eine Ab-
schätzung der Form 

für s G [ i 0 , i ] c r / (11) 

bekannt, so folgt 

ll«3(0 - » 2 W I I ^ ^ L a ( t - i0)2, (12) 

II U(t) - «2(f)|| ̂  £ (e£«-*> - L(t - t0) - 1), (13) 

| | i 7 ( 0 - M O II 1). (14) 

Diese Form entspricht der von Tollmien [3] angegebenen Abschätzung für das 
Anfangswertproblem bei einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ord-
nung. 

Zweckmäßig benutzt man zur Rechnung den Defekt der Näherungslösung 
«1(0 

d ( t ; u 1 ) = f ( u 1 ( t ) , t ) - u 1 ( t ) . ( 1 5 ) 

Dann gilt f 
i «0 

m 2 ( 0 — » i ( 0 = Jd(s-,Ui)ds ( 1 6 ) 

und 

II «2 (0 - « 1 (011 = 
t t 

J d i s i u ^ d s 5S J ||d(s; |[ ds 
to <0 (17) 

^ max ||tZ(s; Mj)|| • {t — t0). 
s 6 [f0. <] 
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Je nach den über den Defekt cZ (£;«!) vorliegenden Informationen läßt sich eine 
der in den Abschätzungen verwendeten Konstanten e oder o berechnen. 

Wird das betrachtete Anfangswertproblem schrittweise genähert gelöst, so 
ist der Anfangsvektor für einen Integrationsschritt höchstens beim ersten 
Schritt genau bekannt. Im allgemeinen ist der Anfangsvektor als Resultat des 
vorhergehenden genäherten Integrationsschrittes fehler behaftet. Die Norm der 
Differenz der Lösungen Y(t) und TJ(t) der benachbarten Anfangswertprobleme 
(2) und (4) kann für genügend kleines t — t0 abgeschätzt werden durch 

\\Y(t) - U(t)\\^rie
Llt-to\ ( 1 8 ) 

Beweis . Die Iteration yn + 1 = T yn führt ausgehend von 

y i ( t ) = U ( t ) + y 0 - u 0 ( 1 9 ) 

zu 

112/2(0- U(t)\\^\\y0-u0\\ + f\\f(yl(s),a)-f(U(8),s)\\d8 

<o 
t 

^ II2/o — «oll + / L\\y0 — M0||ds 
<0 

^ r i + L r i ( t - to) (20) 

und 

lly»+i(0 - U(t)II ^11 y 0 - «oll + f\\f(yn(s),s) - f(U(s),s)\\ds 

h 

^ \ \ y 0 - u 0 \ \ + L j\\yn{s)-U{s)\\ds 

<0 

i-0 

Wegen lim yn(t) = Y(t) folgt daraus (18). 
ji * - • • 

Die Norm der Differenz zwischen einer berechneten Näherungslösung Ü (t) 
des Anfangswertproblems (4) und der Lösung Y(t) des Anfangswertproblems 
(2) kann abgeschätzt werden durch 

I I Ü ( t ) - Y(I) | | 1 7 ( 0 - U(t)\\ + | | [ 7 ( 0 - 7 (011- (22) 

Der an der Stelle tr berechnete Näherungsvektor Ü (tT) sei abkürzend mit ür 
bezeichnet, eine Abschätzung \\ür — Y(tr)\\ <; dr sei bekannt. Die Lösung des 
Anfangswertproblems 

« ' = / ( « , * ) , «(<,) = «f , (23) 

sei mit Ur(t) bezeichnet. An der Stelle tr+1 = tr + h (h > 0) gilt dann die Ab-
schätzung 

\\ür + i ~ Y(tr + 1)\\ ^ dre*» + \ \ ü r + 1 - Ur(tr + 1)\\ = + ( 2 4 ) 
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wobei ür+1 durch genäherte Lösung des Anfangswertproblems (23) an der 
Stelle tr + 1 berechnet wird. Geschieht diese Berechnung mittels eines oder zweier 
Schritte des Iterationsverfahrens, so kann | ür + l — Ur(tr + 1) || durch eine der 
Formeln (10), (13) oder (14) abgeschätzt werden. (24) stellt somit eine rekurrente 
Fehlerabschätzung fü r das Anfangswertproblem (2) dar. Die darin enthaltene 
Exponentialfunktion mit dem positiven Exponenten L h bewirkt, daß diese 
Fehlerabschätzung fü r praktische Zwecke bei einer größeren Zahl von Inte-
grationsschritten durch ihr starkes Wachstum unbrauchbar ist, sofern nicht 
die exakte Lösung ein ähnliches Wachstumsverhalten zeigt. 

1.4. Einschließungssatz 

Mittels eines von J . SCHRÖDER s tammenden Einschließungssatzes [2], der im 
wesentlichen auf einer Zerlegung des Iterationsoperators in monotone Anteile 
beruht, jedoch allgemeiner formuliert wurde, lassen sich Fehlerschranken ver-
bessern. Der Einschließungssatz lautet in einer speziellen Fassung: 

Es sei P ein reeller halbgeordneter linearer Raum, (v, iv) bezeichne die Menge 
aller u 6 P mit v ^ u ^ w; 8 sei ein Operator, der {v, w) in P abbildet. Es exi-
stiere eine für uí £ (v, w) und u2 € (v, w) definierte Funktion H(ui, u2) mit den 
Eigenschaften 

Es seien weiter zwei Elemente x € (v, w) und z € (v, ic) bekannt, für die 
(VI) x ^ 2, x^H(x,z), H(z,x)<^z 

gilt. Falls ein Fixpunktsatz eine eindeutige Lösung y der Gleichung u = S u 
garantiert, wird diese Lösung durch 
(C) H(x,z) <^y ^ H(z,x) 
eingeschlossen. 

Ist bereits bekannt , daß 
(V 2) x ^ y ^ z 
gilt, so kann auf die Voraussetzung (V 1) verzichtet werden. Aus den Eigen-
schaften (A) und (B) folgt dann 

Es kann vorkommen, daß H (x, z) in diesem Fall eine schlechtere untere 
Schranke fü r y ist als x, z. B. wird fü r x = y 

(A) H(u,u) = Su, 
(B) H (uL, v¡) ig H(U2, V2) für «t <; m2 und 

H(x, z) ^ H(x, y) ^ H(y, y) = y, 
y = H(y, y)^H(z, y)^H(z,«)._ 

(25) 

H(x, z) = H(y, z) ^ H{y, y) = y = x. (26) 
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Entsprechend gilt für z = y die Ungleichung 

z = y = H{y,y)^H(y,x) = H{z,x). (27) 

Unter der Voraussetzung (V 2) sind also H(x, z) und H(z, x) nicht immer ver-
besserte Schranken für y. Um die praktisch schwierige Überprüfung von (V 1) 
zu vermeiden, wird im folgenden nur vorausgesetzt, daß (V 2) erfüllt ist. 

1.5. Anwendung des Einschließungssatzes 

Zur Anwendung des Einschließungssatzes zur Lösung des Anfangswertproblems 
(2) ist eine Funktion H zu konstruieren, die die Eigenschaften (A) und (B) aus 
1.4. hat. Zusätzlich gelte noch die Voraussetzung: 
(V 3) f(v, t) hat für v £ K, t € / stetige partielle Ableitung erster Ordnung 

und nicht wechselnden Vorzeichens nach den Komponenten von v. 
Als Abkürzung wird 

= sign für v£K, t € I, k=l,...,n (28) 

verwendet. Die Funktion H(x, z) wird definiert durch 
i 

H(x,z) = x(t0) + Jg(x(s),z(s),s)ds, (29) 
<o 

wobei 

gU(x(s),z(s) s) =ßi>(ri(s),s) 
J®»>(«) für s a ^ 0, 
\z™(s) für sa < 0. (30) 

mit r<*>(5)=-, 

Für x = z = u wird H (u, u) = T u, also hat H die Eigenschaft (A) für den 
Operator T. Die Eigenschaft (B) läßt sich ebenfalls leicht nachweisen: 

H(u2, v2) — H{ui, Vi) 
t 

= u2(t0) — u^to) + f [g(u2(s),v2(s),s)—g(u1(s),v1(s),s)]ds, (31) 
h 

gM (u2 (s), v2 (s), s) — <7(i) («j (s), vi (s), s) 

= fi)(r2i{s),*) «) = £ 0 T O - rf)(s))^M (32) 

In (32) sind die Werte der auftretenden partiellen Ableitungen an einer Mittel-
stelle zwischen r2i (s) und ru (s) zu nehmen. Die r2i(s) und ru (s) stimmen kompo-
nentenweise mit u2 (s) bzw. v2 (s) und ut (s) bzw. Vy (s) entsprechend den Werten 
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der sik überein. Aus uv ig u2 und v2 iS f i folgt 

r<£)(s) - rf)(s) = »«>(*) - <(*) > 0 für sik ^ 0,1 
r${s) - rf>(s) = ®»>(«) - v[»(s) ^ 0 für sik < O.j 

Die einzelnen Summanden in (32) sind daher nicht negativ. Somit folgt wegen 
U2(¿0) = u i (¿0) die Eigenschaft (B) direkt aus (31). Da die Gleichung u = T u 
einen eindeutig bestimmten Fixpunkt hat , ist der Einschließungssatz anwend-
bar. Als Ausgangsfunktionen können nach 1.3. gewonnene Schranken x und 
z benutzt werden. 

1.6. Wachstum der Fehler schranken 

Maßgebend fü r die Güte der neuen Schranken xt = H (x, 2) und z{ = H (z, x) 
ist das Wachstum der Differenz zt (t) — xy (t) mit t. Zur Untersuchung der 
Differenz zL (t) — (t) werden folgende Bezeichnungen eingeführt : 

d(k) = min (zw(s) - a;(*>(s)),i 

Am = max (z(kUs) - ^ ' ( . s ) ) . ! v ' 
«e[<o,(] 

df(i) 

Weiter sei die partielle Ableitung ^ ^ (v, s) abkürzend mit fik (v, s) bezeichnet. 

Die i- te Komponente x^(t) von xi (t) läßt sich darstellen als 

xf(t) = x^(t0) + f ¡7« (x(s), z(s), s) ds 
to 

= ffi)(ri(s),s)ds 
k 

= ^(to) + / [f(i)(x(s), s) + ¿ f i k s) • ds 
to k-1 

mit bf\s) = rf{s)-x<k\s), 

m.(s) = x(s) + fifais) — x(s)), O ^ t f ^ l . (35) 

Für sik 2: 0 stimmen r^s) und x(s) überein, daher bleiben von der in (35) vor-
kommenden Summe nur die Glieder mit negativem Vorzeichen von fik übrig. 
Die Summe über diese Glieder sei mit J J ' fik df* bezeichnet. Da dann r\h)(s) 

k 
= z(i)(.s) gilt, ents teht 

x f (i) = *W(f0) 

+ / [ / < 0 ( * ( « ) , « ) + i 7 7 « K , « ) (*<*>(«) - « < » ( * ) ) ] & . (36) 
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D a die z(k) (s) — x(k) (s) nicht negativ sind, sind die einzelnen Summenglieder 
negativ oder Null, es folgt mit der Abkürzung cpik für min \fik{mi, s) | die Ab-

s€[(0,l] 
Schätzung 

a<°(t) sS x®(t0) + f (*(«), s) ds - Z' Ä<» • cpik{t - t0) 

h k 

= x f ( t ) . ( 3 7 ) 

Analog läßt sich die Ungleichung 

z f { t ) ^ z<«(i0) + f /(') (z(.s),s) ds + J J ' d<*> • <pik(t - t0) = 4>(t) (38) 
<o * 

herleiten. Hieraus folgt 

z f { t ) - x f { t ) ^ zf(t.) - x f ( t ) 

= (t0) - *<<> (t0) + / [/«> (z ( S ) , s) - / « > (x (S) , s ) ] d s 

to 

+ 2 V i ( t - t 0 ) 

mit W i = E ' ö W - q > a , (39) 
k 

z f { t ) - x f ( t ) = 2<«(f0) - x<*(t0) 

+ f i j U ( m t ( s ) > s ) ( z W ( s ) - x < k > ( s ) ) d s + 2 W i ( t - t 0 ) to i-1 
mit mf(s) = x(s) + &* (z(s) — ®(s)), 0 ^ ^ 1. (40) 

Die rechte Seite von (40) wird verkleinert, wenn aus der vorkommenden Summe 
die nichtnegativen Glieder weggelassen werden: 

4°(0 - 4 H t ) ^ z^(t0) ~ x<»(t0) 

k 

mit <Pa = max I/,* (m*(s), s) j. (41) 
s6[(0,i] 

Zusammenfassend gilt also mit = J J ' 0ik Zl(i) 

k 

z « (i) - x « (i) ^ z « (f0) - (t0) + (2 y>( - (i - <0). (42) 

Im allgemeinen werden ^ und nur wenig verschieden sein, der Ausdruck 
2 y>i — Wi wird also nicht negativ sein, die Differenz z^ (t) — x^ (t) ist dann 
monoton wachsend. Wenn außerdem zw(i0) — (t0) verschwindet, wird es 
sogar eine positive Konstante x i geben, mit der 

(a«(i 0) - x« ( i 0 ) ) 

gilt, 



Einschließung der Lösungen 17 

(43) 

Wenn positiv ist, wächst hiernach die Differenz z^(t) — (t) bei schritt-
weise ausgeführter Integration exponentiell mit t. Bei nicht exponentiell 
wachsenden Lösungen erhält man also auch durch Anwendung des Einschlie-
ßungssatzes in der beschriebenen Form für größere t praktisch unbrauchbare 
Schranken. 

1.7. Randlösungen 

Das ungünstige Wachstumsverhalten der erhaltenen Schranken beruht darauf, 
daß die Lösungen aller Anfangswertprobleme mit Anfangsvektoren aus einem 
Intervall 

gemeinsam abgeschätzt werden und daß die als Argumente auftretenden r{{s) 
an der Stelle s = t0 im allgemeinen nicht mit x(t0) bzw. z(t0) übereinstimmen. 
Dadurch tritt in (36) das negative Glied 

auf, welciioo . - L O W Ü J V L , yj.au (t) unter Umständen wesentlich zu klein wird. 
Ebenso kann z^(t) wesentlich zu groß werden. Unterteilt man das Intervall J 
in Teilintervalle kleineren Durchmessers und schätzt die Lösungen in diesen 
Teilintervallen einzeln ab, so ergeben sich günstigere Verhältnisse, da die Diffe-
renzen zwischen oberen und unteren Schranken der einzelnen Teilintervalle 
kleiner sind. Durch Maximum- bzw. Minimumbildung über alle Teilintervalle 
erhält man eine neue obere bzw. untere Schranke für die Lösungen aus dem 
gesamten Intervall. Dabei sind unter der Voraussetzung über die Vorzeichen 
der ersten partiellen Ableitungen (V 3) nur die am Rande liegenden Teilinter-
valle wesentlich, es zeigt sich sogar, daß nur Schranken für Lösungen durch 
Randpunkte oder Randmengen gebraucht werden. 

Im folgenden soll die Abhängigkeit der Lösung U (t; u(t) des Anfangswert-
problems (4) vom Anfangsvektor u0 untersucht werden. Betrachtet wird die 
i-te Lösungskomponente Jßl)(t; u0). Zunächst variiere nur die i-t-e Komponente 
des Anfangsvektors in einem Intervall 

J = {v : x0 ^ v z 0} a IV (44) 

J.(„0) = {»; = »W für i; ^ i, x® g ®(i) S 4'1} , t'0 G J . (45) 
2 Numerische Mathematik 1 
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Die Differenz der ¿-teil Komponenten zweier Lösungen mit Anfangsvektoren 
v, 6 Ji(v0) und v2 € Jt(v0) ist 

U^(t;Vi) - U^(t;v2) 
t 

= < + /[/(i) (U(s; »,), s) -/(i)(CJ(s; v2),s)] ds 
k 

= v? - vf + } £ (U<k>(3-, Vl) - v2))fik (^(s) ,s)ds, (46) 

wobei fii(s) eine mittlere Funktion zwischen U(s; v^ und U(s; v2) ist. Da die 
Maximumnorm benutzt wird, gilt J]\filc{^i(s), s)\ L, und es folgt aus (3), 
(18) und (46) die Abschätzung 

ü^(t;Vi) - U<»(t;v2) 
_ ¿¡> _ L . max || U{s; vt) - U(s; e2)|| • (< - f0) 

^ v^ — «!•> — i||«i - v2\\e
L(t~t") (t — t0). (47) 

Da sich die Anfangsvektoren v, und v2 nur in der i-ten Komponente unter-
scheiden, gilt 

ll«i - »2II = K < ) - »20! • (48) 

Wird nun v^ > v(p vorausgesetzt, so läßt sich (47) in der Form 

U(i)(t; v^ - U(i)(t; v2) ̂  - vf) (1 - L(t - t0) eX(<"'»>) (49) 

schreiben. Solange 

— i0) ei(-'-'») ^ 1 (50) 

gilt, ist demnach U(t)(t;Vi) nicht kleiner als U<l)(t] v2). Bezeichnet man die 
beiden Randpunkte des Intervalls J^v0) mit v0(y^ = xf'^und ?;0(v^ = z^), so 
gilt unter der Voraussetzung (50) die Einschließung 

ü«>(f; t?0) ̂  C/(i)(i; «) ̂  v0), v£ Ji(v0), v0£J. (51) 

Variiert v0 in J, so variiert v0 auf dem Rand cJ\ und v0 auf dem Rand dJi. 
Diese Randmengen sind definiert durch 

¿7, = {v: xf v(k) «<*> für k =fc i, v(i) = 2 « } , ] ^ 

oJl = {v: ^ v(k> < z<f> für k 4= 

i, «<*> = 

i, = 

Eine obere Schranke für alle Uw(t; v) mit v € cJi ist also gleichzeitig obere 
Schranke für alle U(i)(t-,v) mit v (E J. Entsprechendes gilt für eine untere 
Schranke für alle U(i)(t; v) mit v € cJt. 

Im folgenden variiere der Anfangsvektor auf der Randmenge 8 Ji. Für zwei 
derartige Anfangsvektoren gilt 

— uoi = 0, «oi £ cJ i ; M02 € cJt. (53) 
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Die Differenz der zugehörigen i-ten Lösungskomponenten ist 

C7« (<; «o. ) - 02) 

= / E fik (f*i ( * ) , s ) ( u w (*; «Ol) - U<*> (s; «02» da. (54) 
«0 /fc-1 

Die vorkommenden Differenzen der &-ten Lösungskomponenten lassen sich 
entsprechend umformen: 

E7<*>(«; « 0 J ) - UM(s ; u02) = < > - < > + *<*>(«), (55) 

</*>(,,) = £ } f k j (FIK(T), t ) ( [ / « ( t ; « o . ) - U«>(T-, U02)) dr. ( 56 ) 
j- 1 <0 

Für oik^(s) ergibt sich mit der in (47) benutzten Methode die Abschätzung 

| f f w ( « ) | ^ L(t - t0) eL<('l'>)\u0l - «call- (57) 

Hiernach kann (54) in der Form 

E7<«(i; «o,) - C7( i)(<; «02) = j j f fik ( M i ( s ) , « ) « > - < ? ) ds 
k-lt„ 

+ E f f i k ( f * i ( s ) , s ) ° ( k ) ( s ) d s (58) 
* - 1 >0 

geschrieben werden. 
Es werde nun angenommen, daß sich uni und it02 nur in der ¿,-ten Kom-

ponente unterscheiden (k, 4= i): 

u f l = u p für k 4= k,. (59) 

Dann gilt 

wft' l. (60) l«0l - «02II = K V - < ' ' 1 

U{l)(t\ « O l ) - « „ , ) = « • ) - < • > ) / ( ^ ( s ) , S) ds 

+ E j fik (/*»(«)>«) °{k) («) ds, 
i - 1 i„ 

E ¡ f * M * ) > * ) ° i k ) ( * ) d* 
*=1 «o 

Weiter werde 

= sign (/iiti) 4= 0 

vorausgesetzt. In Abhängigkeit von wird ein Vektor w01, gewählt: 

für ä; 4= fcj 

für < 0 

.<*,) I 

"•011 — w02 

w011 — 
I4*0 für > 0, 

( 61 ) 

(62) 

(63) 

(64) 

(65) 
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Wegen 

4*'> ^ «<*•> ^ z<*'> (66) 

ist das erste Glied der rechten Seite von (61) nicht negativ, wenn w01 durch uon 

ersetzt wird. Führt man noch die Bezeichnung 

«e[«o,(] 

ein, so erhält man die Ungleichung 

U ( i ) ( t - , u m ) - U ( i ) { t - , i i 0 2 ) 

2 1 1 < 1 - I (* - h ) ( ™ l k l - l m - t 0 ) . ( 6 8 ) 

Die rechte Seite ist positiv, solange 

* L 2 ( t - t 0 ) m a i ( 6 9 ) 

gilt. In diesem Fall ist U ( l ) ( t ; w0u) eine obere Schranke für E/(l)(i; w02). Da u m 

von dem beliebig aus d J i wählbaren wü2 abhängt, wird die Menge 8 J i ( k 1 ) aller 

Vektoren u o l i betrachtet: 

8 J , ( f c t ) = { v : « < « = z « = < > } , 1 

x (t) <g „<» <; ZW für fc =# i, fc =# . j 

Nach den bisherigen Betrachtungen ist eine obere Schranke für alle t/ w ( i ; v) 

mit v € d J ^ k i ) gleichzeitig obere Schranke für alle ?7W(£; w0) mit « 0 6 J , 

solange (50) und (69) erfüllt sind. 

In Fortsetzung des angewandten Verfahrens läßt sich zu jedem u02 € cJ i 

eine abbrechende Folge it0,,, u tn2, . . ., u01e konstruieren, für die 

u01e) ^ • • • ^ C/(i)(<; »„12) ^ « on ) ^ u02) (71) 

gilt. Dazu seien , . . ., k g alle Komponenten, für die s i k f =j= 0 und k r =(= i gilt. 

Die Vektoren u 0 i r sind definiert durch 

< t = w f f i ' r - l f Ü r k =F K > r = 2> • • • . e> | 

. x ^ für s i t < 0 , (72) 
u ( k r ) I N a r > I V / 

t x V r ) >) = « 
Lr M M 

0 
ülr M*r> f ü r o > 0. 

0 "*r 

W i e oben läßt sich zeigen, daß U ( l ) ( t ; w01r) U(l)(i; w0i,r-i) gilt, wenn 

± m t - t , ) e L « - < « - > < m i k r (73) 

ist, wobei miX> das Minimum des Absolutbetrages von f i k r in einem genügend 

großen Bereich bezeichnet. 

Führt man eine Indexmenge 

K i = { k : s i k = 0 , k ^ i } ( 7 4 ) 
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ein, so läßt sich die Menge dJ* als Menge aller wülc wie folgt definieren: 

Jj* = {v: v(i) = z f , 
VW = x(k) f ü r < 0 u n d 

v(k) = z(k) für ^ y Q und Ki, 

x(t) <c vrn ^ z f f ü r keKJ. (75) 

Wenn Ki leer ist, zieht sich dJ* auf einen E c k p u n k t des Interval ls J zusammen. 
Zusammenfassend kann festgestellt werden, daß zu jedem u0 G J ein u* G cJ* 

mit folgenden Eigenschaften exist ier t : 

»*(*") = z « , «*(» = u f fü r h e K ^ | 

^ r sik<0, (76) 

U*> fü r slk > 0, k € K j 

U(i) (t; < ) ^ i7(i) (t; m0) , falls (50) und (73) fü r r = 1, . . . , g erfüllt sind. 

Eine obere Schranke z(i)(t) f ü r alle U(i)(t; mi t G dJf ist demnach gleich-
zeitig obere Schranke fü r alle U(l)(t, u0) mi t ua G J. 

Entsprechend läßt sich eine Menge dJ* konstruieren, die zu jedem u0 €./ 
einen Anfangsvektor enthäl t , mi t dem 

V«>(t;u**) ^ U^(t;u()) (77) 

f ü r genügend kleines t — t0 gilt. Diese Menge wird definiert durch 

eJt={v:v«> = 4 \ 

v m = z(k) f ü r S a < o und k $ K 0 

v ' = x[f> fü r sik > 0 und k € Kit 

xf ^ v«> ^ z(*> für k € K%). (78) 

Eine untere Schranke xU) (l) f ü r die i-te Komponen te aller Lösungen von (4) 
mit einem Anfangsvektor aus SJf ist gleichzeitig untere Schranke fü r die i-te 
Komponente aller Lösungen mit einem Anfangsvektor aus J . 

1.8. Einschließung von Randlösungen 

Das Einschließungsverfahren kann entsprechend den Resul ta ten von 1.7. in 
folgender Weise abgewandelt werden: F ü r jede Komponen te i werden die 
Randmengen dJf und dJf des Ausgangsintervalls J bes t immt. Danach werden 

obere und untere Schranken f ü r alle Lösungen mit Anfangsvektoren aus 8J'f 
und cJ'f gebildet. Aus ihnen wird mittels der in 1.5. beschriebenen Methode 
eine neue obere bzw. untere Schranke fü r die i-te Lösungskomponente be-
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rechnet. Da /( , ) nur von den Komponenten abhängt, für die die partiellen 
Ableitungen fik nicht identisch verschwinden, werden die Ausgangsschranken 
nur für diese Komponenten gebraucht. Jede dieser Lösungskomponenten hat 
aber auf der Randmenge dJf bzw. dJf einen konstanten Anfangswert. Es gilt 
daher analog zu (58) für k € Ki 

UV(t; vj - t/«(f ; v2) = ¿ f fkj (fik(s),8) ( » f - t#>) ds 
3-1 t» 

+ 2J f fvitoi*),*)^*) da 
3 - 1 k 

mit vt £ dJf, v2 £ dJf bzw. £ dJ*, v2 £ dJf. (79) 

Da v^ und v^p für j $ Ki übereinstimmen, bleiben von der ersten Summe 
in (79) nur die Glieder mit j £ Kt übrig. Werden obere Schranken für 

die \fkj (fik(s), s) | in «£ [£ ,£ ] mit Mkj bezeichnet, so folgt aus (79) die 

Abschätzung 

|E7<«(i;»i) - Uik)(t;v2)| 

^ S Mkj\vf - - t0) + 4 ll*i - \LHt - to)2 

.¡ei", z 

/ E M * V 

^11»! - v2\\L(t - t A — j ^ - + 2 0 - W ^ ' - « ) . (80) 
Dabei werden die a(i\s) analog zu (57) abgeschätzt. 

Falls dJf bzw. dJf nicht nur aus einem Punkt besteht, kann (80) benutzt 
werden, um aus einer bekannten oberen bzw. unteren Schranke für Z7(l)(i; v0) 
mit v{] € dJf bzw. v € dJf eine obere bzw. untere Schranke für alle U{k)(t; v) 

mit v £ dJf bzw. v £ dJf zu gewinnen. Diese Schranken werden — wie be-
schrieben — als Ausgangsschranken zur weiteren Einschließung verwendet. 

1 . 9 . Wachstum der Einschließungsintervalle 

Die erhaltenen Schranken sind im allgemeinen nur stückweise gültig. Hin-
reichend dafür ist die Erfüllung der Bedingungen (50) und (73). Um eine Ein-
schließung der Lösung über längere Intervalle der unabhängigen Veränder-
lichen t zu erhalten, wird man schrittweise eine Folge von Einschließungs-
intervallen J{), Jx , . . ., Js, . . . zur Einschließung der Lösung an den Stellen 
tü, t{, . . ., t,, . . . konstruieren (ts+1 > ts). Das Wachstum dieser Folge von Inter-
vallen hängt von den Stabilitätseigenschaften der Lösungen des betrachteten 



Einschließung der Lösungen 23 

Anfangswertproblems ab. Es kann jedoch auch bei stabilem Lösungsverhalten 
vorkommen, daß "die Intervallfolge unbeschränkt wächst . Diese Erscheinung 
sei hier nur an einem Beispiel erläutert. 

Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten 
Koeffizienten 

*=Ay- H P ' Ms (8i) 
Die allgemeine Lösung des Systems ist 

¡(f:) • •( K;:) 
Als Anfangsintervall an der Stelle t0 = 0 werde das Intervall 

J = Jo = {\vlP\ i g« , (83) 

gewählt. Die Randmenge dJ* enthält nur den Punkt 

Die Lösung yI(t) durch diesen Anfangspunkt hat die erste Komponente 
= (3 a + 2 b) e~f — (2 a + 2 b) e'2'. (85) 

Entsprechend enthält die Randmenge d J'f nur den Punkt 

< = ( ~ l ) . (86) 

Die Lösung yu(t) durch diesen Anfangspunkt hat die erste Komponente 

= - < ( ' ) • (87) 

Die zweiten Komponenten der Lösungen ylu(t) und y[V(t) durch die Anfangs-
punkte 

< / m ( 0 ) = ^ ) , */IV(0) = ^ ) (88) 

sind Schranken für y<1](t). Diese Komponenten sind 

y$i(t) = (3 o - 2 b) e-< + (3 b - 3 a) e"2 ',} 
=-y&(t). j ( 9 ) 

Für genügend kleines t gilt also die Einschließung 

^ ym(t) ^ 2/iri {t) •( ( ' 

Zur Bestimmung des Gültigkeitsbereiches werden die Differenzen 

y?(t) - yw(t) =(a - yW) (3e"( - 2e~'u) + (b + y f ) (2 e~( - 2 e"2 <) ( | 

3$i(0 - y(2)(t) = (» - !#>) (3 c - ' - 3 e"*) + (6 - y f ) (3 e~2! - 2 e- ' )f ( ' 
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fü r | fS a u n d j y(2) \ b betrachtet . Alle Glieder der rechten Seite sind 
nicht negativ, solange 

3 e"2 i — 2 c"1 ^ 0 (92) 

gilt. Fü r 

(93) 

sind also y^{t) u n d yß\ (0 obere Schranken fü r y(i){t) und y{1){t). F ü r die 
unteren Schranken ergibt sich der gleiche Gültigkeitsbereich. 

An einer Stelle tL = h mit h < In erhält man das Einschließungsintervall 

wobei 

«x = (3 e~A — 2 e~lh) a + (2 e~h — 2 e~ 2h) b = <x. a ß b, \ 
bi = (3 e~h - 3 e'2h) a + ( - 2 e~h + 3 e~2h) b = y a + d b\ 

Dieses Interval l ist das kleinstmögliche Einschließungsintervall an der 
Stelle t,. 

Durch For tse tzung des gleichen Einschließungsverfahrens mit der Schritt-
weite h ents teht eine Folge J 0 , J , , . . . , J s , . . . von Einschließungsintervallen, 
wobei 

</s = {l2/(1)l \V&\ (96) 

ist. Die as und bs ergeben sich aus 
as = a « s - i + ßbs~i> K = yas-i + ( 9 7 ) 

Dieses Differenzengleichungssystem hat die allgemeine Lösung 
a, = 2AlV1 + bs = All\ - 3 ^ M s

2 , (98) 
wobei Xy und A2 Wurzeln der charakteristischen Gleichung 

22 — X{e'h + e~2h) — 12 e'2h + 25 e"3A — 12 e~'ih = 0 (99) 

sind, und zwar 
Ai = 4 e~h — 3 e-~", X2 = - 3 e~h + 4 e~'lh. (100) 

F ü r 0 < Ii < 1 gilt Aj > 1, daher wachsen as und bs unbeschränkt , d. h., die 
Folge der Einschließungsintervalle ist instabil, obwohl die Gesamtheit der 
Lösungen (82) des Differentialgleichungssystems (81) stabil ist. 

Der Grund fü r das abweichende Wachs tum der Einschließungsintervalle 
und der durch Lösung des Differentialgleichungssystems (81) mit Anfangs-
vektoren aus JQ ents tehenden Bildgebiete von J 0 liegt darin, daß diese Bild-
gebiete keine achsenparallelen Rechtecke, sondern Parallelogramme sind, 
deren Eckpunk te auch nicht mit denen der sie einschließenden achsenparal-
lelen Rechtecke übereinst immen. Ein solches Parallelogramm ist definiert 


