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Vorwort 

Der Einsatz von Operations Research ist in Unternehmens- und Verwaltungsberei
chen weit verbreitet. Obwohl die Wissenschaft des Operations Research im Vergleich 
zu anderen Wissenschaftsgebieten recht jung ist - man datiert sie auf die Mitte cler 
Vierziger Jahre des 20. Jahrhunderts -, gibt es doch eine Fulle von Literatur und 
auch von Lehrbuchern dazu; darunter gibt es zweifellos auch sehr viele gute. Den
noch habe ich mich entschlossen, clem Angebot ein eigenes Btichlein hinzuzufiigen. 
Es ist zum einen in inhaltlicher und didaktischer Hinsicht exakt auf meine Vorlesung 
Opemtions Research 1 am Hochschulbereich Technik der FH Pforzheim abgeslimml 
und soll damit angehende Maschinenbau-, Elektrotechnik- und Wirtschaftsingenieu
re ansprechen. Es solI andererseits aber auch aIle Interessenten und Autodidakten 
des Operations Research ansprechen, wobei hinzugerugt werden muE, daB hier nur 
die Lineare Optimierung und ihre Anwendungen thematisiert werden. 

Die zu Beginn jedes Kapitels formulierten Lernziele sollten nach der Lekture des je
weiligen Kapitels yom Leser uberpruft werden. Auf den Anspruch der Allgemeingiil
tigkeit der Darstellung sowie auf Beweise und Herleitungen wurde weitgehend ver
zichtet, urn den Leser mittels Beispielen maglichst schnell zum Kern der Sache und 
zur Anwendbarkeit der Verfahren zu bringen. Nach zwei Kapiteln mit einfUhrendem 
Charakter beschlieBen Ubungsaufgaben die Kapitel. Ihre Lasungen sind am Ende des 
Buches zusammengefaBt. Ihr Vorhandensein sollte den Leser nicht dazu verleiten, 
sie zu frtih zu studieren. Nur die intensive Auseinandersetzung mit einem Problem 
gewahrleistet das nachhaltige Verstandnis desselben und seiner Lasung. Das Kapitel 
uber Postoptimale Rechnungen hat eher vertiefenden Charakter und kann optional 
iibersprungen werden. 

Fur die kritische Durchsicht und fUr konstruktive Vorschlage danke ich meiner Fach
kollegin, Frau Dr. Dorothea Reimer von der Justus-Liebig-Universitat in CieBen. 
(Verbleibende Fehler gehen nun natiirlich auf ihr Konlo . Q) 

Aber SpaB beiseite: Fur Fehlerhinweise oder Verbesserungsvorschlage habe ich gerne 
ein offenes Ohr und eine empfangsbereiteMailbox(gohout©fh-pforzheim.de). 

Ich wunsche allen Lesern bei der Lektiire viel Erfolg und - wenn maglich - ein 
wenig SpaB. 

Wolfgang Cohout 



VI Vorwori 

Vorwort zur zweiten Auflage 

Eine einfiihrende Vorlesung in das Operations Research wird stets die lineare Opti
mierung behandeln. Fur eine weiterfiihrende Veranstaltung hat man aus einer Ftille 
von Themen die Qual der Wahl. Ich habe mich entschlossen, die verwandten Themen 
der Netzwerkanalyse und der Netzplantechnik sowie das Cebiet der Lagerhaltungs
modelle in diese zweite Auflage aufzunehmen. Die Analyse und optimale Cestaltung 
von Netzwerken dient neben dem Zweck der eigentlichen Aufgabenstellungen auch 
der Einfiihrung in die Funktionsweise dieses graphentheoretischen Planungswerk
zeugs, das ja auch die Crundlage der Netzplantechnik darstellt. Die Netzplantech
nik ist zentraler Bestandteil des Projektmanagements. Ihre Bedeutung in der Praxis 
ist daher entsprechend clem Trend zu projektorientiertem Management gestiegen 
und nimmt kontinuierlich zu. Ein "Evergreen" ist das Thema Lagerhaltung, deren 
Methoden und Modelle in den moderner klingenden Bereich der Logistik gehOren. 
Wie bereits in cler ersten Auftage wird auch weiterhin cler Wert auf die Anwendung 
und schnelle Anwendbarkeit gelegt. Beispiele und Ubungsaufgaben mit Losungen 
untersttitzen dieses ZieL 

Neben der Umstellung auf die neue Rechtschreibung habe ich noch einige Fehler kor
rigiert. Fur die entsprechnden Hinweise danke ich den aufmerksamen Leserinnen und 
Lesern. Ich bin auch weiterhin dankbar fur solche Hinweis8. Meine email-Adresse 
hat sich geringfiigig geandert: Wolfgang. Gohout©fh-pf orzheim. de 

Wolfgang Cohout 

Vorwort zur vierten Auflage 

Nachdem die dritte Auflage gegeniiber der zweiten Auflage inhaltlich nicht veriindert 
worden war) habe ich cler vierten Auftage ein weiteres Kapitel zur nichtlinearen Op
timierung hinzugefiigt. Einerseits ist dieses Thema fur viele praktische Probleme 
au:Berst relevant. Andererseits gibt es ganze Bucher zu diesem Thema. Hier soll 
nun der Versuch unternommen werden, fur die haufig auftretenden Falle der kon
vexen Optimierung und der quadratischen Optimierung die wichtigsten Ergebnisse 
und einige Losungsverfahren darzustellen. Dabei spielen vor allem die so genannten 
restringierten Modelle eine gro:Be Rolle. Sie finden eine prominente Anwendung in 
der Portfolio-Optimierung nach dem Nobelpreistrager Harry M. Markowitz, mit der 
wir uns schlieBlich als umfangreiches Anwendungsbeispiel befassen. Meine Kollegin 
Katja Specht hat dieses Kapitel sorgfiiltig gelesen, wofiir ich ihr herzlich danken 
mochte. 

N eben dieser Erweiterung sind noch einige Fehler korrigiert worden. Fur die Hinweise 
mochte ich mich wieder bei den Leserinnen und Lesern herzlich bedanken. 

Wolfgang Cohout 
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Kapitel 1 

Einordnung und Entwicklung des 
Operations Research 

Lernziele 

• Was bedeulel OR? 

• Welche allernaliven Begriffe kennen Sie? 

• Was kann OR leislen? 

• Wann und wie enlsland das Gebiel des OR? 

• Was isl ein Modell? 

• Was bedeulel modellgebundenes Arbeiten? 

• Welche Aspekle sind fUr OR charaklerislisch? 

1.1 Begriff und Zielsetzung 

Den Begriff Operations Research k6nnte man etwa mit Operaiionsforschung ins 
Deutsche ubersetzen, was auch versucht worden ist. Allerdings hat sich dieser Uber
setzungsversuch in Schrift und Sprache genauso wenig durchsetzen k6nnen wie Un
ternehmensforschung, Entscheidungsforschung, Systemforschung, Planungsrechnung, 
Optimalplanung, und andere Begriffe. So soll auch hier weilerhin der allgemein ak
zeptierte Anglizismus Operations Research beziehungsweise seine Abkiirzung OR 
verwendet werden. 

Die Bedeulung und Zielselzung des Wissenschaftsgebieles OR wird in ersler Nahe
rung bereils aus den vielfiilligen Uberselzungsversuchen deullich. Es gehl urn die 
Analyse belrieblicher und wirlschaftlicher Prozesse und urn die Anwendung ma
lhemalischer Melhoden zur Enlscheidungsvorbereilung. MaBgeblich isl hierbei die 
genaue Kenntnis des Entscheidungsproblems mit den realisierbaren Entscheidungs
alternativen, ihren Auswirkungen oder Ergebnissen, den in der Wirtschaftspraxis 
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stets vorhandenen Restriktionen und den Zielen, die verfolgt werden sollen. Die Ge
nauigkeii cler Kenntnis kann sich dabei auch in einer Wahrscheinlichkeiisverieilung 
der Ergebnisse manifeslieren, weshalb fur das Verslandnis einiger Melhoden des OR 
Kennlisse der Wahrscheinlichkeilsrechnung erforderlich sind. Man sprichl dann von 
Risikosiiuaiionen. Die hier vorgestellten Methoden cler linearen Optimierung werden 
weitgehend ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung auskommen. Bei diesen so genannten 
Entscheidungen unier Sicherheii geht man davon aus, class die Auswirkungen je
der Enlscheidung auf jedes Zielkrilerium delerminierl sind, also keinen zufalligen 
Schwankungen unterliegen. 

1.2 Geschichtlicher Abriss 

Die hislorische Enlwicklung des OR soll hier nur ganz grob skizzierl werden. All
zu viel gibt es dazu allerdings auch nicht zu sagen, da dieser Wissenschaftsbereich 
noch rechl jung isl. Der Ursprung des OR wird im Allgemeinen auf das Ende des 
Zweilen Wellkrieges dalierl. Bereils wahrend dieses Wellkrieges haben vor allem die 
Briten und die Amerikaner in interdisziplinaren Teams mit Mathematikern, Physi
kern, Ingenieuren und Wissenschaftlern aus verwandten Bereichen mathematische 
Methoden entwickelt, urn beispielsweise die Zusammensetzung von Geleitzugen oder 
von Bombergeschwadern zu optimieren. Andere militarische Anwendungsgebiete be
lrafen die Oplimierung des Radareinsalzes, der Fliegerabwehr und der U-Bool
Bekampfung. Der Namensbestandteil "Operations" oder "Operational" geht auf die
se militar-strategischen "Operationen" zuruck. 1 Zwar sind vereinzelte Ansatze, die 
man zum OR zahlen konnte, schon alter? dennoch wird die Geburtsstunde des Wis
senschaftsbereiches OR so spat datiert, da mit dem Bekanntwerden der geheimen 
Verfahren nach Kriegsende eine gezielle Forschung und Publikalion eingeselzl hal. 
Die in Kriegszeiten mit OR befassten Wissenschaftler wollten nun ihre Kenntnisse 
theoretisch starker fundieren, an den Hochschulen fur ihre Verbreitung sorgen und 
selbsl in der wirlschafllichen Praxis einbringen. Das zeilgleiche Aufkommen der 
Computer und der Elektronischen Datenverarbeitung waren dabei einerseits sehr 
hilfreich und erfuhren andererseils selbsl einen Aufschwung durch den verslarklen 
Einsalz der recheninlensiven Melhoden des OR. 

Als auBeres Zeichen fur die Geburl des OR lieB dann auch die Grtindung nalio
naler und inlernalionaler Gesellschaften nichl lange auf sich warlen. 1m Jahr 1952 
wurde als erste nationale Vereinigung die Operations Research Society of Ameri
ca (ORSA) gegrtindel. Es folglen 1954 in England die Operational Research Society 
(ORS), 1956 in Wesldeulschland der Arbeitskreis Operations Research (AKOR) und 
1959 die International Federation of Operational Research Societies (IFORS) als er
sle Dachgesellschaft. Weilere nalionale und inlernalionale Gesellschaften folglen. In 

Ivgl. Phillips, Ravindran, Solberg (1987) oder Trefethen (1954) 
2Unter den Protagonisten finden sich berUhmte Naruen wie Turgot, v. Thfulen, Cournot, Gossen, 

Walras, Pareto, Frisch und Taylor; vgL z.E. Zimmermann (1999) und die dort angegebene Literatur. 
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Westdeutschland bekam der AKOR im Jahr 1961 Konkurrenz durch die Deutsche 
Gesellschajt fur Unternehmensforschung (DGU), die jedoch 1971 mit dem AKOR 
zur Deutschen Gesellschajt fur Opemtions Research (DGOR) verschmolz. Seit 1998 
firmiert diese Vereinigung unter clem Namen Gesellschajt fur Operations Research 
(GOR). 

Als Forum ver6ffentlichter Forschung geben wissenschaftliche Gesellschaften Zeit
schriften heraus, von denen es auch im Bereich des OR eine Vielzahl gibt. Fur den 
deutschsprachigen Raum seien etwa die Zeiischrijt jUr Operations Research und das 
OR-Spektrum genannt. Die IFORS gibt die Zeitschrift International Tmnsaciions 
in Opemtional Research (ITOR) sowie den Abstract-Service International Abstmcis 
in Opemtions Research (IAOR) heraus, der einen Uberblick tiber aile wissenschaft
lichen Aufsatze aus dem Gebiet des OR bietet. 

1.3 Charakteristika des OR 

Drei Aspekte sind charakteristisch fur das OR, namlich die Quantijizierung eines 
Problems, das Optimalitiitsstreben und die Modellierung. Die Quantifizierung des 
Entscheidungsproblems stellt eine notwendige Voraussetzung fur die Anwendung 
mathematischer Methoden mit dem Ziel der Optimierung dar. Sie auBert sich in 
cler genauen, zahlenmaBigen Formulierung von Zielsetzung und Problemformulie
rung. Eine qualitative Formulierung, wie etwa das Ziel einer "guten" Marktpra.senz, 
gentigt nicht den Ansprtichen des OR. In engem Zusammenhang mit der Quantifi
zierung steht offenbar das Optimalitatsstreben, das die Exislenz einer Zieljunktion 
voraussetzt, in cler ein oder auch mehrere Ziele numerisch abgebildet werden. Die 
Optimierungsvorschrijt kann in einer Maximierung, einer Minimierung oder auch 
in der moglichst groBen Anniiherung an einen vorgegebenen Sollwert bestehen. Die 
Maximierung wird typischerweise bei Gewinnen, Umsiiizen, Markianieilen usw. ver
folgt, die Minimierung etwa bei Kosien, DurchlauJzeiien, Verschniti und Ahnlichem. 
Das Anstreben eines Sollwertes spielt beispielsweise bei der Produktion von techni
schen Normteilen eine groBe Rolle. 

Das dritte Charakteristikum des OR ist das modellgebundene Arbeiten. Der Begriff 
des Modells ist sehr oft definiert worden. Sucht man den Kern aller dieser Definitio
nen, so kann man Folgendes fest halt en: 

Ein Modell ist eine vereinfachte Abbildung 
der Realiiiii unier Bewahrung der Siruktur. 

Mit Realiiiii ist hierbei eine reale Problemstellung gemeint, wie man sie im Be
rufsleben - aber auch in der Freizeit - standig antrifft. N atiirlich bekommt man 
solche Problemstellungen im Allgemeinen nicht auf dem Silbertablett prasentiert. 
In der wirtschaftlichen Praxis gibl es Berufsbilder (Unternehmensberater, System
analytiker), die geradezu auf die Suche nach solchen Problemen gehen. Will man 
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das reale Problem zum Zwecke der Lasung gedanklich durchdringen, so kommt es 
auf sehr viele reale Aspekte nicht an. SolI beispielsweise das gewinnmaximale Pro
dukiionsprogramm bestimmt werden - eine im Folgenden noch haufig anzutreffende 
Zielsetzung -, so kommt es auf die Kosten und Erl6se cler Produkte sowie auf deren 
Ressourcenverbrauch und vorhandene Kapazitaten an, nicht aber auf Farbe, GroBe 
oder Seriennummer cler einzelnen Produkte. Auf die Nichtbeachtung dieser realen, 
aber irrelevanten Aspekte bezieht sich die Forderung der Vereinfachung. Anderer
seits darf die Vereinfachung offenbar nicht so weit gehen, dass relevante Aspekte -
etwa Kosten - eliminiert werden. Die Berucksichtigung dieser relevant en Aspek
te und deren Beziehungen untereinander ist mit Bewahrung der Sirukiur gemeint. 
Wenn also eine Mengeneinheit des Produktes A die doppelte Menge eines bestimm
ten Rohstoffes verbraucht im Vergleich mit einer Mengeneinheit des Produktes B, 
so muss dies in einem Modell zur Bestimmung des gewinnmaximalen Produktions
programmes seinen Niederschlag finden. Eine andere, eher mathematisch orientierte, 
aber doch ahnliche Definition lautet: 

Ein Modell isi eine zweckorieniierie, 
relaiionseineindeuiige Abbildung der Realiiiii. 

Diese Definition betont die Zweck- oder Zielorientierung eines Modells. Die Relati
onseineindeutigkeit entspricht der Bewahrung der Sirukiur in der ersten Definition. 
Die Relaiionen oder Beziehungen zwischen den realen Elementen und ihren Ge
genstucken im Modell sollen sich demnach entsprechen, sofern sie fur die Zielsetzung 
relevant sind. Wenn also Produkt A einen hOheren Deckungsbeitrag als Produkt B 
erzielt, so muss sich dies in der Zielfunktion des Modells in einem numerisch graBeren 
Deckungsbeitragskoeffizienten widerspiegeln. Auch umgekehrt kann man aus einem 
graBeren Koeffizienten in der Zielfunktion auf einen hOheren (realen) Deckungsbei
trag schlieBen. Die Relationseineindeutigkeit bezieht sich aber auch in dieser zweiten 
Definition nur auf relevanie Beziehungen und nicht auf aIle realen Beziehungen, 
so dass es sich bei einem Modell gemaB dieser zweiten Definition nicht urn einen 
Isomotphismus im mathematischen Sinne handelt. Ein Isomorphismus wurde nichts 
vereinfachen und ware als Modell unbrauchbar. 

Wie kann nun ein Modell zur Lasung eines realen Problems beitragen? Das reale 
Problem wird durch die Modellbildung in ein formales Problem iiberfiihrt. Dieser 
erste Schritt ist keineswegs trivial, da er das schon erwahnte Erkennen des realen 
Problems und seine genaue Analyse erfordert. Die Schwierigkeiten, die Schiller (und 
Studenten) mit mathematischen Textaufgaben haben, zeigen dies eindrucksvoll. In 
dem zweiten Schritt wird das formale Problem mit Hilfe formaler Methoden - hier 
mittels OR-Methoden - gelast. Einem Teil dieser Methoden ist das vorliegende 
Buch gewidmet. Die gefundene Modelllosung muss schlieBlich noch auf die Realitat 
ubertragen werden, was dann zur Reallosung oder Enischeidung fuhrt. Die folgende 
Abbildung macht diesen Prozess deutlich, bei dem es allerdings in der Praxis auch 
zwischen den einzelnen Schritten noch zu Ruckkopplungen kommen kann. 
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I Realitat (reales Problem) I --+ I Modell (formales Problem) I 

lOR 

I Reallasung (Entscheidung) I c- I Modelllasung I 

Der Begriff des Modells ist nun aber so weit gefasst, class er sehr verschiedenartige 
Auspragungen umfasst. Es ist daher sinnvoll - und manchmal natig -, die Fiille 
cler Modelle zu klassijizieren. Zu diesem Zweck bieten sich wiederum verschiedene 
Aspekte an. Zum Beispiel kannen Modelle nach ihrer iiujJeren Form unterschieden 
werden in verbale Madelle, die ausschlieBlich aus Worten einer natiirlichen Sprache 
gebaut sind und damit sehr schnell groB und uniibersichtlich werden kannen, wei
ter in ikonische Madelle, bei denen die Worte durch Piktogramme, bildliche oder 
auch physische Darstellungen (Miniaturen) ersetzt werden und die dadurch schon 
iibersichtlicher werden, und schlieBlich in mathematische Madelle (Kalhile), die sich 
der kompakten Formalsprache der Mathematik bedienen und damit in komplexen 
Situationen am machtigsten sind. 1m OR werden wir es stets mit solchen mathe
matischen Modellen zu tun haben, beispielsweise in Gestalt von Gleichungs- oder 
U ngleichungssystemen. 

Einen weiteren Klassifikationsaspekt stellt die Vorgehensweise dar. Hier unterschei
det man analyiische, iterative, heurisiische und Simulaiionsmodelle. Analyiische 
Madelle kommen nach einem festgelegten Algorithmus in endlicher Zeit zu der 
Lasung des Problems und sind somit den iibrigen Modellen iiberlegen. Jedoch gibt 
es Situationen, in denen ein solches analytisches Modell nicht zur Verfiigung steht. 
Dann sollte man ein iieraiives Modell heranziehen, das sich auch durch einen Al
gorithmus auszeichnet, mit dem man sich jedoch der Lasung des Problems im All
gemeinen "nur" annahern kann. Der Grad der Annaherung ist allerdings haufig frei 
wahlbar und wird mit jedem Iterationsschritt - in der Regel - besser. 1st auch 
kein iteratives Modell verfiigbar, so bleiben nur noch heurisiische Verfahren, deren 
Vorgehen zwar plausibel ist, die jedoch weder das exakte, noch das approximative 
Auffinden der Lasung garantieren. Auch Simulaiionsmodelle kommen dann in Frage. 
Sie bilden das reale Problem im Allgemeinen mit Hilfe einer Simulationsspmche im 
Computer nach und gestatten die kostengtinstige und gefahrlose Beobachtung der 
(virtuellen) Resultate diverser Entscheidungen und MaBnahmen. Ob und in wel
chern AusmaB die Simulation zu einer Lasung des Entscheidungsproblems flihrt, 
hangt maBgeblich von der Erfahrung und dem Geschick des Simulators abo 

Der letzte (hier erwahnte) Klassifikationsaspekt orientiert sich an dem Einsatzzweck 
der Modelle. Er unterscheidet Beschreibungsmodelle, Erkliirungsmodelle und Ent
scheidungsmodelle. Der ausschlieBliche Zweck der Beschreibungsmodelle besteht in 
der Darstellung eines komplexen, realen Sachverhalts (z.B. Volkswirtschaftliche Ge
samtrechnungen, betriebliche Kennzahlensysteme). Der Zweck von Erkliirungsmo
dellen geht insofern daruber hinaus, als auch Wirkungsmechanismen und Kausal
zusammenhange dargestellt werden sollen (z.B. Preis-Absatz-Funktionen, Prod uk
tionsfunktionen, Regressionsmodelle). Wenn man erklaren kann, warum ein reales 
Phanomen - etwa eine Absatzsteigerung eines Produktes - beobachtet worden ist, 
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dann liegt die Versuchung nahe, die Fragestellung urnzukehren und zu fragen, unier 
welchen Umsiiinden sich eine andere Auspragung des Phanomens einstellen wurde. 
Hat man den Preis eines Gutes als (einzigen oder maflgeblichen) Einflussfaktor fUr 
die Absatzmenge ausgemacht, so kannte man mit dem Modell der Preis-Absatz
Funktion auch den Absatz prognosiizieren, cler sich bei einem bestimmten Preis 
ergeben wurde. Bei clieser inversen Nutzung von Erklarungsmodellen spricht man 
deshalb auch von Prognosemodellen. Dagegen erfUllen Entscheidungsmodelle einen 
wesentlichen zusatzlichen Zweck, indem sie die hineingesteckte Information unmit
telbar und automatisch in eine Entscheidung transformieren.3 Beispiele hierfiir sind 
medizinische Expertensysteme, die aus Symptomen einen Therapievorschlag ablei
ten, oder auch die Methoden cler statistischen Inferenz, die aus Stichprobendaten 
eine Parameterschatzung oder eine Hypothesenbeurteilung berechnen. 

Die Klassifikation von Modellen gestattet eine schnelle Vorentscheidung daruber, 
welche Modelle fUr bestimmte Problemstellungen besser oder schlechter geeignet 
sind. 1m OR haben wir es mit mathematischen Entscheidungsmodellen zu tun, die 
uberwiegend analytisch oder iterativ arbeiten. 

1m Folgenden werden lineare Optimierungsprobleme und ihre Losungsmethoden be
handelt. Bei dieser linearen Optimierung handelt es sich zwar urn einen sehr spezi
ellen Sonderfall der Optimierung in toto, aber urn einen sehr haufig anzutreffenden. 
Selbst nichtlineare Probleme lassen sich machmal linearisieren, also durch einfache 
mathematische Ttansformationen (exakt oder approximativ) in lineare Probleme 
uberfuhren. Der enorme Vorteil linearer Probleme ist deren einfache, algorithmi
sche Lasbarkeit. Nach einer allgemeinen Vorstellung des Grundmodells der linearen 
Optimierung wird fur sehr einfache Situationen ein graphisches Losungsverfahren de
monstriert, das die Intuition fUr das anschlieBende, abstraktere Simplex-Verfahren 
fardern soli. Nach einer EinfUhrung des Simplex-Algorithmus ohne Komplikatio
nen werden Sonderfalle und ihre Behandlung besprochen. Postoptimale Rechnungen 
schlieBen sich an, die Fragen nach der Stabilitiit der gefundenen Lasung beantworten. 

Danach werden Ttansport- und Z uordnungsprobleme als auBerst spezielle Sonderfillle 
der linearen Probleme behandelt. Obwohl man sie prinzipiell mit dem Simplex
Algorithmus 16sen konnte, ist doch ihr Spezialisierungsgrad so groB, dass es hier 
effizientere Methoden gibt. Fur die Ttansportprobleme wird die Distributionsmetho
de mit diversen Einzelalgorithmen und fur die Zuordnungsprobleme die Ungarische 
Methode vorgestellt und an Beispielen verdeutlicht. 

SchlieBlich folgen noch Kapitel uber Netzwerke, die Netzplantechnik und Modelle der 
Lagerhaltung. Hier verlassen wir - zumindest teilweise - das Gebiet der linearen 
Optimierung und stoBen auf nichtlineare Probleme. In den beiden letztgenannten 
Kapiteln werden daruber hinaus auch Kenntnisse der Stochastik benatigt. 

3Natiirlich ist diese Entscheidung in der Praxis im Allgemeinen nur als Enischeidungsvo,schlag 
aufzufassen. Die eigentliche Entscheidung im SiIme eines Enischeidungspmzesses mit den Phasen 
der Planung, der Realisation und auch der Kontrolle der ergriffenen Maflnahmen obliegt nach wie 
vor dem Enischeidungstniger, dem OR-Modelle lediglich als Unterstutzung in der Enischeidungs
vo,be,eitung dienen; vgl. dazu etwa BambergjCoenenberg (2007). 
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Grundmodell der linearen 
Optimierung 

Lernziele 

• Wie lautet das Grundmodell der linearen Optimierung? 

• Was bedeutet Linearitiit? 

• Wie kann man eine Minimierungsaufgabe in eine Maximierungsaufgabe uber
fuhren? 

• Welche Strukturen k6nnen mit dem Grundmodell der linearen Optimierung 
behandelt werden? 

• Wo kann man die lineare Optimierung einsetzen? 

2.1 Zielsetzung der linear en Optimierung 

Die lineare Optimierung stellt das grundlegende und wohl auch wichtigste Teilgebiet 
des OR dar. V611ig synonym werden hierfur auch die Begriffe lineare Planungsrech
nung und lineare Programmierung benutzt. Von diesen Begriffen stammt die gangige 
und auch hier oft gebrauchte Abkiirzung LP. Ein LP-Problem ist also ein Problem 
cler linearen Optimierung. Eine lineare Funktion, die so genannte Zielfunktion, solI 
optimiert, also im Allgemeinen maximieri oder minimieri werden. Dies geschieht 
durch geeignete Festlegung ihrer Variablen X 1 ) X2, . .. ) X n ) cler so genannten Siruk
turvariablen , Entscheidungsvariablen oder Aktionsvariablen. Eine lineare Funktion 
cler Variablen X 1 ) X2) . .. ) Xn hat stets die Gestalt 

wobei Co , Cj, ... ,en beliebige, aber bekannte reelle Zahlen sind. Das absolute Glied 
Co spielt hier keine Rolle, da es lediglich fur eine Verschiebung in Ordinatenrichtung 
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sorgt und somit keinen Einfluss auf die Maximalstelle oder Minimalstelle selbst 
ausubt, so dass die Zielfunktion Z im weiteren folgende Gestalt hat: 

Eine solche Funktion kann durch geeignete Wahl der Variablenwerte offenbar be
liebig groB oder beliebig klein werden, so class eine Maximierungs- oder Minimie
rungsforderung ohne weitere Einschrankungen keinen Sinn machen wurde. Diese 
Einschrankungen, die so genannten Restriktionen, sind in cler Praxis auch stets 
vorhanden 1 und haben bei LP-Modellen stets eine lineare Struktur bezuglich der 
Strukturvariablen. Es kann sich dabei urn Gleichungen oder urn Ungleichungen han
deln, wie wir noch sehen werden. Die Anzahl m dieser linearen Restriktionen ist 
dabei grundsatzlich nicht nach oben beschrankt. In der Praxis k6nnen durchaus 
LP-Probleme mit vielen hundert Restriktionen (und vielen hundert Strukturvaria
bIen) auftreten. 

2.2 Schreibweisen des Grundmodells 

Das Grundmodell der linearen Optimierung hat die folgende Gestalt: 

Z(Xl)'" ,xn ) = C1Xl + ... +enxn max! 

al1xl + a12x2 + ... + alnXn :s; b1 

a21xl + ~2X2 + ... + a2nXn :s; b2 

a m 1 X1 + am2X2 + ... + amnXn :s; bm 

X1,X2)'" ,Xn ~ O. 

Fur die lineare Zielfunktion gilt im Grundmodell also stets die Maximierungsfor
de rung, wobei die Zielfunkiionskoeffizienten C1) ... ) Cn, die auch Dualwerte genannt 
werden, bekannte reelle Zahlen sind. Die m Restriktionen liegen im Grundmodell 
stets als unechte Abschiitzungen nach oben, d.h. als Kleiner/Gleich-Beziehungen 
VOL Die lineare Kombination der Strukturvariablen mit den bekannien reellen Koef
fizienten aij ist im Grundmodell also stets kleiner oder h6chstens gleich einer weite
ren bekannien reellen Zahl bi , dem so genannten Resirikiionsweri oder Primalwert 
der i-ten Restriktion. Die aij heiBen iechnische KoejJizienien. Weiterhin diirfen die 
Strukturvariablen im Grundmodell nicht negativ werden. Dies nennt man die Nicht
negaiivitaisbedingungen fUr die Strukturvariablen. 

Da weder die Anzahl n der Strukturvariablen noch die Anzahl m der Restriktionen 
in dieser allgemeinen Schreibweise festliegen, kommt man urn die Av..slassungspunk
ie (teilweise) nur herum, wenn man sich der kompakteren Operatorenschreibweise 

1 Angeblich hat es vor langer Zeit einmal ein Land olme Einschriinkungen gegeben, aber dann 
hat eine Dame einem Herm einen Apfel angeboten ... und dieser Apfel hat dann im Grunde doch 
wieder eine "Einschriinkung" dargestellt. 
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der Mathematik bedient. Das oben dargestellte LP-Crundmodell kann dann v611ig 
aquivalent wie folgt geschrieben werden: 

n 

Z(Xl)""Xn ) = LCjXj max! 
j= l 

n 

L aijXj :s; bi 

j= l 

Xl , ... ,Xn;::::O. 

fur i = 1, ... ,m 

Der Summenoperator :>:: wird im Folgenden durehaus gebraueht und als bekannt 
vorausgesetzt. Seine Bedeutung kann unmittelbar dureh den Vergleieh mit dem aqui
valenten, aber mit Auslassungspunkten versehenen Grundmodell eingesehen werden. 

Eine noeh kompaktere Sehreibweise erhalt man mit der Vektor-Matrix-Notation 
der linearen Algebra. Dazu bezeiehne x den Spaltenvektor der Strukturvariablen, c 
den Spaltenvektor der Dualwerte, b den Spaltenvektor der Primalwerte und A die 
Matrix cler technischen Koeffizienten: 

x 

Dann kann das LP-Grundmodell aueh folgendermaBen gesehrieben werden: 

Z(x) ~ C IX max! 

Ax <; b 

x;:::: 0, 

wobei 0 den Nullvektor bedeutet und alle Ungleiehungen komponentenweise gelten. 
Die Zielfunktion Z ergibt sieh als Skalarprodukt aus dem Vektor der Zielfunktionsko
effizienten und dem Vektor der Strukturvariablen. Diese auBerst kompakte Vektor
Matrix-Notation wird - trotz groBer Vorteile bei umfangreichen Problemen - im 
Folgenden nur noeh in dem Kapitel uber postoptimale Rechnungen benutzt. 

2.3 Erweiterungen des Grundmodells 

Das Grundmodell mag dem aufmerksamen Leser recht speziell und restriktiv vor
kommen , nicht wegen cler auftretenden "Restriktionen" , sondern vielmehr wegen ih
rer speziellen Form als obere Abschiitzungen sowie auch wegen cler Maximierungsfor
derung und cler Nichtnegativitiitsbedingungen. Was ist, wenn ich die Zielfunktion mi
nimierf:r"L mochte, weil es sich beispielsweise urn Kosten handelt? Was ist, wenn ich 
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die eine oder andere Restriktion als uniere Abschiiizung oder als Gleichung vorliegen 
habe? Und was ist, wenn die eine oder andere Strukturvariable im Prinzip auch nega
tiv werden k6nnte? Solche Abweichungen vom Grundmodell k6nnen durchaus durch 
mathematische Tricks auf die formale Gestalt des Grundmodells zuruckgefuhrt wer
den, was im Folgenden jedoch nur kurz skizziert werden solI, da die entsprechenden 
Sonderfiille und ihre Behandlung im Rahmen des Simplex-Algorithmus spater noch 
ausfuhrlich thematisiert werden. 

SolI in praxi eine Zielfunktion Z minimiert werden, obwohl man nur einen Algorith
mus, z.E. in Gestalt eines Computerprogramms, zur Maximierung zur Verfiigung 
hat, so kann dies folgendermaBen angegangen werden: Man maximiert mit seinem 
Algorithmus die zuvor mit (-1) multiplizierte Zielfunktion, also (- Z), und hat 
schon das Minimum von Z gefunden. Die Werte xi, ... ) x~ der Strukturvariablen, 
die (- Z) maximieren, minimieren gleichzeitig die ursprungliche Zielfunktion Z. Soli 
dagegen etwa ein bestimmter Bollwert Zo moglichst genau erreichi werden, so kann 
man dies auf die Minimierung von I Z - Zo lund damit auf die Maximierung von 
-IZ - Zol zuruckfiihren. Die im Grundmodell geforderte Maximierung stellt also 
fur die Praxis der Optimierung keine wirkliche Einschrankung dar. 1m Rahmen des 
Simplex-Algorithmus kann die Minimierung mit Hilfe des dualen Problems erfolgen, 
wie spater noch gezeigt wird. 

Die Berucksichtigung einer unieren Abschaizung kann mit demselben Trick erfolgen. 
Die U ngleichung 

ist - nach einer Multiplikation mit (-1) - offenbar aquivalent zu der oberer> 
Abschiitzung 

die den formalen Anforderungen des Grundmodells genugt. Fur positive techni
sche Koeffizienten und einen positiven Restriktionswert bi folgt aus der unteren 
Abschatzung die Unzulassigkeit der so genannten Av..sgangslosung Xl = X2 = 

Xn ~ O. Dieser Sonderfall wird im Rahmen des Simplex-Algorithmus unter dem 
Stichwort Buche einer zuliissigen Ausgangslosung behandelt. 

Auch die Berucksichtigung einer Gleichheitsrestriktion fiihrt auf diesen Sonderfall. 
Zuvor muss eine Gleichheitsrestriktion jedoch in zwei Ungleichheitsrestriktionen zer
legt werden. Die Forderung 

ist v611ig aquivalent zu der Forderung der simultanen Erfullung der beiden Unglei
chungen 

ail Xl + ... + ainXn :s; b i 

ailxl + ... + ainXn ;:::: bi. 
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Die letzte Ungleichung kann natiirlich wieder durch Multiplikation mit (-1) in eine 
obere Abschiitzung iiberfuhrt werden: 

ailxl + ... + ainXn :s; bi 

-ailx1 - ... - ainXn :s; -bi. 

Gilt fur eine Strukturvariable Xj die Nichtnegativitiitsbedingung nicht, kann sie also 
prinzipiell auch negative Werte annehmen, wie beispielsweise Temperaturen in °C 
oder Guthabenbetrage, deren negative Auspragungen auch Schulden genannt wer
den, so kann man Xj durch eine Differenz nichtnegativer Variablen subsiiiuieren: 
Xj = xj - x'j mit xj) x'J ;:::: O. Fiihrt man diese Substitution in cler Zielfunktion 
und in allen Restriktionen durch, so erhalt man ein aquivalentes Modell, das den 
Anforderungen des Grundmodells wieder entspricht. 

Mit den genannten Tricks wird deutlich, dass es sich bei den Annahmen des Grund
modells nur scheinbar urn willkiirliche Einschriinkungen der Anwendbarkeit han
delt. In der Tat kannen viele lineare Probleme so auf die Gestalt des Grundmodells 
zuriickgefuhrt werden. 

2.4 Anwendungsgebiete 

Die am hiiufigsten anzutreffende Anwendung der linearen Optimierung stellt die Pla
nung des optimalen Produktionsprogrammes dar. Die Strukturvariablen X1) . .. ) Xn 

haben darin die Bedeutung der Mengen der n Produkte, die ein Unternehmen in der 
nachsten Planungsperiode herstellen solI, urn beispielsweise den Gewinn (aus diesem 
Produktionsprogramm) zu maximieren.2 Haufig geht man - zumindest naherungs
weise - davon aus, dass es sich urn beliebig ieilbare Guier handelt, dass also die 
Mengen X1, ... ,Xn prinzipiell jeden nichtnegativen Wert annehmen konnen. 3 Wenn 
diese Voraussetzung nicht gegeben ist, wenn es sich bei den Produkten also urn 
Siuckguier, etwa urn Autos oder Flugzeuge, handelt, dann benotigt man ein Verfah
ren der ganzzahligen Opiimierung oder Iniegeropiimierung, die hier nicht behandelt 
werden. In sehr einfach gelagerten Situationen, etwa bei nur zwei Produkten, kann 
man das Problem jedoch auch ohne solche Verfahren lasen, wie im niichsten Kapitel 
an einem Beispiel gezeigt wird. 

Wenn es beabsichtigt ist, den Periodengewinn zu maximieren, dann sind die zu opti
mierenden Mengen X1, ... ,Xn in der Zielfunktion mit ihren Deckungsbeiiriigen, also 
der Differenz aus Erlos und variablen Kosten je Mengeneinheit, zu multiplizieren, 

2Da Fixkosten definitionsgemi:iJ3 unabhangig von dem gewiihlten Produktionsprogramm anfal
len, fuhrt das Produktionsprogramm mit der maximalen Deckungsbeitragssumme stets auch zum 
maximalen GewiIlll, weshalb man also genauso gut die Deckungsbeitragssumme maximieren kann. 

3 Anderenfalls dtirfte man im Grunde gar nicht von einem linea,en Problem reden, da die Li
nearitai einer Funktion insbesondere die Liickenlosigkeii des Definitionsbereiches voraussetzt. 
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urn die zu maximierende Deckungsbeiiragssumme Z zu erhalten. Verbunden mit die
ser Zielsetzung sind typischerweise - aber nicht notwendigerweise ausschlieBlich -
Reslriklionen vom Kleiner/Gleich-Typ, die Produklionsbeschrankungen darslellen. 
Diese konnen sich auf aile Produklionsfakloren beziehen. So konnen Roh-, Hilfs
oder Betriebsstoffe knapp sein, aber auch Maschinenkapazitaten, Personal oder ein
fach das Geld (Kapilal), das man fur jede Produklion brauchl. Der lechnische Koef
fizienl aij der Produklmenge Xj in der i-len Ungleichung siehl dann fur die Menge 
cler i-ten Ressource, die zur Produktion einer Mengeneinheit des j-ten Cutes notig 
ist. Der Restriktionswert bi reprasentiert die vorhandenen Mengeneinheiten dieser 
Ressourc8. 

Seltener hat man bei Produktionsprogrammen als Zielsetzung die Minimierung der 
Prodvktionskosten. Die Koeffizienlen der Zielfunklion slehen dann fur die varia
bIen Koslen je Mengeneinheil der Produkle. Da diese Koslen nichl negaliv wer
den k6nnen, wohl aber null, namlich dann, wenn man nichts produziert, treten 
bei dieser Zielsetzung typischerweise Restriktionen auf, die das "Nullprogramm" 
X1 = ... = Xn = 0 ausschlieBen. Dies konnen etwa Lieferverpftichtungen oder Min
deslmarklanleile sein. Solche Reslriklionen sind vom GroBer/Gleich-Typ. Wie be
reils erwahnl, enlsprichl diese Problemslellung jedoch nichl dem Grundmodell der 
linearen Optimierung. 

Bei Problemen der Investitionsplanung ist der Gewinn unter Variation der zu be
schaffenden Investitionsgutermengen sowie unter der Beachtung von Budgetrestrik
tionen zu maximieren. In der Finanzierungsplanung sind dagegen im Allgemeinen 
die Beschaffungskosten des Kapitals zu minimieren, das jedoch zur Realisation einer 
belrieblichen Aufgabenslellung in gewissen Mindeslmengen beschaffl werden muss. 
In der Lagerhaltung konnen sich LP-Probleme der Kostenminimierung bei voraus
geselzler Lieferfahigkeil ergeben. In vielen belrieblichen Bereichen und Funklionen 
kann man auf LP-Probleme lreffen. Muller-Merbach' nennl ein Beispiel aus der 
Koslen- und Leislungsrechnung bei mehrslufiger Kuppelproduklion, Runzheimer5 

fuhrl ein Beispiel aus dem Bereich der Werbung an. 

Aber auch in anderen Methodenbereichen lriffl man gelegenllich auf Teilprobleme, 
die mil Hilfe von LP-Modellen gelosl werden konnen, beispielsweise in der Spiel
theorie oder in der Netzplantechnik. Die lineare Optimierung gehort aufgrund dieser 
enormen Anwendungsbreite sowie wegen ihrer mathematischen Einfachheit zu den 
fundamentalen Gebielen des OR. 

'vgl Milller-Merba£h (1986) 
5vgl. Runzheimer et al. (2005) 
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• Graphische Lasung 
LP-Problems 

elnes 

Lernziele 

• Welche LP-Probleme kannen graphisch gelast werden? 

• Wie werden die Restriktionen graphisch dargestellt? 

• Was ist cler zuliissige Bereich? 

• Wie wird die Lasung graphisch gefunden? 

• Wie wird die Lasung dann exakt bestimmt? 

• Wie stabil ist die Lasung? 

3.1 Graphische Reprasentation 

Die graphische Lasung eines LP-Problems ist im Grunde nur fur zwei Struktur
variablen X 1 ) X2 moglich, da jeder Strukturvariablen eine Achse - und damit eine 
Dimension - zugeordnet werden muss. Rein theoretisch k6nnten wir dank unserer 
dreidimensionalen Anschauung auch drei Strukturvariablen graphisch behandeln. 
Bei cler erforderlichen Projektion eines dreidimensionalen Gebietes auf eine zweidi
mensionale Papierftache gibt es jedoch erhebliche Probleme, so class wir uns auf zwei 
Strukturvariablen beschriinken. 

Jede Strukturvariable (z.B. Produktionsmenge) Xl, X2 wird auf einer Achse eines kar
tesischen (rechtwinkligen) Koordinatensystems abgetragen. Damit entspricht jeder 
Punkt in der Ebene einer potenziellen Lasung des LP-Problems, also beispielswei
se einem potenziellen Produktionsprogramm einer Zweiproduktunternehmung. Jede 
lineare Ungleichung teilt die Ebene dann in eine Halbebene von "L6sungen", die 
die Restriktion verletzen und damit eigentlich gar keine Losung darstellen, und ei
ne Halbebene von Losungen, die die Restriktion erfiillen. Die Grenze zwischen den 
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Halbebenen ist wegen cler geforderten Linearitat eine Gerade, die definitionsgema:B 
zu cler zuliissigen Halbebene gehort. 

Die Menge derjenigen Punkte, die gleichzeitig aile Restriktionen erfilllen, stellt dann 
ein - oftmals beschranktes - so genanntes konvexes P olyeder dar) also einen st"iick
weise linear begrenzten Bereich B cler (X1) x2)-Ebene, cler mit jeweils zwei beliebigen 
Punkten (xi, x;) und (xi*) x;*) dieses Bereichs auch aIle Punkte auf deren Verbin
dungsstrecke enthiilt, d.h. filr aile A E [0, I] gilt: 

(X;, x;), (x;', x;') E B =? (AX; + (1 - A)X;', AX; + (1 - A)Xn E B. 

Diesen stuckweise linear begrenzten, konvexen Bereich nennt man den zuliissigen 
Bereich des LP-Problems. 

Beispiel 3.1: Waschpulver 

Ein Betrieb stellt zwei Sarten Waschpulver in den Menge Xl und X2 her. Die Di
mension der Mengeneinheit - z.E. Kilogramm, Tonne, Kubikmeter - spielt dabei 
prinzipiell keine Rolle, kann der Anwender also beliebig festlegen. FOr den Zeitbe
zug - z.E. Tagesproduktion, Wochenproduktion - gilt dassel be. Man denke hier 
beispielsweise an die Tagesproduktion in Tonnen It/Tag]. Die Produktion unterliege 
hier cler Einfachheit halber nur drei Restriktionen, die sich aus der Maschinenbele
gung und den Maschinenkapazitiiten ergeben. Waschpulver 1 benotigt je Tonne eine 
Bearbeitungszeit von einer Stunde auf Maschine B und drei Stunden auf Maschi
ne C. Je Tonne des Waschpulvers 2 sind eine Stunde auf Maschine A, eine Stunde 
auf Maschine B und zwei Stunden auf Maschine C zu veranschlagen. Die Maschine A 
steht tiiglich aber nur sechs Stunden zur Verfilgung, die Maschine B sieben Stunden 
und die Maschine C 18 Stunden. Fur den Zeitbezug der Ressourcenbelastung und der 
Ressourcenkapazitiit gilt wiederum die Optionalitat wie schon fur die ubrigen phy
sikalischen Dimensionen. Naturlich lieBen sich die Restriktionen auch in Minuten 
ausdrucken. Neben diesen "Maschinenrestriktionen" gelten fur Produktionsmengen 
in naturlicher Weise auch Nichtnegativitiitsbedingungen. 

Urn das System der Restriktionen als Ungleichungssystem zu schreiben, ist es notig, 
die produktorientierie Darstellung im Text in eine ressourcen- beziehungsweise hier 
maschinenorientierie Darstellung zu transformieren. Was bedeuten die genannten 
Ressourcenerfordernisse fur die Maschine A? Die Produktionsmenge X1 des Wasch
pulvers 1 ist filr die Belegungsplanung dieser Maschine unerheblich, da dieses Pulver 
nicht auf Maschine A gefertigt wird. Aber je Tonne von Waschpulver 2 geht eine 
Stunde der Kapazitat dieser Maschine verloren. Fur die technischen Koeffizienten 
dieser ersten Restriktion heiBt dies also: all ~ 0 [hit], al2 ~ 1 [h/t]. Die Maschine A 
steht aber tiiglich nur sechs Stunden zur Verfilgung, so dass die erste Restriktion
unter Angabe der physikalischen Dimensionen - !autet: 

o [h/t] . Xl [t] + 1 [h/t] . X2 [t] S 6 [hi. 
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Fur die graphische Darstellung dieser Situation k6nnen wir zuniichst fes t halten, 
dass wegen der Nichtnegativitiitsbedingungen fUr Produktionsmengen ausschlieBlich 
Punkte des ersten Quadranten in der (X l , x2)-Ebene als Produktionsprogramme in 
Frage kommen. Wir k6nnen uns also bei der graphischen Darstellung in diesem Faile 
auf diesen Quadranten beschriinken. Die Restriktion fUr die Maschine A !autet also 
X2 <; 6 und besagt, dass - unabhiingig von der ersten Koordinate - alle Punkte 
(X 1, X2) unzulassig sind, deren zweite Koordinate groBer als sechs ist. Der Bereich 
B der potenziellen Produktionsprogramme, die dieser ersten Restriktion geniigen, 
hat also die folgende Gestalt, wobei die nicht zu B gehOrenden Bereiche durch die 
Andeutung einer Schraffur als verboten kenntlich gemacht sind. Der Bereich B ist 
nach rechts (noch) nicht beschriinkt. 

X2 
7 

6, 

5 

4 

3 B 

2 

1 
Xl 

1 2 3 4 5 6 7 

Fur Maschine B gilt, dass jedes der beiden Waschpulver jeweils eine Stunde Bear
beitungszeit je Tonne benotigt. Da die Maschine nur sieben Stunden verfiigbar ist, 
lautet die zweite Restriktion (ohne Dimensionen): 

1 . Xl + 1 . X2 <; 7. 

Die Begrenzungsgerade X1 + X2 = 7 dieser Restriktion kann durch die Besiimmung 
zweier Punkte und durch lineare Verbindung (und Fortsetzung) in die (X l , x2)-Ebene 
eingezeichnet werden. Die einfachste Art, zwei Punkte einer Geraden zu bestimmen, 
besteht darin, jeweils eine Variable null zu setzen und nach der anderen aujzulosen: 

Xl ~ 0 =? 0 + X2 ~ 7 =? X2 ~ 7, 

X2 ~ 0 =? Xl + 0 ~ 7 =? Xl ~ 7. 

Fur X1 = 0 erhalt man definitionsgemaB den x2-Achsenabschniti oder Ordinaien
durchgang der Geraden, hier also den Punkt (0,7). Fur X2 ~ 0 erMlt man den 
x l-Achsenabschniti oder Abszissendurchgang der Geraden, hier (7,0). Der Bereich 
B, der jetzt zusiitzlich auch dieser zweiten Restriktion genugt, schlieBt zusiitzlich aI
le Punkte aus , die rechts/oberhalb dieser Grenzgeraden liegen, und ist damit (nach 
allen Seiten) beschriinkt. 
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Auf Maschine C benotigt eine Tonne des Waschpulvers 1 drei Stunden und eine 
Tonne von Produkt 2 zwei Stunden bei einer Gesamtkapazitat von 18 Stunden: 

3 . Xl + 2 . X, <; 18. 

Das Zeichnen cler Grenzgeraden dieser Restriktion kann am einfachsten wieder durch 
die Bestimmung der Achsendurchgange erfolgen: 

Xl ~ 0 =? 3 . 0 + 2x, ~ 18 =? X, ~ 9, 

X, ~ 0 =? 3Xl + 2 . 0 ~ 18 =? Xl ~ 6. 

Aile Punkte rechts/oberhalb dieser Geraden verletzen die Kapazitatsrestriktion von 
Maschine C. Der zuliissige Bereich des gesamten LP-Problems is! also das neben
s!ehende unregelmaBige Fiinfeck - einschlieBlich seines Randes. 

9 

8 

7 

zulassiger Bereich 

1 2 3 

Xl 

4 5 6 7 
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3.2 Semigraphische Lasung 

J eder Punkt des zulassigen Bereichs stellt mit seinen beiden Koordinaten eine po
tenzielle Lasung des LP-Problems dar. Doch welche Lasung ist optimal? Urn dies 
beantworten zu k6nnen, muss man die Zielfunktion und ihre Optimierungsrichtung 
betrachten. Die Zielfunktion 

stellt selbst trotz bekannter Koeffizienten C1 ) C2 erst dann eine konkrete Gerade dar) 
wenn man den F\mktionswert Z als reelle Zahl spezifiziert. So kann man beispiels
weise die Zielfunktion mit clem Wert Z = 0 = C1X l +C2X2 als Ursprungsgerade in die 
(X l , x2)-Ebene einzeichnen. Sie umfasst alle Punkte (X l , X2), die zu demselben Ziel
funktionswert null filhren. Filr jeden beliebigen, aber festen Wert von Z ergibt sich 
so eine Gerade von Punkten, die aIle jeweils zu demselben Funktionswert gehoren. 
Man nennt diese Geraden daher Isozielwertgemden. Sie haben filr gegebene Koeffi
zienten Cl ) ~ alle dieselbe Steigung und unterscheiden sich nur im Absolutglied. Dies 
erkennt man besonders gut) wenn man fUr bekanntes Z nach cler Ordinate auflost: 

C2 f O. 

Wenn die Zielfunktion nun - unter Einhaltung cler Restriktionen - maximiert wer
den solI, so ist unter der unendlichen Schar paralleler 1sozielwertgeraden diejenige 
zu wahlen, die fur C2 > 0 moglichst weit "oben" (und fur C2 < 0 moglichst weit "un
ten") in der (X 1, x2)-Ebene liegt, aber noch mindestens einen Punkt im zulassigen 
Bereich besitzt. Dieser Punkt reprasentiert die (optimale) Losung des LP-Problems. 
1st umgekehrt die Zielfunktion zu minimieren, so verschiebt man eine beliebige Ziel
funktionswertgerade filr C:2 > 0 parallel nach unten (und filr C:2 < 0 parallel nach 
oben) , bis sie den zulassigen Bereich zu verlassen droht. Der letzte Beruhrungspunkt 
des zulassigen Bereichs stellt dann wiederum die Optimallosung dar. 

1m Allgemeinen ist die Optimallasung eindeutig. Sie liegt dann stets in einer der 
endlich vielen Ecken des zulassigen Bereichs. Selbst dann, wenn die Steigung der 
Zielfunktion rein zuJiillig mit der Steigung der extremalen Restriktionsgrenzgeraden 
ubereinstimmt und es somit nicht einen eindeutigen optimalen Punkt des zulassigen 
Bereichs gibt, sondern unendlich viele, ja selbst dann konnte man bei ausschlieBlicher 
Betrachtung der Eckpunkte des zulassigen Bereichs zum Optimum der Zielfunktion 
gelangen. 

Das Optimum eines LP-Problems findet man also stets in einem Eckpunkt des 
zulassigen Bereichs. Dies nennt man das Eckentheorem. Es behillt im Ubrigen auch 
fur mehr als zwei Strukturvariablen seine Giiltigkeit, wobei dann allerdings eine Ecke 
eine etwas andere Bedeutung hat als in der Ebene. Eine Ecke des zulassigen Bereichs 
ist hier als Schnittpunkt zweier Restriktionsgrenzgeraden zu verstehen. Hochstens 
rein zujiillig konnten in einer Ecke drei oder mehr Restriktionsgrenzgeraden zusam
mentreffen. Man bezeichnet dies als primale Entartung (oder Degeneration) erster 
Art. Sie ist filr die graphische Lasung nicht weiter von Bedeutung. 
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Wahrend man nun die optimale Ecke durch Parallelverschiebung der Zielfunktions
geraden im Allgemeinen rein optisch erkennen kann, ist die optische Bestimmung 
ihrer Koordinaten - und damit der Lasung selbst - mit Ablesefehlern verbunden. 
Es ist daher eindeutig vorzuziehen, den Schnittpunkt cler Restriktionsgrenzgeraden 
als Lasung eines einfachen linearen Gleichungssystems mit zwei Unbekannten und 
zwei Gleichungen zu berechnen. Dieses Vorgehen solI semigraphische Lasung genannt 
werden. 

Beispiel 3.1 (Fortsetzung): Waschpulver 

In unserem Waschpulver-Beispiel solI nun die Deckungsbeitragssumme maximiert 
werden. Dazu sei angenommen, dass eine Tonne des Waschpulvers 1 einen Deckungs
beitrag von vier Geldeinheiten erwirtschaftet und eine Tonne von Waschpulver 2 
einen Deckungsbeitrag von drei Geldeinheiten. Die konkrete Spezifikation einer Geld
einheit (GE) erfolgt individuell und optional (z.E. Euro, US$, Tsd.-Euro) und ist 
prinzipiell irrelevant. Das vollstandige (mathematische) LP-Modell hat dann folgen
de Gestalt: 

z ~ 4Xl + 3X2 max! 

X2 <; 6 (Maschine A) 

Xl + X2 <; 7 (Maschine B) 

3Xl + 2X2 <; 18 

X1, X2 ;:::: o. 
(Maschine C) 

In den zuvor konstruierten zulassigen Bereich wird nun ein beliebiges Exemplar einer 
Isogewinngemden 1 eingezeichnet, etwa Z = 12 = 4Xl +3X2. Dies kann wieder durch 
die Bestimmung ihrer Achsendurchgange geschehen: 

Da der Gewinn stets zu maximieren ist, wird diese Isolinie nun pamllel so lange 
nach oben beziehungsweise nach rechtsj oben verschoben, bis sie gerade noch den 
zulassigen Bereich beriihrt. Dies ist in dem eingekreisten Eckpunkt der Fall. Dieser 
Eckpunkt stellt also das gewinnmaximale Produktionsprogramm dar. 

lZur Vereinfachung der Sprachregelung werden im Folgenden die Begriffe Deckungsbeiimgssum
me und Gewinn synonym verwendet, da dies - wie bereits erLiutert - die Optimierungsaspekte 
nicht beeintrachtigt. 
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Aber wie lauten die Koordinaten dieses Eckpunktes? Gewiss kann man versuchen, 
die Koordinalen durch Lolen auf die Achsen abzulesen. Dies wiirde aber auBersl ge
naues Zeichnen, Loten und Ablesen erfordern. Allemal genauer und kaum aufwandi
ger ist die Berechnung dieses Schnittpunktes, cler zu den Restriktionsgrenzgeraden 
der Maschinen B und C geMrl. Es isl also lediglich das lineare Gleichungssyslem 

X1 + X2 = 7 

3Xl + 2X2 ~ 18 

zu 16sen. Dies kann auf beliebige Weise erfolgen. Beispielsweise ergibt sich aus cler 
ersten Gleichung: X2 = 7 - X1- Dies in die zweite Gleichung eingesetzt, liefert X1 = 4, 
und daher X2 = 3. Es sind also, urn den Gewinn zu maximieren, vier Tonnen des 
Waschpulvers 1 und drei Tonnen des Waschpulvers 2 zu produzieren. Diese pro
blembezogene Interpretation gehort selbstverstandlich zu einer vollsiiindigen Losung 
einer problembezogenen, verbalen Aufgabenslellung! Ebenso geMrl dazu die Anga
be des maximalen Gewinns, den man durch Einseizen in die Zielfunkiion berechnen 
kann 

Zm= ~ 4·4 + 3· 3 ~ 25 [GE]. 

Der maximale Gewinn belragl 25 Geldeinheilen. Weilerhin k6nnle man noch die 
Ressourcenlage im Gewinnmaximum beschreiben. Die optimale Ecke liegt auf den 
Reslriklionsgrenzgeraden der Maschinen B und C. Damil isl durch dieses Produk
tionsprogramm deren Kapazitat ausgeschopft, wie man auch leicht durch Einseizen 
in die Resiriktionen verifizieren kann: 

4+3~7 

3·4+ 2· 3 ~ 18 

(Maschine B) 

(Maschine C). 
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Dagegen hat Maschine A bei diesem Produktionsprogramm eine verbleibende freie 
Kapazitiit von 6-X2 ~ 6-3 ~ 3 Ihl tiiglich, diejedoch - im Rahmen dieses Zweipro
duktbetriebes - nicht weiter gewinnsteigernd verwendet werden kann. Moglicher
weise kann diese Leerlaufkapazitat "vermietet" oder fur andere Produkte verwendet 
werden. Diese Uberlegungen liegen jedoch aujJerhalb unserer Problemstellung und 
interessieren hier daher nicht weiter. 

3.3 Weitere Beispiele 

Das folgende Beispiel stellt zuniichst keine wesentlich andere Situation dar, wird 
dann aber in zweifacher Hinsicht modifiziert. 

Beispiel 3.2: Unkrautvemichtungsmittel 

Ein Betrieb stellt die Unkrautvernichtungsmittel "Ex und Hopp" im Umfang von 
X1 Tonnen und "Biotod" im Umfang von X2 Tonnen her. Die Deckungsbeitrage 
je Tonne betragen 150€ beziehungs
weise 400 €. Z ur Herstellung ben6ti
gen die Produkte die in der Tabel
Ie notierten Zeiten je Tonne in den 
drei Fertigungsbereichen FBI, FB2 

FBI 
FB2 
FB3 

Ex und Hopp 
3 
3 

1.5 

Biotod Kapazitiit 
6 270 
3 200 
7 294 

und FB3. Diese Fertigungsbereiche stehen je Monat aber nur in dem angegebenen 
Umfang Ih/Monatl zur Verfilgung. 

Der Gewinn ist zu maximieren. Zunachst solIte man stets aus cler verbalen Aufga
benstellung das mathematische LP-Modell, bestehend aus Zieljunktion (mit Opti
mierungsrichtung)) Resirikiionen und gegebenenfalls Nichtnegaiiviiatsbedingungen, 
aufstellen: 

3Xl + 6X2 <; 270 

3Xl + 3X2 <; 200 

1.5xl + 7X2 <; 294 

X1) X2 ;:::: O. 

(Fertigungsbereich 1) 

(Fertigungsbereich 2) 

(Fertigungsbereich 3) 

Als nachstes wird cler zulassige Bereich gezeichnet. Sofort kann man auch hier wie
der die Beschriinkung auf den ersten Quadranten erkennen. Fur die weitere Ska
lierung der beiden Halbachsen sind jedoch gewisse Voriiberlegungen bezuglich der 
ungefahren GroBe des zulassigen Bereichs sinnvoll. Dazu berechnet man beispiels
weise zuersi die Achsendurchgange cler Restriktionsgrenzgeraden: 

3Xl + 6X2 ~ 270 : X1 = 0 =} X2 = 45, X2 = 0 =? Xl ~ 90 
3Xl + 3X2 ~ 200 : X1 = 0 =? X2 ~ 66.6, X2 = 0 =? Xl ~ 66.6 

1.5xl + 7X2 ~ 294 : X1 = 0 =} X2 = 42, X2 = 0 =? Xl ~ 196. 
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Will man den zulassigen Bereich auf cler Grundlage dieser Werte skizzieren, dann 
muss die x 1-Achse offenbar mindestens bis zum Wert 196 und die x2-Achse min
destens bis zum Wert 66.6 skaliert werden. Da man Achsenbeschriftungen natiirlich 
mit moglichst glatt en Werten vornimmt, muss man aufrunden und beispielsweise die 
x l-Achse bis 200 und die x2-Achse bis 70 zeichnen. Der zuliissige Bereich hat dann 
die folgende Gestalt. 
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Mit etwas Ubung sieht man jedoch schon den Werten der Achsendurchgange an, 
class es sich bei X 1 = 196 urn einen "AusreiBer" handelt, dessen Berucksichtigung 
bei der Skalierung der Achsen dazu fuhrt, dass der eigentlich interessierende zuliissige 
Bereich unnotig klein dargestellt wird, was die dem graphischen Verfahren inhiiren
ten Ungenauigkeiten nicht gerade verringert. An den beiden anderen Abszissen
durchgangen erkennt man schon, class eine xl-Achsenskalierung bis 100 v6llig aus
reichend ist. Wie zeichnet man dann aber die Restriktionsgrenzgerade des Ferti
gungsbereichs 3 ein? Man berechnet als zweiten Punkt auf der Geraden eben nicht 
den Abszissendurchgang, sondern den Punkt mit der Koordinate Xl ~ 100: 

1.5·100 + 7 . X2 ~ 294 =? X2 ~ 20.57. 

Dies stellt moglicherweise etwas h6here Anforderungen an das Markieren dieses 
Punktes (100,20.57), die aber durch besseres Arbeiten an dem gezoomten zuliissigen 
Bereich entlohnt werden. 2 

Eine beliebige Isogewinnlinie, etwa Z ~ 10000 ~ 150X l + 400X2, wird eingezeich
net und parallel moglichst weit nach oben verschoben. Die optimale Ecke ist in der 
folgenden Abbildung eingekreist. Sie ergibt sich als Schnittpunkt der Restriktions
grenzgeraden, die zu den Fertigungsbereichen 1 und 3 gehoren, und berechnet sich 
daher wie folgt: 

3X l + 6X2 ~ 270 =? X2 ~ 45 - 0.5XI } ~ 39 75 
1.5xl + 7· (45 - 0.5X I ) ~ 294 =? Xl ~ 10.5 =? X2 .. 

2Weiterfuhrende Uberlegungen, die auf eine Primzahlzerlegung des Restriktionswertes und auf 
Teilbarkeitsuntersuchungen hinauslaufen, scheinen den Aufwand nicht zu lolmen. 
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60 100 
Z~ 10000 

Xl 

Es sollten also 10.5 [I] "Ex und Hopp" und 39.75 [I] "Biolod" hergeslelll werden. Der 
maximale Gewinn wiirde dann 17475 [GE] belragen. Die Ferligungsbereiche 1 und 3 
waren damit ausgelastet, cler Fertigungsbereich 2 hatte noch eine Leerlaufkapazitat 
von 200 - 3 . 10.5 - 3 . 39.75 ~ 49.25 [hi pro Monal. 

Eine erste Variante des Problems solI nun darin bestehen, dass - beispielsweise 
durch Liefervertrage - von "Ex und Hopp" mindestens 20 [t] und von "Biotod" 
mindeslens 10 [I] produzierl werden miissen. Aile anderen Reslriklionen bleiben er
hallen. Die zuvor gefundene Lasung befindel sich wegen X l ~ 10.5 < 20 offenbar 
nicht mehr im zulassigen Bereich, cler nun durch die beiden zusiiizlichen Restriktio
nen Xl :> 20 und X2 :> 10 kleiner geworden isl. Man beachle, dass durch diese beiden 
Reslriklionen auch die Nichlnegaliviliilsbedingungen obsolel beziehungsweise red
undanl, also iiberfliissig geworden sind. Ansonslen bleibl das Vorgehen dasselbe. 
Die beliebig eingezeichnele Zielfunklion wird im Rahmen des zuliissigen Bereichs 
maximal nach oben verschoben. Die oplimale Ecke ergibl sich als Schnillpunkl der 
Reslriklion fur Ferligungsbereich 1 und der Mindeslmengenreslriklion fur "Ex und 
Hopp": 
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Es sind also 20 [I] "Ex und Hopp" und 35 [I] "Biolod" zu produzieren. Der -
gegeniiber cler weniger restringierten Situation verringerte - Gewinn betragt dann 
17000 [GE]. 

Vergessen wir nun wieder die Liefervertrage - man k6nnte sie auch beibehalten 
- und berucksichtigen wir stattdessen eine veranderte Erlos- oder Kostenlage: Der 
Deckungsbeilrag fur eine Tonne "Ex und Hopp" sei nun auf 220 [GE] gesliegen. Die 
ubrigen Daten seien die alten geblieben. Da sich die Restriktionen gegenuber dem 
Ausgangsbeispiel nicht geandert haben, ist offenbar auch cler zulassige Bereich der
selbe geblieben. Was hal sich dann in der Graphik geiinderl? Durch das veriinder
Ie Verhallnis der Zielfunklionskoeffizienlen hal sich die Steigung der Zielfunklion 
geanderl. Die Isogewinnfunklion fur Z ~ 8000 isl in der folgenden Abbildung ein
gezeichnel. Ihre maximale Parallelverschiebung nach rechls/oben fuhrl nun zu einer 
anderen oplimalen Ecke, die den Ferligungsbereichen 1 und 2 zugeordnel isl: 

70 

60 

50 

3Xl + 3X2 ~ 200 } - -
3X l + 6X2 ~ 270 =? X l ~ 43.3, X2 ~ 23.3. 

20 80 100 

Diese Fertigungsmengen wurden ubrigens auch den Liefervertragen genugen, wenn 
wir diese beibehallen hallen. Die freie Kapaziliil des Ferligungsbereichs 3 belriigl 
65.6 [hi. Die verbesserle Deckungsbeilragslage fur "Ex und Hopp" fuhrl damil zu 
einem h6heren Gewinn von 

Zm= ~ 220 . 43.3 + 400· 23.3 ~ 18866.6 [GE]. 

Dieser Einfluss der Deckungsbeilragsiinderung auf die oplimale Ecke legl die Frage 
nahe, um wie viel der Deckungsbeilrag von urspriinglich 150 [GE] sleigen darf, be
var das ursprunglich optimale Produktionsprogramm suboptimal wird, sich also die 
optimale Ecke andert. Dies ist eine Fragestellung der Sensitivitiitsanalyse, die spater 
im Rahmen der so genannlen postoptimalen Rechnung noch ausfuhrlich behandell 
wird. Die urspriinglich oplimale Ecke enlsprach dem Schnillpunkl der Reslriklions
grenzen der Ferligungsbereiche 1 und 3. Eine ErhOhung des Deckungsbeilrags fur 
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"Ex und Hopp" bewirkt eine Zunahme des Gefalles der Zielfunktion. Das ursprung
lich optimale Produktionsprogramm bleibt also so lange optimal, bis die Steigung 
-cd C2 der Zielfunktion unter den Wert der Steigung der Restriktionsgrenze von 
Fertigungsbereich 1 fallt. Diese Steigung erbalt man durch Auflosung der Restrikti
onsungleichung nach X2: 

Die ursprungliche Ecke bleibt also optimal, solange gilt: 

-Cj/400 :> -0.5 - Cj <:; 200. 

Wenn der Deckungsbeitrag Cj zufallig genau 200 [GE] betragt, hat die Zielfunktion 
dieselbe Steigung wie die Restriktionsgrenze des Fertigungsbereichs 1. Damit wurden 
aile (unendlich viele) Produktionsprogramme zwischen den eingekreisten Ecken -
und einschlieBlich dieser Ecken - zu demselben maximalen Gewinn von 18000 [GE] 
fIlhren. Fur jeden inneren Punkt dieser Strecke ware lediglich der Fertigungsbereich 1 
voll ausgelastet, wahrend die beiden anderen Fertigungsbereiche noch tiber eine freie 
Restkapazitat (engl: slack) verfugen wurden. 
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20 
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20 40 60 80 1 
Z ~ 18000 

Ahnliche Sensitivitiitsuberlegungen kann man bezuglich cler Resirikiionswerie an
stellen, deren Veranderung die zugehorige Restriktionsgrenze parallel verschieben 
wurde, und bezuglich cler iechnischen Koeffizienien, deren Verhaltnis die Steigung 
cler entsprechenden Restriktionsgrenzgeraden bestimmt. 

Das nachste Beispiel solI einerseits zeigen, wie man Minimierungsaufgaben graphisch 
lost, und enthalt andererseits den Fall fehlender Nichtnegativitatsbedingungen. 

Beispiel 3.3: Zylinder und Kolben 

Es werden Zylinder und Kolben fIlr Motoren gefertigt, wobei Xj [mm] die Abwei
chung des Zylinderinnendurchmessers von einem (nicht naher spezifizierten) Sollwert 
bedeutet. Ebenso ist X2 [mm] die Abweichung des Kolbendurchmessers von seinem 
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Sollwert. Fur solche Abweichungen gelten keine naturlichen Nichtnegativitiitsbedin
gungen. Die Abweichungen sollen jedoch dem Betrage nach 2 [mm] nicht uberschrei
ten: -2 <; X l , X2 <; 2. AuBerdem soll die Abweichung des Zylinderinnendurchmessers 
diejenige des Kolbendurchmessers sicherheitshalber urn nicht weniger als 1 [mm] 
uberschreiten: X l - X2 ;:> 1. Und schlieBlich darf diese Differenz aus technischen 
Grunden hOchstens 3 [mm] betragen: X l - X2 <; 3. Aus Materialkostengrunden soll 
die Summe der Abweichungen minimiert werden. Das LP-Modelllautet dann: 

Z(X I , X2) ~ X l + X2 min! 

X l ;:> -2 

Xl <; 2 

X2 ;:> -2 

X2 <; 2 

X 1 - X2 ;?: 1 

X 1 - X2 S 3. 

Die Bedingungen X 1 ~ -2 und X2 :s; 2 sind dann redundant, wie man clem zulassi
gen Bereich entnimmt. Die Zielfunktion ist fur den Wert Z ~ 1 eingezeichnet. Da 
sie zu minimieren ist, sind offenbar X 1 undjoder X2 moglichst klein zu wahlen. Die 
Zielfunktionsgerade ist also innerhalb des zuliissigen Bereichs parallel moglichst weit 
nach links/unten zu verschieben. Die optimale Ecke ist eingekreist und hat die Ko
ordinaten (-1,-2), wie man leicht nachrechnet. Die Abweichungssumme Z betriigt 
dann im Minimum -3 [mm]. 

X l 

-3 



26 3 Graphische Losung eines LP-Problems 

Das folgende Beispiel demonstriert das graphische Vorgehen bei Stiickgiitern. Es soli 
an dieser Stelle lediglich ein GefUhl fUr die Problematik der Ganzzahligkeit vermit
teln. 

Beispiel 3.4: Schreinerei 

In einer Schreinerei sollen zwei Sorten von Betten gebaut werden. Ein Buchenbett 
bringt einen Deckungsbeitrag von 500€, ein Eichenbett 300€. Aus Rohstoffgriinden 
konnen taglich hOchstens drei Buchenbetten und hOchstens vier Eichenbetten pro
duziert werden. AuBerdem stehen taglich 30 Mannstunden zur VerfUgung, von denen 
ein Buchenbett fUnf und ein Eichenbett sechs erfordert. Das gewinnmaximale LP
Problem !autet: 

Z(XI,X2) ~ 500Xl +300X2 max! 

Xl <; 3 

X2 <; 4 

5Xl + 6X2 <; 30 

Die lsogewinnlinie fur Z = 1500 ist in den zulassigen Bereich eingezeichnet. Dieser 
besteht hier jedoch nur aus den Punkten auf dem Ganzzahligkeitsraster, die keiner 
Restriktion widersprechen und daher in clem schraffiert begrenzten Bereich oder auf 
seinem Rand liegen. Gabe es die Ganzzahligkeitsbedingung nicht, konnte man die 
Isogewinnlinie bis in die eingekreiste Ecke schieben. 

Xl 

6 

Das zugehorige "Produktionsprogramm" ergabe sich folgendermaBen: 

Xl ~ 3 /\ 5Xl + 6X2 ~ 30 =? X2 ~ 2.5. 


