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Vorwort

Vorwort zur fiinften Auflage

Die konzeptionelle Besonderheit dieses Lehrbuches hat sich im Studienbetrieb an
verschiedenen Universititsstandorten bewahrt, wonach in jedem Kapitel die darin
erlduterten formalen Methoden zunichst an dkonomischen Fragestellungen moti-
viert und am Ende beispielhaft angewendet werden. Das Buch dient zunichst als
Vorlesungsbegleiter fiir eine einfithrende Lehrveranstaltung Mathematik fir Wirt-
schaftswissenschaftler im Grundstudium, die grundlegende Instrumente formaler
Analyse in den Wirtschaftswissenschaften vorstellt. Dieser Teil umfait Matrizen-
rechnung, lineare Systeme und Optimierung ebenso wie Differential- und Integral-
rechnung sowie die Lagrange-Methode, also die Kapitel 1 bis 12.

Weiterfilhrende mathematische Analyseinstrumente, die dariiber hinaus fiir das
Hauptstudium in den wirtschaftswissenschaftlichen Disziplinen von Bedeutung
sind, betreffen insbesondere Modelle, die durch Differentialgleichungen beschrieben
werden, Ansétze zur intertemporalen Steuerung oder die Entwicklung dynamischer
Systeme. Diese sowie einige typische Anwendungen werden in den Kapiteln 13 bis
16 vorgestellt. Die entsprechenden Inhalte werden an der Technischen Universitit
Dresden in der Lehrveranstaltung Mathematische Analyseinstrumente am Ende
des Grundstudiums behandelt, nach einer Wiederauffrischung des ersten Teils.

Die vorliegende Neuauflage enthilt Aktualisierungen tkonomischer Anwendungs-
beispiele sowie das neu aufgenommene Kapitel 14 iiber Dynamische Optimierung:
Hamilton. Das dort angefiihrte Beispiel 14.2 habe ich dankenswerterweise von
Prof. Dr. Klaus Wilde iibernommen. Herrn Dipl.-Vw. Marco Weimann bin ich
fiir hilfreiche Unterstiitzung bei der Erstellung der neuen Abschnitte zu groBfem
Dank verpflichtet.

Fiir Vorschldge zur Verbesserung oder Erweiterung bin ich jederzeit dankbar und
bitte um Zusendung an Alexander.Karmann@mailbox.tu-dresden.de.

Dresden, im Januar 2003 Alexander Karmann

Hinweis fiir den eiligen Leser: Der eilige Leser kann folgende — dem eifrigen Leser durchaus
empfohlene — Teile iiberspringen, ohne den AnschluB an die iibrigen Abschnitte zu verlieren: 1.1, 2.3,

5.6, 5.7, 6.1 - 6.5, 7.3, 8.2, 10.3, 11.3, 12.3, 124, 14.1 - 14.6, 15.1 - 15.5, 16.1 - 16.4.



Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage

Ziel der zweiten Auflage ist es, die typischen Inhalte der Lehrveranstaltung Mathe-
matik fiir Wirtschaftswissenschaftler, wie sie etwa an der Technischen Universitét
Dresden und der Universitat Hamburg gelehrt wird, wiederzugeben. Neben graphi-
schen Veranschaulichungen sind als ergdnzende Kapitel oder Abschnitte hinzuge-
kommen: Aussagenlogik, Komplexe Zahlen, Eigenwerte und Figenvektoren, Lineare
Optimierung sowie Reihen und Konvergenzkriterien. Da das Buch nicht nur als
Vorlesungsbegleiter und Formelsammlung, sondern auch als Einstiegshilfe in das
Hauptstudium dienen soll, ist ein Kapitel Dynamische Systeme neu aufgenommen
worden. Dariiber hinaus sind in den Beispielen und Anwendungen einige moderne
okonomische Gebiete beriicksichtigt, die aus den Vorlesungen des Autors, etwa zur
Finanzmarkttheorie und der monetiren Makrookonomie, stammen: zustandsbe-
dingte Wertpapiere aus der Finanzmarkttheorie, das Prinzipal-Agent-Modell und
loglineare Modelle der Neuen Makrotkonomie.

Der Autor ist den Kollegen der Fakultdt Wirtschaftswissenschaften der Techni-
schen Universitit Dresden fiir einige Anregungen zur Neuauflage ebenso dankbar
wie den Vertretern des Fachs Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, mit de-
nen das Curriculum auf die in den Wirtschaftswissenschaften benstigten mathe-
matischen Methoden abgestimmt worden ist.

Das Kapitel 15 iiber Dynamische Systeme ist von Herrn Dipl.-Math. Thomas
Kéhler verfait worden, dem fiir die Mitarbeit an der vorliegenden Auflage herzlich
gedankt sei.

Dresden - Hamburg, im Mérz 1997 Alexander Karmann

Aus dem Vorwort zur ersten Auflage

Mathematische Methoden gehoren zum festen Bestandteil der wirtschaftswissen-
schaftlichen Grundausbildung. Dies reflektiert nicht zuletzt den Grad der ma-
thematischen Formalisierung, der auf dem Gebiet der Wirtschaftswissenschaften
heute wissenschaftliche wie praxisangewandte Arbeiten kennzeichnet.

Studierende der Wirtschaftswissenschaften der ersten Semester stehen oftmals
den mathematischen Methoden zunéchst skeptisch gegeniiber, da sie noch nicht
abschdtzen kénnen, wozu die formalen Instrumente benutzt und welche mathema-
tischen Techniken im einzelnen benotigt werden. An dieser Motivationsschwelle



setzt das vorliegende Buch an. Es ist aus der Vorlesung Mathematik fir Wirt-
schaftswissenschaftler entstanden, wie sie an der Universitat Hamburg kompakt
als einsemestrige Veranstaltung gehalten wird.

Besonderheiten der Buchkonzeption sind zum einen die einfithrenden wirtschafts-
wissenschaftlichen Fragestellungen, die jedem Kapitel vorangestellt sind und
die die nachfolgend behandelte Mathematik okonomisch motivieren. Zum an-
deren werden die grundlegenden mathematischen Begriffe sowohl deutsch als
auch englisch wiedergegeben, um Studenten die spitere Lektiire mathematisch-
wirtschaftswissenschaftlicher Arbeiten zu erleichtern und Fehliibersetzungen zu
ersparen. Jedes Kapitel enthilt einen Abschnitt mit Skonomischen Beispielen,
in dem auch die zu Beginn des Kapitels erdrterten Problemstellungen aufge-
griffen und ausfiithrlich diskutiert werden. Die Beispiele entstammen teilweise
klassisch-okonomischen Fragen wie Haushalts-, Produktionsoptimierung, Input-
Output-Rechnung, aber auch komparativ statischer Modellanalyse, Grenzsteuer-
belastung und Anwendungen aus der neueren Finanzwirtschaft. Aufgaben aus
bisher gestellten Klausuren sind teilweise in die 6konomischen Beispiele mitaufge-
nommen worden.

Da das Buch als Einfiihrung und Vorlesungsbegleiter gedacht ist, ist es knapp
und ohne Beweisfithrung gehalten; ein Verzeichnis mit weiterfilhrender Litera-
tur ist fiir den interessierten Leser am Ende aufgefiihrt. Das Buch kann aber
auch als Studienbegleiter dienen, da es einige iiber die Grundvorlesung hinausrei-
chende Sachgebiete umfat, die zum Standardrepertoire wirtschaftswissenschaft-
licher Modellierung gehoren, etwa Hesse-Matrix, Kuhn-Tucker-Bedingungen (hin-
reichende Optimalitdtsbedingungen), Implizites Funktionentheorem (komparative
Statik), Einhiillenden-Satz, Differenzen-, Differentialgleichungen (Wachstumsmo-
delle). Die zentralen Ergebnisse der einzelnen Kapitel werden in Form durchnum-
merierter Sdtze und Rechenregeln iibersichtlich festgehalten.

Fiir niitzliche Hinweise zur Stoffauswahl danken wir dem Professorium des Fachbe-
reichs Wirtschaftswissenschaften der Universitéit Hamburg. Den Lehrbeauftragten
des Fachs Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler, den Herren Professor Eber-
hard Groth, Aulis Harmoinen, Jochen Huesmann, Gunter Kleist, Rainer Kuske,
Professor Hans Petersen und Dr. Lothar Wilde sind wir fiir die kritische Durch-
sicht des Buches und ihre weiterfithrenden Anregungen zu Dank verpflichtet.

Hamburg, im Méirz 1994 Alexander Karmann
Thomas Kihler
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1 Mengen und Aussagenlogik

1.1 Grundziige der Aussagenlogik

Mit der Aussagenlogik werden Regeln fiir die Verkniipfung von Aussagen bereit-
gestellt, um durch Umformung neue Aussagen exakt nachvollziehbar ableiten zu
konnen. Unter dem hier behandelten Begriff Aussage wird ein Satz verstanden,
der die Eigenschaft hat, entweder wahr (w) oder falsch (f) zu sein, und daher im
weiteren als logisch eindeutige Aussage bezeichnet wird. Durch w und f wird der
Wahrheitswert einer Aussage angegeben. Aussagen werden im weiteren mit den
Buchstaben p, q, 1, s... bezeichnet.

Beispiele.
p: “b ist eine Primzahl.” (w)
q: “Berlin ist eine Millionenstadt in Deutschland.” (w)
s: “Es gibt eine natiirliche Zahl x mit der Eigenschaft g— =77 (w)
t: “Fiir alle natiirlichen Zahlen z ist g wieder eine natiirliche Zahl.” (f)

Zur Einfithrung des Begriffs natirliche Zahl siehe Abschritt 1.3.

Dagegen ist der Ausspruch eines Kreters “Alle Kreter liigen” keine Aussage im
oben genannten Sinn, da seine Wahrheit unmittelbar die Falschheit des Satzes
zur Folge hitte. Ebenso sind Sitze wie “langfristig ist der Gewinn der Firma X
positiv” oder “Die Konjunktur boomt” fiir sich genommen keine logisch eindeu-
tigen Aussagen, solange die verwendeten Begriffe (langfristig, Konjunktur; Boom)
nicht prazisiert sind und damit {iber ihren Wahrheitswert nicht eindeutig unter-
schieden werden kann. Hingegen sind Sétze wie p: “Bei normalem Verlauf der
Preis-Absatz-Funktion (vgl. Abschnitt 2.4) steigt die Nachfrage mit sinkendem
Giiterpreis” oder q: “Bei fallendem EUR-Dollar-Wechselkurs erhélt man weniger
Dollar fiir den Euro” aufgrund ihres definitorischen Charakters (normaler Ver-
lauf, EUR-Dollar-Wechselkurs) entscheidbare Aussage, die also entweder wahr
(Aussage p) oder falsch (Aussage q) sind.



Definitionen.

Negation: -p (lies: nicht p)
ist wahr, wenn p falsch ist.

Konjunktion: p Aq (lies: p und q)
ist wahr, wenn p wahr ist und q wahr ist.

Disjunktion: pV q (lies: p oder q)
ist wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen
p und gq wahr ist.

Implikation: p — q (lies: aus p folgt q)
ist wahr, wenn aus der Aussage p die Aussage q folgt;
anders ausgedriickt:
p — q ist falsch, wenn p wahr und q falsch ist.

Aquivalenz: p < q (lies: p dquivalent q)
ist definiert als (p — q) A (q — p).

Bemerkungen.

— Anstelle des Begriffes Implikation wird auch der Begriff Folgerung verwen-
det.

- Statt des Symbols “—" (bzw. “~”) wird auch das Symbol “=” (bzw. “<”)
verwendet.

— Die Disjunktion p V q entspricht nicht dem umgangssprachlichen “entwe-
der - oder”, da sich beide Aussagen nicht ausschlieBen. Das ausschlielende
“entweder - oder” wird durch den Ausdruck (p V q) A =(p A q) dargestellt,
wie nachfolgend ersichtlich wird.

Der Wahrheitswert zusammengesetzter Aussagen 148t sich durch obige aussagen-
logische Regeln ermitteln und in Form von Wahrheitstafeln iibersichtlich zusam-
menstellen. Beispielsweise gilt:



Wahrheitstafeln

plal =P |[PAq PVa p—=q|p—q|(pVa) PA-pP| PV P
A=(p A q)

Wl w f w w w w f f w

w | f f f w f f w f w

f|w w f w w f w f w

f|f w f f w w f f w

Bemerkung. Bei der Implikation p — q wird p auch hinreichende Bedingung,

q auch notwendige Bedingung genannt. Denn aus der Giiltigkeit der Implikation
folgt unmittelbar: q ist wahr, wenn p wahr ist; ist g falsch, mufl auch p falsch
sein. Eine ausfiihrliche Erlduterung wird am Ende dieses Abschnitts gegeben.

Beim Beweis mathematischer Sitze werden Aussagenketten gebildet, bis schlielich
die zu beweisende Aussage als wahr abgeleitet ist. Im Fall des direkten Beweises
werden dabei aus den Voraussetzungen — unter der Benutzung von Definitionen
und bereits bewiesenen mathematischen Zusammenhéngen — solange durch Ket-
ten von Implikationen neue Aussagen gebildet, bis zum SchluB die Behauptung
folgt. Im Fall des indirekten Beweises wird angenommen, dal die zu zeigende
Aussage p falsch ist. Durch Bildung logischer Ketten werden wiederum solange
Implikationen abgeleitet, bis die negierte Aussage, also —p, als wahr folgt. Auf-
grund der Aquivalenz von p — —p und p A —p wird der indirekte Beweis auch
Widerspruchsbeweis oder Beweis durch Kontradiktion genannt.

Anhand folgender Beispiele sollen einige in der mathematischen Logik hdufig be-
nutzte Begriffe erldutert werden.



Beispiele.

PA P Kontradiktion
pV-p Tautologie
——p < p doppelte Negation

(=g A(q—r1) = (p—r1) Transitivitit

Unter einer Aussageform wird ein Satz mit einer Variablen z (vgl. Abschnitt 2.1)
verstanden, die durch Einsetzen der Variablen in eine formal eindeutige Aussage
iibergeht. Schreibweise:

p(z), q(z), ...

Um auszudriicken, da die Giiltigkeit von p(z) fiir mindestens eine spezielle Wahl
von z oder etwa fiir alle Wahlen von « gesichert ist, werden nachfolgend definierte
Symbole verwendet:

Definitionen.

Existenzquantor: 3, p(z) (lies: es gibt ein z, fiir das p(x) gilt)
gilt, wenn fiir eine spezielle Wahl von z die Aussage p(z) wahr ist.

Allquantor: V, p(z) (lies: fiir alle z gilt p(z))
gilt, wenn fiir jedes z die Aussage p(z) wahr ist.
Beispiele.

Aussageformen.
p(z,y):  “z ist Teiler von y”.
q(z,y): “@?+y? > 22

Aussagen.
p: Vi Vy y =2z — z ist Teiler von y”.

Die folgende Aussage q: “Es existiert ein Marktgleichgewichts-Preis p* zu
gegebener Angebotsfunktion z4(p) =2p und gegebener Nachfragefunktion

10



zN(p) = 12—~ p” (vgl. Abschnitt 2.4) wird formal geschrieben (der Buchstabe
p bezeichnet hier eine Variable und nicht eine Aussage):

q: “Fp- 2p* =12 - p*".
Die Aussage q ist wahr, da die Gleichung fir p* =4 erfiillt ist.

Bemerkung. Eine Aussage, etwa q: “V, p(z)”, a8t sich dadurch widerlegen,
daB die Existenz eines speziellen z gezeigt wird, fiir das die Aussage p(x) falsch
ist (Beweis durch Gegenbeispiel); denn, wie leicht zu sehen, gilt die Aquivalenz der
Aussagen
“I; —p(x) = (Vs p(x))”.

Jedoch 148t sich aus der Giiltigkeit der Aussage p(z) fiir ein spezielles z nicht auf
deren Allgemeingiiltigkeit zuriickschlieflen, was formalisiert wie folgt ausgedriickt
werden kann

“=(3: p(z) — V. p(2))"-

In mathematischen Sdtzen geht es um die Eigenschaften von mathematischen Ob-
jekten z, die in Aussageformen p(z) formuliert sind. Die interessierende Eigen-
schaft p(x) wird in Implikationsbeziechungen mit einer anderen Eigenschaft q(x)
gesetzt. Folgende Beziehungen werden unterschieden:

— q(z) ist hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit der Eigenschaft p(z):

“Vz (q(z) — p(2))”,
in Worten: Wenn ¢(z) fiir  gilt, dann gilt auch p(z) fiir =.

- q(z) ist notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit der Eigenschaft p(z):

Yz (p(z) — q(2)),
in Worten: p(z) gilt fiir  nur dann, wenn q(x) fiir = gilt.

- q(z) ist notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit von p(z):

Ve (4(x) < p(z))"
in Worten: p(z) gilt fiir  genau dann, wenn g(z) fiir z gilt.

11



Beispiele.

— q(z) ist eine hinreichende Bedingung fiir p(z), aber keine notwendige:
q(z): “z = -3, p(x): “z?2 =9".

- q(z) ist eine notwendige Bedingung fiir p(z), aber keine hinreichende:
q(z): “z ist gerade”, p(z): “; =7.

- q(z) ist eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir p(z):
q(z): “(z=3) Vv (z = -3), p(z): “a? =9".

p(z) ist dann auch eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir q(z).

1.2 Mengen und Operationen

Der Begriff der Menge (set) ist zwar grundlegend fiir die Mathematik, jedoch
die Frage, wie der Begriff eingefiihrt werden kann, wurde bis heute noch nicht
prézise beantwortet. Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung X
von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten, welche die Elemente (elements)
(in einigen Fillen auch Punkte (points)) von X genannt werden, zu einem Ganzen
(Cantor (1845 -1918), Begriinder der Mengenlehre). In diesem Kapitel werden
einige Beispiele von Mengen genannt, welche fiir die Betrachtungen der folgenden
Kapitel ausreichen.

Schreibweisen.

Das Element z ist aus der Menge X, liegt in X oder ist Element der Menge X:
rz€X oder X >z

Das Element z ist nicht aus der Menge X:
z¢€X oder X Fzx.

Mengen kénnen auf folgende Weisen definiert werden:
durch explizite Nennung ihrer Elemente
X = {Berlin, Hamburg, Kéln, Miinchen}
oder durch Angabe einer Eigenschaft bzw. Aussageform, welche die Elemente der
Menge charakterisiert
X = {z| z ist eine Millionenstadt in Deutschland}
oder
X = {z]z <1}

12



Definition. Enthélt eine Menge keine Elemente, so handelt es sich um die leere
Menge (empty set):
0 := {} oder 0 = {z]|z#cx}

Definition. X heifit Teilmenge (subset) von Y oder ¥ enthilt (includes) X,
wenn jedes Element von X auch in der Menge Y enthalten ist (vgl. Abbildung 1.1).
Schreibweise:

XCY oder YDX.

Abb. 1.1. Teilmenge X von Y.

Bemerkung. Wenn X nicht Teilmenge von Y ist, also ein Element in X existiert,
welches nicht zu Y gehort, wird folgende Schreibweise benutzt:
XZY oder Y 2 X.

Definition. Zwei Mengen X und Y sind einander gleich (equal), in Zeichen
X=Y, wenn XCY und Y C X gilt. Sie sind ungleich (unequal), in Zeichen
X#Y, wenn X €Y oderY € X gilt.

Definition. X heifit echte Teilmenge (proper subset) von Y, wenn X CY,
jedoch nicht X =Y gilt. Schreibweise:
XCY oder Y DX.

In anderen Lehrbiichern werden auch folgende Schreibweisen verwendet:
XCYstatt XCY und X ZY statt X CY.
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Bemerkung. Sei X :={z|p(z)} und Y :={z]|q(z)}. Danngilt: X CY
genau dann, wenn p(x) — q(z). Analoge Formulierungen lassen sich fiir die ande-
ren genannten Mengenrelationen aufstellen. Ferner gilt: 0 = {z | p(z) A ~p(2)}.

Im folgenden werden einige géngige Mengenoperationen eingefiihrt.

Definitionen.

Durchschnitt (intersection):

XNY = {z|zeXundzeY}

Abb. 1.2. Durchschnitt der Mengen X und Y.

Wenn X NY =0, so sind die Mengen X und Y disjunkt oder elementfremd
(disjoint or nonintersecting).

Vereinigung (union):

XUY = {r|zeXoderzeY}.

QS

Abb. 1.3. Vereinigung der Mengen X und Y.
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Differenz (relative complement):

X\Y = X-Y = {z|z€Xundz gV}

Abb. 1.4. Die Differenz X ohne Y.

Komplement (complement):

¢Y =Y = {z|z¢Y}.

="
o

Abb. 1.5. Komplement der Menge Y.

Potenzmenge (power set):
PX) = {Y|Y CX}
P(X) ist die Menge aller Teilmengen von X.
Hat X n Elemente, so hat P(X) 2" Elemente. Beispielsweise gilt:

P({lv 2}) = {@, {1}7 {2}’ {1’ 2}}
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Kartesisches Produkt (Cartesian product):
XxY = {(z,y)|[re XundyeY}

Das kartesische Produkt besteht aus der Menge der geordneten Paare (z,y).
Dabei kommt es auf die Reihenfolge der Elemente an, da im Allgemeinen

(z,y) # (y,z) gilt.

Bemerkung. Sei wieder X := {z|p(z)} und Y :={z|q(z)}. Dann gelten:

XnY = {z]|p(z)Arqlz)}
XUuY = {z|p(x)V (x)}
X\Y = {z]p(z)A-qz)}
¢y = x)}

{z | ~q(
XxY = {(z,y) | p(z) ANa(y)}.

Definitionen. Ist I eine Menge, genannt Indexmenge, und ist fiir jedes ¢ € I
eine Menge X; gegeben, so heifit

U X; Vereinigung der Mengen X;
iel

und definiert die Menge aller Elemente z, die in mindestens einer der Mengen X;
enthalten sind,

ﬂ X; Durchschnitt der Mengen X;
i€l

und definiert die Menge aller Elemente z, die in jeder der Mengen X; enthalten
sind, und

X Xi Produkt der Mengen X;

el

und definiert die Menge aller n-Tupel (z1, z3,3,...) mit den Komponenten
1 € X, x90€ Xo, z3€ X3, ....
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Ist I ={1,...,n} endlich, so wird auch geschrieben:

n
Uxi = Uxi = Xx1u...uXx,
=1

el

n
AXi=NXi = Xin...nX,
3 =1

XXi= XXi = Xix...x Xn

i€l i€

speziell: X" = Xx...xX
—_———

n-mal

1.3 Mengen in reellen Riumen

Ublicherweise werden folgende einfache Mengen betrachtet:

= {1,2,3,4,...} = Menge der natiirlichen Zahlen
o = {0,1,2,3,...} IN U {0}

= {0,%£1,%+2,43,...} = Menge der ganzen Zahlen
= {g | p,g € Z,q # 0} = Menge der rationalen Zahlen
:= Menge der reellen Zahlen oder Zahlengerade

HONZZ
|

Esgilt: NCINgCZ CcQCR.

Es werden folgende Bezeichnungen fiir Intervalle auf der Zahlengeraden IR mit
a,b € IR eingefiihrt:

abgeschlossene Intervalle:

[a,b] := {zeR|a<z<b}

offene Intervalle:
la,b := {z€R|a<z<b}

halboffene Intervalle:
[a,b] == {zeR|a<z<b}
la,b] ;= {xeR|a<z <b}
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Neben diesen eigentlichen Intervallen werden auch betrachtet:

uneigentliche Intervalle:

[a,+ocof :
la, +oo[ :
]—o0,a] :
]—o0,a[ :

Bemerkung.

= {zeR|z2>a}
= {zeR|z>a}
= {zeR|z<a}
= {zeR|z<a}

Intervalle werden oft in Form von Ungleichungen beschrieben (zur
Verwendung des Absolutbetrages vgl. Abschnitt 2.2), etwa:
[10,+oof = {z € R |z > 10}
1-L7 = {zeR| |z-3|<4}

Weitere Bezeichnungen:

Ry
m*
R,
Rn

R}

R*"

{zeR|z>0} = [0,+o0]
Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

{zeR|z#0} = R\{0}
{zeR|z>0} = ]0,+00]
— n .
w = {(z1,-..,zn) €ER" |21 €R;...
n—mal
n-dimensionaler reeller Raum (real n-space)
Ry x...xRy = {(z1,...,2,) e R" |21 € Ry;...
—————
n—mal
R*x...xR* = {(z1,...,2,) € R" |21 e R";...
e ————
n—mal
IR™\{0}, wobei gilt: 0:=(0,...,0).
—_————
n—mal
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Einige Spezialfille: Seien o = (¢1,...,a,) € R*, b= (by,...,b,) € IR" mit
a;<b; firi=1,...,n und c€ R:
Qa,b) = {(z1,...,7n) € R" | a; < 7; < b}
= Quader im IR" bzgl. a und b
Fiir a #0 wird definiert
HYa,c):= {(z1,...,2n) € R | 121+, . .., +anZp < ¢}
= Halbraum im IR™ bzgl. a und ¢
E"a,c) = {(z1,...,2n) € R" | 121+, . .., +a@nTn = ¢}
= Hyperebene im IR" bzgl. a und ¢
Speziell fiir n = 2 und n = 1 werden auch folgende anschauliche Begriffe benutzt:
H¥a,c) = {(z1,22) € R? | ayz1 + a2z2 < ¢}
= Halbebene im IR™ bzgl. a und ¢
{(z1,22) € R? | ay21 + G212 = ¢}
= Gerade im R"™ bzgl. a und ¢
HYa,c) ={z€R|az<c}= ]-oo, £
= uneigentliches Intervall
EYa,c) ={z€R|az=c}= {&}

EZ%a,c)

= relle Zahl.
E4a,c)
T2 A
Z1 Iy
Ha,c)

Abb. 1.6. Halbebene im IR? bzgl. a = (a3,a2) = (—=1,1) und ¢ = 1.

Wird in Abbildung 1.6 die zugrundeliegende Gleichung der Geraden EXa,c) in
T2 = —H2z1 + = umgeformt, so gibt -3 = —:ll =1 die Steigung der Geraden
und a—cz = % =1 den zo-Achsenschnitt der Geraden an.
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Bemerkungen.

- R"! (n > 1) ist eine Hyperebene im IR", aber keine Hyperebene im IR™*!.

IR, ist ein Halbraum im IR, IR} (n > 2) ist jedoch kein Halbraum im IR™.
- Eine Hyperebene E™a, c) stellt die Begrenzung des Halbraumes H™(a, ¢) dar.

— Eine Hyperebene E™(a, ¢) unterteilt den R" in zwei Halbrdume H™(q, ¢) und
H™—a,—c) ={(z1,...,2,) € R" | @121+, ..., +anZy > ¢}, wobei zu beach-
ten ist, dal —a = {(—ay,...,—a,) ist und beim Multiplizieren der Unglei-
chung mit —1 aus “>” “<” wird.

Im IR™ kann der Abstand oder die Distanz zwischen zwei Punkten z und y
des Raumes gemessen werden und wird mit d(z,y) € IR bezeichnet. Besitzt
d(z,y) die Eigenschaften: a)d(z,y)=0 fir z =y, b)d(z,y)=d(y,z) und
¢) d(z,y) > d(y,z) > d(z,z), so wird d(z,y) Metrik genannt. Da Metriken auch
fiir den IR™ definiert werden koénnen, ist dieser ein metrischer Raum. Der nachfol-
gend definierte Normbegriff ist ein Spezialfall fiir eine Metrik.

Ein 6konomisches Beispiel fiir eine Norm wird implizit mit dem Begriff einer
Wechselkurs-Bandbreite einer nationalen Wihrung (z.B. DM vor der Einfithrung
des Euro) gegeniiber einer Referenzwéhrung (z.B. ECU) gegeben, wie der Leser
sich leicht verdeutlichen kann.

Definition. Eine Norm (norm) auf IR", in Zeichen || z || mit z € R", besitzt
folgende Eigenschaften:

1. ||z|l = 0 genau dann, wenn z = (0,...,0).
N———
n—mal

2. || Az]l = |A| - |lz] fur alle A € IR und z € IR™

3. lz+yl < |lz|l + |yl fiir alle 2,y € IR™ (Dreiecksungleichung).
Fiir den R™ sind verschiedene Normen gebraduchlich, wobei nachfolgend zwei Bei-
spiele betrachtet werden. Im weiteren werden wir jedoch stets die euklidische

Norm verwenden. Eine Norm stellt eine spezielle reellwertige Funktion dar
(vgl. Abschnitt 2.2).
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Beispiele. Sei z = (z1,...,2,) € R", so heifit
Nzl .= Vo +... 4z

die euklidische Norm auf dem IR™ und
[ %lloo := max(|z1], ... ,]zn])

die Maximum-Norm oder Tschebyscheff-Norm auf dem IR", wobei

max(|zi|, ... ,|zn|) immer den betragsmiBig groBten Wert der Komponenten
T1,...,Tn annimmt.
Bemerkung. Insbesondere ist mit einer Norm || - || auch der Abstand ||z — y||

zwischen Punktpaaren z,y € R™ festgelegt. Beispielsweise gilt:

lz—yllz = /(e —y)2 4.+ (@0 — ga)?.

Definitionen. Seien a € IR™ ein Punkt und ¢ > 0. Die Menge
B(a,€) = {x e R"| |lz —a|< €}

heit offene Kugel (open ball) mit Mittelpunkt a und Radius e oder
e-Umgebung von a.
Gilt B(a,¢) CU C R™, so heit U Umgebung (neighborhood) des Punktes a.

Definition. Eine Menge X CIR™ heiit beschrinkt (bounded), falls ein
Punkt a € R" und ein Radius r € IR} existieren, so daf gilt: X C B(a,7).

Bemerkung. Jedes abgeschlossene, offene, halboffene (eigentliche) Intervall und
jeder Quader sind beschrdnkt und damit auch jede Teilmenge dieser Mengen. Alle
iibrigen oben genannten Mengen sind nicht beschrinkt.

Definitionen. Eine Menge X CIR™ heifit offen (open), falls zu jedem Punkt
z € U eine e-Umgebung existiert mit B(a,¢) C X.
X heifit abgeschlossen (closed), wenn die Menge IR™\ X offen ist.
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Bemerkung. Das halboffene Intervall |a, b] ist nicht offen, weil fiir alle ¢ > 0
gilt: B(be) ¢ la,b], und es ist nicht abgeschlossen, weil fiir alle e >0 gilt:
B(a,e) ¢ R\]a,b] =]—0o0,a] U b, +o0l.

Eine vereinfachte Definition kompakter Mengen, welche auf den Satz von Heine-
Borel zuriickgeht und nur im IR™ gilt, ist folgende:

Definition. Eine Menge X C IR™ heifit kompakt (compact), wenn sie abge-
schlossen und beschrinkt ist.

Bemerkung. Jedes abgeschlossene Intervall und jeder Quader @ ist kompakt.
Desweiteren ist auch jede abgeschlossene Teilmenge X C @ kompakt.

Definitionen. Eine Menge X CIR™ heifit konvex (convex), wenn fiir alle
z=(x1,...,zn) € X, y=(y1,-..,¥n) € X undalle Amit 0<A<1 gilt:

Axy, -y zn) (=X (Y1, Yn)
= (Axl+(l—)\)yl,.‘.,)\xn-l—(l-—/\)yn) €X.

Die Menge Y := {(/\acl + (1 =Ny, Azp+ (1 - )\)yn) | 0< AL 1} ist die
Strecke zwischen den Punkten z und y. Jeder Punkt 2z €Y ist eine Konvex-
kombination von z und y (vgl. Abbildung 1.7). Ist A#0 und A # 1, dann
heifit die Konvexkombination 2z echt.

Kann ein Punkt a € X nicht als echte Konvexkombination der Punkte x #y
dargestellt werden, dann heifit der Punkt ¢ Ecke der konvexen Menge X.

a Y

Abb. 1.7. Konvexe Mengen und Konvexkombinationen.
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Bemerkung. Offene Kugeln B(a,¢) im IR™ sind stets konvex, jedoch brauchen
Umgebungen U eines Punktes nicht unbedingt konvex zu sein. Die Mengen IR",
R%, Quader, Halbrdume, Hyperebenen, Halbebenen, Geraden und Intervalle sind
stets konvex. Der IR*" ist nicht konvex.

Anschaulich gesprochen bedeutet die Konvexitit einer Menge X, da8 die Konvex-
kombinationen von Punkten der Menge X wieder Elemente von X sind. Eine spezi-
elle konvexe Menge ist das abschlieBend betrachtete Polyeder. In Kapitel 6 wird bei
der Losung linearer Optimierungsaufgaben der sogenannte Simplex-Algorithmus
benutzt, das auf einem Vergleich von Ecken eines Polyeders, aber nicht notwendi-
gerweise eines Simplex, beruht. Der Name ist historisch bedingt, und die entspre-
chende Definition wird hier der Vollstandigkeit halber angegeben.

Definitionen. Seien z°,... 2" ¢ R™, dann wird die folgende Menge konvexes
Polyeder oder einfach Polyeder (vielflichiger Kérper) genannt:

= {zcR" | z= Xz +... + Xz"
mit Ag+...+ A =1 und A\g >0,..., A >0}

Sind zudem die r + 1 Punkte 2°,... 2" affin unabhangig (siche nachfolgende
Definition), dann heifit das Polyeder M r-Simplex oder einfach Simplex.

b o2 iy

0-Simplex 1-Simplex 2-Simplex 3-Simplex (IR®)  konvexes Polyeder (IR?)

Abb. 1.8. Polyeder bzw. r-Simplexe.

Definitionen. Seien die Punkte 2°,....z" € IR™. Ein Punkt z € R™ heit

affin abhéingig von 2°,...,z", wenn gilt:

z = Xzl +...+Az" mitdo+...+ A =1
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Sind die Punkte z0,...,2" € IR® paarweise verschieden, d.h. «*1 # %2 fiir
alle k1 # ko mit kq, ko € {0,...,r}, dann heifien diese Punkte affin unabhiingig,
wenn aus

Mzl 4+ ...+ M2 =0

folgt
M =...=A = 0

Bemerkungen.

- Fiir =1 bedeutet dies, daB zwei Punkte z%,2! € R® mit z9 # 2! affin
unabhéngig sind und jede Konvexkombination z dieser Punkte von z9 und
z! affin abh#ingt.

Im Fall n =1 ist sogar jeder Punkt aus IR affin abhangig von z° und z!.

Im Fall n > 2 sind alle Punkte auf der von z° und ! aufgespannten Geraden
E? affin abhingig von z° und x!, jedoch die Punkte z° z! und z? mit
z? € R"\F? sind affin unabhingig.

— Im R™ kann es maximal nur n+ 1 affin unabhéngige Punkte geben.

— Der Zusammenhang zwischen der affinen Unabhingigkeit von Punkten und
der linearen Unabhiingigkeit von Vektoren wird in Abschnitt 4.3 dargestellt.

- Fiir r=20,1,2,3 hat ein r-Simplex spezielle Bezeichnungen:
0-Simplex: Punkt im IR,
1-Simplex: Strecke im IR" (die Konvexkombinationen von zwei Punkten),
2-Simplex: Dreieck im R™ (n > 2),
3-Simplex: Tetraeder im IR (n > 3).

— Die Punkte 2°,...,2" € R"™ sind genau die Ecken des Polyeders bzw. Sim-
plex.
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2 Funktionen einer und mehrerer Verinder-
licher

Funktionen, auch Abbildungen genannt, haben eine grundlegende Bedeutung in
der Mathematik und werden in den Wirtschaftswissenschaften vielfach angewen-
det.

Eine 6konomische Anwendung. Die in der Okonomie iibliche Vor-
stellung, daB Giiter Nutzen stiften, wird im nachfolgenden Rahmen diskutiert.
Dem betrachteten Konsumenten stehen n Giiter in den Quantitdten x;,...,z,
fiir den Konsum zur Verfiigung, weshalb die Menge IR auch Konsumgiiter-
raum genannt wird und seine Elemente z = (x1,...,z,) auch Giiterbindel. Der
Zusammenhang zwischen Konsum von Giiterbiindeln und dem damit verbun-
denen Grad der Bediirfnisbefriedigung wird durch den Begriff der Nutzenfunk-
tion des Konsumenten prizisiert. Dabei ordnet die Nutzenfunktion jedem
Giiterbiindel einen nichtnegativen Nutzenwert zu, formal U :R/ — IR mit
(z1,...,zp)— U(xy,...,2z0) 2 0.

Fragen, die in diesem Zusammenhang von Interesse sind, lauten etwa:

- Welche Giiterbiindel stiften dasselben Nutzenniveau wie ein vorgegebener
Referenzwarenkorb (Indifferenzkurven, vgl. Abschnitt 2.4) ?

— In welchen Verhiltnissen kénnen zwei Giiter wechselseitig substituiert wer-
den, ohne den Gesamtnutzen zu verindern (Implizites Funktionentheorem,
vgl. Abschnitt 11.3 und Beispiel 11.2 in Abschnitt 11.4) ?

— Wie verdndert sich der Grad der Bediirfnisbefriedigung, wenn bei Konstanz
des Konsums aller anderen Giiterarten der Konsum eines Gutes steigt und
iiber alle Grenzen wichst ( Grenzwert, Sdttigungsniveau, vgl. Abschnitt 7.2
und Beispiel 7.4 in Abschnitt 7.4) ?

- Welche Giiterkombination stiftet bei Ausgabenbeschrinkung einen ma-
ximalen Nutzen (Lagrange-Methode, vgl. Abschnitt 12.2 und die
Beispiele 12.2 und 12.3 in Abschnitt 12.5) ?
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2.1 Grundbegriffe

Definition. X und Y seien zwei Mengen. Eine Funktion oder Abbildung
(function, mapping, map) f von X nach Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die
jedem Element z € X genau ein Element f(z) € Y zuordnet.

Schreibweise.

fi X —Y
z — f(z).

Dabei heifit 2 das Argument (argument), die Variable oder Verénderliche
(variable) und f(z) der (Funktions-)Wert (value) der Stelle z. Die Menge X
heifit Definitionsbereich (oder Urbildbereich) (source or domain) von f und
die Menge Y heiit Wertebereich (target) von f. Der Graph (graph) von f ist
die Menge

Ty = {(z,y) e X xY |y=f(z)}.

Bemerkung. In der 6konomischen Literatur werden das Argument z auch
unabhingige oder exogene Variable und der Wert y auch abhingige oder en-
dogene Variable genannt.

Weitere Bezeichnungen und Symbole erleichtern den Umgang mit dem Begriff
Funktion.

Definitionen.
Bild (image) von M C X unter f:
FM) := {yeY | esgibteinz e M mit y = f(z)} C Y.
Urbild (inverse image) von N C Y unter f:
fTUN) = {zeX | f(z)eN} C X.
Das Urbild von {yo} unter f,

f'{w}) = {ze X | flz)=w} C X,
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wird in den Anwendungen als Isoquante von f mit dem Wert yp bezeichnet.

Beschrinkung von f auf M C X:

flu: M — Y

Sie unterscheidet sich von f nur durch den Definitionsbereich.

Wichtige Eigenschaften von Funktionen haben spezielle Namen:

Definitionen. f heifit

injektiv (injective) (oder eineindeutig (one to one)), wenn fiir jedes y€ Y
das Urbild f~!({y}) héchstens ein Element hat, d.h. wenn aus z,z’ € X und
f(z) = f(z') stets £ =z’ folgt, also zwei verschiedenen Argumenten auch zwei
verschiedene Werte zugeordnet werden,

surjektiv (onto), wenn fiir jedes y € Y das Urbild f~!({y}) mindestens ein Ele-
ment hat, d.h. es zu jedem y € Y ein x € X mit y = f(x) gibt, und

bijektiv (one to one correspondence or a bijection), wenn f surjektiv und injektiv
ist, d.h. fiir jedes y € Y das Urbild f~!({y}) aus genau einem Element besteht,
welches mit f~(y) bezeichnet wird.

Wihrend f~!({y}) das Urbild der einelementigen Menge {y} unter einer beliebi-
gen Abbildung f beschreibt und wieder eine Menge ist, ndmlich die leere Menge,
eine einelementige Menge oder eine mehrelementige Menge, wird die Schreibweise
F~Y(y) nur fiir bijektive Abbildungen f verwendet. Ist f bijektiv, so wird dadurch
sichergestellt, daf mit f~!(y) genau ein Element bezeichnet wird und f~! wieder
eine Funktion ist.

Definition. Ist f: X — Y bijektiv, so wird die Umkehrfunktion (inverse
function) wie folgt definiert:

fflry — X
y — fHy).
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Bemerkung. Mit x € X, y € Y gilt fiir bijektive Abbildungen:
fla) =y <= [y ==z
fU') =y und  fHf(2)) = =

Mit f ist auch f~! bijektiv.

und

Definition. Fiir Funktionen f: X — Y und g : Y — Z heifit die Funktion

gof: X — Z
z — g(f(2))

die Komposition (oder Hintereinanderschaltung, Verkettung) (compositi-
on) von f und g.

Bemerkung. Es gilt fiir h: Z — W und z € X das Assoziativgesetz (associa-
tive law):

(ho(ge f))z)

h((g e f)(x))
h(g(f(z)))
(hog)(f(z)) = ((hog)o f)l(z).

Im Allgemeinen gilt jedoch nicht das Kommutativgesetz (commutative law):

(go filx) # (feg)(z).

Il

2.2 Reellwertige Funktionen

Sei speziell X CIR” und Y = R™. Wird m = 1 gesetzt, dann wird von einer
reellwertigen Funktion einer Verinderlichen gesprochen, falls n =1 ist, bzw.
von mehreren Verdnderlichen, falls n > 1 ist.

Beispielsweise stellt die Vorschrift f(z;,z2) = 27 - z2 eine reellwertige Funktion
mit zwei Verdnderlichen dar.

Definitionen. FEine Funktion f: X — IR heifit in X C R™
monoton wachsend {monotonically increasing) (bzw. fallend (decreasing)),
wenn fiir alle z = (z1,...,%,) € X und 2 = (21,...,2,) € X, fiir die z; < z fur

alle 1 <1 < n gilt, folgt: -

f@ < £z (baw fo) 2 f(2));
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streng monoton wachsend (strictly monotonically increasing) (bzw. fallend
(decreasing)), wenn fiir alle z = (z1,...,Z,) € X und z = (21,...,2,) € X, fiir die
x; < z fiir alle 1 < ¢ < n und z; # 2; fiir mindestens ein 1 < j < n gilt, folgt:

fl@) < f(z) (baw. f) > f(2));
beschrinkt (bounded), wenn N und M € IR existieren mit:
N < flz) < M fiir alle z € X,

wobei N untere Schranke (lower bound) und M obere Schranke (upper bound)
von f genannt wird;

konvex (convex), wenn X konvex ist und fiir alle z,z € X und 0 < X < 1 gilt:

fAz+(1-X)2) < Af(z) + (1 - A)f(2);

Af (@) + (1= Nf(z)

fOz+(1—XN)z)

z Ax+{1-XNz z

Abb. 2.1. konvexe Funktion.
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quasikonvex, wenn X konvex ist und fiir alle z,2z € X mit f(z) < f(z) und
0< A< Lgilt:

fRz+(1-2)2) < f(2);

f(z)
f(z)
FOz+ (1 N\)z)

T xr+(1-XNz 2
Abb. 2.2. quasikonvexe Funktion.

konkav (concave) (bzw. quasikonkav), wenn — f konvex (bzw. quasikonvex) ist;

z )\z-F(l—)\)z z

Abb. 2.3. konkave Funktion.
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