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Vorwort 

Vorwort zur fünften Auflage 

Die konzeptionelle Besonderheit dieses Lehrbuches hat sich im Studienbetrieb an 
verschiedenen Universitätsstandorten bewährt, wonach in jedem Kapitel die darin 
erläuterten formalen Methoden zunächst an ökonomischen Fragestellungen moti-
viert und am Ende beispielhaft angewendet werden. Das Buch dient zunächst als 
Vorlesungsbegleiter für eine einführende Lehrveranstaltung Mathematik für Wirt-
schaftswissenschaftler im Grundstudium, die grundlegende Instrumente formaler 
Analyse in den Wirtschaftswissenschaften vorstellt. Dieser Teil umfaßt Matrizen-
rechnung, lineare Systeme und Optimierung ebenso wie Differential- und Integral-
rechnung sowie die Lagrange-Methode, also die Kapitel 1 bis 12. 

Weiterführende mathematische Analyseinstrumente, die darüber hinaus für das 
Hauptstudium in den wirtschaftswissenschaftlichen Disziplinen von Bedeutung 
sind, betreffen insbesondere Modelle, die durch Differentialgleichungen beschrieben 
werden, Ansätze zur intertemporalen Steuerung oder die Entwicklung dynamischer 
Systeme. Diese sowie einige typische Anwendungen werden in den Kapiteln 13 bis 
16 vorgestellt. Die entsprechenden Inhalte werden an der Technischen Universität 
Dresden in der Lehrveranstaltung Mathematische Analyseinstrumente am Ende 
des Grundstudiums behandelt, nach einer Wiederauffrischung des ersten Teils. 

Die vorliegende Neuauflage enthält Aktualisierungen ökonomischer Anwendungs-
beispiele sowie das neu aufgenommene Kapitel 14 über Dynamische Optimierung: 
Hamilton. Das dort angeführte Beispiel 14.2 habe ich dankenswerterweise von 
Prof. Dr. Klaus Wälde übernommen. Herrn Dipl.-Vw. Marco Weimann bin ich 
für hilfreiche Unterstützung bei der Erstellung der neuen Abschnitte zu großem 
Dank verpflichtet. 

Für Vorschläge zur Verbesserung oder Erweiterung bin ich jederzeit dankbar und 
bitte um Zusendung an Alexander.Karmann@mailbox.tu-dresden.de. 

Dresden, im Januar 2003 Alexander Karmann 

Hinweis für den eiligen Leser: Der eilige Leser kann folgende - dem eifrigen Leser durchaus 

empfohlene - Teile überspringen, ohne den Anschluß an die übrigen Abschnitte zu verlieren: 1.1, 2.3, 

5.6, 5.7, 6.1 - 6.5, 7.3, 8.2, 10.3, 11.3, 12.3, 12.4, 14.1 - 14.6, 15.1 - 15.5, 16.1 - 16.4. 
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Aus dem Vorwort zur zweiten Auflage 

Ziel der zweiten Auflage ist es, die typischen Inhalte der Lehrveranstaltung Mathe-
matik für Wirtschaftswissenschaftler, wie sie etwa an der Technischen Universität 
Dresden und der Universität Hamburg gelehrt wird, wiederzugeben. Neben graphi-
schen Veranschaulichungen sind als ergänzende Kapitel oder Abschnitte hinzuge-
kommen: Aussagenlogik, Komplexe Zahlen, Eigenwerte und Eigenvektoren, Lineare 
Optimierung sowie Reihen und Konvergenzkriterien. Da das Buch nicht nur als 
Vorlesungsbegleiter und Formelsammlung, sondern auch als Einstiegshilfe in das 
Hauptstudium dienen soll, ist ein Kapitel Dynamische Systeme neu aufgenommen 
worden. Darüber hinaus sind in den Beispielen und Anwendungen einige moderne 
ökonomische Gebiete berücksichtigt, die aus den Vorlesungen des Autors, etwa zur 
Finanzmarkttheorie und der monetären Makroökonomie, stammen: zustandsbe-
dingte Wertpapiere aus der Finanzmarkttheorie, das Prinzipal-Agent-Modell und 
loglineare Modelle der Neuen Makroökonomie. 

Der Autor ist den Kollegen der Fakultät Wirtschaftswissenschaften der Techni-
schen Universität Dresden für einige Anregungen zur Neuauflage ebenso dankbar 
wie den Vertretern des Fachs Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, mit de-
nen das Curriculum auf die in den Wirtschaftswissenschaften benötigten mathe-
matischen Methoden abgestimmt worden ist. 
Das Kapitel 15 über Dynamische Systeme ist von Herrn Dipl.-Math. Thomas 
Kahler verfaßt worden, dem für die Mitarbeit an der vorliegenden Auflage herzlich 
gedankt sei. 

Dresden - Hamburg, im März 1997 Alexander Karmann 

Aus dem Vorwort zur ersten Auflage 

Mathematische Methoden gehören zum festen Bestandteil der wirtschaftswissen-
schaftlichen Grundausbildung. Dies reflektiert nicht zuletzt den Grad der ma-
thematischen Formalisierung, der auf dem Gebiet der Wirtschaftswissenschaften 
heute wissenschaftliche wie praxisangewandte Arbeiten kennzeichnet. 

Studierende der Wirtschaftswissenschaften der ersten Semester stehen oftmals 
den mathematischen Methoden zunächst skeptisch gegenüber, da sie noch nicht 
abschätzen können, wozu die formalen Instrumente benutzt und welche mathema-
tischen Techniken im einzelnen benötigt werden. An dieser Motivationsschwelle 
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setzt das vorliegende Buch an. Es ist aus der Vorlesung Mathematik für Wirt-
schaftswissenschaftler entstanden, wie sie an der Universität Hamburg kompakt 
als einsemestrige Veranstaltung gehalten wird. 

Besonderheiten der Buchkonzeption sind zum einen die einführenden wirtschafts-
wissenschaftlichen Fragestellungen, die jedem Kapitel vorangestellt sind und 
die die nachfolgend behandelte Mathematik ökonomisch motivieren. Zum an-
deren werden die grundlegenden mathematischen Begriffe sowohl deutsch als 
auch englisch wiedergegeben, um Studenten die spätere Lektüre mathematisch-
wirtschaftswissenschaftlicher Arbeiten zu erleichtern und Fehlübersetzungen zu 
ersparen. Jedes Kapitel enthält einen Abschnitt mit ökonomischen Beispielen, 
in dem auch die zu Beginn des Kapitels erörterten Problemstellungen aufge-
griffen und ausführlich diskutiert werden. Die Beispiele entstammen teilweise 
klassisch-ökonomischen Fragen wie Haushalts-, Produktionsoptimierung, Input-
Output-Rechnung, aber auch komparativ statischer Modellanalyse, Grenzsteuer-
belastung und Anwendungen aus der neueren Finanzwirtschaft. Aufgaben aus 
bisher gestellten Klausuren sind teilweise in die ökonomischen Beispiele mitaufge-
nommen worden. 

Da das Buch als Einführung und Vorlesungsbegleiter gedacht ist, ist es knapp 
und ohne Beweisführung gehalten; ein Verzeichnis mit weiterführender Litera-
tur ist für den interessierten Leser am Ende aufgeführt. Das Buch kann aber 
auch als Studienbegleiter dienen, da es einige über die Grundvorlesung hinausrei-
chende Sachgebiete umfaßt, die zum Standardrepertoire wirtschaftswissenschaft-
licher Modellierung gehören, etwa Hesse-Matrix, Kuhn-Tucker-Bedingungen (hin-
reichende Optimalitätsbedingungen), Implizites Funktionentheorem (komparative 
Statik), Einhüllenden-Satz, Differenzen-, Differentialgleichungen (Wachstumsmo-
delle) . Die zentralen Ergebnisse der einzelnen Kapitel werden in Form durchnum-
merierter Sätze und Rechenregeln übersichtlich festgehalten. 

Für nützliche Hinweise zur Stoffauswahl danken wir dem Professorium des Fachbe-
reichs Wirtschaftswissenschaften der Universität Hamburg. Den Lehrbeauftragten 
des Fachs Mathematik für Wirtschaftswissenschaftler, den Herren Professor Eber-
hard Groth, Aulis Harmoinen, Jochen Huesmann, Gunter Kleist, Rainer Kuske, 
Professor Hans Petersen und Dr. Lothar Wilde sind wir für die kritische Durch-
sicht des Buches und ihre weiterführenden Anregungen zu Dank verpflichtet. 

Hamburg, im März 1994 Alexander Karmann 
Thomas Kahler 
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1 Mengen und Aussagenlogik 

1.1 Grundzüge der Aussagenlogik 

Mit der Aussagenlogik werden Regeln für die Verknüpfung von Aussagen bereit-
gestellt, um durch Umformung neue Aussagen exakt nachvollziehbar ableiten zu 
können. Unter dem hier behandelten Begriff Aussage wird ein Satz verstanden, 
der die Eigenschaft hat, entweder wahr (w) oder falsch (f) zu sein, und daher im 
weiteren als logisch eindeutige Aussage bezeichnet wird. Durch w und f wird der 
Wahrheitswert einer Aussage angegeben. Aussagen werden im weiteren mit den 
Buchstaben p, q, r, s... bezeichnet. 

Beispiele. 
p: "5 ist eine Primzahl." (w) 
q: "Berlin ist eine Millionenstadt in Deutschland." (w) 

x 
s: "Es gibt eine natürliche Zahl x mit der Eigenschaft — = 7." (w) 

x ^ 
t: "Für alle natürlichen Zahlen x ist — wieder eine natürliche Zahl." (f) 

Zur Einführung des Begriffs natürliche Zahl siehe Abschnitt 1.3. 

Dagegen ist der Ausspruch eines Kreters "Alle Kreter lügen" keine Aussage im 
oben genannten Sinn, da seine Wahrheit unmittelbar die Falschheit des Satzes 
zur Folge hätte. Ebenso sind Sätze wie "langfristig ist der Gewinn der Firma X 
positiv" oder "Die Konjunktur boomt" für sich genommen keine logisch eindeu-
tigen Aussagen, solange die verwendeten Begriffe (langfristig, Konjunktur, Boom) 
nicht präzisiert sind und damit über ihren Wahrheitswert nicht eindeutig unter-
schieden werden kann. Hingegen sind Sätze wie p: "Bei normalem Verlauf der 
Preis-Absatz-Funktion (vgl. Abschnitt 2.4) steigt die Nachfrage mit sinkendem 
Güterpreis" oder q: "Bei fallendem EUR-Dollar-Wechselkurs erhält man weniger 
Dollar für den Euro" aufgrund ihres definitorischen Charakters (normaler Ver-
lauf EUR-Dollar-Wechselkurs) entscheidbare Aussage, die also entweder wahr 
(Aussage p) oder falsch (Aussage q) sind. 
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Defini t ionen. 

Negation: 

Konjunktion: 

Disjunktion: 

Implikation: 

Äquivalenz: 

-ip (lies: nicht p) 
ist wahr, wenn p falsch ist. 

p A q (lies: p und q) 
ist wahr, wenn p wahr ist und q wahr ist. 

p V q (lies: p oder q) 
ist wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen 
p und q wahr ist. 

p —» q (lies: aus p folgt q) 
ist wahr, wenn aus der Aussage p die Aussage q folgt; 
anders ausgedrückt: 
p > q ist falsch, wenn p wahr und q falsch ist. 

p <-> q (lies: p äquivalent q) 
ist definiert als (p —> q) A (q —> p). 

B emer kungen. 

- Anstelle des Begriffes Implikation wird auch der Begriff Folgerung verwen-
det. 

- Statt des Symbols (bzw. ' W ' ) wird auch das Symbol "=>" (bzw. "<£>") 
verwendet. 

- Die Disjunktion p V q entspricht nicht dem umgangssprachlichen "entwe-
der - oder", da sich beide Aussagen nicht ausschließen. Das ausschließende 
"entweder - oder" wird durch den Ausdruck ( p V q ) A ->(p A q) dargestellt, 
wie nachfolgend ersichtlich wird. 

Der Wahrheitswert zusammengesetzter Aussagen läßt sich durch obige aussagen-
logische Regeln ermitteln und in Form von Wahrheitstafeln übersichtlich zusam-
menstellen. Beispielsweise gilt: 
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Wahrheitstafeln 

P q --P p A q p V q p q p ~ q (p v q ) P A -ip p V -ip 

A^(p A q) 

w w f w w w w f f w 

w f f f w f f w f w 

f w w f w w f w f w 

f f w f f w w f f w 

Bemerkung. Bei der Implikation p —» q wird p auch hinreichende Bedingung, 
q auch notwendige Bedingung genannt. Denn aus der Gültigkeit der Implikation 

folgt unmittelbar: q ist wahr, wenn p wahr ist; ist q falsch, muß auch p falsch 
sein. Eine ausführliche Erläuterung wird am Ende dieses Abschnitts gegeben. 

Beim Beweis mathematischer Sätze werden Aussagenketten gebildet, bis schließlich 
die zu beweisende Aussage als wahr abgeleitet ist. Im Fall des direkten Beweises 
werden dabei aus den Voraussetzungen - unter der Benutzung von Definitionen 
und bereits bewiesenen mathematischen Zusammenhängen - solange durch Ket-
ten von Implikationen neue Aussagen gebildet, bis zum Schluß die Behauptung 
folgt. Im Fall des indirekten Beweises wird angenommen, daß die zu zeigende 
Aussage p falsch ist. Durch Bildung logischer Ketten werden wiederum solange 
Implikationen abgeleitet, bis die negierte Aussage, also —>p, als wahr folgt. Auf-
grund der Äquivalenz von p —> -ip und p A ->p wird der indirekte Beweis auch 
Widerspruchsbeweis oder Beweis durch Kontradiktion genannt. 

Anhand folgender Beispiele sollen einige in der mathematischen Logik häufig be-
nutzte Begriffe erläutert werden. 
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Beispiele. 
P A -ip Kontradiktion 

pV^p Tautologie 

-•->p <-> p doppelte Negation 

((p —> q) A (q —> r)) —> (p —• r) Transitivität 

Unter einer Aussageform wird ein Satz mit einer Variablen x (vgl. Abschnitt 2.1) 
verstanden, die durch Einsetzen der Variablen in eine formal eindeutige Aussage 
übergeht. Schreibweise: 

p(x), q(x), ... 

Um auszudrücken, daß die Gültigkeit von p(x) für mindestens eine spezielle Wahl 
von x oder etwa für alle Wahlen von x gesichert ist, werden nachfolgend definierte 
Symbole verwendet: 

Definitionen. 

Existenzquantor: 3X p(x) (lies: es gibt ein x, für das p(x) gilt) 
gilt, wenn für eine spezielle Wahl von x die Aussage p(x) wahr ist. 

Allquantor: V̂  p(z) (lies: für alle x gilt p(x)) 
gilt, wenn für jedes x die Aussage p(x) wahr ist. 

Beispiele. 

Aussageformen. 
p(a:,j/): "x ist Teiler von y". 
q(x,y): ux2+y2 > z2". 

Aussagen. 
p: "Vj; Vy y = 2x —> x ist Teiler von y". 

Die folgende Aussage q: "Es existiert ein Marktgleichgewichts-Preis p* zu 
gegebener Angebotsfunktion xA(p) = 2p und gegebener Nachfragefunktion 
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xN(p) = 12 — p" (vgl. Abschnitt 2.4) wird formal geschrieben (der Buchstabe 
p bezeichnet hier eine Variable und nicht eine Aussage): 

q: "3P- 2p* = 12 - p*v. 
Die Aussage q ist wahr, da die Gleichung für p* = 4 erfüllt ist. 

Bemerkung. Eine Aussage, etwa q: "Vx p(x)'\ läßt sich dadurch widerlegen, 
daß die Existenz eines speziellen x gezeigt wird, für das die Aussage p(x) falsch 
ist (Beweis durch Gegenbeispiel); denn, wie leicht zu sehen, gilt die Äquivalenz der 
Aussagen 

Jedoch läßt sich aus der Gültigkeit der Aussage p(x) für ein spezielles x nicht auf 
deren Allgemeingültigkeit zurückschließen, was formalisiert wie folgt ausgedrückt 
werden kann 

u - (3 xp(a:) - Vzp(z))". 

In mathematischen Sätzen geht es um die Eigenschaften von mathematischen Ob-
jekten x, die in Aussageformen p(.x) formuliert sind. Die interessierende Eigen-
schaft p(x) wird in Implikationsbeziehungen mit einer anderen Eigenschaft q(x) 
gesetzt. Folgende Beziehungen werden unterschieden: 

- q(.x) ist hinreichende Bedingung für die Gültigkeit der Eigenschaft p(.r): 
"V, (q(x) ^ pío:))", 

in Worten: Wenn q(x) für x gilt, dann gilt auch p(x) für x. 

- q(x) ist notwendige Bedingung für die Gültigkeit der Eigenschaft p(x): 
"V* (p(x) q(z))", 

in Worten: p(a:) gilt für x nur dann, wenn q(z) für x gilt. 

- q(x) ist notwendige und hinreichende Bedingung für die Gültigkeit von p(x): 
"V* (q(at) ~ p(z))", 

in Worten: p(z) gilt für x genau dann, wenn q(x) für x gilt. 
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Beispiele. 
- q(x) ist eine hinreichende Bedingung für p(x). aber keine notwendige: 

q(z): "x = - 3 " , p(z): "x2 = 9". 
- t\(x) ist eine notwendige Bedingung für p(x), aber keine hinreichende: 

x 
q(x): ux ist gerade", 

- q(x) ist eine hinreichende und notwendige Bedingung für p(x): 
q(x): "(x = 3) V (x = -3 )" , p(x): "x2 = 9". 

p(x) ist dann auch eine hinreichende und notwendige Bedingung für q(x). 

1.2 Mengen und Operationen 

Der Begriff der Menge (set) ist zwar grundlegend für die Mathematik, jedoch 
die Frage, wie der Begriff eingeführt werden kann, wurde bis heute noch nicht 
präzise beantwortet. Unter einer Menge verstehen wir eine Zusammenfassung X 
von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten, welche die Elemente (elements) 
(in einigen Fällen auch Punkte (points)) von X genannt werden, zu einem Ganzen 
(Cantor (1845 -1918), Begründer der Mengenlehre). In diesem Kapitel werden 
einige Beispiele von Mengen genannt, welche für die Betrachtungen der folgenden 
Kapitel ausreichen. 

Schreibweisen. 
Das Element x ist aus der Menge X, liegt in X oder ist Element der Menge X: 

x £ X oder X 3 x. 
Das Element x ist nicht aus der Menge X: 

x £ X oder X $ x. 

Mengen können auf folgende Weisen definiert werden: 
durch explizite Nennung ihrer Elemente 

X := {Berlin, Hamburg, Köln, München} 
oder durch Angabe einer Eigenschaft bzw. Aussageform, welche die Elemente der 
Menge charakterisiert 

X := {x | x ist eine Millionenstadt in Deutschland} 
oder 

X := {x | x < 1}. 
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Definition. Enthält eine Menge keine Elemente, so handelt es sich um die leere 
Menge (empty set): 

0 := { } oder 0 := {x | x / x}. 

Definition. X heißt Teilmenge (subset) von Y oder Y enthält (includes) X, 
wenn jedes Element von X auch in der Menge Y enthalten ist (vgl. Abbildung 1.1). 
Schreibweise: 

X QY oder YDX. 

Abb. 1.1. Teilmenge X von Y. 

Bemerkung. Wenn X nicht Teilmenge von Y ist, also ein Element in X existiert, 
welches nicht zu Y gehört, wird folgende Schreibweise benutzt: 

X £Y oder Y ^ X. 

Definition. Zwei Mengen X und Y sind einander gleich (equal), in Zeichen 
X = Y, wenn X C Y und Y C X gilt. Sie sind ungleich (unequal), in Zeichen 
X ^ Y , wenn X % Y oder Y % X gilt. 

Definition. X heißt echte Teilmenge (proper subset) von Y, wenn X C Y, 
jedoch nicht X = Y gilt. Schreibweise: 

X CY oder Y D X. 

In anderen Lehrbüchern werden auch folgende Schreibweisen verwendet: 
X <ZY statt X CY und X ^ Y statt X CY. 
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Bemerkung. Sei X := {x | p(x)} und Y := {x | q(x)}. Dann gilt: X C Y 
genau dann, wenn p(x) —> q(x). Analoge Formulierungen lassen sich für die ande-
ren genannten Mengenrelationen aufstellen. Ferner gilt: 0 = {x | p(x) A ->p(a;)}. 

Im folgenden werden einige gängige Mengenoperationen eingeführt. 

Definit ionen. 

Durchschnitt (intersection): 

Abb. 1.2. Durchschnitt der Mengen X und Y. 

Wenn X PI Y = 0, so sind die Mengen X und Y disjunkt oder e lementfremd 
(disjoint or nonintersecting). 

Vereinigung (union): 

XUY := {x I X e X oder i £ Y}. 

Xr\Y := {x | x € X und xe Y}. 

Abb. 1.3. Vereinigung der Mengen X und Y. 
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Differenz (relative complement): 

X\Y := X-Y := {x \ x e X und x £ F}. 

Komplement (complement): 

(]7Y := F := {x | x?Y}. 

Potenzmenge (power set): 

V{X) := {Y I Y c X}. 

V(X) ist die Menge aller Teilmengen von X. 

Hat X n Elemente, so hat V(X) 2n Elemente. Beispielsweise gilt: 
P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}. 
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Kartesisches Produkt (Cartesian product): 

1 x 7 := {{x, y) \ x e X und y € Y}. 

Das kartesische Produkt besteht aus der Menge der geordneten Paare ix, y). 
Dabei kommt es auf die Reihenfolge der Elemente an, da im Allgemeinen 
(x, y) (y, x) gilt. 

Bemerkung. Sei wieder X := {x | p(x)} und Y := {x | q(x)}. Dann gelten: 

X DY = {x | p ( i ) A q ( i ) } 
X U Y = {x | p(x) Vq(x)} 
X\y = {x I p(o)) A -iq(x)} 
( f r = {x | -nq(x)} 
X x F = {(x, y) | p(x) A q(j/)}. 

Definitionen. Ist / eine Menge, genannt Indexmenge, und ist für jedes i £ I 
eine Menge Xi gegeben, so heißt 

[ J Xi Vereinigung der Mengen Xi 
iei 

und definiert die Menge aller Elemente x, die in mindestens einer der Mengen Xi 
enthalten sind, 

P| Xi Durchschnitt der Mengen X t 

iei 

und definiert die Menge aller Elemente x, die in jeder der Mengen Xi enthalten 
sind, und 

X X, Produkt der Mengen Xi 
• 6/ 

und definiert die Menge aller n-Tupel X2, X3, . . . ) mit den Komponenten 
x\ e X i , X2 G X2, X3 e X3, . . . . 
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Ist I = {1 , . . . , n } endlich, so wird auch geschrieben: 

u* = 
¿e/ 

n u* 
i=l 

= X1ö.. . . u x „ 

n * = 

iei 

n n* 
¿=i 

= JCi n . • • n i „ 

Xx< = 
n 

ier 
= Xi x . .. x Xn 

speziell: X" = X x .. . x X 
n-mal 

1.3 Mengen in reellen Räumen 

Üblicherweise werden folgende einfache Mengen betrachtet: 

:= {1,2,3,4, . . . } IN 
IN0 

TL 
<Q 
m 

= Menge der natürlichen Zahlen 
= {0,1,2,3, . . . } = IN U { 0 } 
= {0, ±1, ±2, ± 3 , . . . } = Menge der ganzen Zahlen 
= | p, <7 € g ^ 0} = Menge der rationalen Zahlen 
= Menge der reellen Zahlen oder Zahlengerade 

Es gilt: I N c I N o c Z S c C J c I R . 

Es werden folgende Bezeichnungen für Intervalle auf der Zahlengeraden IR mit 
a, b 6 IR eingeführt: 

abgeschlossene Intervalle: 
[a, b] := {x e IR | a < x < b} 

offene Intervalle: 
]a, b[ := {x G IR | a < x < b} 

halboffene Intervalle: 
(a,6[ := {x e IR | a < x < 6} 
]a, 6] := { x £ IR | a < x < b} 
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Neben diesen eigentlichen Intervallen werden auch betrachtet: 

uneigentliche Intervalle: 
[o, + 0 0 [ 

]a, +oo[ 
]—oo, o] 
j - o o , a [ 

= {x e IR | x > a} 
= {x e IR | x > a} 
= {x e IR | x < a} 
= {a; e IR j x < a} 

Bemerkung. Intervalle werden oft in Form von Ungleichungen beschrieben (zur 
Verwendung des Absolutbetrages vgl. Abschnitt 2.2), etwa: 

[10,+oo[ = {x G IR | x > 10} 
] - 1,7[ = {x G IR | \x-3|< 4} 

Weitere Bezeichnungen: 
1R+ : = {x € IR | x > 0} = [0, +oo[ 

= Menge der nichtnegativen reellen Zahlen 
IR* : = {x e IR | i / 0} = H\{0} 
I R ; : = {x e IR I x > 0} = ]0,+oo[ 
IR" : = IR x . x IR. = { ( x i , . . . , x n ) € IR™ | xi G IR; . . . ; x n € IR} 

n-mal 
= n-dimensionaler reeller R a u m (real n-space) 

IR™ : = IR+ x . . . x IR+ = {( :ci , . ..,xn) G IRn | xi e IR+; . . . ;xn e IR+} 
n-mal 

IR*n : = IR* x x IR* = { ( x i , . . . , x n ) G IRn | xi G I R * ; . . . ; x n e IR*} 

n-mal 
= IRn\{0}, wobei gilt: 0 := ( 0 , . . . , 0). 

n-mal 
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Einige Spezialfälle: Seien a = ( a i , . . . , an) € IR", 6 = (6 j , . . . , bn) 6 IR" mit 
üi < bi für i = 1, . . . , n und c € IR: 

Q"(a,b) := { ( x i , . . . , x n ) e I R n | a i < x i < 6 ! } 
= Quader im IR" bzgl. a und b 

Für o ^ O wird definiert 
H"(a, c) := { ( z i , . . . , xn) e IR" | aix\+,..., +anxn < c} 

= Halbraum im IR" bzgl. a und c 
E"(a, c) := { ( z i , . . . , xn) 6 IR " | aiXi + , . . . , +a „a ; n = c } 

= Hyperebene im IRn bzgl. a und c 
Speziell für n = 2 und n = 1 werden auch folgende anschauliche Begriffe benutzt: 

H^a, c) = {(x\,x2) E IR2 | a\X\ + 0,2X2 < c} 

= Halbebene im IR" bzgl. a und c 
E\a, c) = {(11, X2) e IR2 | aixi + a2X2 — c} 

= Gerade im IRn bzgl. a und c 
H\a,c) = {x e IR | ax < c} = ] -oo, 

= uneigentliches Intervall 
E\a,c) = { i e E | o i = c } = 

= relle Zahl. 

Abb. 1.6. Halbebene im IR2 bzgl. a = (ai,a,2) = (—1,1) und c— 1. 

Wird in Abbildung 1.6 die zugrundeliegende Gleichung der Geraden E\a,c) in 
X2 = + ^ umgeformt, so gibt — ̂  = — ̂  = 1 die Steigung der Geraden 
und — = t = 1 den zo-Achsenschnitt der Geraden an. ao 1 Ä 
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Bemerkungen . 

- IR""1 (n > 1) ist eine Hyperebene im JRn, aber keine Hyperebene im IR n + 1 . 

- IR+ ist ein Halbraum im IR, IR™ (n > 2) ist jedoch kein Halbraum im IR™. 

- Eine Hyperebene E"{a, c) stellt die Begrenzung des Halbraumes Hv{a, c) dar. 

- Eine Hyperebene E"(a, c) unterteilt den IR" in zwei Halbräume H"ia, c) und 
H"(—a, —c) = {(a : i , . . . , xn) e IRn | 01X1+, . . . , +anxn > c}, wobei zu beach-
ten ist, daß —a = (—a 1 , . . . , — a n ) ist und beim Multiplizieren der Unglei-
chung mit —1 aus ">" "<" wird. 

Im IR™ kann der Abstand oder die Distanz zwischen zwei Punkten x und y 
des Raumes gemessen werden und wird mit d(x, y) <E IR bezeichnet. Besitzt 
d(x,y) die Eigenschaften: a) d{x, y) = 0 für x = y, b) d(x, y) = d(y,x) und 
c) d(x,y) > d(y,z) > d(x,z), so wird d(x,y) Metrik genannt. Da Metriken auch 
für den IRn definiert werden können, ist dieser ein metrischer Raum. Der nachfol-
gend definierte Normbegriff ist ein Spezialfall für eine Metrik. 
Ein ökonomisches Beispiel für eine Norm wird implizit mit dem Begriff einer 
Wechselkurs-Bandbreite einer nationalen Währung (z.B. DM vor der Einführung 
des Euro) gegenüber einer Referenzwährung (z.B. ECU) gegeben, wie der Leser 
sich leicht verdeutlichen kann. 

Definit ion. Eine N o r m (norm) auf IRn, in Zeichen || x || mit x € IR", besitzt 
folgende Eigenschaften: 

1. || x || = 0 genau dann, wenn x = (0, . . . , 0). 

n-mal 

2. || \x || = | A | • |! x || für alle A G IR und x £ IRn. 

3. || x + y || < || x || + || y || für alle x,y G IR" (Dreiecksungleichung). 

Für den 1RU sind verschiedene Normen gebräuchlich, wobei nachfolgend zwei Bei-
spiele betrachtet werden. Im weiteren werden wir jedoch stets die euklidische 
Norm verwenden. Eine Norm stellt eine spezielle reellwertige Funktion dar 
(vgl. Abschnitt 2.2). 
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Beispiele. Sei x = ( x i , . . . , xn) E IR™, so heißt 

||x||2 := y/x-? + ---+xn2 

die euklidische N o r m auf dem ]Rn und 

II x ||oo := max(| I i |, . . . , \xn\) 

die Max imum-Norm oder Tschebyscheff-Norm auf dem IR", wobei 
max(| ,'ci [, . . . , | xn |) immer den betragsmäßig größten Wert der Komponenten 
xi,..., xn annimmt. 

Bemerkung. Insbesondere ist mit einer Norm || • || auch der Abstand \\x — y \\ 
zwischen Punktpaaren x,y E H n festgelegt. Beispielsweise gilt: 

\\x-y\\2-= ^/(xi-yi)2 + ... + {xn- yn)2. 

Definitionen. Seien a e lRn ein Punkt und e > 0. Die Menge 

B(a,e) := {x e IRn | | | x - a | | < e } 

heißt offene Kugel (open ball) mit Mittelpunkt a und Radius e oder 
e-Umgebung von a. 
Gilt B(a,e) CUQ IRn, so heißt U U m g e b u n g (neighborhood) des Punktes a. 

Definition. Eine Menge X C IRn heißt beschränkt (bounded), falls ein 
Punkt a e R " und ein Radius r e Hl* existieren, so daß gilt: X C B(a,r). 

Bemerkung. Jedes abgeschlossene, offene, halboffene (eigentliche) Intervall und 
jeder Quader sind beschränkt und damit auch jede Teilmenge dieser Mengen. Alle 
übrigen oben genannten Mengen sind nicht beschränkt. 

Definitionen. Eine Menge X C ]Rn heißt offen (open), falls zu jedem Punkt 
x 6 U eine «-Umgebung existiert mit B(a,e) C X. 
X heißt abgeschlossen (closed), wenn die Menge ]R n \X offen ist. 
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Bemerkung . Das halboffene Intervall ]a, 6] ist nicht offen, weil für alle e > 0 
gilt: B(b,e) <f_ Ja., 6], und es ist nicht abgeschlossen, weil für alle e > 0 gilt: 
B(a, e) <£ lR\]a,&] = ] -oo , a] U ]b, +oo[. 

Eine vereinfachte Definition kompakter Mengen, welche auf den Satz von Heine-
Borel zurückgeht und nur im IRn gilt, ist folgende: 

Definit ion. Eine Menge X C IR" heißt kompakt (compact), wenn sie abge-
schlossen und beschränkt ist. 

B e m e r k u n g . Jedes abgeschlossene Intervall und jeder Quader Q ist kompakt. 
Desweiteren ist auch jede abgeschlossene Teilmenge X C Q kompakt. 

Defini t ionen. Eine Menge X C IRn heißt konvex (convex), wenn für alle 
x = (xi,..., xn) G X, y = ( y i , . . . , yn) £ X und alle A mit 0 < A < 1 gilt: 

A ( z i , . . . ,xn) + (1 - A)(j/i,. ..,y„) 

= (Axi + (1 - \ ) y i , \ x n + (1 - A )j/„) e X. 

Die Menge Y := { (Axi + (1 - X)yi,..., Ax„ + (1 - \)y„) \ 0 < A < l } ist die 
Strecke zwischen den Punkten x und y. Jeder Punkt z €Y ist eine Konvex-
kombinat ion von x und y (vgl. Abbildung 1.7). Ist A ̂  0 und A / 1, dann 
heißt die Konvexkombination z echt. 
Kann ein Punkt a E X nicht als echte Konvexkombination der Punkte x ^ y 
dargestellt werden, dann heißt der Punkt a Ecke der konvexen Menge X. 
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B e m e r k u n g . Offene Kugeln B(a,e) im IR" sind stets konvex, jedoch brauchen 
Umgebungen U eines Punktes nicht unbedingt konvex zu sein. Die Mengen IR", 
IR™, Quader, Halbräume, Hyperebenen, Halbebenen, Geraden und Intervalle sind 
stets konvex. Der H * n ist nicht konvex. 

Anschaulich gesprochen bedeutet die Konvexität einer Menge X , daß die Konvex-
kombinationen von Punkten der Menge X wieder Elemente von X sind. Eine spezi-
elle konvexe Menge ist das abschließend betrachtete Polyeder. In Kapitel 6 wird bei 
der Lösung linearer Optimierungsaufgaben der sogenannte Simplex-Algorithmus 
benutzt , das auf einem Vergleich von Ecken eines Polyeders, aber nicht notwendi-
gerweise eines Simplex, beruht. Der Name ist historisch bedingt, und die entspre-
chende Definition wird hier der Vollständigkeit halber angegeben. 

Def in i t i onen . Seien x0,... ,xr £ IR", dann wird die folgende Menge k o n v e x e s 
P o l y e d e r oder einfach P o l y e d e r (vielflächiger Körper) genannt: 

M := {z £ IRn I z = A0x° + . . . + \Txr 

mit A0 + . . . + Ar = 1 und A0 > 0 , . . . , Ar > 0}. 

Sind zudem die r + 1 Punkte x°,... ,xr affin unabhängig (siehe nachfolgende 
Definition), dann heißt das Polyeder M r - S i m p l e x oder einfach S i m p l e x . 

O-Simplex 1-Simplex 2-Simplex 3-Simplex (IR3) konvexes Polyeder (IR3) 

A b b . 1.8. Polyeder bzw. r-Simplexe. 

Def in i t i onen . Seien die Punk te x°,..., xT e HT. Ein Punk t z fc lRn heißt 
affin a b h ä n g i g von x°,... ,xr, wenn gilt: 

2 = A q x 0 + . . . + A r x r mit Aq + . . . + AR = 1. 
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Sind die Punkte . . . ,xr e IR™ paarweise verschieden, d.h. xk> ^ xki für 
alle ki k,2 mit k\, ko e { 0 , . . . , r}, dann heißen diese Punkte affin unabhängig, 
wenn aus 

Aox0 + ... + \rxT = 0 

folgt 

Ao = . . . = Ar = 0. 

Bemerkungen. 

- Für r = 1 bedeutet dies, daß zwei Punkte x°. x1 e Rn mit x° ^ x1 affin 
unabhängig sind und jede Konvexkombination z dieser Punkte von x° und 
x1 affin abhängt. 
Im Fall n = 1 ist sogar jeder Punkt aus ]R affin abhängig von x° und x1. 

Im Fall n > 2 sind alle Punkte auf der von x° und xl aufgespannten Geraden 
E2 affin abhängig von x° und x1, jedoch die Punkte x1 und x2 mit 
x2 £ Rn\E2 sind affin unabhängig. 

- Im Rn kann es maximal nur n + 1 affin unabhängige Punkte geben. 

- Der Zusammenhang zwischen der affinen Unabhängigkeit von Punkten und 
der linearen Unabhängigkeit von Vektoren wird in Abschnitt 4.3 dargestellt. 

- Für r = 0 ,1 ,2 ,3 hat ein r-Simplex spezielle Bezeichnungen: 

0-Simplex: Punkt im JRn, 

1-Simplex: Strecke im ]Rn (die Konvexkombinationen von zwei Punkten), 

2-Simplex: Dreieck im ET (n > 2), 

3-Simplex: Tetraeder im IRn (n > 3). 

- Die Punkte x°,... ,xr 6 IR" sind genau die Ecken des Polyeders bzw. Sim-
plex. 
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2 Funktionen einer und mehrerer Veränder-
licher 

Funktionen, auch Abbildungen genannt, haben eine grundlegende Bedeutung in 
der Mathematik und werden in den Wirtschaftswissenschaften vielfach angewen-
det. 

Eine ökonomische Anwendung. Die in der Ökonomie übliche Vor-
stellung, daß Güter Nutzen stiften, wird im nachfolgenden Rahmen diskutiert. 
Dem betrachteten Konsumenten stehen n Güter in den Quantitäten xi,...,xn 

für den Konsum zur Verfügung, weshalb die Menge IR " auch Konsumgüter-
raum genannt wird und seine Elemente x = (xi,... ,xn) auch Güterbündel. Der 
Zusammenhang zwischen Konsum von Güterbündeln und dem damit verbun-
denen Grad der Bedürfnisbefriedigung wird durch den Begriff der Nutzenfunk-
tion des Konsumenten präzisiert. Dabei ordnet die Nutzenfunktion jedem 
Güterbündel einen nichtnegativen Nutzenwert zu, formal U : IR+1 —> IR mit 
( z i , . . . ,xn) i—> U{xi,... ,xn) > 0. 

Fragen, die in diesem Zusammenhang von Interesse sind, lauten etwa: 

- Welche Güterbündel stiften dasselben Nutzenniveau wie ein vorgegebener 
Referenzwarenkorb (Indifferenzkurven, vgl. Abschnitt 2.4) ? 

- In welchen Verhältnissen können zwei Güter wechselseitig substituiert wer-
den, ohne den Gesamtnutzen zu verändern (Implizites Funktionentheorem, 
vgl. Abschnitt 11.3 und Beispiel 11.2 in Abschnitt 11.4) ? 

- Wie verändert sich der Grad der Bedürfnisbefriedigung, wenn bei Konstanz 
des Konsums aller anderen Güterarten der Konsum eines Gutes steigt und 
über alle Grenzen wächst (Grenzwert, Sättigungsniveau, vgl. Abschnitt 7.2 
und Beispiel 7.4 in Abschnitt 7.4) ? 

- Welche Güterkombination stiftet bei Ausgabenbeschränkung einen ma-
ximalen Nutzen (Lagrange-Methode, vgl. Abschnitt 12.2 und die 
Beispiele 12.2 und 12.3 in Abschnitt 12.5) ? 
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2.1 Grundbegriffe 

Definition. X und Y seien zwei Mengen. Eine Punktion oder Abbildung 
(function, mapping, map) / von X nach Y ist eine Zuordnungsvorschrift, die 
jedem Element x e X genau ein Element f(x) 6 Y zuordnet. 

Schreibweise. 

/ : X —> Y 
x i—> f{x). 

Dabei heißt x das Argument (argument), die Variable oder Veränderliche 
(variable) und f(x) der (Funktions-)Wert (value) der Stelle x. Die Menge X 
heißt Definitionsbereich (oder Urbildbereich) (source or domain) von / und 
die Menge Y heißt Wertebereich (target) von /. Der Graph (graph) von / ist 
die Menge 

Tf := {(x,y)&X xY\y = f(x)}. 

Bemerkung. In der ökonomischen Literatur werden das Argument x auch 
unabhängige oder exogene Variable und der Wert y auch abhängige oder en-
dogene Variable genannt. 

Weitere Bezeichnungen und Symbole erleichtern den Umgang mit dem Begriff 
Funktion. 

Definitionen. 

Bild (image) von M C X unter /: 

f(M) := {y G Y | es gibt ein x e M mit y = f(x)} C Y. 

Urbild (inverse image) von N C Y unter /: 

r^N) := {x € X \ f(x) S iv} C X . 

Das Urbild von {j/o} unter /, 

f ~l({vo}) •= e X | f{x) = y0} C X , 
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wird in den Anwendungen als Isoquante von / mit dem Wert yo bezeichnet. 

Beschränkung von / auf M C X: 

/|m : M —> Y 
x i—> /(x). 

Sie unterscheidet sich von / nur durch den Definitionsbereich. 

Wichtige Eigenschaften von Funktionen haben spezielle Namen: 

Definitionen. / heißt 

injektiv (injective) (oder eineindeutig (one to one)), wenn für jedes y £ Y 
das Urbild / - 1 ( { y } ) höchstens ein Element hat, d.h. wenn aus x. x' t X und 
f(x) = f(x') stets x = x' folgt, also zwei verschiedenen Argumenten auch zwei 
verschiedene Werte zugeordnet werden, 

surjektiv (onto), wenn für jedes y e Y das Urbild /_ 1({ j/}) mindestens ein Ele-
ment hat, d.h. es zu jedem y G Y ein x € X mit y = f(x) gibt, und 

bijektiv (one to one correspondence or a bijection), wenn / surjektiv und injektiv 
ist, d.h. für jedes y G Y das Urbild f~l({y}) aus genau einem Element besteht, 
welches mit /_1(j/) bezeichnet wird. 

Während / _ 1 ( { y } ) das Urbild der einelementigen Menge {y} unter einer beliebi-
gen Abbildung / beschreibt und wieder eine Menge ist, nämlich die leere Menge, 
eine einelementige Menge oder eine mehrelementige Menge, wird die Schreibweise 
f~l(y) nur für bijektive Abbildungen / verwendet. Ist / bijektiv, so wird dadurch 
sichergestellt, daß mit f~1{y) genau ein Element bezeichnet wird und f~1 wieder 
eine Funktion ist. 

Definition. Ist f : X —> Y bijektiv, so wird die Umkehrfunktion (inverse 
function) wie folgt definiert: 

f ~ l : Y —> X 
V • f~\y). 
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Bemerkung. Mit x € X, y € Y gilt für bijektive Abbildungen: 

f(x) = y •<=> / _ 1 ( y ) = x und 

fif-Hy)) = y und f-^fix)) = X. 
Mit / ist auch bijektiv. 

Definition. Für Funktionen / : X —• Y und g : Y —> Z heißt die Funktion 

gof: X —» Z 
x '—• g(f{x)) 

die Komposition (oder Hintereinanderschaltung, Verkettung) (compositi-
on) von / und g. 

Bemerkung. Es gilt für h : Z —> W und x e X das Assoziativgesetz (associa-
tive law): 

(ft o(9 »/))(*) = h((gof)(x)) 
= h(g(f(x))) 
= (hog)(f(x)) = ((Aop)o/)(*). 

Im Allgemeinen gilt jedoch nicht das Kommutativgesetz (commutative law): 
(3 »/)(*) ^ (fog)(x). 

2.2 Reellwertige Funktionen 

Sei speziell X C ]Rn und Y = IRm. Wird m— 1 gesetzt, dann wird von einer 
reellwertigen Funktion einer Veränderlichen gesprochen, falls n = 1 ist, bzw. 
von mehreren Veränderlichen, falls n > 1 ist. 
Beispielsweise stellt die Vorschrift f(xi, x^) = x\ • X2 eine reellwertige Funktion 
mit zwei Veränderlichen dar. 

Definitionen. Eine Funktion f : X —• IR heißt in X C ]Rn: 

monoton wachsend (monotonically increasing) (bzw. fallend (decreasing)), 
wenn für alle x = (xi,..., xn) € X und z = (zi,..., zn) E X, für die xt < Zi für 
alle 1 < i < n gilt, folgt: 

f{x) < f(z) (bzw. f(x) > /(2)); 
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streng monoton wachsend (strictly monotonically increasing) (bzw. fallend 

(decreasing)), wenn für alle x = (xi,..., xn) £ X und 2 = (z\,..., zn) e X, für die 

Xi < Zi für alle 1 < i < n und Xj Zj für mindestens ein 1 < j < n gilt, folgt: 

beschränkt (bounded), wenn N und M (E IR existieren mit: 

N < f{x) < M für alle xEX, 

wobei N untere Schranke (lower bound) und M obere Schranke (upper bound) 

von / genannt wird; 

konvex (convex), wenn X konvex ist und für alle x,z £ X und 0 < A < 1 gilt: 

f{x) < f(z) (bzw. f(x) > f(z)); 

f(\x + (l-\)z) < \f(x) + (l-\)f(z)-, 

f 
f(z) 

Xf{x) + (1 - A)/(z) 

/ ( A * + ( 1 - A ) z ) 

fix) 

x Xx + (1 — A)z z 

A b b . 2 . 1 . konvexe Punktion. 
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quasikonvex, wenn X konvex ist und für alle x, z € X mit f(x) < f (2) und 
0 < A < 1 gilt: 

/ ( A s + ( 1 - A ) * ) < / (z) ; 

Abb. 2.2. quasikonvexe Punktion, 

konkav (concave) (bzw. quasikonkav), wenn —/ konvex (bzw. quasikonvex) ist; 

Abb. 2.3. konkave Funktion. 
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