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Vorwort 

Der Autor strebt eine e lementare Einführung in Grundbegr i f fe der Wah r -

sche in l i chke i tsrechnung und Stat ist ik (Stochast ik) auf der Grundlage von 

Anfängervor lesungen über Inf in itesimalrechnung und l ineare A lgebra unter 

Verz i ch t auf maßtheoret ische Hi l fsmit te l an. Nat i j r l i cherweise steht daher der 

Begr i f f der d iskreten Verte i lung an der Spi tze, wobei auch bei mathemat ischen 

Aussagen aus dem Bere ich der Stochast ik eine mögl ichst e lementare 

Vers ion gewählt worden ist. Eine solche Spez ia l is ierung legt die Entwick lung 

und Darste l lung von Grundbegr i f fen der Stochast ik an Beispielen nahe. 

T ro tzdem hofft der Autor , auch dem Fachmann nicht nur vollkommen 

Bekanntes anzubieten, obgleich vorwiegend A l tes "beispie lhaft" dargeste l l t 

wird. Schl ießl ich soll darauf hingewiesen werden, daß der Autor auch von 

neueren Ergebn issen prof i t ier t hat, wie z. B. die konkrete Kennzeichnung 

eines maximalen, s tochas t i s ch unabhängigen und nicht trivialen Systems 

von Ere ign issen unter der d iskreten Gleichvertei lung, die auf B. E isenberg 

und B. K. Ghosh zur i jckgeht, der e lementare Beweis von U. Gerber, die 

Ruinwahrschein l ichkeit von Vers i cherungen be t re f fend , die expl iz ite Dar -

stel lung von A. N. Georghiou, C . Georghiou and G. N. Phil ippou für die nega-

tive Binomialvertei lung höherer Ordnung und schl ießl ich die elegante Da r -

stel lung von G. G. Lorentz für Bernsteinpolynome. 

D. Plachky 
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1. Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff 

Beim W e r f e n e iner Münze bzw. eines W ü r f e l s d rück t man die Ta tsache , daß 

die Chance für das A u f t r e t e n von Wappen oder Zahl bzw. e iner bes t immten 

Augenzahl g le ich i s t , dadurch aus, daß man f ü r die en tsp rechende W a h r -

sche in l i chke i t 1 / 2 bzw. 1 / 6 ang ib t . In d iesem Fall sp r i ch t man auch von 

einer ech ten (ungefä lsch ten) Münze bzw. W ü r f e l . Beim Ziehen aus einem 

Gefäß (Urne) , die zwei versch iedene So r t en von Kugeln en thä l t , e twa r r o t e 

bzw. s schwarze Kugeln, w i r d man die Chance fü r das Ziehen e iner ro ten 

Kugel mit bzw. fü r das Ziehen einer schwa rzen Kugel mit — b e w e r -

ten. Die Chance, beim W ü r f e l n mi t e inem ungefä lsch ten W ü r f e l eine gerade 

Augenzahl zu w ü r f e l n , w i r d mi t 3 / 6 = 1 / 2 zu bewer ten sein, wobei na tü r l i ch 

auch die Wah rsche in l i chke i t f ü r das A u f t r e t e n einer ungeraden Augenzahl 

1 /2 b e t r ä g t . A l lgemeiner w i r d man in e inem Zu fa l l sexpe r imen t mi t endl ich 

vielen mögl ichen Ergebn issen u e Q, wobei also die Menge O (Ergebnis-

raum) endl ich i s t , die Ta tsache , daß jedes Ergebnis u 6 O die gle iche Chan-

ce hat vo rzukommen, dadurch ausd rücken , daß man f ü r die en tsprechende 

Wahrsche in l i chke i t p((,)) = ~ mit lOl als Anzahl der Elemente von O 

{Mächtigkeit von O) ang ib t . Man nennt ( f l ,p ) mit 0 als end l i cher , n icht lee-

re r Menge und p: O -» R, p((i)) = , u e O, ein Laplacesches Z u f a l l s -

cxpe r imen t oder ku rz Laplace-Experiment. 

Ist man in e inem Laplaceschen Exper imen t an der Chance i n t e r e s s i e r t , daß 

ein bes t immtes Ereignis E C O a u f t r i t t , d. h. daß ein u € E beobachte t 

w i r d , so w i rd man f ü r die en tsp rechende Wahrsche in l i chke i t die Summe 

p(u ) der E inze lchancen p ( u ) , u G E, angeben, also . Man sagt auch, 

die Wahrsche in l i chke i t P(E) f ü r das A u f t r e t e n eines Ere ign isses E C n in 

e inem Laplaceschen Z u f a l l s e x p e r i m e n t is t der Quot ien t aus Anzahl der 

günst igen und mögl ichen Fäl le. Die Abbi ldung P: ^»(O) R ( ^ ( O ) Potenz-

menge, a lso Menge al ler Tei lmengen von O) mi t P(E) = , E G V ( 0 ) , heißt 

d i sk re te Lap lace -Ver te i l ung oder ku rz Laplace-Verteilung über O (manchmal 

auch d i sk re te G le ichver te i lung) . 

Beim n - f a c h e n unabhängigen W u r f mit e iner unge fä lsch ten Münze bzw. mi t e i -

nem unge fä lsch ten W ü r f e l (d. h. die e inzelnen W ü r f e sol len s ich n icht ge -

gensei t ig bee in f lussen) , w i r d man fü r den E rgebn i s raum 0 das n - f a c h e k a r -

tes i sche Produk t von {0,1} ( " 0 " bedeute t z . B. Wappen, "1" bedeutet z . B. 

Zahl) wählen (in Ze ichen fi = {0 ,1 } " ) bzw. O = {1 6 } " zugrunde legen, so 

daß p (u ) = 1 / 2 " , w G {0 ,1 } " , bzw. p(u) = ̂ , u G {1 6 } " , g i l t . 



Kapitel 1: Der Laplacesche Wahrscheinl ichkeitsbegriff 

Interessiert man sich in einem Laplace-Experiment fUr die Wahrscheinl ich-

keit P (E) . das Auftreten eines Ereignisses E e (^(O) betreffend, so ist die 

folgende einfache Rechenregel P(E) = 1 - — n n i t E'^ als Komplement von E, 

die aus |0| = |E| + lE'^l folgt, manchmal von Nutzen. Dazu dient das folgen-

de 

Beispiel (Paradoxon von de Me're) 

Die Wahrscheinlichkeit, beim 4fachen Wurf mit einem ungefälschten WUrfel 
c 4 

mindestens eine Sechs zu werfen, beträgt 1 - = 0,518, wenn man die 

obige Rechenregel berücksichtigt, während die Wahrscheinlichkeit, beim 2 4 -

fachen Wurf mit 2 unqefälschten und unterscheidbaren Würfeln mindestens 
3 5 eine Doppelsechs zu erhalten, 1 - — 2 4 ~ 0,491 beträgt. Das Ergebnis ver-
3 6 

trägt sich mit der Erfahrung des GlUcksplelers de Mere, der festgestel lt 

hat, daß es sich lohnt, auf das erstgenannte Ereignis zu setzen, nicht aber 

auf das zweitgenannte Ereignis. Das Paradoxon von de Mere besteht darin, 

daß dieser wegen ^ = für beide Ereignisse die gleiche Wahrscheinl ich-

keit annahm. Bemerkenswert an diesem Beispiel ist ferner, daß n = 4 die 

kleinste natürliche Zahl ist, so daß die Wahrscheinlichkeit 1 - dafür, D 

daß beim n- fachen unabhängigen Würfelwurf mit einem ungefälschten Wür-

fel mindestens einmal eine Sechs beobachtet wird, größer als 1/2 ist. Wei-

terhin ist n = 24 die größte natürliche Zahl , so daß die Wahrscheinlichkeit 

1 - dafür, daß beim n- fachen unabhängigen Wurf mit zwei unter-

scheidbaren Würfeln mindestens eine Doppelsechs auftritt, kleiner als 1/2 

ist. 

Das folgende Beispiel ist ebenfalls wegen einer irrtümlichen Überlegung be-

kannt geworden und für das Verständnis der Laplace-Vertei lung lehrreich. 

Beispiel (Mehrfacher WUrfelwurf nach Cardano und Galilei) 

interessiert man sich für die Wahrscheinlichkeit für eine bestimmte Augen-

summenzahl beim 3fachen Würfeln mit einem ungefälschten Würfel, so kann 

man zunächst zur Ubersicht alle der Größe nach geordneten Tripel notieren. 

Für den Fall der Augensummenzahl 11 bzw. 12 ergibt sich: 

641 651 

632 642 

551 633 

542 552 

533 543 

443 444 



Kapitel 1: Der Lap lacesche Wahrsche in l i chke i t sbegr i f f 3 

Hieraus l<ann man nicht, wie Cardano bzw. Gali lei bere i ts festgeste l l t haben, 

darauf schl ießen, daß beide Ere ign isse die gleiche Wahrsche in l i chke i t bes i t -

zen. Vielmehr muß jede mögliche Permutat ion der Tr ipel berücks icht igt we r -

den, was im Fall der Augensummenzahl 11 auf 3- 3! + 3 - ~ = 27 bzw. für 

die Augensummenzahl 12 auf 3 • 3! + 2 • | | + 1 = 25 Mögl ichkeiten führt . 

Die entsprechenden Wahrsche in l i chke i ten betragen demnach bzw. ^^ 
2 1 6 • 2 1 6 " 

Zur Berechnung von Wahrsche in l i chke i ten von Ere ign issen in Lap lace-Expe-

rimenten müssen also endliche Mengen abgezählt werden. Systemat isches 

Abzählen von endl ichen Mengen ist Gegenstand der Kombinator ik. Bevor im 

nächsten Abschni t t Grundbegr i f fe der Kombinatorik behandelt werden, soll 

noch ein we i teres Beispiel für ein Lap lace-Exper iment behandelt werden, 

welches h is tor i sch mit am Anfang von sogenannten geometr ischen Wah r -

schein l ichkeiten bzw. S imulat ionsverfahren stand: 

Beispiel (Buffonsches Nadelproblem) 

Auf ein Para l le lensystem mit Abstand L wird zufäl l ig eine Nadel der Länge 

£ < L geworfen, wobei angenommen werden soll, daß ledigl ich Posi t ionen (y,T)) 

für das obere Ende der Nadel mit y = 0,X mX mit X = ^ bzw. T) = 

0,(i) nw, w = ^ (m,n 6 IN fest) möglich sein sol len. Dabei bezeichnet y den 

Abstand des unteren Nadelendes von der nächsten oberen Paral le len bzw. ti 

den Winkel zw ischen Nadel und Absz i s senachse . Unter der Annahme, daß 

alle (m + 1)(n + 1) Mögl ichkeiten gleich wahrsche in l i ch sind, soll die W a h r -

scheinl ichkeit dafür best immt werden, daß die Nadel eine der Paral le len 

schneidet. Die entsprechende Anzahl A ^ ^ der günstigen Fälle besteht aus 

allen Paaren {0,j), j = 0,n, bzw. (m, (falls n gerade ist, wobei dieser Fall 

doppelt zu zählen ist) und allen (i,j) 6 mit iX i £ sin (jw), 1 s i i m-1, 0 

mit s j s: n. Bei fes ten j G {0 n} gibt es demnach = ^ s in( jo) + 

-1 < s 2 Mögl ichkei ten. A lso gilt 
J , n 

A = T ^ sin(jw) + (n + 1)d mit - I s » ä2 , so daß man wegen 

s i n ( ^ u ) s i n ('^•'5! o . ) , 
I s in( ju) = s S die Beziehung A ^^—^ 

J ' s i n ( — ) s i n ( " 2 7 ^ ) 

+ (n+Dft^ ^ erhält . Hieraus resu l t ie r t für die gesuchte Wahrsche in l i chke i t 

r — — ) 
A m . n m n 2 £ n 2 ' ® m , n 2 « r.. . 7 ,, = r ; + > — f ü r m-) oo und n-» oo. 

( m + 1 ) ( n + 1) m + 1 n + 1 TtL . , 7t . , 7t m + 1 TtL 



2. Grundbegriffe ilfin Kombinatorik 

Die Tatsache, daß |E| + lE'^l = | n | für jede Teilmenge E einer endlichen 

Menge O z u t r i f f t , ist berei ts benutzt worden. Al lgemeiner gilt die folgende 

Additionsregel U ... U A^^l = | A j + ... + lA^^I für paarweise dis junkte 

Teilmengen A. einer endlichen Menge O, j = 1,...,k. 

Es gilt auch eine Multiplikationsregel für Teilmengen B. von endlichen Mengen 

0 . , j = 1 m. nämlich x B., x ... x B | = |BJ • • ... • |B |, wobei B, x B., x ... j i t i m i d m ^ ti 
X B das kartesische Produkt von B^ B (also die Menge { (b, ,b b ): m I m ^ 1 2 m 

b, e Bj. j = 1 bezeichnet. 

Grundbegr i f fe der Kombinatorik sind die Begr i f fe Permutat ion bzw. Kombi-

nat ion, die sich dadurch unterscheiden, daß bei der entsprechenden Auswahl 

der Elemente aus einer endlichen Menge die Reihenfolge berücks icht ig t 

bzw. nicht berücks ich t ig t w i rd , so daß man sich einer Tupel - bzw. Mengen-

schreibweise für die insgesamt ausgewählten Elemente aus einer endlichen 

Menge bedienen w i rd . Ferner unterscheidet man bei Permutat ionen bzw. 

Kombinationen die Fälle, wo Wiederholungen von Elementen zugelassen bzw. 

nicht er laubt sind: 

2.1. Permutat ionen mit Wiederholungen 

Man kann aus einer n-e lement igen Menge n"" verschiedene geordnete Pro -

ben mit Wiederholungen vom Umfang m auswählen. Dabei e r fo lg t also die 

Auswahl der m Elemente durch Zurück legen zur n-e lement igen Menge. 

Dies folgt so fo r t aus der Mul t ip l ikat ionsregel , wenn man beachtet , daß die 

entsprechende geordnete Probe vom Umfang m als ein n-Tupel dargeste l l t 

werden kann. 

2.2. Permutat ionen ohne Wiederholungen 

Man kann aus einer n-e lement igen Menge n(n - 1)...(n - m + 1) = m! 

verschiedene geordnete Proben ohne Wiederholungen vom Umfang m s: n 

auswählen. Dabei e r fo lg t also die Auswahl der m Elemente aus der n - e l e -

mentigen Menge, indem diese nicht wieder zurückgelegt werden. 

Dies folgt ebenfal ls aus der Mul t ip l ikat ionsregel , wenn man beachtet , daß bei 

der e rs ten Auswahl n Mögl ichkei ten, bei der zweiten Auswahl n - 1 Mög-

l ichkei ten, und schl ießl ich bei der m - t e n Auswahl n - m + 1 Mögl ichkei ten be-

stehen. Damit fü r die Begründung der Anzahl ml der Mögl ichkei ten einer 

geordneten Probe ohne Wiederholungen von m ä n Elementen aus einer 



2 .3 Komb ina t ionen ohne W iede rho lungen 

n - e l e m e n t i g e n Menge die Mu l t i ph ' ka t ions rege l angewende t w e r d e n kann, so l l te 

mi t der l e t z t e n Komponen te , fü r die n - m + 1 Mög l i chke i t en zur Bese tzung 
_ n C n - 1 ) . . . C n - m + 1) vorhanden s ind , begonnen w e r d e n . Bekann t l i ch heißt ( " ) = , ^ 

1 • if • . . . • m 

Binomialkoeffizient, der ansch l ießend k o m b i n a t o r i s c h I n t e r p r e t i e r t w i r d (a ls 

Anzah l a l ler m - e l e m e n t i g e n Te i lmengen e iner n - e l e m e n t i g e n Menge, a lso der 

Kombinationen ohne Wiederholungen) und m! is t die symbo l i sche S c h r e i b -

we lse f ü r 1- . . . -m, a lso k o m b i n a t o r i s c h als Anzah l a l ler P e r m u t a t i o n e n e iner 

m - e l e m e n t i g e n Menge d e u t b a r . 

Beispie l (Doppelgeburtstag) 

Alle n ' " geo rdne ten Proben vom Umfang m mi t W iede rho lungen aus e iner 

n - e l e m e n t i g e n Menge mögen die g le iche W a h r s c h e i n l i c h k e i t haben, a u s g e -

wäh l t zu w e r d e n . Dann gi l t f ü r die W a h r s c h e i n l i c h k e i t , daß eine geo rdne te 

Probe vom Umfang m aus p a a r w e i s e ve rsch iedenen E lemen ten bes teh t — 

(m s n) . Spez ie l l f ü r n = 3 6 5 is t dann 1 - als W a h r s c h e i n l i c h k e i t 

d e u t b a r , daß bei m Personen m indes tens ein D o p p e l g e b u r t s t a g v o r k o m m t . 

Für m = 6 0 e r g i b t s ich f ü r d iese W a h r s c h e i n l i c h k e i t 0 , 9 9 4 und f ü r m = 30 is t 

d iese W a h r s c h e i n l i c h k e i t be re i t s 0 , 7 0 6 . Man kann a u s r e c h n e n , daß ab m = 23 

die W a h r s c h e i n l i c h k e i t g rößer als 1 / 2 i s t . Dies s ieh t man besonders e in fach 

e in, wenn man b e r ü c k s i c h t i g t , daß a u f g r u n d der Ung le ichung zw i schen a r i t h -
m ! C ^ ) 

m e t i s c h e m und g e o m e t r i s c h e m M i t t e l — ^ - g i l t . 

Die k o m b i n a t o r i s c h e Bedeutung des B i n o m i a l k o e f f i z i e n t e n is t be re i t s e r w ä h n t 

w o r d e n : 

2 . 3 . Komb ina t ionen ohne W iede rho lungen 

Man kann aus e iner Menge mi t n E lementen u n g e o r d n e t e P r o b e n ohne 

W iede rho lungen vom Umfang m i n auswäh len . Dabei kann die Auswah l der 

m E lemente s imu l t an b z w . nache inander ohne Z u r ü c k l e g e n zur n - e l e m e n t i g e n 

Menge v o r g e n o m m e n w e r d e n . 

Zu r Begründung beach te man, daß es ( ^ ) - m l ve rsch iedene P e r m u t a t i o n e n 

ohne W iede rho lung g ib t , wobe i jede geo rdne te Probe von m E lementen noch 

m! P e r m u t a t i o n e n zu läß t , die bei e iner Komb ina t ion ohne W iede rho lung n ich t 

b e r ü c k s i c h t i g t w e r d e n , so daß genau Mög l i chke i t en f ü r die Anzah l von 

Kombina t ionen ohne W iede rho lung in B e t r a c h t kommen . 



Kapitel 2: Grundbegriffe der Kombinatoril< 

Beispiel (Mächtigkeit der Potenzmenge einer endlichen Menge) 

Hat die endliche Menge O genau n Elemente, so gilt für die Mächtigkeit von 

?|>(n) die Beziehung I V ( 0 ) | C;̂ ) = (1 + D " = 2" . Man schreibt daher 

manchmal auch 2 statt ^|>(0), wobei zu beachten ist, daß der binomische 

Lehrsatz (a + b)" = a'" b""** benutzt worden ist , der kombinatorisch 

dadurch zu begründen ist , daß beim Ausmultiplizieren von (a + b) genau A u s -

drücke der Gestalt a'* auftreten, wobei k zwischen 0 und n vari iert. 

Beispiel (n-facher MUnzwurf) 

Eine ungefälschte Münze wird n-mal unabhängig geworfen, so daß alle 2" 

Konstellationen fijr Wappen bzw. Zahl gleichwahrscheinlich sind. Dann be-

trägt die Wahrscheinlichkeit dafür, daß beim n-fachen Münzwurf genau k -

mal Wappen auftritt mit k e {0 n}. Natürlich ist auch die 

Wahrscheinlichkeit dafür, daß beim n-fachen Münzwurf genau k -mal Zahl 

beobachtet wird. 

Der in dem hier behandelten Zusammenhang schwierigste Begriff aus der 

Kombinatorik ist der Begriff der Kombination mit Wiederholung, da es sich um 

eine Menge von Vektoren mit jeweils gleichen Komponenten handelt, wobei 

die gesamte Anzahl der Komponenten eine vorgeschriebene natürliche Zahl m 

ist und sämtliche Komponenten Elemente einer n-elementigen Menge sind. Das 

Ergebnis einer m-maligen Auswahl von Elementen aus einer n-elementigen 

Menge, wobei die ausgewählten Elemente wieder zur Menge zurückgelegt werden 

ist also darstellbar durch eine Folge von m gleichen Symbolen, die durch 

Hinzufügen von genau n - 1 weiteren gleichen Symbolen (Trennungsstr iche) 

voneinander getrennt sind. Die Verteilung dieser n - 1 gleichen Symbole 

(Trennungsstr iche) auf die insgesamt n + m - 1 Symbolplätze ist mit der 

Anzahl der Kombinationen von m Elementen mit Wiederholung aus einer 

n-elementigen Menge identisch, d. h. es ist folgendes bewiesen worden: 

2.4. Kombinationen mit Wiederholungen 

Man kann aus einer n-elementigen Menge genau ("^^i"^) verschiedene un-

geordnete Proben von m Elementen mit Wiederholungen auswählen. Dabei 

werden die ausgewählten Elemente wieder zur Menge zurückgelegt. Man 

beachte, daß wegen i^) = (^l , , ) (jeder k-elementigen Menge entspricht 

durch Libergang zum Komplement eine (n - k)-elementige Menge), auch 

( n + m - i j gjg^^ ( " n ^ r ^ ) geschrieben werden kann. Ausdrücke dieser Gestalt 

sind typisch für die Anzahl von Zerlegungen naturlicher Zahlen. Dazu dient 

das folgende 



2 . 4 Komb ina t ionen mi t W iede rho lungen 

Beispie l (Anzahl von Zerlegungen) 

Es sei n G IN (Menge n a t ü r l i c h e r Zah len) eine na tü r l i che Zah l . Dann sol l 

(n^ n^^) mi t n = n^ + ... + n̂ ^ und n̂  6 IN^: = IN U ( 0 } , j = 1 , . . . ,k , Ze r l egung 

von n In k n a t ü r l i c h e Zah len e insch l ieß l i ch der Nul l heißen. Es g i l t : 

|{(n^ n ^ ) : (n^ n^^) Z e r l e g u n g von n} | = • 

Als Anwendung der Über legungen im vorangehenden Beisp ie l sol l noch die 

Frage nach der W a h r s c h e i n l i c h k e i t e iner A b s t i m m u n g bei e inem G r e m i u m 

von n M i t g l i e d e r n , wo die Anzah l der J a - S t i m m e n und N e i n - S t i m m e n n ich t 

k le iner als die der En tha l t ungen i s t , b e a n t w o r t e t w e r d e n . Es w i r d s i ch bei 

Zug runde legen e iner L a p l a c e - V e r t e l l u n g h e r a u s s t e l l e n , daß diese W a h r -

sche in l i chke i t a s y m p t o t i s c h 3 / 4 b e t r ä g t . 

Beispie l (Abstimmungen mit nicht Uberwiegenden Enthaltungen, kollektives 

Modell) 

Der E r g e b n i s r a u m Q al ler A b s t i m m u n g e n e ines G r e m i u m s mi t n M i t g l i e d e r n 

kann d u r c h 'j ^ i ~ 1 .2 ,3 , i^ ~ besch r i eben 

w e r d e n . Das Ere ign is a l ler A b s t i m m u n g e n mi t n ich t übe rw iegenden E n t h a l -

tungen b e s i t z t die D a r s t e l l u n g { ( i , i _ , L ) £ O: i + 1 2 i } . Da i + i i i 

f ü r ( '^ . '2.13) E ß mi t dies w i e d e r u m mi t i ^ i t ^ ] ( [ x ] g r ö ß t e 

ganze Zah l s; x , x ree l l e Zahl ) äqu iva len t i s t , g i l t nach dem obigen Beispie l 

c^D c f ] 
lEl = I r ' L " ^ ' ' ' ) = I (n - i + 1) = (C^ ] + 1)(n + 1) - ( [ i ] + 1 ) / 2 = j —O >d~\ j = 0 d d 

= ( [ | ] + 1)(n + 1 - und | 0 | = ( " s? , " ^ ) = ( " 2 ^ ) , so daß s ich bei Z u -

g runde legen e iner L a p l a c e - V e r t e i l u n g Uber f l f ü r die g e s u c h t e W a h r s c h e i n -

l i chke i t f ü r n ^ 00 der W e r t 3 / 4 e r g i b t . 

Absch l ießend sol l noch eine w e i t e r e w i c h t i g e Methode der Komb ina to r i k be -

handel t w e r d e n , M ä c h t i g k e i t e n end l i cher Mengen zu b e s t i m m e n , näml ich 

sogenann te R e k u r s i o n s f o r m e l n h i e r f ü r a u f z u s t e l l e n und d iese zu lösen . Die 

Me thode kann man s ich besonde rs le ich t an dem b e r e i t s behande l ten P r o -

b lem, 1^^(0)1 mi t | 0 | = n zu b e s t i m m e n , k l a r m a c h e n : Nennt man die zu be -

s t i m m e n d e Anzah l in Abhäng igke i t von | 0 | = n k u r z a^ . so g i l t a^ = 2 

• f ü r jedes n e IN. Dies kann man z. B. dadu rch e insehen , daß man ein 

b e s t i m m t e s E lement u ^ 6 O a u s w ä h l t , und jede Te i lmenge danach k l a s s i f i z i e r t , 

ob (1)̂  E lement i s t oder kein E lement i s t . Die Lösung der R e k u r s i o n s f o r m e l 

a = 2 a , , n e IN, e r f o l g t d u r c h w i e d e r h o l t e s E inse t zen , a lso a = 2 " ' ^ a . 
n n - 1 n 1 

mit a^ = 2. 
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Eine schw ie r i ge r zu lösende Reku rs ions fo rme l zur Bes t immung der M ä c h t i g -

kei t e iner endl ichen Menge w i rd im fo lgenden Beispiel im Zusammenhang mit 

der Frage nach der Wahrsche in l i chke i t behandel t , daß beim n - f a c h e n unab-

hängigen MUnzwur f e iner unge fä lsch ten Münze Wappen n icht zweimal h in -

te re inander a u f t r i t t . 

Beispiel (FibonacchZahlen) 

Es bezeichne a^ die Anzahl al ler n -Tupe l von {0 ,1 } " , so daß 1 nicht zweimal 

h in te re inander a u f t r i t t . Dann ist a die Anzahl al ler da run te r vorhandenen 
n - 2 

n-Tupe l mi t l e t z t e r Komponente 1 und die Anzahl al ler anderen da run -

te r vorhandenen n -Tupe l , d. h. die l e t z te Komponente is t gleich 0. Man 

e rhä l t also die Reku rs ions fo rme l a = a ^ + a , fü r n i: 2 mi t a : = 1 n n - 2 n - 1 o 

(Def in i t ion ! ) und a^ = 2. Die a^ hängen eng mit den sogenannten F ibonacc i -

Zahlen f , die der Reku rs ions fo rme l f ^ = f + f , n i O , mi t f = 0 , f = n n + 2 n + 1 n o 1 
1, genügen, zusammen. Es gi l t a lso a = f „ , n i 0 , so daß die gesuchte 

^ n n 2 
Wahrsche in l i chke i t — b e t r ä g t . Eine besonders e in fache Bes t immungsmög-

2 2 
l ichke i t f ü r die f ^ e rhä l t man du rch Heranz iehen der Gleichung x = x + 1 mi t 

den beiden Lösungen x^ = , j = 1,2. Durch vo l ls tändige Indukt ion kann man 

näml ich zeigen, daß x " = f ^ x + fü r n a 1 g i l t . Für n = 1 is t wegen f ^ = 0 , 

f^ = 1 n ichts zu zeigen und der I nduk t i onssch r i t t von n nach n + 1 fo lg t aus 

= f x ^ + f ,x = f (x + 1) + f X = (f + f )x + f = f X + f . Aus n n - 1 n n - 1 n n - 1 n n + 1 n 
x " = f X + f n i 1, f o lg t x " = f X + f j = _U2, n ^ 1._also gi l t 

- f ^ ( x " ; - x , ) = v ^ f ^ und^ dami t f ^ -

n i 1. 

Im Zusammenhang mi t dem n - f a c h e n M ü n z w u r f lassen s ich die F ibonacc i -

Zahlen in nahel iegender Weise ve ra l lgeme inern , indem man nach der Anzahl 

der Mög l ichke i ten da für f r a g t , daß nicht k - m a l h in te re inander "Zah l " a u f t r i t t 

(1 i k ä n). Dabei t r i t t f ü r die gesuchte Anzahl a^ w ieder eine Reku rs ions -

f o rme l au f , die vermöge erzeugender Funktionen ge löst w i r d , wobei s ich im 

Spez ia l fa l l k = 2 fü r die F ibonacc i -Zah len eine andere Dars te l lung mi t Hi l fe 

von B inomia lkoe f f i z ien ten e rg i b t . 

Beispiel (Verallgemeinerte Fibonacci-Zahlen) 

Es bezeichne a die Anzahl a a l ler n -Tupe l von {0 ,1 } " , so daß 1 n icht k - m a l n n r • • 

h in te re inander a u f t r i t t (1 s k i n) . Dann gi l t f ü r a^ au fg rund einer ähnl ichen 

A rgumen ta t i on wie im vorangehenden Beispiel die Reku rs ions fo rme l 
k 

= E I x = a , f ü r n > k . A l le rd ings is t diese Reku rs ions fo rme l auch fü r n = k 
1 n - x ^ 
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w e g e n â ^ = - 1 und a^ = . Z = 0 k - l r i c h t i g . W e g e n a^ i 2 " , n 6 lN , e x i s t i e r t 
OD ^ 

f e r n e r d ie erzeugende Funktion f ( t ) : = I a t " f ü r | t | < — , die s i c h m i t H i l f e 
n = 0 n 2 

der ob igen R e k u r s i o n s f o r m e l f o l g e n d e r m a ß e n b e r e c h n e n l ä ß t : 

f ( t ) - a t"" = f ( t ) - ' ^ V V ^ = Z ( Z a ^ = I t '^ E a , t " " ' ' 

v = 0 2 t - 1 n = k X = 1 X = 1 n = k 
k k - X - 1 ,, + k /o» i t< -X_ . | 

a 
1 n - X 

k 
Z ^X (2 t ) ' < -

X = 1 2 t -

1, k - 1 
1 , t 5 ; „ 2 - t v = 0 

X=1 v = 0 V t - 1 

t - 1 2 t - 1 t - 1 2 t - 1 

k + 1 , ^ k + 1 , ,k 
f ( t ) V r ^ ^ r r r ^ ^ • ^ - ^ f f ^ - ^ • 

f ( t ) = — » l t | < ^ . r e s u l t i e r t . Fü r g ( t ) : = Z a ^ t*^ m i t a : = 1. a l so 

g ( t ) = t ^ f ( t ) + t , | t | < ^ , e r h ä l t m a n die V e r e i n f a c h u n g g ( t ) = - , | t | < 1, 

w e n n man ( 1 - t - . . . - t ' ' ) ( 1 - t ) = t ' ' ^ ^ - 2 t + 1 , t e l R . b e a c h t e t . D ies l i e f e r t s c h l i e ß -

l i ch g ( t ) = t Z ( t + . . . + t ' ' ) ' ^ = Z : „ , , t " , | t | < ^ . a l so ^ m = 0 1 £ 1 + . . . + k £ |< = n - 1 « i - ' ^ - ' - ' ^ k ' 2 
£ je lNo.J = 1 k 

£•, + . . . + £ |< = m 
meINo 

a = Z : fu"" n e l N . Im S p e z i a l f a l l k = 2 e r h ä l t man 
n £ J G I N O . J = 1 k £ i l - . . . - £ k l 

1£l->-... + k £ k = n + 1 

f ü r die F i b o n a c c i - Z a h l e n die D a r s t e l l u n g f = 2 1 n e N . Dabe i n £ 2 e l N o « 2 

kann man w e g e n a^ = f ^ ^ g ^ ~ ^ nach d e m v o r a n g e h e n d e n Be isp ie l m i t a^ 

als A n z a h l a l l e r Fäl le be im n - f a c h e n M U n z w u r f , w o n i c h t z w e i m a l h i n t e r e i n -

a n d e r W a p p e n v o r k o m m t , die B e z i e h u n g f ^ ^ g " " ? i n a t o r i s c h 
v e r s t e h e n , da die A n z a h l a l l e r Fäl le b e i m n - f a c h e n M U n z w u r f m i t 

V 

genau v - m a l W a p p e n i s t , wobe i W a p p e n n i c h t z w e i m a l h i n t e r e i n a n d e r e r s c h e i n t . 

Dies e r k e n n t man am e i n f a c h s t e n d a r a n , daß genau v der n - v + 1 Z w i s c h e n -

r ä u m e de r n - V Fä l l e , w o ke in W a p p e n v o r k o m m t ( h i e r b e i w i r d der d e m e r s t e n 

N i c h t - W a p p e n v o r a n g e h e n d e Z w i s c h e n r a u m b z w . der d e m l e t z t e n N i c h t - W a p p e n 

f o l g e n d e Z w i s c h e n r a u m m i t g e z ä h l t ) , zu b e s e t z e n s i nd . W e g e n 

g ( t ) = Z f t " = , | t | < l , und l - t - t 2 = ( i - i ^ t ) . t 6 R , 
n=1 n 1 - t - t 2 2 

e r h ä l t man f e r n e r d u r c h g ( t ) = - 4 = - ( ^ — ) = 

Z e r n e u t d ie D a r s t e l l u n g f = ) " -n = 1 V5 2 2 y n . /5 2 

(^ g ^ ) " ) , n e l N , aus d e m v o r a n g e h e n d e n B e i s p i e l . S c h l i e ß l i c h se i noch d a r a u f 
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(£ 1 + 1,) I 

h ingew iesen , daß Z I -r—; r—;— die Anzah l a l ler Ze r l egungen 

1£ i + ...+k t |<=n + 1 

(v v^,) , v , G { 1 k } . j=1 N. N s n + 1, von n + 1 gennäß n + 1= I v, i s t . r N j • . j . . 3 j 

Absch l ießend sol l ein w e i t e r e s Beispie l behandel t w e r d e n , in der w iede r eine 

R e k u r s i o n s f o r m e l zur Bes t immung der M ä c h t i g k e i t e iner end l i chen Menge eine 

Rolle sp ie l t . 

Beispie l (Rencontre-Problem) 

Es sol l die W a h r s c h e i n l i c h k e i t daf iJr b e s t i m m t w e r d e n , daß bei zu fä l l i ge r A u s -

wahl e iner P e r m u t a t i o n der na tü r l i chen Zah len 1 n, kein E lement auf se inem 

Platz b le ib t , un te r der Annahme, daß über O als Menge a l ler P e r m u t a t i o n e n 

7t: { 1 , . . . , n } ^ {1 n} die L a p l a c e - V e r t e i l u n g ausgeze i chne t w o r d e n i s t . Es be -

ze ichne a^ die Anzah l der güns t i gen E r e i g n i s s e , a lso a^ = |E| mi t E = {7t 6 O: 

7t(i) / i , i = 1 n } . Dann gi l t E = E^ u . . . u E^ mi t E^ = {7t g E: it (k) = 1>, k = 2 n. 

Um f ü r a^ eine R e k u r s i o n s f o r m e l h e r z u l e i t e n , w i r d E^ in die fo lgenden be i -

den Te i lmengen E ^ , : = { t i 6 E ^ : 7t(1) = 2) und ^22' ~ ^ ^ ^^ z e r l e g t . 

Es g i l t o f f e n b a r l E ^ , ! = " ^ ^ 2 2 " " " ~ ' ^ 2 2 ' 

w e r d e n , fa l l s n > 1 i s t . Zu d iesem Z w e c k sei 7: die d u r c h 7t (1) = 2 , 7t (2) = 1 o 0 0 
und 7t (i) = i f ü r i = 3 n, d e f i n i e r t e P e r m u t a t i o n . Dann is t f ü r e in it e 0 die o 
Bedingung 7t(2) = 1 mi t 7 t ^ ^7 t (2 ) ) = 2 und die Bedingung 7t(1) 2 mi t T t ^ ^T td ) ) ^ 1 

g l e i c h w e r t i g . F e r n e r is t 7t(i) ^ i f ü r i > 2 m i t 7t^ (7t(i)) i f ü r i > 2 äqu iva len t , 

so daß lE.,^1 = | {7 t~^o7t : 7te = a , z u t r i f f t . Dami t g i l t die R e k u r s i o n s -2 2 o 2 2 n - 1 
f o r m e l a = (n -1 ) (a + a f ü r n > 2 mi t a , = 0 , a ^ = 1, da man in den obigen n n - l n - ^ c l ^ 

Über legungen f ü r die M ä c h t i g k e i t von E^ die n a t ü r l i c h e Zah l 2 d u r c h ein 

k 6 { 3 , . . . , n } e r s e t z e n kann und |E, I = a + a ^ = lE^ I e r h ä l t . S e t z t man noch K n - r n - 2 2 

a^ : = 1, so g i l t die R e k u r s i o n s f o r m e l auch noch f ü r n = 2. 

Für die zugehör ige W a h r s c h e i n l i c h k e i t n ^ 0 , eine f i x p u n k t f r e i e 

P e r m u t a t i o n auszuwäh len , g i l t daher p = p . + — p n ^ 2 , a lso 
die R e k u r s i o n s f o r m e l p - p = - — (p , " P n i 2 , die man s o f o r t 

d u r c h w i e d e r h o l t e s E inse tzen l ö s t , näml i ch p - p = , ^ (p ^ - p = _ ' f^n ' ^n - l n (n-1) ' ^n-2 „ n - 3 , ( - 1 ) n - 2 „ 1 ( - 1 ) " _ " (-1)l< 
= . . . = ; 2 ( p „ - p , ) = ; 2 • — = ;— , n ^ 1, SO daß p = Z r - — , nl ^2 nl 21 nl '^n |< = 0 k! 
ns:1, g i l t . Für n ^ o o e r h ä l t man a u f g r u n d der P o t e n z r e i h e n d a r s t e l l u n g f ü r die 

e - F u n k t i o n l im p , so daß die W a h r s c h e i n l i c h k e i t , e ine P e r m u t a t i o n a u s -
n-» CO n e ^ 

zuwäh len , die m indes tens ein E lement f e s t l ä ß t , ü b e r r a s c h e n d groß 1 ~ ~ - 0 , 6 3 

i s t , wobe i die A p p r o x i m a t i o n von p d u r c h — schon f ü r n ^ 8 sehr gut i s t . Nach 
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den vo rangegangenen Über legungen is t es k l a r , daß p^ auch als W a h r -

sche in l i chke i t gedeu te t w e r d e n kann , eine zu fä l l i g a u s g e w ä h l t e P e r m u t a t i o n 

von n E lemen ten zu r a t e n , wobe i 1 - p als W a h r s c h e i n l i c h k e i t f ü r m i n d e -

s tens e inen T r e f f e r Ube r raschend g roß , näml i ch 0 , 6 3 i s t , fa l l s n ä 8 g i l t . 

Fe rner is t es j e t z t n ich t mehr s c h w e r , die W a h r s c h e i n l i c h k e i t p(m) f ü r m 

T r e f f e r (0 ^ m ä n) be im Raten e iner zu fä l l i g ausgewäh l t en P e r m u t a t i o n zu 

b e s t i m m e n , wenn man b e a c h t e t , daß es s ich um die W a h r s c h e i n l i c h k e i t 

hande l t , e ine P e r m u t a t i o n mi t genau m F ixpunk ten zu fä l l i g auszuwäh len . 

Dann g ib t es z u n ä c h s t ( " ) mög l i che Kons te l l a t i onen f ü r die F ixpunk te und 

fiJr jede Kons te l l a t i on M ö g l i c h k e i t e n , so daß die g e s u c h t e W a h r s c h e i n -

l i chke i t p = m) l - i - = - L . ^ = 0.1 n, 

'^n nn )<=o k l nl nn I k = 0 k l 

b e t r ä g t . D u r c h Z u s a m m e n f a s s e n von zwe i au fe i nande r f o l genden T e r m e n s ieh t 

man, daß d iese W a h r s c h e i n l i c h k e i t f ü r m = 1 b z w . m = 0 am g röß ten i s t , fa l ls 

( - 1 ) 1 n ungerade b z w . n gerade i s t . Sch l ieß l i ch is t noch l im Z — - - — • — - = ^ ^ k = 0 k l ml 

= e f ü r n u m e r i s c h e Z w e c k e zu beach ten , wobe i man ze igen kann , daß 

f ü r den abso lu ten Fehler |p (m) e ' ^ l s 4 • 10"'*' f ü r al le m e {0 n} '^n m! g i l t , fa l l s n i 8 z u t r i f f t . 

Die v ier G r u n d b e g r i f f e der Komb ina to r i k ( P e r m u t a t i o n e n und Kombina t ionen 

mi t b z w . ohne W iede rho lungen ) lassen s ich besonde rs e i n f ach mi t H i l fe von 

Abb i ldungen z w i s c h e n end l ichen Mengen d a r s t e l l e n . 

P e r m u t a t i o n e n mi t W iede rho lungen b e t r e f f e n das 

Beispie l (Mächtigkeit der Menge aller Abbildungen zwischen endlichen Mengen) 

Für m , n e l N g i l t l { f : f : { 1 m}-» {1 n } } l = n ' ^ , wenn man b e r ü c k s i c h t i g t , daß 

f : { 1 m } - > { 1 n} mi t ( f (1) f ( m ) ) i d e n t i f i z i e r t w e r d e n kann. 

P e r m u t a t i o n e n ohne W iede rho lungen lassen s ich d u r c h die Menge a l ler i n -

j ek t i ven Abb i ldungen zw i schen end l ichen Mengen b e s c h r e i b e n . 

Beispie l (Mächtigkeit der Menge aller injektiven Abbildungen zwischen endli-

chen Mengen) 

Für m , n G l N mi t m ^ n g i l t l { f : f : { 1 m } - » { 1 n} i n jek t i v } ! = — , , wenn ^ • • > ( n - m ) l 

man w iede r b e r ü c k s i c h t i g t , daß f : { 1 m} {1 n} mi t ( f (1) f ( m ) ) iden-

t i f i z i e r t w e r d e n kann . 

Al le Kombina t ionen ohne W iede rho lungen lassen s ich d u r c h die Menge der s t r e n g 

monoton wachsenden Funk t ionen z w i s c h e n {1 m} und {1 n} f ü r n ^ m 

gemäß des fo lgenden Beisp ie ls d a r s t e l l e n . 


