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Vorwort 

Mathematik löst bei Studienanfängern der Wirtschaftswissenschaft erfah-
rungsgemäß keine Begeisterungsstürme aus. Das mag zwei Gründe haben. 
Zum einen, weil diejenigen, die sich für das Studienfach Wirtschaftswissen-
schaft entschieden haben, in der Tendenz große Lücken schon in der Elemen-
tarmathematik aufweisen (was Eingangstests immer wieder belegen) und zum 
anderen, weil für viele der Studienanfänger nicht einsichtig wird, warum sie 
sich durch die Mathematik „quälen" sollen, wird doch — was sich schnell her-
umspricht — im Verlauf des Studiums bei nicht wenigen Dozenten die Mathe-
matik mehr oder weniger ausgeklammert. So dient die Auseinandersetzung 
mit der „Linearen Algebra" und der „Analysis" als mittlerweile obligatorische 
Lehrveranstaltungen einer jeden wirtschaftswissenschaftlichen Grundausbil-
dung oft nur zum notwendigen Scheinerwerb. 

Das mathematische Pflichtprogramm im wirtschaftswissenschaftlichen 
Grundstudium hat zu einer kaum noch überschaubaren Menge von 
Lehrbüchern geführt, die an den verschiedenen wirtschaftswissenschaftli-
chen Fakultäten eingesetzt werden. Dabei ist der Spielraum der zu behan-
delnden mathematischen Themen im Grundstudium nicht so groß, um die 
Fülle solcher Lehrbücher zu rechtfertigen. Der zuständige Dozent für die 
Mathematik im Grundstudium bedient sich aus nachvollziehbaren Gründen 
meist seines eigenen Buches oder Skriptes. 

Die im Grundstudium erworbenen mathematischen Kenntnisse reichen im 
wirtschaftswissenschaftlichen Hauptstudium der Betriebs- und Volkswirt-
schaftslehre mit einer stärkeren quantitativen Ausrichtung bei weitem nicht 
aus, so z.B. nicht in der Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, in der 
Ökonometrie, im Operations Research und insbesondere bei der Optimierung 
oder bei der Analyse dynamischer Systeme in der Mikro- und Makroökono-
mie. Hier ist ein nennenswertes „Mehr" an Mathematik gefordert. Von Stu-
dierenden der Wirtschaftswissenschaft wird in steigendem Maße eine bessere 
mathematische Ausbildung verlangt, um die komplexen Strukturen ökono-
mischer Prozesse adäquat beschreiben und analysieren zu können. Doch für 
ein Hauptstudium mit den oben beispielhaft genannten Schwerpunkten ist 
im deutschsprachigen Raum das Angebot entsprechender mathematisch-öko-
nomischer Literatur sehr gering, um nicht zu sagen eine „Fehlanzeige". 



VI Vorwort 

Dieses „Vakuum" soll das vorliegende Buch helfen zu beseitigen. Gewisse 
Grundkenntnisse auf dem Gebiet der Differential- und Integralrechnung so-
wie der linearen Algebra werden vorausgesetzt, eine Reihe diesbezüglicher 
Begriffe und ihrer Eigenschaften sind zur Erinnerung im 1. Kapitel zusam-
mengestellt. Wir sind uns wohl bewußt, daß wir mit diesem Buch nicht 
alle Studierenden der Wirtschaftwissenschaft ansprechen werden (und auch 
nicht wollen), sondern nur diejenigen, die bereit sind, sich die zum Verständ-
nis ökonomischer Theorien notwendigen mathematischen Methoden in einem 
quantitativ orientierten Hauptstudium der Betriebs- und Volkswirtschafts-
lehre anzueignen. Dazu zählen insbesondere Studierende mit den Vertie-
fungsfachern Statistik, Ökonometrie, Operations Research oder mathemati-
sche Wirtschaftstheorie im Bereich der Wirtschaftswissenschaft oder Studie-
rende im Hauptfach Statistik. Darüberhinaus sei das Buch auch denjenigen 
empfohlen, die sich in ihrem ökonomischen Arbeitsfeld außerhalb der Univer-
sität mit mathematischen Methoden auseinanderzusetzen haben. 

Natürlich kann ein solches Lehrbuch nicht alle Gebiete einer mathematisch 
orientierten Ökonomie gleichermaßen abdecken. Und das nicht nur wegen 
des limitierten Umfangs, sondern auch, weil die Wirtschaftswissenschaft wie 
jede andere Wissenschaft „ständig im Fluß" ist. So werden immer wieder 
neue wichtige Gebiete hinzukommen, ohne daß dabei klassische Gebiete an 
Bedeutung verlieren. Als ein solches neues Gebiet sei hier nur die Chaos-
theorie genannt, die in den letzten Jahren auch in die Ökonomie verstärkt 
Einzug gehalten hat und zu der mittlerweile eine umfangreiche eigenständi-
ge Literatur vorliegt. Auf die Chaostheorie werden wir deshalb hier nicht 
näher eingehen, sondern verweisen bei der Behandlung nichtlinearer dynami-
scher Systeme nur auf entsprechende Literaturstellen. Einzelne Kapitel dieses 
Buches basieren auf Manuskripten der Autoren zu Lehrveranstaltungen im 
wirtschaftswissenschaftlichen Hauptstudium an ihren Universitäten. Unser 
generelles Bemühen war es, die mathematischen Themenkreise problem- und 
anwendungsorientiert daxzustellen, was in zahlreichen Beispielen aus den ver-
schiedensten Anwendungsbereichen der Betriebs- und Volkswirtschaftslehre 
zum Ausdruck kommt. Auf Beweise von Sätzen kann ein Mathematiker nicht 
gänzlich verzichten, dafür beleuchtet ein Beweis auf zu eindrucksvolle Weise 
den Inhalt einer mathematischen Aussage mit allen ihren Prämissen. Aber 
es bestand für uns keine Verpflichtung, „alles" zu beweisen, um somit mehr 
Raum für ökonomische Modelle, ihrer Beschreibung und Analyse, zu haben. 

Ein gutes Lehrbuch sollte auch auf Aufgaben zu den behandelten Themen 
nicht verzichten, um dem Lernenden die Überprüfung seines Kenntnisstandes 
zu ermöglichen. So finden sich am Ende eines jeden Kapitels eine Reihe 
von Aufgaben, zu solchen mit ungerader Nummer sind Lösungen im Anhang 
des Buches zusammengestellt. Definitionen, Sätze, Beispiele, Abbildungen 
und Tabellen sind kapitelweise durchnumeriert, wobei die erste Ziffer die 
Kapitelnummer angibt. Das Ende eines Beweises ist mit • gekennzeichnet, 
das Ende eines Beispiels mit O. 



Vorwort VII 

Selbst bei einer Beteiligung von vier Autoren hängt das Gelingen eines Buches 
von der Hilfe weiterer Personen ab, sei es bei FYagen des auszuwählenden Stof-
fes und seiner Darstellung, sei es bei der Erstellung der druckfertigen Vorlage 
und beim Korrekturlesen. Hier sind wir «dien voran Herrn Priv. Doz. Dr. Diet-
rich Trenkler zu ganz besonderem Dank verpflichtet. Herr Trenkler hat nicht 
nur die druckfertige Vorlage mit allen Grafiken und Tabellen erstellt, sondern 
weit darüberhinaus in Formulierung und Darstellung „eingegriffen", was der 
Lesbarkeit des Buches zweifelsohne zugute gekommen ist. Unser Dank gilt 
auch Frau Karin Wüstenbecker, einer unermüdlichen Korrekturleserin, sowie 
Herrn Martin Weigert vom Oldenbourg Verlag für die gute Zusammenarbeit. 

Berlin, Bielefeld, 
Dortmund und Karlsruhe 

H. Büning, P. Naeve, 
G. Trenkler und K.-H. Waldmann 
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Einleitung 

Der Einsatz der Mathematik in den Wirtschaftswissenschaften hat in den 
vergangenen Jahrzehnten in zunehmendem Maße an Bedeutung gewonnen. 
Wohl kaum ein Gebiet der Ökonomie ist im Laufe der Zeit von der Mathe-
matik „verschont" geblieben. Es würde allerdings den Rahmen dieses Buches 
sprengen, wollten wir auch nur alle wesentlichen Gebiete ansprechen und das 
dafür notwendige mathematische Instrumentarium bereitstellen. So bleibt 
die Auswahl der zu behandelnden mathematischen Themen in einem solchen 
Lehrbuch notgedrungen stets mit einer gewissen Willkür verbunden bzw. von 
der Sichtweise der Autoren abhängig, welche mathematischen Methoden sie 
als wichtig erachten. Es gibt nicht wenige Ökonomen, die der fortschreitenden 
Mathematisierung der Ökonomie mit großer Skepsis begegnen. Ein Grund 
mag sein, daß vielen von ihnen, die nicht über das notwendige mathema-
tische „Know-how" verfügen, die mathematisch-ökonomische Literatur un-
verständlich bleibt, wie beispielsweise die Monographie des Nobelpreisträgers 
für Ökonomie, G. Debreu, Theory of Value — An Axiomatic Analysis of 
Economic Equilibrium (1959), um nur eines der älteren, schon stärker ma-
thematisch ausgerichteten ökonomischen Bücher zu nennen. Zum Verständ-
nis dieser Monographie werden fundierte Kenntnisse geordneter topologischer 
Räume vorausgesetzt. Der im Vorwort geäußerten Einschätzung des Autors 
„ ... small amount of mathematics necessary for a füll understanding ... 
" wird ein Mathematiker zustimmen, weniger jedoch ein anwendungsorien-

tierter Ökonom. Unstrittig sollte jedoch sein, daß die Operationalisierung 
und Quantifizierung wirtschaftlicher Phänomene beim Ineinanderspiel öko-
nomischer Variablen zum besseren Verständnis der ökonomischen Theorie 
beiträgt, ermöglicht diese Operationalisierung mit Hilfe mathematischer Me-
thoden doch eine präzisere Darstellung der wirtschaftlichen Realität. Sicher, 
über die Adäquatheit von Modellen zur Beschreibung empirischer Phänomene 
läßt sich wahrlich oft trefflich streiten; das gilt für die Wirtschaftswissenschaf-
ten wie für jede andere empirische Wissenschaft. Aber ohne den Versuch zu 
wagen, das zu beobachtende Phänomen durch ein Modell abzubilden, bleibt 
die Theorie meist vage und Mißinterpretationen werden Tür und Tor geöffnet. 
Dies möge der Leser als ein Plädoyer für den Erwerb eines gewissen mathe-
matischen Rüstzeuges im Hinblick auf ein erfolgreiches Ökonomie-Studium, 



2 Einleitung 

das internationalen Standards gerecht wird, auffassen. 

Bei der Frage nach der Auswahl mathematischer Themen haben wir uns an 
Fächern und Inhalten eines quantitativ ausgerichteten Hauptstudiums der 
Betriebs- und Volkswirtschaftslehre orientiert, als da sind: Statistik, Ope-
rations Research, Ökonometrie, Mikro- und Makroökonomie u.a. Dement-
sprechend sind auch die Themen der einzelnen Kapitel gewählt. Dabei geht 
es um Operationen mit Vektoren, Vektorräumen, Matrizen, Determinanten, 
das Lösen von Gleichungs- und Ungleichungssystemen mit und ohne Neben-
bedingungen, die Untersuchung von Funktionen und ihren Eigenschaften und 
vieles mehr. Das Buch umfaßt insgesamt 9 Kapitel und einen Anhang mit 
Lösungen von ausgewählten Aufgaben. Die einzelnen Kapitel bauen nicht 
generell aufeinander auf, sondern können teilweise auch unabhängig vonein-
ander gelesen werden, so z.B. das 3. und 4. Kapitel zur Matrizenrechnung. 
Zum besseren Verständnis der Kapitel 7, 8 und 9 empfiehlt sich allerdings 
erst das Studium des 6. Kapitels. 

Zu den Kapiteln im einzelnen: 

Das 1. Kapitel dient der Wiederholung mathematischer Begriffe und einer 
Zusammenstellung der wichtigsten Sätze aus dem Grundstudium der Mathe-
matik für Ökonomen, wie sie in dem Buch von Wetzel u.a. (1981) zu finden 
sind; dazu einige Ergänzungen zu quadratischen Formen, Eigenwerten, me-
trischen Räumen, geordneten Mengen und Ungleichungen. 

Im 2. Kapitel werden im ersten Teil Fragen der Differenzierbarkeit reell- und 
vektorwertiger Funktionen sowie von impliziten und inversen Funktionen mit 
Anwendungen bei der Untersuchung relativer Extrema behandelt. Im zweiten 
Teil geht es um das Riemannsche Integral von Funktionen einer und mehrerer 
Variablen, um uneigentliche Integrale, um das Riemann-Stieltjes-Integral, um 
Variablentransformation in n-dimensionalen Integralen mit Anwendungen in 
der Statistik (Satz von Jacobi) und im letzten Teil um die Differentiation in 
Matrixsymbolik. 

Das 3. Kapitel beschäftigt sich mit verallgemeinerten Inversen einer belie-
bigen Matrix. Das Konzept der verallgemeinerten Inversen (auch g-Inverse 
genannt, „g" steht für generalized) ist ein mächtiges Werkzeug zur Lösung 
linearer Gleichungssysteme und findet insbesondere in der Inferenzstatistik 
Anwendung beim Schätzen der Parameter des linearen Regressionsmodells. 
Ein Spezialfall einer g-Inversen ist die Moore-Penrose-Inverse, die für jede 
Matrix existiert und eindeutig ist. Numerische Methoden zur Bestimmung 
der verallgemeinerten Inversen werden in einem gesonderten Abschnitt zur 
Verfügung gestellt. Das Kapitel schließt mit der Darstellung von Projektio-
nen und Projektoren und stellt dabei ihren Zusammenhang mit den vorab 
betrachteten verallgemeinerten Inversen her. Schätzer und ihre Eigenschaf-
ten im linearen Regressionsmodell lassen sich mathematisch elegant mit Hilfe 
solcher Projektoren beschreiben. 



Einleitung 3 

Das 4. Kapitel ist nichtnegativen Matrizen gewidmet, die bei der Unter-
suchung linearer ökonomischer Modelle eine wichtige Rolle spielen. Da-
zu werden zu Beginn einige motivierende Beispiele sogenannter Leontief-
Modelle vorgestellt. Bei der Suche nach Lösungen der entsprechenden li-
nearen Gleichungs- und Ungleichungssysteme müssen die Komponenten des 
Lösungsvektors nichtnegativ sein, damit die Lösung ökonomisch sinnvoll ist. 
Es folgt die Untersuchung von Eigenschaften solcher nichtnegativer Matri-
zen in Verbindung mit Begriffen wie Matrixnorm, Diagonaldominanz und 
Zerlegbarkeit von Matrizen. Nichtnegative Matrizen haben stets einen re-
ellen, nichtnegativen Eigenwert, die sogenannte Frobenius-Wurzel, der be-
tragsmäßig mindestens so groß wie alle anderen Eigenwerte der Matrix. Das 
wird im vorletzten Abschnitt gezeigt. Der letzte Abschnitt handelt von spezi-
ellen nichtnegativen Matrizen, sogenannten stochastischen Matrizen, wie sie 
bei Einkommensverteilungsmodellen oder in der stochastischen Optimierung 
(siehe 9. Kapitel) Anwendung finden. 

Im 5. Kapitel werden Differenzen- und Differentialgleichungen, ihre Lösungen 
und das Verhalten der Lösungen unter Zugrundelegung gewisser Stabilitäts-
kriterien behandelt. Motiviert wird die Untersuchung solcher Differenzenglei-
chungen (bei diskreter Zeit) und Differentialgleichungen (bei stetiger Zeit) 
mit Anwendungen in der dynamischen ökonomischen Analyse, so z.B. für 
Angebots- und Nachfrage-Modelle sowie für Volkseinkommen- und Konsum-
Modelle. Dabei beschränken wir uns vorrangig auf lineare Differenzen- und 
Differentialgleichungen und speziell auf solche mit konstanten Koeffizienten, 
wie sie in den Anwendungen oft zu finden sind. Für lineare homogene und 
inhomogene Differenzen- und Differentialgleichungen ist die Struktur der 
Lösung recht einfach. Nach einführenden Beispielen werden grundlegende 
Sätze über die Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen und ihrer Struktur 
hergeleitet sowie die Begriffe Stabilität und Gleichgewicht eingeführt. Die 
folgenden Abschnitte sind der Untersuchung linearer Differenzengleichungen 
bzw. linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gewidmet 
sowie Systemen solcher Gleichungen. Der nächste Abschnitt dient einer ein-
heitlichen Darstellung linearer Differenzen- und Differentialgleichungen mit 
Hilfe linearer Operatoren. Am Ende des Kapitels wird noch ein Ausblick auf 
nichtlineaxe Differenzen- und Differentialgleichungen gegeben. 

Das 6. Kapitel beschäftigt sich mit der linearen Optimierung. Ziel ist es, 
eine lineare Funktion unter Nebenbedingungen, die in Form von linearen Un-
gleichungen vorliegen, zu maximieren oder minimieren. Ausgangspunkt der 
Untersuchungen bildet eine Reihe von Beispielen, die das breite Spektrum 
potentieller Anwendungen aufzeigen. Diese führen auf eine Standardform, 
die die Grundlage der algorithmischen (Simplex-Algorithmus) und theore-
tischen Behandlung (Dualitätssatz, Satz vom komplementären Schlupf) bil-
det. Neben allgemeinen linearen Optimierungsproblemen werden strukturier-
te lineare Optimierungsprobleme wie Zweipersonen-Nullsummenspiele oder 
Transportprobleme ausführlich behandelt. Eine ökonomische Interpretation 
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der Ergebnisse sowie eine Sensitivitätsanalyse (Parametrische Optimierung) 
schließt das Kapitel ab. 

Das 7. Kapitel hat die ganzzahlige Optimierung zum Gegenstand, bei der 
die Entscheidungsvariablen der linearen Optimierung auf ganzzahlige Werte 
oder sogar nur auf die Werte 1 oder 0 (im Falle von ja-nein Entscheidungen) 
eingeschränkt werden. Verbunden mit der Einschränkung ist ein erhebli-
cher zusätzlicher Rechenaufwand, dem durch moderne Heuristiken (Simula-
ted Annealing, Tabu Search, Genetische Algorithmen), die die klassischen 
exakten Verfahren (Branch and Bound Verfahren, Schnittebenenverfahren) 
vervollständigen, Rechnung getragen wird. 

Im 8. Kapitel wird die nichtlineare Optimierung behandelt. Hierzu wird die 
Annahme einer linearen Zielfunktion und/oder linearer Nebenbedingungen 
fallengelassen. Dadurch wird eine größere Realitätsnähe erreicht, die jedoch 
durch mathematisch anspruchsvollere und numerisch aufwendigere Lösungs-
verfahren erkauft wird. Einen wichtigen Spezialfall bilden konvexe Optimie-
rungsprobleme, bei denen eine konvexe Funktion über einer konvexen Men-
ge minimiert wird. Die theoretische (Karush-Kuhn-Tucker Theorem) und 
praktische Lösung konvexer Optimierungsprobleme bildet einen Schwerpunkt 
des Kapitels. Darüber hinaus werden quadratische Optimierungsprobleme 
behandelt (Komplementaritätsmethode) und ausgewählte Lösungsverfahren 
(Gradientenverfahren, Verfahren zulässiger Richtungen, Methoden der äuße-
ren Approximation, Strafmethoden) vorgestellt. 

Das 9. und letzte Kapitel beschäftigt sich mit der dynamischen Optimie-
rung, einer rekursiven Lösungstechnik, die hauptsächlich bei mehrstufigen 
Entscheidungsproblemen Anwendung findet. Einführende Beispiele veran-
schaulichen den Lösungsansatz und zeigen das breite Spektrum der möglichen 
Anwendungen auf. Sie führen auf das Basismodell der deterministischen und 
stochastischen dynamischen Optimierung und deren Analyse mittels Optima-
litätsgleichung (Bellman'sche Funktionalgleichung). Die Optimalität einfach 
strukturierter Entscheidungsregeln ist ein weiterer Schwerpunkt des Kapitels. 
Diesbezügliche Strukturaussagen werden unter geeigneten Monotonieannah-
men für Stopp-, Ersetzungs-, Lagerhaltungs- und Kassenhaltungsprobleme 
hergeleitet. 

Der Anhang bringt Lösungen zu denen am Ende eines jeden Kapitels gestell-
ten Aufgaben, und zwar jeweils für alle Aufgaben mit ungerader Nummer. 



Kapitel 1 

Mathematische Grundlagen 

1.1 Vorbemerkung 

In diesem einführenden Kapitel wollen wir eine Reihe von Begriffen aus der 
„Linearen Algebra" und „Analysis" zusammenstellen, deren Kenntnis wichtig 
für das Verständnis der folgenden Kapitel ist. Einige dieser Begriffe sind be-
reits aus dem mathematischen Grundstudium für Wirtschaftswissenschaftler 
bekannt, siehe z.B. Wetzel u.a. (1981); der Geschlossenheit der Darstellung 
wegen werden sie hier noch einmal aufgegriffen. Die Begriffe der linearen 
Unabhängigkeit von Vektoren und der Basis von Unterräumen des M" wer-
den hier als bekannt vorausgesetzt; sie sind ein Spezialfall der im Zusam-
menhang mit der Theorie allgemeiner Vektorräume diskutierten Begriffe in 
Abschnitt 1.9. 

Um dieses Kapitel nicht zu stark auszudehnen, ist die Behandlung der ein-
zelnen Themen bewußt kurz geheilten; auf die Beweise der Sätze bzw. Regeln 
wird nahezu gänzlich verzichtet. Die meisten, z.T. schon aus dem Grundstu-
dium bekannten Beweise sind recht einfach und mögen dem Leser als Übung 
dienen. Ansonsten wird auf das Literaturverzeichnis im Anhang verwiesen. 

1.2 Komplexe Zahlen 

Eine komplexe Zahl z hat die Form z = a+bi, wobei i:— die imaginäre 
Einheit ist; die Zahl a E l heißt Realteil und b € M ist der Imaginärteil 
von z. Die Menge edler komplexen Zahlen bezeichnen wir mit C. Offensicht-
lich gilt R c C . 

Zwei komplexe Zahlen z\ — a j +bii und z-i — a^ +b-zi sind genau dann gleich, 
wenn ai = a-2 und b\ = 62 gilt. Einige grundlegende Rechenoperationen 
zwischen komplexen Zahlen werden eingeführt in der 
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Definition 1.1 
Gegeben seien die Zahlen 01,61,02,62 € R-

(i) Addition/Subtraktion. 

(01 + bii) ± (02 + 62») := (ai + 02) ± (61 + 62)1 (1.1) 

(ii) Multiplikation: 

(01 + b\i) • (d2 + bii) := (0102 - 6162) + (0162 + 0261)1 (1.2) 

(iii) Division: Für 02 ^ 0 oder 62 ^ 0 ist 

Qi + 61 i 0102 + 6162 0261 - 0162 . 
02+62» 02 + 2̂ «2 + 2̂ 

Komplexe Zahlen lassen sich als Zahlenpaare in der sogenannten Gaußschen 
Zahlenebene darstellen: 

Imaginärteil 

Abbildung 1.1: Darstellung von z, z und \z\ in der Gaußschen Zahlenebene 

Die durch Spiegelung an der Realteil-Achse erhaltene komplexe Zahl z := 
a — bi heißt die zu z = a + bi konjugiert komplexe Zahl. 

Hier einige Rechenregeln für konjugiert komplexe Zahlen: 
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Satz 1.1 Gegeben seien die Zahlen z,zlyz2 € C. Dann gilt 

Z\ ±Z2 = Zi±Z2 

Z\ • Z2 = Zi • Z2 

Z = Z (1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

/ = 
\Z2j Zi' 

(1.7) 

Der Absolutbetrag oder Norm \z\ der komplexen Zahl z — a + bi ist 
definiert durch \z\ \fa2 + b2; er gibt den Abstand von z zum Nullpunkt 
an (siehe Abbildung 1.1). 

Rechenregeln für Absolutbeträge komplexer Zahlen sind formuliert im 

Satz 1.2 
Gegeben seien die Zahlen z,z\,z2 € C. Dann gilt 

Jede komplexe Zahl z -a+bi weist eine zusätzliche Darstellung auf. Danach 
gilt o = \z\cos<p und b = \z\sin<f> (siehe Abbildung 1.1). Mithin gilt für z die 
Darstellung 

Die Zahlen r := \z\ und (f> heißen Polarkoordinaten von z. Das Produkt 
zweier komplexer Zahlen zi = ai + M = r\ (cos (j>i + ts in^i ) und zi = 
a2 + b2i = r2(cos fa + i sin<j>2) ist dann in Polarkoordinaten wie folgt gegeben: 

\z\>0 

\z\2 — z-z 

\zi -z21 = \z\| • \z2\ 

\zi + < t̂ iI + M (Dreiecksungleichung). 

(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

z = |,z|(cos</> + i sin0). (1.12) 

zi-z2 = rir2(cos(0i + fc) + isin(0i + 02», (!-!3) 
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d.h., die Absolutbeträge werden multipliziert und die Winkel werden addiert. 

Aus der Formel für das Produkt ergibt sich die sogenannte Moivresche 
Formel für die n-te Potenz einer komplexen Zahl: 

z n = rn (cos n<j> + i sin n4>). (1-14) 

Speziell für r = 1 ergibt sich: 

(cos<t> + ism<j>)n = cosn</> 4- i sinn<t>- (115) 

Weiterhin gilt: 

r- r ( <f> + 2kir . . 4> + 2kn\ ,„ 
\fz = \fr I cos — + tsm- (1.16) 

\ n n ) 

mit k = 0 , 1 , . . . , n — 1. Der Winkel <j> (siehe Abbildung 1.1) ist dabei im 
Bogenmaß ausgedrückt. 

Aus den Reihendarstellungen der Funktionen ex, sina; und cosa; erhält man 
die sogenannte Eulersche Formel: 

etx = cos x + i sin x. (117) 

Damit läßt sich jede komplexe Zahl z — r(cos0 + i sin (f>) in der Form z = 
re"^ schreiben, und es ergibt sich für das Produkt zweier komplexer Zahlen 
Z\ = ne ' ^ 1 und zi = ^ e ^ 2 die Darstellung: 

z i - z 2 = r 1 r 2 c < ^ 1 + ^ . (1.18) 

Ersetzen wir in e,x = cosx + i sinx das Argument x durch — x, so erhalten 
wir durch Addition bzw. Subtraktion der beiden Formeln die Beziehungen 

gix g—ix gix _ g-ix 
cosx — und s i n x = — , (119) 

Z ¿i% 

d.h., die trigonometrischen Funktionen sina; und cosa: mit reellem Argument 
x werden durch die Exponentialfunktion mit „rein imaginärem" Argument 
ausgedrückt. 
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1.3 Matrizen 

1.3.1 Definitionen und Rechenregeln 

Definition 1.2 
Ein geordnetes rechteckiges Schema von Zahlen der Form 

( a n O12 ••• Oln > 
0,21 o,22 ' ' " 02n 

A = 

\ 1ml «ro2 '" " «mn / 

heißt eine Matrix der Ordnung (m, n), kurz (m, n)-Matrix. Für die Ge-
samtheit aller (m, n)-Matrizen A = (oy) mit reellen oder komplexen Zahlen 
dij findet man gelegentlich die Schreibweise ! m x n bzw. C m x " . 

Ist m = n, so heißt A quadratisch. Zwei Matrizen A = (ü{j) und B = (6,j) 
der Ordung (m, n) heißen gleich, in Zeichen A = B, wenn ay = by für alle 
i = 1 , . . . , m und j = l,... ,n gilt. 

Spezielle Matrizen sind die Nullmatrix 0, deren Elemente alle gleich 0 
sind, sowie die (n,n)-Einheitsmatrix I = (6ij), wobei Sij das sogenann-
te Kronecker-Symbol ist, welches durch 

definiert ist. 

Jedes Element x = (xi) des E" kann als eine (n, 1)-Matrix der Form 

(1.20) 

/ «i \ 

x = 

\ X n / 

aufgefaßt werden. Wir sprechen dann von einem Spaltenvektor. In analoger 
Weise beschreibt die (l,n)-Matrix xT := (xi, x2, • • • ,xn) einen Zeilenvek-
tor. 
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Im folgenden werden wir des öfteren den j-ten Einheitsvektor ej € Mn für 
j = 1 ,2 , . . . , n betrachten, der durch 

/ Sij \ 
¿2 j 

V S nj ) 

, d.h. ei 

/ 1 \ 
0 

\0 J 

, e2 

/ 0 A 
l 

V o 7 

> — 

/ o \ 
0 

V 1 ) 
definiert ist. Es handelt sich also um einen Spaltenvektor, der aus n — 1 
Nullen besteht, und nur an der j-ten Stelle befindet sich eine Eins. 

Jede (m, n)-Matrix A = (ay) ist so aufgebaut, daß n Spaltenvektoren 
nebeneinander geschrieben werden, wobei die j-te Spalte gege-

ben ist durch 

( aij \ 
a2j 

\ amj y 

Analog entsteht A, indem m Zeilenvektoren a ^ , a ^ , . . . , aJT^ untereinander 
geschrieben werden, wobei für die i-te Zeile gilt 

a[t) = (a«l'a»2> • • • >a»n)-

Fassen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir die Spalten- bzw. 
Zeilenschreibweise einer (m, n)-Matrix 

A = ( a i , a 2 ) . . . ,a„) = 

/ aT \ 
a ( 2 ) 

V V ) / 

(1.21) 

Ein Speziidfall ist die (n, n)-Einheitsmatrix I, die in der Spaltenschreibweise 
die Darstellung I = ( e i , e 2 , . . . ,en) besitzt, wobei e j der j-te Einheitsvektor 
des E" ist. 

Zwischen Matrizen A und B können nun wie folgt Rechenoperationen defi-
niert werden: 



1.3 Matrizen 11 

Definition 1.3 

Es seien A = (ay) und B = (bij) zwei (m,n)-Matrizen. Dann ist A + B := 
(dij + b^). 

Für die Matrizenaddition gelten folgende Regeln: 

Satz 1.3 

(i) A + B = B + A (Kommutatives Gesetz) 

(ii) A + (B + C) = (A + B) + C (Assoziatives Gesetz) 

(iIii) A + 0 = 0 + A = A 

(iv) Für A = (ay) sei —A := (— aij), i = 1,... , m, j = 1,... , n. Dann ist 

A — A = A + (—A) =0 . 

Definition 1.4 

Für eine reelle Zahl k € R und eine Matrix A = (a^) ist k • A := (ka,ij). 

Mit Skalaren k,k\,k2 € R und geeigneten Matrizen A und B gelten die 
folgenden Regeln für die Skalarmultiplikation: 

Satz 1.4 

(i) (fci + k2) • A = fcj • A + k2 • A 

(ii) k-(A+B) = k-A + k-B 

(iii) fci • (k2 • A) = (feifc2) • A . 

Definition 1.5 

Für eine (m,n)-Matrix A und eine (n,p)-Matrix B heißt die (m,p)-Matrix 
A • B := (cy) mit 

n 

Cij = dihbhj 
h=1 

für alle i = 1,... ,m und alle j = 1,... ,p, das Produkt von A und B. 

Falls Addition und Multiplikation definiert sind, gelten die folgenden Rechen-
regeln für die Matrizenmultiplikation: 
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Satz 1.5 

(i) A 0 = 0 • A = 0 

(ii) A I = I A = A 

(iii) A • (B • C) = (A • B) • C (Assoziatives Gesetz) 

(iv) A • (B + C) = A • B + A • C (Distributives Gesetz). 

Hinweise: 

(a) Es gilt nicht generell A • B = B • A. 

(b) Aus A • B = 0 folgt nicht A = 0 oder B = 0. 

(c) Statt A • A • . . . • A schreiben wir A" . V V * 
n Faktoren 

Wenn keine Verwechslung zu befürchten ist, werden wir im folgenden das 
Zeichen • im Matrizenprodukt A • B fortlassen. 

1.3.2 Rang einer Matrix 

Definition 1.6 
Die Maximalzahl linear unabhängiger Zeilenvektoren (= Maximalzahl linear 
unabhängiger Spaltenvektoren) einer (m,n)-Matrix A heißt Rang von A, in 
Zeichen rang(A) oder kurz rg(A). 

Offensichtlich gilt: rg(A) < min{m, n}. Ist rg(A) = m bzw. rg(A) = n, so 
heißt A zeilen- bzw. spaltenregulär. Ist rg(A) = n für eine quadratische 
(n, n)-Matrix A, so heißt A regulär, anderenfalls singulär. 

Es gelten folgende Rangaussagen: 

Satz 1.6 

(i) r g ( A + B ) < r g ( A ) + r g ( B ) 

(ii) rg(AB) < min{rg(A),rg(B)} 

(iii) Für reguläre Matrizen B und C ist rg(A) = rg(AB) = rg(CA). 
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1.3.3 Transponierte und Inverse einer Matrix 

Definition 1.7 
Es sei A = (a,ij) eine (m, n)-Matrix. Dann heißt die (n,m)-Matrix AT := 
(aji) die zu A transponierte Matrix. 

Für die transponierte Matrix gelten die folgenden Regeln: 

Gegeben seien die (m,n)-Matrizen A undB sowie die (n,p)-MatrixC. Dann 
üt 

(i) ( A Y = A 

(ii) (A + B ) T = A T + B T 

(Hi) ( A C ) T = C T A T 

(iv) rg(AT) = rg(A) 

(v) rg(ATA) = rg(AAT) = rg(A). 

Sind a = (ai , . . . ,am)T und b = (bi,... , 6n)T Vektoren, so heißt die (m, n)-
Matrix abT dyadisches Produkt von a und b. Ist speziell m = n, so heißt 
die reelle Zahl aTb = J^iLi inneres Produkt von a und b. Insbesondere 
heißen zwei Vektoren a, b € M" orthogonal, in Zeichen a _L b, wenn für ihr 
inneres Produkt gilt aTb = 0. Jedem Vektor a £ I " ist seine euklidische 
Norm 

zugeordnet. Er heißt normiert, wenn ||a|| = 1 gilt. Schließlich heißt eine 
Menge {ai , . . . ,a*} C E" orthonormiert, wenn jedes a< normiert ist und 
die Vektoren a< und a j orthogoncil sind für jedes Paar i,j mit i ^ j. Ortho-
normiertheit läßt sich kompakter in der Form a j b j = Sij beschreiben, wobei 
öij das Kronecker-Symbol aus (1.20) ist. Offenbar sind die Einheitsvektoren 
e i , . . . , en e l " orthonormiert. 

Ist A eine (m, n)- und B eine (n,p)-Matrix, so sind diese in der Spalten- oder 
Zeilenschreibweise gegeben durch (1.21) bzw. 

Satz 1.7 

n 
(1.22) 
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B = ( b i , b 2 , . . . ,b p ) = 

( ^ 
b(2) 

\ b(») / 

Das Matrizenprodukt kann dann mit Hilfe dyadischer bzw. innerer Produkte 
wie folgt geschrieben werden: 

( a ^ b i . . . a ^ b p \ 

A B = ¿ 8 , 1 ^ = (1.23) 
i=l 

V a[ro)bx . . . a[m1bp / (m)"P 

Definition 1.8 
Eine Matrix X mit der Eigenschaft XA = A X = I heißt die zu A inverse 
M a t r i x , in Zeichen X = : A - 1 . 

Eine Matrix A hat genau dann eine inverse Matrix A - 1 , wenn A reguläx ist. 
Man sagt dann auch, daß A inver t ie rbar ist. 

Unter geeigneten Bedingungen gelten für die inverse Matrix die folgenden 
Regeln: 

Satz 1.8 

(i) ( A - 1 ) - 1 = A 

(ii) (AB)" 1 = B - 1 A - 1 

- 1 A - 1 (iü) (A1A2 • • • A„_i A „ ) _ 1 = A" 1 • • • A2 

(iv) ( A - 1 ) T = (A T ) _ 1 . 

1.3.4 Spur einer Matrix 

Definition 1.9 
Für eine (n,n)-Matrix A = (a^) heißt tr(A) := X^iLi au Spur (englisch: 
trace) von A. 

Sind A, B und C geeignet gewählte Matrizen, so gelten für die Spur der 
Matrizen die folgenden Regeln: 
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Satz 1.9 

(i) tr(AT) = tr(A) 

(ii) tr(A + B) = tr(A) + tr(B) 

(iIii) tr(JfcA) = A;tr(A), k € M 

(iv) tr(AB) = tr(BA) 

(v) t r ( B - 1 A B ) = tr(A) 

(vi) t r(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB) 
Die Regel (vi) gilt nur für zyklische Vertauschungen von A, B und C; 
im allgemeinen ist jedoch beispielsweise tr(ABC) ^ tr(ACB). 

1.3.5 Spezielle Matrizen 

Definition 1.10 

Eine quadratische Matrix A heißt 

(i) symmetrisch, falls gilt AT = A. 

(ii) schiefsymmetrisch, falls gilt AT = —A. 

Ist A regulär und symmetrisch, so ist wegen ( A - 1 ) T = ( A T ) " ' auch A _ 1 

symmetrisch. 

Definition 1 .11 

Eine quadratische Matrix A = (A;J) heißt 

(i) diagonal, falls a,ij = 0 für edle i ^ j ist. 

(ii) dreieckig, falls entweder 

a,ij — 0 für i > j (obere Dreiecksmatrix) oder 

a,ij = 0 für i < j (untere Dreiecksmatrix). 

Für eine Diagonalmatrix mit den Elementen d\ := a n , . . . ,d„ := ann schrei-
ben wir 
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/ d i 0 
0 d2 

0 \ 

0 
diag(di , . . . ,dn) := 

\ 0 0 • • • dn 

So gilt beispielsweise I = diag(l , . . . ,1). 

Definition 1.12 
Eine quadratische Matrix A heißt 

(i) o r thogona l , falls gilt A T A = I = AA T (d.h. A - 1 = AT). 

(ii) idempotent , falls gilt A2 = A. 

Offenbar ist eine Matrix A = ( a i , . . . , a„) genau dann orthogonal, wenn alle 
Spaltenvektoren a j orthonormiert sind. 

Für orthogonale und idempotente Matrizen gelten folgende Regeln: 

Satz 1.10 

(i) Sind A und B orthogonal, so auch A B und BA. 

(ii) Ist A orthogonal, so auch A~l und A T . 

(iii) Ist A idempotent, so auch AT und I - A (generell jedoch nicht A — I). 

(iv) Ist A B = A und B A = B, dann sind A und B idempotent. 

(v) Ist A idempotent, so gilt rg(A) = t r ( A ) . 

1.3.6 Partitionierte Matrizen 

In vielen Anwendungen ist es zweckmäßig, eine Matrix A in Untermatri-
zen zu zerlegen (wir sagen auch: zu partitionieren), um z.B. eine bestimmte 
„Blockstruktur" von A deutlich zu machen. 

Ist A eine (m, n)-Matrix, so ist folgende Zerlegung möglich: 
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A = 

Oll aii Oln 

ari Or» °r,«+l ar n 

Or+1,1 • • Or+l,« Or+l,g+l • Or+l,n 

ami ®m» Qmn 

A n A x 2 

A 2 I A 2 2 

(1.24) 

worin A n eine (r,s)-, A12 eine (r,n — s)-, A21 eine (m — r,s)- und A22 eine 
(m — r, n — s)-Matrix ist. 

Natürlich können die Untermatrizen AN, AI2 , A2I und A22 weiter in Un-
termatrizen zerlegt werden. Allgemein ergibt sich die Darstellung: 

A = 

( A u A12 ••• A i , \ 

A2I A 2 2 • • • A2G 

\ Api A p 2 A p q ) 

Sind A , A n , A22, • • • ,Aq q quadratisch (p = q), und gilt A y = 0 für alle 
i / j, so erhalten wir eine sogenannte Blockdiagonalmatrix: 

/ A n 0 

0 A 2 2 

A = 

V 0 0 

0 \ 

0 

Agq } 

Für Matrizen der Form (1.24) gelten folgende Regeln, die sich unmittelbar 
auch auf Matrizen mit mehr als vier Untermatrizen erweitern lassen. 

Satz 1.11 
Gegeben seien zwei Matrizen 

A = 
A n A I 2 

A21 A22 
und B = 

B n B12 

B 2 I B22 
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Dann gilt: 

(i) 

AT = 
Á T »T •"•11 21 
AT AT 

12 22 

t / A n + B n A 1 2 + B i 2 \ 
A + B = 

\ A21 + B21 A22 + B22 J 

falls die Ordnungen der entsprechenden Summanden gleich sind. 
(iii) 

f AiiBn + A12B21 A11B12 + A12B22 \ 
A B = 

\ A21B11 + A22B21 A21B12 + A 2 2B 2 2 J 

falls die einzelnen Produkte erklärt sind, 

(iv) Falls alle auftretenden Inversen existieren, so ist 

mit 

(v) 

C n 

C12 

C21 

C22 

-1 
= (An - AI2A22 1A2I) 

= — C i i A ^ A ^ 1 

= — A 2 2 1A 2ICii 

— ^22 + A¿ L A 2 ICiiA 1 2 A22 1 

( A u 

0 

V 0 

0 

A22 

0 

0 

0 

-1 

/ 

( Afi1 

0 

V 0 

A 2 2 

falls die jeweiligen Matrizen A¿¿ regulär sind. 

(1.25) 

0 \ 

0 

/ 
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1.3.7 Kroneckerprodukt 

Das Matrizenprodukt AB setzt voraus, daß die Spaltenzahl von A mit der 
Zeilenzahl von B übereinstimmt. Das in der folgenden Definition angegebene 
Kroneckerprodukt kann für beliebige Matrizen A und B gebildet werden. 

Definition 1.13 
Gegeben sei die (m,n)-Matrix A = (o.ij) und die (p,g)-Matrix B = (bfcj). 
Dann bezeichnet die (mp, nq)-Blockmatrix 

( a i iB a1 2B 
021B 022B 

A ® B := 

Oi„B \ 
Ö2nB 

\ ÛMLB Û M 2 B • • • O M „ B / 

das Kroneckerprodukt oder direktes Produkt von A und B. 

Für dieses Produkt gelten folgende Regeln, einige im Unterschied zum Ma-
trizenprodukt AB. 

Satz 1.12 

(i) k{A ® B) = (kA) ® B = A ® {kB), k € ® 

(ii) ( A + B ) ® C = ( A ® C ) + ( B ® C ) 

(iii) (A ® B) ® C = A ® (B ® C) 

(IV) ( A ® B ) ® ( C ® D ) = A C ® B D 

(v) ( A ® B ) t = A T ® B T 

(vi) Sind A und B regulär, so ist auch A ® B regulär. Die Inverse ist 
gegeben durch (A ® B ) - 1 = A - 1 ® B - 1 

(vii) rg(A ® B) - rg(A) rg(B) 

fviiij tr(A ® B) = tr(A) tr(B) 

(ix) A ® B ist orthogonal, falls A und B orthogonal sind. 
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1.4 Lineare Transformationen 

Die im folgenden zu diskutierenden linearen Transformationen und ihre Ver-
knüpfungen stehen im engen Zusammenhang mit Matrizen und ihren Re-
chenoperationen. 

Definition 1.14 
Eine Abbildung T : R" R m heißt lineare Transformation, wenn für alle 
x i , x 2 € R" und ki,k2 € R gilt 

Tfoxi + k2x2) = hTlxi) + k2T(x2). 

Offensichtlich ist die Abbildung T : M" -» R m , x Ax, linear, wobei A eine 
(m, n)-Matrix ist. Es läßt sich zeigen, daß auch umgekehrt jede beliebige 
lineare Abbildung T : R" ->• ! m durch eine (m,n)-Matrix A beschrieben 
werden kann, so daß für jedes x € R" gilt: T(x) = Ax. Eine affine Trans-
formation, also eine Abbildung T : R" -»• R m , x H Ax + b mit b / 0, 
hingegen ist keine lineare Abbildung im Sinne obiger Definition, was leicht 
nachzuprüfen ist. 

Addition und Multiplikation linearer Transformationen Ti und T2 können 
durch die entsprechenden Matrizenoperationen beschrieben werden. 

Addition: Gegeben seien zwei lineare Transformationen Ti, T2 : R n R m 

mit Ti(x) = Ax und T2(x) = Bx, worin A und B (m, n)-Matrizen sind. 
Dann ist 

T1+T2:Rn Rm 

x !->• (A + B)x 

eine lineare Transformation. 

Multiplikation: Gegeben seien lineare Transformationen Ti : R" RTO 

und T2 : R m R* mit Ti(x) = Ax und T2(y) = By, worin A bzw. B eine 
(m, n)- bzw. eine (k, m)-Matrix ist. Dann ist 

T-x o Ti: R" Rfc 

x (-»• T2(Ti(x)) = B A x 

eine lineare Transformation. Dabei ist BA eine (k, n)-Matrix. 
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Ist die lineare Transformation T : Rn R" bijektiv, so ist auch die Um-
kehrabbildung T - 1 : R" -> R" eine lineare Transformation, der die Matrix 
A - 1 zugeordnet ist, so daß gilt T - 1 (y) = A _ 1 y. Dies setzt natürlich auch 
voraus, daß A regulär ist. 

Jeder linearen Transformation T : R" Rm , x Ax, sind zwei wichtige 
Untermengen des Rn bzw. des Rm zugeordnet. Zum einen ist der Kern von 
T die Menge {x | x € E",T(x) = 0} C R". Weiter ist der Bildraum von 
T die Menge T[Rn] := {y | T(x) = y, x € R"} C Rm , siehe auch Definition 
1.44. Wegen der engen Beziehung zwischen der linearen Transformation T 
und der (m,n)-Matrix A kann der Kern bzw. der Bildraum von T äquivalent 
in der Form 

N(A) := {x | x € R", Ax = 0} bzw. M(A) := {Ax | x € Rn} (1.26) 

geschrieben werden. !M(A) beschreibt somit die Lösungsmenge des homo-
genen Gleichungssytems Ax = 0. Die Menge M(A) wird auch der von A 
erzeugte lineare Unterraum oder kurz als Spaltenraum von A bezeich-
net. 

1.5 Determinanten 

Jeder quadratischen Matrix ist in eindeutiger Weise eine reelle Zahl zugeord-
net. 

Definition 1.15 
Die Determinante |A| einer quadratischen (n, n)-Matrix A = (ojj) ist wie 
folgt definiert: Für n = 1 ist A = (an) und |A| := a n . Für n > 2 sei j mit 
1 < j <n fest vorgegeben. 

|A| : = £ ( - l ) ' + ' a y | A 0 | , 
i=l 

worin Aij diejenige (n — l ,n — 1)-Untermatrix von A ist, die man durch 
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A erhält. Statt |A| findet 
man auch die Schreibweise det(A). 

Man kann zeigen, daß diese Entwicklung von der Wahl der Spalte a j un-
abhängig und somit eindeutig ist. Ferner können wir auch eine Darstellung 
von |A| als Entwicklung nach einer beliebigen Zeile a ^ von A angeben, wel-
che zum selben Wert führt. 
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Beispiel 1.1 
Wir führen die Entwicklung nach der dritten Zeile a ^ für eine (4,4)-Matrix 
A vor. 

|A| 

1 

3 

- 2 

5 

4 

0 

1 

- 4 

- 1 

2 

6 

0 

4 2 - 1 1 2 - 1 
(-1)3+1. ( _ 2 ) . 0 5 2 + ( - 1 ) 3 + 2 • 1 • 3 5 2 

- 4 3 0 5 3 0 

+(—1) + • 3 

1 4 - 1 

3 0 2 

5 - 4 0 
+ ( - 1 ) 3 + 4 • 6 • 

4 

0 

- 4 

Jede der 4 dreireihigen Unterdeterminanten kann nun wieder über eine Ent-
wicklung nach einer Zeile oder Spalte als Summe von 3 zweireihigen Unter-
determinanten dargestellt werden; letztlich sind hier 4 • 3 = 12 zweireihige 
Unterdeterminanten zu bestimmen. 

Eine zweireihige Determinante ist aber nach Definition 1.15 einfach zu be-
rechnen, denn es gilt 

a n a12 

a21 a 2 2 
= ana22 - a,2iai2, (1-27) 

was leicht nachzuprüfen ist. O 

Eine solche wiederholte Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte ist aber 
zumeist sehr aufwendig. Die Aussage (i) des folgenden Satzes beinhaltet ein 
Kriterium, wie |A| mit Hilfe einfacher Rechenoperationen leichter bestimmt 
werden kann. 

Satz 1.13 
Es sei A eine (n, n)-Matrix. 

(i) Die Determinante von A ändert ihren Wert nicht, wenn man das c-
fache, c € R, einer Zeile bzw. Spalte zu einer anderen Zeile bzw. Spalte 
addiert. 
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(ii) Verwandelt man eine Matrix A durch Vertauschen zweier Zeilen bzw. 
Spalten in eine Matrix B, so gilt |B| = — |A|. 

(iii) Verwandelt man eine Matrix A durch Multiplikation einer Zeile oder 
Spalte mit einer reellen Zahlk € R in eine Matrix TS, so gilt |B| = fc|A|. 

(iv) Für k e R gilt |fcA| = fc"|A| wegen (iii). 

(v) |AT | = |A|. 

(vi) Für die Determinanten des Produkts zweier quadratischen Matrizen A 
und B gilt 

|AB| = |A||B|. 

Zur Bestimmung der Determinante einer beliebigen Matrix liegt es nahe, 
diese mit Hilfe der gemäß Satz 1.13(i) „zulässigen" Operationen in eine Drei-
ecksmatrix überzuführen, deren Determinante offensichtlich das Produkt der 
Diagonalelemente ist und mit der Determinante der Ausgangsmatrix über-
einstimmt. 

Für einige spezielle Matrizen können folgende Aussagen über ihre Determi-
nanten gemacht werden: 

Satz 1.14 

(i) A ist genau dann regulär, wenn |A[ ^ 0 gilt. Mithin ist A genau dann 
singvlär, wenn |A| = 0 ist. 

(ii) Ist A regulär, so ist |A _ 1 | = |A | _ 1 = 1/|A|. 

(iii) Ist A orthogonal, so ist |A| = ±1. 

(iv) Ist A idempotent, so ist |A| = 0 oder 1. 

(v) Ist in der partitionierten Matrix 

/ A „ A i a \ 

y A21 A2 2 J 
die Matrix A n regulär und A22 quadratisch, so gilt 

|A| = |Au | |A 2 2
 - A2iAj"1

1Ai2|. 

Ist analog A n quadratisch und A2 2 regulär, so gilt 

|A| = |A 2 2 | |A U - A ^ A J ^ A ^ I -
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(vi) Für eine Blockdiagonalmatrix 

( A n 

0 
A = 

0 

A22 

\ 0 0 

gilt |A| = |An| • IA22I • • • • • |Agi|." 

(vii) Für die Inverse einer regulären Matrix A gilt. 

0 \ 

0 

Agg J 

( A n 

V A l n 

A 2 i ••• A n l \ 

A22 • • • A„2 

A 2 „ ••• A n n 

Die aus den algebraischen Komplementen A¿j = (—l),+J|Ay| 
gebildete Matrix adj A (Ay) heißt Adjungierte von A, worin Aij 
wie in Definition 1.15 festgelegt ist. Es ist also |A|A-1 = (A 

(viii) Eine quadratische Matrix A besitzt genau dann den Rang r, wenn die 
Determinanten aller (k,k)- Untermatrizen für k > r gleich 0 sind und 
wenn die Determinante mindestens einer (r,r)-Untermatrix ungleich 0 
ist. 

Im Zusammenhang mit der Einteilung quadratischer Formen in Abschnitt 1.8 
und dem Nachweis relativer Extrema von Funktionen mehrerer Veränder-
licher spielen die sogenannten Hauptabschnittsdeterminanten eine wichtige 
Rolle: 

Definition 1.16 
Sei A = ( a i j ) eine (n,n)-MatrLx:. Dann heißen die n Unterdeterminanten 

Di = 

a 11 ••• i 

a,i 1 • • • au 

, 1 <i<n, 

H a u p t a b s c h n i t t s d e t e r m i n a n t e n von A. Insbesondere gilt D1 = a n , 
£>2 = 011022 — 021012 und Dn = |A|. 
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1.6 Eigenwerte und Eigenvektoren 

Definition 1.17 
Gegeben sei eine (n,n)-Matrix A. Erfüllen A G C und x € R" mit x / 0 
das linear homogene Gleichungssystem A x = Ax, so heißt A Eigenwert von 
A und x heißt zugehöriger Eigenvektor von A. Die Gesamtheit aller 
Eigenwerte von A ist das Spektrum von A. 

Die Gleichung A x = Ax ist äquivalent mit (A - AI)x = 0. Dieses homogene 
Gleichungssystem hat genau dann eine nichttriviale Lösung x ^ 0, wenn 
der Eigenwert A Nullstelle des sogenannten charakteristischen Po lynoms 
p(A) = |A — AI| ist. Eis ist leicht einzusehen, daß p ein Polynom in A vom 
Grade n ist, das die Darstellung 

p( A) = ( - A ) " + ^ ( - A ) " - 1 + • • • + Ci(-A) + co 

aufweist. Da ein Polynom n-ten Grades nach dem Hauptsatz der Algebra 
genau n Nullstellen hat, gibt es also zu A genau n, nicht notwendig ver-
schiedene Eigenwerte Ai , . . . ,A„, die auch komplex sein können. Die zu Aj 
gehörenden Eigenvektoren Xj von A sind dann Lösungen von (A —Ajl)xj = 0. 

Ist A eine fc-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms, so heißt A k-
facher Eigenwert von A. 

Beispiel 1.2 
Das charakteristische Polynom der Matrix 

/ 1 - 2 2 \ 

A = 0 2 - 1 

l 1 0 V 

ist gegeben durch 

P( A) = 

1 - A - 2 2 

0 2 - A - 1 

1 0 3 - A 

- _ \ 3 —A + 6A2 - 9A + 4 = (1 - A) (4 - A). 

An dieser Darstellung erkennt mein sofort, daß die Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms gegeben sind durch Ai = A2 = 1 und A3 = 4, d.h., 1 ist 
zweifacher und 4 ist einfacher Eigenwert von A. 
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Ein zu Ai = A2 = 1 gehörender Eigenvektor Xi von A ergibt sich als Lösung 
der Gleichung (A — ll)x = 0. Sie wird vom Eigenvektor Xi = (2, —1, — 1)T 

erfüllt. Analog ist X2 = (2, —1,2)T ein zu A3 = 4 gehörender Eigenvektor, da 
für ihn gilt (A - 4I)x2 = 0. O 

Im obigen Beispiel ist xi = (2, —1, — 1)T ein Eigenvektor. Offenbar ist dann 
auch - 3 x i = -3(2, - 1 , - 1 ) t = (-6,3,3)T ein Eigenvektor. Ferner ist Ai = 1 
ein k = 2-facher Eigenwert. Dazu gibt es einen linear unabhängigen Eigen-
vektor x2 = (2, —1,2)T. Diese Eigenschaften sind Spezialfälle von Aussagen, 
die im folgenden Satz formuliert sind: 

Satz 1.15 
Gegeben sei die (n,n)-Matrix A mit den Eigenwerten Ai, . . . , An. 

(i) Ist x Eigenvektor von A, so ist auch cx für jedes c £ 1 Eigenvektor 
von A. 

(ii) Zu einem einfachen Eigenwert von A gibt es genau einen linear un-
abhängigen Eigenvektor. 

(iii) Zu einem k-fachen Eigenwert von A gibt es wenigstens einen linear un-
abhängigen, aber höchstens k linear unabhängige Eigenvektoren. Die zu 
einem Eigenwert X von A gehörenden linear unabhängigen Eigenvek-
toren spannen einen Unterraum des K" auf, den sogenannten Eigen-
r a u m von A. (Zum Begriff des Unterraumes siehe Abschnitt 1.9.2.) 

(iv) Zu einem k-fachen Eigenwert einer symmetrischen Matrix A gibt es 
genau k linear unabhängige Eigenvektoren. 

(v) Sind xi,... ,Xfc Eigenvektoren zum Eigenwert X, so ist auch 
mit Ii,... , l/c € R ein Eigenvektor von A. 

(vi) Eigenvektoren, die zu verschiedenen Eigenwerten von A gehören, sind 
linear unabhängig. 

(vii) Eigenvektoren einer symmetrischen Matrix A, die zu verschiedenen Ei-
genwerten von A gehören, sind orthogonal. 

(viii) |A| = A1A2 • • • An. Da für eine reguläre Matrix |A| 0 ist, folgt ins-
besondere, daß alle Eigenwerte Aj ^ 0 sind. Umgekehrt besitzt eine 
singulare Matrix mindestens einen Eigenwert mit Xi = 0. 

(ix) tr(A) = Ai +A2 H h A„. 

(x) Für die Anzahl k der von Null verschiedenen Eigenwerte einer Matrix 
A gilt: k < rg(A). 

Für einige spezielle Matrizen gelten folgende Aussagen über ihre Eigenwerte 
und Eigenvektoren. 
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Satz 1.16 

(i) Die Eigenwerte einer symmetrischen Matrix sind reelle Zahlen. 

(ii) Die Eigenwerte einer Diagonalmatrix diag(di,.. . ,dn) sind gerade die 
Diagonalelemente d\,... ,dn; speziell für die Einheitsmatrix I ist X = 
Aj = 1 für i = 1 , . . . , n ein n-facher Eigenwert. 

(iii) Für jeden Eigenwert X einer orthogonalen Matrix gilt |A| = 1. 

(iv) Eine idempotente Matrix besitzt nur die Eigenwerte 0 oder 1. 

(v) Ist X Eigenwert der regulären Matrix A mit Eigenvektor x, so ist 1/A 
Eigenwert von A - 1 mit Eigenvektor x. 

(vi) Für jeden Eigenwert X einer Matrix A ist aA Eigenwert von aA . 

(vii) Für jeden Eigenwert X einer Matrix A ist Am Eigenwert von A m . 

1.7 Diagonalisierung von Matrizen 

Die Bestimmung der Eigenwerte einer Matrix A gelingt oft leichter über eine 
sogenannte „Diagonalisierung" von A. 

Definition 1.18 
Zwei (n, n)-Matrizen A und B heißen ähnlich, wenn eine reguläre Matrix S 
existiert, so daß B = S - 1 A S ist. 

Ahnliche Matrizen besitzen dasselbe charakteristische Polynom und damit 
gleiche Eigenwerte, denn gilt B = S - 1 A S , so ist 

|B - AI| = |S _ 1 AS - AI| 

= | S - 1 A S - AS - 1S| 

= |S - 1 (A - AI)S| 

= |S - 1 | |A - AI||S| 

= |A - AI|. 

Definition 1.19 

Eine (n, n)-Matrix A heißt diagonalisierbar, wenn A einer Diagonalmatrix 
D = diag(di, . . . , dn) ähnlich ist, d.h., es existiert eine reguläre Matrix S mit 
D = S - 1 A S . 
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Für diagonalisierbare Matrizen gelten folgende Regeln: 

Satz 1.17 

(i) Eine diagonalisierbare Matrix hat die Eigenwerte di,... ,d„. 

(ii) A ist genau dann diagonalisierbar, wenn A insgesamt n linear un-
abhängige Eigenvektoren s i , . . . , sn besitzt. In diesem Fall erfüllt S — 
(si , . . . ,s„) die Diagonalisierbarkeitsbedingung. 

(iii) Hinreichend (aber nicht notwendig) für die Diagonalisierbarkeit von A 
ist, daß alle n Eigenwerte von A verschieden sind. 

(iv) Ist A symmetrisch, so ist A diagonalisierbar über eine orthogonale Ma-
trix, d.h., es gibt eine orthogonale Matrix P , so daß gilt P - 1 A P = 
P T AP = D = diag(di,... ,dn). Die Spalten von P bestehen aus paar-
weise orthogonalen Eigenvektoren von A. Es folgt die Spektraldar-
stellung von A: 

A = PDP T . (1.28) 

(v) Sei A regulär und symmetrisch und m € N. Dann ist 

Am = p D mp T m i t Dm _ d i a g ( ( ^ i . .. , (1.29) 

Sind alle Eigenwerte von A positiv, so kann Gleichung (1.29) für r € Z und 
s G N verallgemeinert werden zu 

Ar'° := P D r / , P T mit Dr/* ~ diag{d['8,... (1.30) 

Sind einige Eigenwerte von A gleich 0, so gelten die Darstellungen in (1.29) 
und (1-30) auch dann, wenn die Exponenten negativ sind. Ist beispielsweise 
di >0 für alle i = 1, . . . , n, so ist 

A 1 / a = PD 1 / a P T mit D1/2 = diag(v/d7,... ,y/dn), (1.31) 

und ist di > 0 für alle i = 1, . . . , n, so ist 

A - 1 / 2 = P D _ 1 / , 2 P t mit D- 1 / 2 = diag(l/\/dï,... , 1/sfa). (1.32) 
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Besitzt die (n, n)-Matrix A mehrfache Eigenwerte, so ist es möglich, daß A 
nicht diagonalisierbar ist. Nach Satz 1.17(ii) muß A dann weniger als n linear 
unabhängige Eigenvektoren besitzen. Doch auch in diesem Fall existiert eine 
einfach aufgebaute Matrix, die zu A ähnlich ist, denn es gilt der 

Satz 1.18 
Sei A eine (n,n)-Matrix mit den t verschiedenen Eigenwerten Ai, . . . , At, 
wobei X{, i = 1,... , t, in der Vielfachheit rii auftritt, so daß n\ H hnt = n 
ist. Dann existiert eine reguläre (n,n)-Matrix T, so daß gilt 3 = T _ 1 A T . 
Die Matrix J ist eine Blockdiagonalmatrix der Form: 

( J n 0 
0 J 2 2 

J = 

0 \ 
0 

\ 0 0 •• • J « / 

wobei die (rii,ni)-Matrix Ja gegeben ist durch 

( Ai 1 0 
0 Ai 1 

0 0 0 
\ 0 0 0 

0 \ 
0 

Ai 1 
0 Ai / 

J heißt Jordan-Matrix und T ist die Jordan-Transformationsmatrix 
von A. Jede (n,n)-Matrix A ist also einer Jordan-Matrix ähnlich. Wir 
sagen auch: A kann auf Jordan-Normalform transformiert werden. 

Die Bestimmung von T und J für vorgegebenes A erfordert meist einen 
erheblichen numerischen Aufwand, siehe z.B. Murata (1977). Für den Fall, 
daß alle n Eigenwerte verschieden sind, geht die Jordan-Matrix in eine „reine" 
Diagonalmatrix über. 

In den folgenden Kapiteln wird mehrfach von der Singulärwertdarstellung 
einer Matrix Gebrauch gemacht, die im folgenden Satz formuliert wird. 

Satz 1.19 
Ist A eine beliebige (m, n)-Matrix mit rg(A) = r, so gibt es in Analogie zur 
Spektraldarstellung einer symmetrischen Matrix A (siehe Satz 1.17(iv)) eine 
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verallgemeinerte Diagonalisierung, die durch zwei orthogonale Matrizen U 
und V ermöglicht wird. Danach gilt die Singulärwertdarstellung von A 
mit 

A = U VT . (1.33) 

Dabei ist A 2 die (r,r)-Diagonalmatrix der positiven Eigenwerte von ATA 
(und damit auch der von AATJ. 

Insbesondere folgt so die „Diagonalisierung von AAT gemäß Satz 1.17(iv)a: 

f A 2 0 
U T AA T U = 

l 0 0 

sowie die „Diagonalisierung von ATA gemäß Satz 1.17(iv)a: 

V T A T AV = 
A 2 0 
0 0 

Die Diagonalelemente von A heißen Singulärwerte von A. Sie sind die 
positiven Wurzeln der positiven Eigenwerte von AAT . Zur Konstruktion der 
orthogonalen Matrizen U und V, die im allgemeinen nicht eindeutig sind, 
siehe z.B. Bunse und Bunse-Gerstner (1985). 

1.8 Quadratische Formen und Definitheit 

Definition 1.20 

Gegeben sei die symmetrische (n,n)-Matrix A = (ojj). Dann heißt Q(x) = 
xTAx, x € R", die zu A gehörende quadratische Form in x. 

Durch Q(x) wird also eine Abbildung Q : R™ —• R induziert, für die ins-
besondere gilt Q(0) = 0. Weiter ist auf Grund der Symmetrie von A für 
x = (Zi): 
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<3(x) = X xianx3 
i=l j=l 
n n n 

= E ^ + E E 1 ^ 
i=i t=i j=i 

n 
= 0iia;? + 2 X ciij XiXj. 

»=1 i<J 

Die Symmetrie von A kann o.B.d.A. angenommen werden. Ist A nämlich 
nicht symmetrisch, so ersetze man A durch die symmetrische Matrix (A + 
AT) /2. Dann ist wegen xTAx E K: 

'A + AN 

xTAx = xT [ — - — ) x 

xTAx xTAx 
= 2 + 2 

_ xTAx (xTATx)T 

~ 2 + 2 

Definition 1.21 
Eine quadratische Form Q(x) heißt 

(i) positiv définit , falls Q(x) > 0 für alle x ^ 0 gilt. 

(ii) positiv semidefinit, falls Q(x) > 0 für alle x ^ O und Q(x0) = 0 für 
mindestens ein x 0 ^ 0 gilt. 

(iii) negativ définit, falls Q(x) < 0 für alle x / 0 gilt. 

(iv) negativ semidefinit, falls Q(x) < 0 für alle x ^ 0 und Q(x0) = 0 für 
mindestens ein x 0 ^ 0 gilt. 

In allen anderen Fällen heißt Q(x) indefinit. Q(x) wird nichtnegativ dé-
finit genannt, falls Q(x) entweder positiv définit oder positiv semidefinit 
ist, Kurzschreibweise: n.n.d. Entsprechend wird Q{x) nichtpositiv défi-
nit genannt, falls Q(x) entweder negativ définit oder negativ semidefinit ist, 
Kurzschreibweise: n.p.d. 



32 1. Mathematische Grundlagen 

Diese Definitheitsbegriffe von Q(x) werden auch auf die zugehörige Matrix 
A angewandt. Die Matrix A heißt also positiv definit, wenn Q(x) = x T A x 
positiv definit ist u.s.w. 

Beispiel 1.3 

Wir illustrieren die Definitheitsbegriffe für den Fall n = 2: 

ist Q(x) = x? + x~2 > 0 für alle x ̂  0. Damit ist Q(x) positiv definit. 

(ii) Mit 

ist Q(x) = (xi + x2)2 > 0 für alle x ^ 0. Für x0 = (1, -1)T ^ 0 gilt 
Q(x0) = 0. Damit ist Q(x) positiv semidefinit. 

(iii) Mit 

ist Q(x) = -(xf + xl) < 0 für alle x ^ 0. Damit ist Q(x) negativ 

(i) Mit 

definit. 

(iv) Mit 

ist Q(x) = - (x i + x2)2 < 0 für alle x + 0. Für x0 = (1, -1) T ^ 0 gilt 
Q(XQ) = 0. Dcimit ist Q(x) negativ semidefinit. 
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(v) Die Matrix 

mit Q(x) = x\ — x\ ist indefinit. O 

Für eine beliebige symmetrische (n, n)-Matrix A läßt sich meist nicht so leicht 
wie in den obigen Beispielen die Frage nach der Definitheit beantworten. Im 
folgenden wird ein einfaches Kriterium über die Hauptabschnittsdeterminan-
ten D{ von A angegeben (siehe Definition 1.16): 

Satz 1.20 
Die quadratische Form Q(x) = x T A x ist genau dann 

(i) positiv définit, falls Di > 0 für alle i = 1 , . . . , n gilt. 

(ii) negativ définit, falls gilt Di < 0, D2 > 0, D3 < 0, D4 > 0, . . . 

Insbesondere ist jede positiv definite oder negativ definite Matrix regulär. 

Eine Entscheidung über die Art der Definitheit von A gelingt auch über die 
Kenntnis der Eigenwerte Ai, . . . , An von A. 

Satz 1.21 
Die quadratische Form Q(x) = x T A x ist genau dann 

(i) positiv définit, falls Aj > 0 für alle i = 1, . . . , n ist. 

(ii) positiv semidefinit, falls Aj > 0 für alle i = 1,... ,n gilt und es einen 
Eigenwert mit Aj = 0 gibt. 

(iii) negativ définit, falls Aj < 0 für alle i = 1 , . . . , n ist. 

(iv) negativ semidefinit, falls Aj < 0 für alle i = 1 , . . . ,n gilt und es einen 
Eigenwert mit Aj = 0 gibt. 

Besitzt A einen positiven und einen negativen Eigenwert, so ist A indefinit. 

Satz 1.21 ist eine unmittelbare Folgerung von 
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Satz 1.22 
Ist A eine symmetrische (n,n)-Matrix mit den Eigenwerten Ai , . . . ,An> so 
existiert eine orthogonale Transformation y = (¡/¿) = P T x , so daß gilt 

g ( x ) = x T A x = ^ A i I / ? . 
i= 1 

Das ergibt sich aus der Spektraldarstellung A = P D P T von A, siehe Satz 
1.17(iv). 

Weitere Aussagen über quadratische Formen bzw. ihre zugehörigen Matrizen 
sind formuliert im 

Satz 1.23 

(i) Für jede (m,n)-Matrix A sind A T A und AA T nichtnegativ definit. 

(ii) A ist genau dann positiv definit, wenn A - 1 positiv definit ist. 

(iii) Ist A positiv definit und B regulär, so ist B T A B positiv definit. 

1.9 Vektorräume 

Der in der Regel bereits im Grundstudium für Wirtschaftswissenschaftler 
eingeführte Begriff des Vektorraumes steht meist im engen Zusammenhang 
mit der Lösbarkeit linear homogener Gleichungssysteme, deren Lösungsraum 
einen Vektorraum bildet, siehe Wetzel u.a. (1981). Die Elemente dieses Vek-
torraumes sind also n-Tupel reeller Zahlen, d.h., die dort betrachteten Vek-
torräume sind ausgezeichnete Teilmengen des R" oder der E" selbst. Der 
Begriff des Vektorraumes kann aber viel allgemeiner gefaßt werden, was im 
folgenden geschehen soll. 

1.9.1 Definition und Beispiele 

Definition 1.22 
Auf einer Menge V sei eine Addition der Elemente x,y,z € V mit folgenden 
Eigenschaften definiert: 

(i) x + y G V 

(ii) x + y = y + x (Kommutativität) 

(iii) (x + y) + z = x + (y + z) (Assoziativität) 
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(iv) Es gibt ein Nullelement o € V, so daß für jedes x e V gilt x + o = x 

(v) Für jedes x 6 V gibt es ein inverses Element a € V mit x + a = o. 

Ferner sei eine sogenannte Skalarmultiplikation von Elementen c, Ci, Ci aus 
R mit Elementen aus V erklärt, die folgende Eigenschaften hat: 

(vi) c • x € V 

(vii) c- (x +y) = c • x + c- y (Distributivgesetz) 

(viii) (ci + C2) • x = Ci • x + C2 • x (Distributivgesetz) 

(ix) (cic2) •x = a-(c2-x) 

(x) 1 • x = x. 

Dann heißt V Vektorraum oder linearer Raum über R, und die Elemente 
von V werden ebenfalls als Vektoren bezeichnet. 

Ein Vektorraum ist also wegen (i) abgeschlossen bezüglich seiner „inneren" 
Verknüpfung (Addition) und ebenso wegen (vi) abgeschlossen bezüglich sei-
ner „äußeren" Verknüpfung (Skalarmultiplikation) mit R. Statt der Menge 
R der reellen Zahlen kann auch die Menge C der komplexen Zahlen als Ska-
larmenge gewählt werden. 

Für den Vektorraum V mit der zugehörigen Skalarmenge R bzw. C und den 
Verknüpfungen + und • schreiben wir kurz (V, R, +, •) bzw. (V,C, +, •). 

Beispiel 1.4 

1. (R,R, +, •), (R" ,R ,+ , •) (C, R,+,•). (C,C, +, •); aber nicht (R,C,+,-)-

2. (2, R ,+ , •), wobei Z die Menge aller reellen Zahlenfolgen [a;„] ist mit 
[*„] + [j/n] := [in + 2/n] und c • [xn] := [cxn], 

3. (R m x n , R, +, •), wobei R m x n die Menge aller (m,n)-Matrizen ist mit 
der in Abschnitt 1.3 erklärten Addition und Skalarmultiplikation, siehe 
Definition 1.2. 

4. (3",R, +, •), wobei 7 die Menge aller Funktionen /: [a, 6] —• R ist mit 
(/ + 9)(x) := /(x) + 9(x) u nd (c" f)(x) := cf(x) für alle x € [o, 6] und 
alle c € R. J heißt auch reeller Funktionenraum über [a,b]. 

5. (?, R, +, •), wobei 3> die Menge ciller Polynomep: R ->• R ist mit p(x) = 
ao + a\x + a-ix2 -I- • • • + anxn für ein festes n € N. Addition und 
Skalarmultiplikation sind wie in 4. definiert. 

O 
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1.9.2 Unterräume 

Aus den Eigenschaften (i) bis (x) eines Vektorraumes V lassen sich nun fol-
gende Regeln ableiten: 

Satz 1.24 

(i) Es existiert ein z € V mit x + z = y für alle x, y G V 

(ii) 0 • x = o mit 0 G E und o G V 

(iii) c • o = o für alle c 6 Ä 

(iv) (—c) • x = -(c-x) für alle c G K und alle x G V. 

Definition 1.23 
Eine Teilmenge U eines Vektorraumes V, die selbst wieder einen Vektorraum 
bildet, heißt Unterraum von V. 

Um zu zeigen, daß die Teilmenge U Unterraum des Vektorraumes V ist, sind 
nur die Bedingungen x + y e Ii und cx G II für alle x,y G U und alle 
c G E zu prüfen, weil alle anderen Bedingungen für U als Teilmenge von V 
„automatisch" erfüllt sind. 

Beispiel 1.5 
Gegeben sei eine (endliche oder unendliche) Teilmenge M des K". Wir zeigen, 
daß das sogenannte orthogonale Komplement 

M"1" := {x | x G E", xTm = 0 für alle m G M} 

ein linearer Unterraum des M" ist. Seien x, y G M x . Dann gilt xTm = 0 und 
y T m = 0 für alle m G M. Mithin gilt auch (x + y)Tm = 0 für alle m G M, 
woraus (x + y) G M1" folgt. Weiterhin ist offensichtlich fcx G M"1 für alle 
Skalare k G M. Damit ist M x ein Unterraum des E". 

Der Leser beachte, daß M^ auch dann ein Unterraum ist, wenn M kein 
Unterraum des E" ist. O 

Uber die folgenden beiden Definitionen lassen sich nun leicht Unterräume 
eines Vektorraumes V konstruieren. 

Definition 1.24 
Für die Elemente Xi, . . . ,x„ G V heißt YZ=i CiXi G V mit Cj G E oder c; € C 
eine Linearkombination von xi,... ,xn. 
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Definition 1.25 

Es sei T eine beliebige Teilmenge eines Vektorraumes V. Dann heißt die 
Menge aller Lineaxkombinationen von Elementen aus T die lineare Hülle 
von T, in Zeichen £(T). 

Mein kann leicht zeigen, daß die lineare Hülle einer Teilmenge T eines Vek-
torraumes V ein Unterraum von V ist. 

Der Begriff der Linearkombination von Elementen aus V spielt eine wichti-
ge Rolle in dem nun folgenden Abschnitt über lineare Unabhängigkeit bzw. 
Abhängigkeit von Elementen eines Vektorraumes. 

1.9.3 Lineare Unabhängigkeit und Basis 

Definition 1.26 

Die Elemente Xi,... ,xn des Vektorraumes V heißen linear unabhängig, 
falls die Gleichung c^Xj = o nur für ci = • • • = cn = 0 erfüllt ist; 
anderenfalls heißen sie linear abhängig. 

Sind also die Elemente x \ , . . . ,x n € V linear abhängig, so läßt sich minde-
stens eines der Xi als Linearkombination der anderen Elemente darstellen. 

Beispiel 1.6 

1. Die Einheitsvektoren e* = (Sij) 6 R", i = 1 , . . . ,n sind linear un-
abhängig. Dabei ist S^ das Kronecker-Symbol (1.20). 

2. Die Vektoren (a,a)T , (b, b)J € R2 mit a^b sind linear abhängig. 

3. Gegeben seien n Funktionen /,•: [a, b] —> R. Diese sind linear un-
abhängig, wenn aus c«/i = 0 (Nullfunktion) folgt ci = • • • = 
c„ = 0. Die Gleichung c</« = 0 ist äquivalent damit, daß 

°ifi(x) = 0 für alle x € [o, b] gilt. Wesentlich ist dabei die Vorgabe 
des Intervalls [a, 6]. So sind die Funktionen fi(x) = x und /2(x) = |a?| 
auf [-1,-1-1] linear unabhängig, auf [—1,0] oder auf [0,1] aber linear 
abhängig. 
Weitere Beispiele für linear unabhängige Funktionen sind: 

(a) fi (x) = ex und f2(x) = e~x für alle x € R. 
(b) fQ{x) = 1, / i (x) = x, f2{x) = x2, ... , /„(x) = i " für alle x € R. 
(c) fi (x) = x und fc (x) = x - 1 für alle x € R. 
(d) fi(x) = sinx, fz(x) = sin2x, . . . , /„(x) = sin na: für alle x € R. 

O 
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Definition 1.27 
Eine Teilmenge "B des Vektorraumes V heißt Basis von V, wenn 

(i) alle Elemente von H linear unabhängig sind, 

(ii) jedes Element von V als Linearkombination von Elementen aus "B dar-
gestellt werden kann. 

Es gilt der 

Satz 1.25 

(i) Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis *B. 

(ii) Die Darstellung eines jeden Elementes x € V als Linearkombination 
von Elementen einer Basis "B ist eindeutig. 

(iii) Verschiedene Basen "Bi und H^ eines Vektorraumes V haben stets die-
selbe Mächtigkeit. Dabei heißen zwei Mengen gleichmächtig, wenn 
zwischen ihnen eine bijektive Abbildung existiert. 

Definition 1.28 
Die Mächtigkeit einer Basis des Vektorraumes V heißt Dimension von V, in 
Zeichen dim(V). 

Ist die Basis "B endlich — nur solche Basen werden in den folgenden Kapiteln 
betrachtet — so ist dim(V) gerade gleich der Maximalzahl linear unabhängi-
ger Elemente von V. Ist etwa dim(V) = r, so bestehen alle Basen von V 
wegen Satz 1.7(iii) aus genau r linear unabhängigen Elementen b\,... ,br. 
Alle anderen Elemente von V lassen sich dann als Linearkombinationen von 
bi,... , br darstellen. 

Beispiel 1.7 

1. Die n Einheitsvektoren e; e M" bilden eine Basis des Rn , woraus 
dim(En) = n folgt. 

2. Die Vektoren ei = (1,0,0)T und e2 = (0,1,0)T sind zwar unabhängig, 
bilden jedoch keine Basis des R3. 

3. Die Funktionen / j : M —• M mit fi(x) = xl, i = 0 ,1 ,2 , . . . , n bilden eine 
Basis des Vektorraumes 7 aller reellen Polynome vom Grade n. Mithin 
ist dim(lP) = n + 1, siehe 5. in Beispiel 1.4 und (3b) in Beispiel 1.6. 

O 
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1.9.4 Konvexe Teilmengen eines Vektorraumes 

Der im folgenden erklärte Begriff einer konvexen Menge spielt in der linea-
ren und nichtlinearen Optimierung, die in den Kapiteln 6 und 8 behandelt 
werden, eine wichtige Rolle. 

Definition 1.29 

Eine Teilmenge X eines Vektorraumes V über R heißt konvex, wenn gilt 
cx + (1 - c)y € X für cille x, y 6 X und ¿lile c mit 0 < c < 1. Dabei heißt cx + 
(1 — c)y als spezielle Linearkombination auch konvexe Linearkombination 
von x und y. 

Für V = Rn stellt {cx + (1 - c)y | 0 < c < 1} für gegebene Punkte x, y € R" 
die Menge aller Punkte im Rn dar, die auf der Verbindungsstrecke zwischen 
x und y liegen. Konvexität einer Menge X C R" bedeutet also, daß mit je 
zwei Punkten aus X auch die Verbindungsstrecke der beiden Punkte in 3C 
enthalten ist. 

Beispiel 1.8 

Rechtecke, Kreise, Dreiecke und Polyeder sind konvexe Teilmengen des R2 . 
Intervalle sind die einzigen konvexen Teilmengen des R1. Die in der Abbil-
dung 1.2 gezeichnete Teilmenge des R2 ist nicht konvex. 

Man kann leicht zeigen: 

Satz 1.26 

Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Teilmengen von V ist konvex. 

Abbildung 1.2: Nichtkonvexe Menge 

O 
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Ist M eine beliebige Teilmenge eines Vektorraumes V, so können wir die 
kleinste konvexe Teilmenge von V auszeichnen, die M umfaßt: 

Definition 1.30 
Gegeben sei eine Teilmenge M des Vektorraumes V. Der Durchschnitt aller 
konvexen Teilmengen "N von V mit M c N heißt konvexe Hülle 3C(M) von 
M. 

Explizit ist 3C(M) gegeben durch 

3C(M) = | ^ CiXi I Xi e M, d e K, a > 0, n e N, i = 1 , . . . , n, Ci = 1 1 . 

I i=1 i=l J 

1.10 Metrische Räume 
In diesem Abschnitt werden wir uns mit Mengen beschäftigen, für die eine 
Distanzfunktion (Metrik) definiert ist. Diese sogenannten metrischen Räume 
sind spezielle topologische Räume, zu denen ein System von Umgebungen 
(Topologien) mit gewissen Eigenschaften gehört. Wir wollen hier nicht das 
allgemeine Konzept topologischer Räume verfolgen, sondern uns auf metri-
sche Räume beschränken. Durch den Begriff der Metrik wird dann ein spe-
zieller Umgebungsbegriff (offene Kugel) induziert. 
Definition 1.31 
Es sei M eine nichtleere Menge. Eine Abbildung d: M x M —¥ M mit den 
Eigenschaften 

(i) d{x,y) > 0 für alle x,y e M 

(ii) d(x,y) = 0 gilt genau dann, wenn x = y ist 

(iii) d{x,y) = d(y,x) (Symmetrie) 

(iv) d(x,z) < d(x,y) + d(y,z) für alle x, y,z € M (Dreiecksungleichung) 

heißt Metrik auf M. Die Menge M ist dann ein metrischer Raum, und 
d(x, y) bezeichnet den Abstand zwischen x und y. 
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Beispiel 1.9 

1. Betrachte M = R". Für x = (x<),y = (j/;) € R n und r > 1 ist die 
Minkowski-Metrik festgelegt durch 

d(x, y) = ||x - y | | r := ( E t i l®i " f . ' l r) 1 / r " 

Speziell ist für 

(a) r = 1: d(x,y) = J X i \xi ~ wl. 

(b) r = 2: d(x,y) - ^ E l U \*i ~ Vi\2 = - y)T(x - y) (eukli-
discher Abstand). Mit dieser Metrik wird R n als euklidischer 
R a u m bezeichnet. 

2. Für M = Mn ist d(x,y) = max \xt - j/j| eine Metrik. 
1<»<7» 

3. Es bezeichne !K den sogenannten Hilbertraum aller reellen Zahlen-
folgen [®n] mit konvergenter Quadratsumme X ^ i x\. Dann ist durch 
d([in], [Vn]) •= S ^ i - 2/.)2 eine Metrik auf 5f festgelegt. Mit dieser 
Metrik kann J i als eine Verallgemeinerung des euklidischen Raumes R n 

angesehen werden. 

4. Für Zahlen a, b € R mit a < b sei C[a,6] die Menge aller stetigen 
Funktionen / : [o, b] —• R auf dem Intervall [a, b]. Für f,g £ C[a, b] wird 
durch d(f,g) := max{|/(a;) — (/(a:)| | a < x < 6} eine Metrik auf €[a,b] 
erklärt. 

O 

Definition 1.32 
Gegeben sei der metrische Raum M mit Metrik d. Für x0 G M und e > 0 
heißt die Menge Ue(xo) := {a; 11 € M, d(x,xo) < e} eine Kugelumgebung 
von XQ mit Radius e oder kürzer: e-Umgebung von XQ. 

Beispiel 1.10 

1. Wir betrachten den euklidischen Raum K2 mit der Metrik d(x, xo) = 
||x — xo||2- Die e-Umgebung des Punktes xo € R2 ist das Innere der 
Kreisfläche mit x0 als Mittelpunkt und e als Radius. 

2. Wir betrachten den metrischen Raum R2 mit der Metrik d(x, x0) = 
max i = i | 2 |xt- - Xi0|. Die e-Umgebung des Punktes x 0 ist ein Quadrat 
mit der Kantenlänge 2e um XQ als Mittelpunkt. 
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Kreisumgebung Quadratumgebung 

x02 + £ 

X02 ~ £ 

Xoi - £ Xoi +£ 

Abbildung 1.3: Kreis- und Quadratumgebung 

O 

Wir führen nun eine Reihe wichtiger topologischer Begriffe für einen metri-
schen Raum M mit Metrik d ein. 

Definition 1.33 

Sei >f Teilmenge von Ein Element xo heißt 

(i) innerer Punkt von N, wenn ein e > 0 existiert mit UE(a;o) C N. 

(ii) äußerer Punkt von N, wenn ein e > 0 existiert mit U£(zo) n !N = 0. 

(iii) Randpunkt von N, wenn er weder innerer noch äußerer Punkt von N 
ist. 

Die Menge aller Randpunkte von N heißt R a n d von !N. 

Beispiel 1.11 

Für o, b € R mit a < b sei (a, b) = {x \ x € R, o < x < 6} ein „offenes" Inter-
vall. Dann sind alle xo 6 (a, b) innere Punkte und a und b sind Randpunkte. 
Jede reelle Zahl x0 mit xq < a oder b <x0 ist äußerer Punkt. O 

Definition 1.34 

Eine Teilmenge N von M heißt 

(i) offen, wenn N nur innere Punkte enthält. 
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(ii) abgeschlossen, wenn M \ IM offen ist. Dabei bezeichnet UVt \ IM das 
Komplement von IM in M, d.h. die Menge aller Elemente von M, die 
nicht zu IM gehören. 

Der R" und die leere Menge 0 sind sowohl offen als auch abgeschlossen. 

Weiterhin gilt: 

Satz 1.27 

(i) Die Vereinigung von beliebig vielen offenen Mengen ist offen. 
(ii) Der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen. 

(iii) Die Vereinigung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen. 

(iv) Der Durchschnitt von beliebig vielen abgeschlossenen Mengen ist abge-
schlossen. 

(v) Ist die Menge IM abgeschlossen, so ist !R(IM) c N. Ist die Menge IM 
offen, so ist IM n ft(IM) = 0. 

Definition 1.35 

Für eine Menge IM C M heißt x0 £ M 

(i) Berührungspunkt von IM, wenn jede e-Umgebung von XQ mindestens 
ein Element von IM enthält. 

(ii) Häufungspunkt von IM, wenn jede e-Umgebung von XQ mindestens ein 
von XQ verschiedenes Element von IM enthält, d.h. wenn XQ Berührungs-
punkt von IM\ {xo} ist. 

Ein Berührungspunkt von IM ist also genau dann kein Häufungspunkt von IM, 
wenn er Element von IM ist und es eine e-Umgebung gibt, in der kein weiteres 
Element von IM liegt. Ein solcher Punkt heißt isolierter Punkt. 

Es gilt: Eine Menge IM c M ist genau dann abgeschlossen, wenn jeder 
Häufungspunkt von IM auch Element von IM ist. 

Definition 1.36 

Gegeben sei eine Menge IM c M. Die Menge IM etiler Berührungspunkte von 
IM heißt abgeschlossene Hülle von IM. 

Für eine Teilmenge IM des metrischen Raumes M gilt: 


