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VYorwort.

In allen Zeiten ist es das Bestreben der Mathematiker gewesen,
zur Losung ihrer Probleme passende Hilfsmittel zu schaffen, die 1hre
oft mihsame Arbeit erleichtern konnen.

Eins der wichtigsten und wertvollsten dieser Hilfsmittel ist die
I.ehre von den Determinanten.

Die Vorziige dieses Rechenverfahrens sind in der Tat erstaunlich:

Die Leichtigkeit seiner Handhabung 148t nichts zu wiinschen iibrig.

Die mit ihm verbundenen Beweise sind fast ausnahmslos elementar.

Die zum Ziele fithrenden Wege sind im Gegensatz zu anderen
zweckdienlichen Methoden angenehm und kurz, oft von faszinierender
Kiirze.

Trotz dieser unzweifelhaft bestehenden Vorziige ist die Deter-
minantenlehre immer noch weit davon entfernt, Gemeingut aller mathe-
matisch interessierten Kreise zu sein, gilt sie sogar vielfach noch als
trocken.

Dieses Vorurteil zu entkriften, ist eine der beiden Aufgaben dieses
Buches; die andere besteht darin, den Studierenden der Mathematik,
sowie jeden, der fiir die Schonheit mathematischen Denkens empfing-
lich ist, so bequem wie moglich mit der Wirksamkeit der Determinanten-
methode vertraut zu machen und ihn zu eigener Arbeit auf diesem
Felde anzuregen.

Dieses erstrebenswerte Ziel suchte der Verfasser durch Beachtung
der folgenden drei Gesichtspunkte zu erreichen:

1. Die theoretischen Entwicklungen wurden, um nicht von vorn-
herein durch zu starken Umfang abschreckend zu wirken, in maBigen
Grenzen gehalten, ohne jedoch wesentliche Dinge auszulassen.

2. Auf einfache und iibersichtliche Darstellung der Beweise wurde
besonderer Wert gelegt.

3. Zahlreiche Anwendungen — sie fiillen mehr als die Halfte des
Buches — setzen Notwendigkeit und Nutzen des Determinantenkalkiils
in helles Licht.

Die Auswahl der Anwendungen erfolgte nach dem Grundsatz, ein
moglichst vielseitiges und abwechslungsreiches Bild von der Kraft der
Determinantenmethode zu geben.

Dem Zaudernden aber, dem Ungliubigen ist zu raten, sich durch
den Vergleich mit den langatmigen anderen Methoden, wo die Wege
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so oft uniibersichtlich, die Schwierigkeiten bisweilen uniiberwindlich
sind, von der Eleganz und Uberlegenheit des Determinantenverfahrens
zu iiberzeugen. Er wird zur Erkenntnis kommen, dal es trotz Euklid
Konigswege in der Mathematik gibt.

Den Ansto zur Niederschrift dieses Buches verdanke ich der Tat-
kraft und dem hohen wissenschaftlichen Interesse meines Freundes
Dr. med. et chem. Hugo Heifl. Es gereicht mir zu groBer Freude, ihm
auch an dieser Stelle meinen Dank aussprechen zu konnen.

Nicht minder bin ich zu Dank verpflichtet Herrn Wilhelm von
Cornides, der das Erscheinen meiner Arbeit im Verlag R. Oldenbourg,
Miinchen, trotz der schwierigen Zeitlage ermdiglichte.

Wiesbaden, im Friithjahr 1940.

Heinrich Dérrie.
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Theorie.

§ 1. Permutationen und Inversionen.

Bekanntlich lassen sich aus den n »Elementen« 1, 2, 3, ..., »n
n! Permutationen von der Form

P=:ireie,eq...0,

bilden, in der ¢, e,, ..., ¢, die vorgelegten Elemente 1,2, 3, ..., n in irgend-
einer Reihenfolge sind.
Die Permutation
Py-=1223 ... n,

in der jedes Element an seinem natiirlichen Platze steht, heifit Haupt-
permutation.

Befindet sich in der Permutation 2 das Element t (wie in P,) an
it Stelle, so sagt man: sdas Element ¢ steht an seinem natiirlichen
Platze«; befindet es sich an einer anderen Stelle, so heilt das Element
verdringt oder deplaciert. In der Permutation1 4 3 5 2 der 5 Ele-
mente 1, 2, 3, 4, 5 stehen die Elemente 1 und 3 an ihren natirlichen
Platzen, wahrend 2, 4 und 5 deplaciert sind.

Vertauscht man in der Permutation P nur zwei Elemente, ctwa
¢, und e,, miteinander, so sagt man: »man wendet auf > die Trans-
position (e, e,) an« oder auch: »man transponiert das Element e, an
die st¢ Stelle«.

Jede Permutation ldfit sich durch eine Reihe sukzessiver Trans-.
positionen aus P, gewinnen oder auch in P, iiberfithren. Um z. B. die
Permutation P in P, zu verwandeln, transponiere man in P zunichst
das ‘Element 1 an die erste Stelle, in der entstehenden Permutation das
Element 2 an die zweite Stelle usw., bis man P, erhiilt.

Von zwei in der Permutation P stehenden Zahlen ¢, und ¢, sagt
man: sie bilden eine Inversion, wenn die groBere der beiden Zahlen
in der Permutation der kleineren vorausgeht. Die Permutation 52 41 3
der 5 Elemente 1, 2, 3, 4, 5 z. B. hat die 7 Inversionen 52, 54, 51, 53, 21,
41, 43.

Eine Permutation heilit gerade (auch positiv) oder ungerade
(negativ), je nachdem ihre Inversionszahl, d.i. die Anzahl der in
ihr vorhandenen Inversionen, gerade oder ungerade ist. Zwei Permu-
tationen heiflen gleichartig, wenn sie beide gerade oder beide un-
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gerade sind; sie heiflen ungleichartig, wenn eine von ihnen gerade,
die andere ungerade ist.

Von Wichtigkeit ist folgender Satz.

Inversionssatz 1.

Vertauscht man zwei Elemente einer Permutation mit-
einander, so dndert sich die Inversionszahl um eine un-
gerade Zahl

Bewels. Die beiden zu vertauschenden Elemente seien z und y,
x stehe links von y. Zunéchst ist klar, dal diese Vertauschung hinsicht-
lich der Elemente, die nicht zwischen z und y stehen, keinerlei In-
versionsdnderung bewirkt. Von den zwischen z und y stehenden m
Elementen mégen vor der Vertauschung r Stiick mit x Inversionen, die
iibrigen ¢ (= m— r)Stiick mit z keine Inversionen bilden, ebenso s Stiick
mit y Inversionen, die ibrigen ¢ (= m — s)Stlick mit y keine Inver-
sionen bilden. Nach der Vertauschung bilden die Zwischenelemente
dann p Inversionen mit z, ¢ Inversionen mit y. Hinsichtlich der Zwischen-
elemente hat sich also durch die Vertauschung die Inversionszahl um
(0—r) 4+ (o —s) vergroflert. Dies ist aber eine gerade Zahl 2 g, da

(o—r)+(o—s)=m—2r)+(m—28) =2(m—r—s)=2¢g

Eine weitere Inversionszahlinderung, und zwar um 1, tritt dadurch
ein, dall entweder z und y vor der Vertauschung eine Inversion, nach
thr keine Inversion bilden oder umgekehrt erst nach der Vertauschung
eine Inversion, vor ihr keine bilden. Durch die Vertauschung éndert sich
also die Inversionszahl um die ungerade Zahl 2 g + 1.

Aus Inversionssatz 1 folgt sofort der Permutationssatz:

Die aus den Elementen 1, 2, 3, ..., n gebildeten n! Per-
mutationen umfassen ebensoviel gerade wie ungerade
Permutationen.

Vertauscht man namlich in allen n/ Permutationen die heiden Ele-
mente 1 und 2 miteinander, so entstehen wieder alle n/ Permutationen,
nur in anderer Reihenfolge. Durch die Vertauschung gehen aber die
geraden Permutationen in ungerade, die ungeraden in gerade tuber.
Mithin muBl die Anzahl der geraden Permutationen ebenso grofl sein
wie die der ungeraden.

Eine zweite wichtige Eigenschaft der Inversionszahl einer Permu-
tation erhalten wir durch Zerlegung der Permutation in zwei Gruppen 9%
und B, von denen die erste, linke Gruppe die Elemente a,, a,, ..., 4,
die zweite, rechte Gruppe die Elemente 0,, b, ..., b, umfassen maoge.
In der Permutation

P=UAB=aya,az ... a, by by by ... b,

haben wir dann dreierlei Inversionen zu beachten:
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1. Inversionen der a unter sich,
2. Inversionen der ) unter sich,
3. Inversionen, die die ¢ mit den b bilden, und deren Anzahl u sei.
Auf die Bestimmung von g kommt es an.
Die kleinste der Zahlen a sei «,, die zweitkleinste x, usw. bis «,.
Nun bildet «, mit den Zahlen 4 {x, —») Inversionen. [In B stehen
namlich alle (x, — 1) Zahlen, die kleiner als ~, sind, ausgenommen die
(v —1) Zahlen «,, &y, ... x, ., die ja zu A gehdren. Das gibt aber
(x, — 1) — (v — 1) == (x, — ») Inversionen.] Folglich 1st
1, r I, r r 1
=S n=3n-S=3a "7
Nennen wir also die Summe aller a, A, so erhalten wir
H=A-—r g —; 1-
Mithin gilt
Inversionssatz 2.
Man erhdlt die Inversionszahl der Permutation
ay Ay .. a, by by ... by,
indem man die Summe der Inversionszahlen der Per-
mutationen a; a, ... a, und b, b, ... b, um die Summe aller a,

r+1 .
vermehrt und um r 5 vermindert.

§ 2. Begriff der Determinante.

Die Entdeckung der Determinanten verdanken wir dem Philosophen
und Mathematiker Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716). In seinen
Briefen an L’Hospital zeigte er (1693) ihr Auftreten und ihre Verwendung
bei der Losung linearer Gleichungen. Auch die Bezeichnungsweise der
Elemente einer Determinante bzw. der Koeffizienten eines Systems
linearer Gleichungen durch Doppelindizes stammt von ihm.

Sei

II

iz +eiytciz=h,

c;x+ 3y + cdz= s,

drtdytedi=f
ein System linearer Gleichungen mit drei Unbekannten x, y, z. [c2 ist
nicht etwa die 2. Potenz von ¢;, sondern die Bezeichnung fiir den in

der 3. Gleichung stehenden Koeffizienten der 2. Unbekannten.] Wir
multiplizieren die 1., 2., 3. Gleichung bzw. mit

2 .3 2 .3 2 .3 2 .3 2 .3 2 .3
€203 —C3Cy, C3C;—C1C3, C7Cy—CyCy,
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addieren die entstehenden drei Gleichungen und erhalten
Dz =4,

wo D und A4 gewisse iibereinstimmend gebaute sechsgliedrige Ausdriicke
sind, von denen D nur von den neun Unbekanntenkoeffizienten ¢} ab-
hingt, wihrend in A auBer Unbekanntenkoeffizienten auch noch die
drei Freiglieder f vorkommen. Um die Argumente, von denen die beiden
Ausdriicke abhéingen, mit einem Blick erfassen zu kénnen und um die
Ubereinstimmung in der Bauart der Ausdriicke anzudeuten, schreibt
man sie in der Form sog. dreircihiger »Determinanten«:

et g hoct o

den ersten |c} ¢ ¢3, den zweiten f, ¢ ..

3 6§ 6 fa 5

Fir D findet sich z. B. der Wert

D=cicie} —ciclei +cicley—ciched 4ciches—chcses.

Trotz scheinbarer Kompliziertheit ist der Ausdruck /) iiberaus ein-
fach gebaut. Die unteren Zeiger stehen in allen sechs Gliedern in der
natiirlichen Reihenfolge 1, 2, 3. Die oberen Zeiger bilden alle méglichen
Reihenfolgen, und das Vorzeichen eines Gliedes heiit + oder —, je
nachdem die Reihenfolge eine gerade oder ungerade Permutation der
drei Zahlen 1, 2, 3 ist.

Aber selbst wenn obere und untere Zeiger in belicbigen Reihen-
folgen geschrieben werden, éndert sich die Einfachheit des Aufbaus
von D nicht, wenn man nur beachtet, daf} bei einem Gliede wie ¢} ¢, ¢
das positive oder negative Vorzeichen zu setzen ist, je nachdem die
Permutationen zyz und zvw gleichartig oder ungleichartig sind.

Nach dieser Betrachtung der dreireihigen Determinante D wird die
folgende Definition der n-reihigen Determinante nicht weiter
uberraschen.

Unter der Determinante

[ R G O
ey ¢t ¢ ... c}
A=1i¢e} ¢ & ... ¢
1 .2 ] n
e B G A
der n% GroBen ¢}, ¢},...bis ¢) versteht man die Summe aller

méglichen (/) Glieder von der Form

G=c¢-cii-ci- ... ¢,

in der R=r;ry...7, und @ =g;5,...s, irgend zwei Permu-
tationen der n Zahlen 1,2, ..., nsind und ¢ die positive oder negative
Einheit bedeutet, je nachdem diese Permutationen gleichartig oder un-
gleichartig sind.
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Glieder, die aus einem schon hingeschriebenen Gliede G durch bloBe
Vertauschung von Faktoren ¢ entstehen, sind in die Summe nicht auf-
zunehmen.

DaB die so definierte Einheit ¢ von der Reihenfolge der Faktoren ¢
in G unabhingig ist, sieht man sofort. Vertauscht man namlich etwa die
beiden Faktoren ¢y und ¢, von G miteinander, so dndert sich sowohl
in der Permutation der oberen wie in der der unteren Zeiger die In-
versionszahl um einen ungeraden Betrag (Inversionssatz 1). Die beiden
Permutationen bleiben also gleichartig (ungleichartig), wenn sie vor
der Vertauschung gleichartig (ungleichartig) waren, so dafl die Ver-
tauschung auf den Wert von ¢ keinen Einflufl hat.

Im Interesse einer iibersichtlichen Aufstellung der Glieder G wird
man ihre Faktoren ¢ fiir gewo6hnlich so anordnen, da etwa die unteren
Zeiger in der natiirlichen Reihenfolge 1, 2, 3, ..., n stehen. Wir haben
dann

A=2Xecfel ... cir,

wo nun ¢ gleich + 1 oder — 1 ist, je nachdem die Permutation s, s, ... s,
der oberen Zeiger gerade oder ungerade ist. Aus dieser Schreibweise
der Determinante erkennen wir am leichtesten, daB sie n!/ Glieder um-
faBt, insofern némlich die oberen Zeiger n!/ Permutationen zulassen.
Und da es ebensoviel gerade wie ungerade Permutationen der » Elemente
1,2, 3, ..., n gibt, so enthilt die Determinante 4 ebensoviel Glieder mit
positivem wie mit negativem e.

Natiirlich kann man statt der unteren auch die oberen Zeiger in
der natiirlichen Reihenfolge 1, 2, 3, ..., n stehen lassen und der Vor-
schrift

— V¥ 1 2 n
A—_’,EC,-XCT’... Cr,

gemidll nur die unteren Zeiger permutieren, wobei wieder ¢ gleich —{—"1
oder — 1 ist, je nachdem die Permutation r;r,...r, gerade oder un-
gerade ist.

Hieraus ergibt sich leicht der Satz:

Eine Determinante dndert ihren Wert nicht, wenn man
die Spalten zu Zeilen macht (oder wenn man die Zeilen
zu Spalten macht). In Zeichen:

lel e3 ... ¢} clel ... ¢

icé ¢z ... B |eFed ... R
1= i

R S »

1

3c}tc§...c§| crey ...

Die hier rechts stehende Determinante heiflt die Transponierte von 4,

und man sagt, sie geht aus der Ausgangsdeterminante durch »Stiirzen«
hervor.
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Der Name »Determinante ¢« stammt von Gaul, wurde von ihm aber
nur bei zweireihigen Determinanten benutzt; auf mehrreihige Deter-
minanten wurde er von Cauchy iibertragen. Die Zahl n heiit Grad
oder Ordnung der Determinante, die in dem obigen quadratischen
Schema stehenden r? Groflen ¢ nennt man die Elemente der Deter-
minante. Eine waagrechte Reihe wie ¢!, ¢Z, ¢, ..., & heit Zeile (r'**
Zeile), eine senkrechte Reihe Spalte, so ist z. B. ¢}, ¢;, 5 ..., ¢ die s'°
Spalte. Bei diesen Bezeichnungen bedeutet also ¢f das s Element der
rten Zeile, zugleich das r'* Element der s'*" Spalte. DemgemiB heiBen
die unteren Zeiger Zeilenzeiger, die oberen Spaltenzeiger.

Bisweilen hat man auch auf die Diagonalen der Determinante
zu achten: die von links oben nach rechts unten laufende Haupt-
diagonale, die aus den Elementen c}, ¢3, i, ..., ¢y besteht und die
von links unten nach rechts oben laufende aus den Elementen ¢}, ¢_,,
.., ¢} bestehende Nebendiagonale.

Da die Zeilenzeiger in & untereinander verschieden sind, ebenso auch
die Spaltenzeiger, so enthilt jedes Glied der Determinante
ein einziges Element aus jeder Zeile, sowie ein einziges
Element aus jeder Spalte.

Fithren wir die angegebene Entwicklung fiir die einfachsten Fille
n = 2 und n = 3 durch, so erhalten wir

1 2
cl ¢2 .
LY g —aa
ci 2
und Lo s
ci ¢ C
1 61 G 2 3 . s
tAd L dgddddtads
2 ¥2 vz, T 1 o8 2 2 ol o3 3 02 ol
el o2 (3. l—cledei—cielef—ciciel
3 C3 C3

oder, indem wir in diesen oft vorkommenden Fillen bequemere Bezeich-
nungen verwenden,

a b ,
, o, =ab' —ba
a b
und
a b ¢
:af [}/ C’ J— a({)/cll—(:l bll) —I— l) (c/ al/_(l/ cll)+c(a/ bl/_bl a//),
ialf bII CII

zwel wichtige Formeln, die vielfache Verwendung finden und deshalb
zu merken sind.

Wir haben oben jedes Element der Determinante A4 mit einem
unteren und einem oberen Index versechen. Man kann statt dessen
auch einen linken (vorderen) und einen rechten (hinteren) Index an-
wenden und schreibt demgemal ¢, statt ¢;. Der linke Index gibt dann
(gewohnlich) die Zeile, der rechte die Spalte an, so daf ¢,, das s° Element
der rtet Zeile bedeutet. Die Determinante A sieht dann so aus:



161 G2 cln‘

C C Con |
A—|C Co 2n |
......... ‘

Cni Cnz -+ Cnn |

Diese Schreibweise mit nebeneinander stehenden Zeigern hat gegeniiber
der obigen Schreibung die stirkere Verbreitung gefunden.

Der Erste, der die Determinantenelemente rechteckig anordnete,
war Gauchy. AuBer dieser ausfiihrlichen Schreibweise einer Determinante
sind auch noch die abgekiirzten Schreibweisen von

Jacobi: A=X4clci...clt bzw. 2 +¢,1¢ ... Cpn,
Kronecker: 4= ¢} bzw. c¢,s/ und
Salmon: Ad=cltc ... ch bzw. ¢3¢ ... Cpp

im Gebrauch. Letzterer bezeichnet iibrigens mit Vorliebe das s*¢ Ele-
ment der r®" Zeile durch den s'*" Buchstaben des Alphabets mit dem
angehéngten Zeiger r, so daB er z. B. unter |a, b, c;! die dreireihige
Determinante
@ by oo
a by c3] = a5 by ¢!
ag by ¢y

versteht. Auch diese Schreibweise hat ihre Vorziige.

Von groBer Bedeutung fiir den Aufbau der Determinante sind die
in ihren Gliedern & auftretenden Einheiten ¢. Wir stellen einige wichtige
Eigenschaften dieser Einheiten zusammen.

Um die Abhingigkeit der Einheit ¢ in & von den Permutationen
N=rr...r, und @ = s, 8,... s, anzudeuten, schreiben wir

R nmnrp...r,
& 58 ...8,

&=

und nennen ¢ die durch die Permutationen R und & bestimmte Einheit
oder kurz die Einheit der Permutationen R und &.

I. Zunichst ist klar, dal man Zihler und Nenner dieses »Permu-
tationsbhruches« vertauschen kann, ohne den Wert von ¢ zu édndern:

=2 _8
T e R
11. Bedeutet t die Inversionszahl von $R, 3 die von &, so ist

e :g?: gt 8 ),
<

*) Das Zeichen ¢ bedeutet die negative Einheit.
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III. Ist eine der beiden Permutationen die Hauptpermutation
123 4...n,so0 st t bzw. 3 gleich Null und

e=1¢ hzw. e=1".
Auch schreiben wir in diesem Falle kiirzer
£€=28.8 ...8, bzw. e=nriry...r,.

IV. P=abcde...und I = f yde... seien zwei Permutationen
der n-Zahlen 1, 2, ..., n, p und x thre Inversionszahlen. Vertauschen wir
in ihnen zwei an gleicher Stelle stehende Elemente, etwa d und 8, mit
ihren linken Nachbarn, so bestimmen die neuen Permutationen dieselbe
Einheit P:II. Auch in den neuen Permutationen kénnen wir wieder
d und § mit ihren linken Nachbarn vertauschen, ohne die Einheit der
Permutationen zu &dndern. So kénnen wir sukzessive d und 4 an den
Anfang schieben und erhalten

P abcde... dabce...
I~ «Byéde... dafiye...

Wir nennen die Permutationen abce... und « Sy ¢... P’ und II’, ihre

Inversionszahlen p’ und =’

In der Permutation dabce... bzw. dxpfy ... bildet d bzw. 6
mit den folgenden Elementen (¢ — 1) bzw. (§ — 1) Inversionen. Folg-
lich ist

p=d—1)+p" und =z=@F—1)+=a
und damit

P - L{l+‘$. VPI .
i) i

Diese Formel enthilt folgende Regel:
Die Einheit zweier PPermutationen der n-Zahlen 1, 2,
.., nist das J/*"*fache der Einheit der beiden Permutationen,

die man erhilt, wenn man aus den zwei gegebenen Permu-
tationen die beiden an gleicher Stelle stehenden Elemente r
und s entfernt.

Zum Schluf} dieses P’aragraphen moge noch erwihnt werden, daB
die Zeiger der 1., 2., 3., ... Zeile (Spalte) einer Determinante nicht not-
wendig die aufeinanderfolgenden Zahlen 1, 2, 3, ... sein missen. -An der
obigen Definition der Determinante éndert sich nichts, wenn die Deter-

minante B
73 AN "
Ea bfa ]za .

: « 7 ~
E¢ EF R

heifit, wo die n Zeilenzeiger a, b, ¢, ... beliebige wachsende Zahlen,
ebenso die n Spaltenzeiger «, f, y, ... beliebige wachsende Zahlen
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sind, welche letzteren iibrigens mit den a, b, ¢, ... durchaus nicht iber-
einzustimmen brauchen: die Determinante D ist ebenfalls die Summe
aller n/ moglichen Glieder von der Form

inder P= z y z... irgendeine Permutation der Zeilenzeiger, Il = &5 ...
irgendeine Permutation der Spaltenzeiger ist und

e D _2YZ.0
T &gl
die positive oder negative Einheit bedeutet, je nachdem die beiden
Permutationen P und I gleichartig oder ungleichartig sind.
Man sieht das sofort ein, wenn man

«__ .1 P a2 . @ ___ al B 2
Ei=cl, Efi=c¢% ...; Ey=ci, E;=cE

setzt und bedenkt, daf die unteren Zeiger (wie auch die oberen Zeiger)
in einem beliebigen Gliede von D und in dem entsprechenden Gliede von

i o ...
1 2 L
k¢ ‘!
/_] 2 2 2
1 2
cn cn (H 1

gleichartige Permutationen bilden.

§ 3. Entwicklung nach Adjunkten.

Die in § 2 unter IV gegebene Regel fiir die ¢ erlaubt uns, die Be-
rechnung einer Determinante n'®" Grades auf die Berechnung von n
Determinanten (n — 1) Grades zuriickzufiihren.

Wir denken uns alle n/ Glieder der n-reihigen Determinante 4
= |e} ¢2 ... ¢¢| hingeschrieben und stellen uns die Aufgabe, in der ent-
standenen algebraischen Summe den Faktor € von ¢} zu ermitteln.

Eins der (vielen) Glieder, die den Faktor ¢} enthalten, sei

G=ccjcie. ...
Dabei ist
rryry ...
£ = ———-
§8189 ...

mithin nach obiger Regel (IV in §2)

£:Lr+3-———r1r2r3;".'7
$18283 . ..
so dal
. |0
G=cS-7FS5.¢g mit g =121 el

$185 ..
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Der gesuchte Faktor C; von ¢} ist daher — von dem zuséatzlichen Multi-
plikator ."** abgesehen — die Summe aller moglichen Glieder von der
Form
$18 ... .
g:'ri,:: .'(‘;i'(‘,; ey

wo aber unter den unteren Zeigern die Zahl r, unter den oberen die Zahl s
nicht auftritt. Diese Summe ist aber nichts anderes als die (n — 1)-
reihige Determinante d, die aus 4 entsteht, wenn man die r*¢ Zeile und
die st® Spalte herausnimmt. Daher ist

Ci="t8.4.

Die Determinante 6 heilt eine (zum Element c: gehorige) Subdeter-
minante oder ein Minor von 4, die Gréfle C} wird die Adjunkte
oder der Cofaktor von ¢; in der Determinante /1 genannt.

Unser Ergebnis lautet:

Die Adjunkte des Elements ¢; der Determinante

1 a2 m
e ...
1 2 (3
A €y €3 Co !
......... |
|
1 a2 |
C7L c"l c""l’ |

ist das J/*® fache des Minors, den man durch Streichung der
rie" Zeile und s**" Spalte aus 4 erhilt.

Dieser Satz fiihrt uns sofort zu folgender

Vorschrift fiir die Berechnung einer Determinante:

Man wihle eine Reihe beliebig aus und multipliziere
jedes Element derselben mit seiner Adjunkte;die Summe
der entstehenden Produkte ist die Determinante.

Es gilt demnach folgende

Grundformel:

A=l CL4+c2C%+ ...+ CY Y,

ebenso

A=c3C{+¢5C5 + ... +cECE |,

wobel der Zeilenzeiger r wie auch der Spaltenzeiger s beliebig ausgewihlt
werden darf.

Diese Formel enthilt die Entwicklung einer Determinante nach
Adjunkten oder, wie man auch sagt, nach den Elementen einer
Zeile bzw. Spalte oder endlich kiirzer die Entwicklung nach einer
Zeile (Spalte) und wird deshalb Entwicklungssatz genannt.
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Es kommt oft vor, dall man aus den beiden Reihen (a,, 4, ..., a,)
und (by, by, ..., b,) den Ausdruck a, b; + a5, b, + ... + a, b, bildet. Man
sagt dann »man multipliziert die beiden Reihen (skalar) mit-
einander« und nennt den Ausdruck das (skalare) »Produkt der bei-
den Reithen« Bedient man sich dieser Redeweise, so entsteht folgende
bequeme Fassung fiir den

Entwicklungssatz:
Der Wert einer Determinante wird gefunden, indem man
irgendeine ihrer Reihen mit der Reihe der zugehérigen
Adjunkten multipliziert.

Wenden wir den Entwicklungssatz auf die vierreihige Determinante

}al bl Cl d_l‘

N by ¢y dy

| %3 by ¢c3 dy.

g by ¢y dy

an, so erhalten wir z. B. bei Entwicklung nach der ersten Zeile
A=a A +b B +¢,C,+d, D,

mit
by ¢y dy ay ¢y dy ';az by dy lay by ¢y
Al‘:;bs 3 dy, By=— a3 ¢4 d3p Ci="ag by d3, Dy=—"a3 by c5 -
1y ¢4 dy! ay ¢y dy ay by dy ag by ¢4

Die Adjunkten A4,, B, C,, D, lassen sich nach der oben angegebenen
Berechnungsvorschrift fir dreirethige Determinanten bestimmen, wo-
mit dann die Berechnung von A vollzogen ist.

Der Entwicklungssatz fithrt uns sofort zur Regel iiber die

Multiplikation einer Determinante mit einer Zahl:

Eine Determinante wird mit einer Zahl multipliziert,
indem man eine beliebige Reihe mit der Zahl multi-
pliziert und die andern Reihen beibehdlt.

Bemerkung. Eine Reihe mit einer Zahl multiplizieren heifit
jedes Glied der Reihe mit der Zahl multiplizieren. Das mfache der
Rethe a, b, ¢ ist z. B. die Reihe ma, mb, me.

Die Giiltigkeit der Regel kann man sich an der dreirethigen Deter-
minante

la b ¢

|
A='d ¥ ¢

%a// b/l c//

klarmachen. Sind A, B, C die Cofaktoren von a, b, ¢, so 1st
A=aAd + bB + ¢C, mithin mAd =ma-A + mb-B + mc- C.

Dérrie, Determinanten. 2
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Diesen selben Wert erhilt man aber auch, wenn man die Determinante

ma mb me
a b ¢

| 17

a” b ¢

12

nach den Elementen ihrer ersten Zeile entwickelt.

Eine bemerkenswerte Anwendung dieser Multiplikationsregel bildet
der folgende
Vorzeichensatz:

Eine Determinante dndert ihren Wert nicht, wenn man
jedes an ungerader Stelle stehende Element mit umgekehrtem
Vorzeichen versieht.

Dabei heit die Stelle, an der im Schema der Determinante

A= ctc ... ¢} das Element ¢} steht, ungerade (gerade), wenn die
Summe r + s aus Zeilenzeiger und Spaltenzeiger ungerade (gerade) ist.
So ist z. B.
'l 2 3 ! 3
i ¢ o | ¢l —c? 0111
&g A= —cd & —cq
1 2 .3 ! 2 3
‘03 3 Cy |z —d 3 |
Beweis. Multipliziert man die erste, zweite, dritte, ... Zeile und
gleichzeitig die erste, zweite, dritte, ... Spalte von 4 mit bzw. (1,
2 i3, ..., so dndert sich der Wert von A nicht. Anderseits wird

dabei das Element ¢¢ mit «"+° multipliziert, d.h. mit + 1 oder —1,
je nachdem das Element an gerader oder ungerader Stelle steht.

§ 4. Sdumung,.

Bisweilen ist es niitzlich, eine Determinante durch Ansetzen von
Zeilen und Spalten in eine Determinante héheren Grades zu verwandeln.
Das Verfahren ist tiberaus einfach. Beispielsweise stellt die Gleichung

|
; ey by 3
abial e
‘(Z b c ::3 2 Y2 *2 2
2 2 22 ‘a3 b3 03 xg
s bg ¢3! |
87810 0 0 1

die Verwandiung einer dreireihigen Determinante in eine vierreihige dar,
wobei die x, ganz beliebige Groflen sein dirfen. (Von der Richtigkeit
der Gleichung iiberzeugt man sich, indem man die rechts stehende
Determinante nach den Elementen der vierten Zeile entwickelt.) Diese
Verwandlung heilt Séumung oder Rinderung der Ausgangsdeter-
minante, und man sagt: die vorgelegte Determinante ist rechts und unten
gesdumt.
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Natiirlich kann die Sdumung auch links und oben vollzogen werden:

o b e [1 0 0 0!
Lo 2y @y by
iy by c3 =

é Ty ay by €
jas by c3 ‘

T3 ag by cy:
oder auch rechts und oben:

g by oo ixl v 2l
| ay by ¢, 0
@y by ¢y = — |
'a b P ‘az b2 02 OI
378 lag by 3 O
usw.
Statt einfach kann man auch zweifach, dreifach, ... sdumen.
Z.B.:
fay by 01} 'az by ¢ 00
\a2b202‘:[a3 b363 00"
@ by cs| 3y iz 10

iy vy wy by 1

Um die Richtigkeit dieser Gleichung einzusehen, entwickelt man die
rechte Determinante nach den Elementen der 5. Spalte, darauf die ent-
stehende vierreihige Determinante nach den Elementen der 4. Spalte.

Allgemein gilt der Satz:

Jede Determinante kann in eine andere beliebig hohe-
ren Grades verwandelt werden.

Eine besonders wichtige Sdumung stellt die folgende dar:

I‘ci g ...
1 2 n
K A
D= oo :
ipl p2 7
e e ..o on Ty
ot x? ... 2"z
wobeti die r-reihige Determinante
el o3 c’}i
L al (2 n
A c 2 i
¢ Cx i
rechts mit der neuen Spalte z,, #,, ..., &,, 5, unten mit der neuen Zeile
xt, 22, ..., 2", 5 gesiumt wurde, und wo die z, und z° sowie z (2n+ 1)

beliebige Veranderliche sind.
Es ist von Wichtigkeit, die Entwicklung der Determinante ® nach
den genannten Veriinderlichen zu kennen.
2*
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Wir entwickeln ® zunichst nach den Elementen der letzten Zeile

und erhalten i
S ’ +1
D= Az + D x5t X
S

wobei X°® die n-reihige Determinante

(3

1 2 §—1 ,L8+1
et ¢ ... cf7t cf . ]
. pl 2 s—1 s+1 n
xs i€k B ...t e . €3
Ll a2 $—1 oS+1 n
el ekl et el .l

bedeutet. Die Determinante X°® entwickeln wir nun nach den Elementen

der letzten Spalte und bekommen
1,n

,'

wobei g, die Determinante
1

el ¢ LefT et
el 3 et oSt
Lr==lely iy ... ¢fTh it
i pl 2 §—1 S+1
Cry1 Crin - - Crpr G
1 2 §—1 ,~8+1

C’I’L c'll - cTL Cn

.l
13
. 3

n

n
- Gy

n
- Crya

.}

bedeutet, die aus X® hervorgeht, wenn man in dieser Determinante die
letzte Spalte und die r'® Zeile streicht. Aus dem Anblick der Deter-

minante g, geht aber hervor, daBl sie nichts ande

res ist, als der Minor

von 4, den man erhilt, wenn man in 4 die r*® Zeile und die s'® Spalte
streicht. Da dieser Minor das " * *fache der Adjunkte C} von ¢} in der

Determinante 4 ist, so haben wir
I, ==+ CS.

Hieraus folgt
1,n
Xs= Dz, M50
™

und weiter
IL,n I,n

D=dz+ D Dz, z* C;.
8 r

Unser Ergebnis lautet:

Sdumungssatz:
Die mit z,, z,, ..., Z,; 2, 2%, ..., z
Determinante
| et et
| cn iy

n

7
)4

und gesdumte
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gestattet die Entwicklung

el ¢? &t oxy
9
el ¢ ez, i
......... — /_/]: ———Z Cf Xy x°.
el c2 oz, s
ta? ... 2"z

Dabei durchlaufen r und s unabhingig vonetnander alle natiirlichen
Zahlen von 1 bis n, und C; bedeutet die Adjunkte von ¢; in der Deter-
minante 4.

§ 5. Die Vertauschungssitze.

1. Der Transpositionssatz.

Vertauscht man in einer Determinante zwei Parallel-
rethen miteinander, so geht die Determinante in den
entgegengesetzten Wert iiber.

Wir fithren den Beweis fiir Spaltenvertauschung (die Zeilenver-
tauschung 146t sich genau so erledigen).

Um bequemes Schreiben und gute Ubersicht zu haben, bezeichnen
wir die sukzessiven Spalten bzw. Zeilen der vorgelegten Determinante d
durch die sukzessiven Buchstaben des lateinischen Alphabets bzw. Zahlen
der naturhichen Zahlenreihe, so daf3

fay bycp dyoeg f1 o
b:%az bg 02 dz 62 fz cee "
Die Aufstellung der Glieder von d nehmen wir so vor, dafl wir die Buch-

staben in ihrer natiirlichen Reihenfolge schreiben und nur ihre Zeiger
permutieren. Ein beliebiges Glied g von b sieht dann so aus:
g=3a.bgc,dse. ...,
wobei das Zeichen 3 4 oder—ist, je nachdem die Permutationx gy de...
gerade oder ungerade ist.
Wir vertauschen jetzt etwa die Spalten ¢ und e in b und erhalten
die neue Determinante
' a; by eg dyoey f1 ..
@:laz b2 €o d2 02 fz ce ot

Um aber im Einklang mit der obigen Verabredung zu bleiben, ersetzen
wir e durch C, ¢ durch £ und jeden andern kleinen lateinischen Buch-
staben durch den gleichnamigen grofien, so daf
&Al B, C, D, EF,...
@:;AZ _B2 Cz D2 .E2 Fz... .
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Wir behaupten: jedes Glied von D findet sich in b, jedes Glied von b in
9D, nur jedesmal mit umgekehrtem Vorzeichen.

In der Tat, sei

G=3A4.B;C,DsE, ...
irgendein Glied von 9. Da
A. By C,DsE, ... =a.bse,dsce... =aubarc. dye, ...
ist, finden wir es — vom Vorzeichen abgesehen — in b unter der Form
3 acbpc.dse ... .

Da aber die Permutationen «fy de ... und «f e y... ungleichartig
sind [die zweite entsteht durch die Transposition (y €) aus der ersten],
so sind die Vorzeichen 3 und 3’ entgegengesetzt. Ahnlich zeigt man, dafl
das Glied g von b mit umgekehrtem Vorzeichen in ® vorkommt.

Aus der bewiesenen Behauptung ergibt sich die Richtigkeit des
Transpositionssatzes unmittelbar.

Der Transpositionssatz fithrt sofort auf den folgenden

Nullsatz:

Eine Determinante, in der zwei Parallelreihen iiberein-
stimmen, ist Null. Z.B.

la b ¢ d

a b o d
4=l0p ¢ a17%

al/ bll c/I d’/;‘

Nach dem Transpositionssatze wird némlich durch Vertauschung der
iibereinstimmenden Reihen

la b ¢ d !
a b ¢ di
la b ¢ |=—4
}all [)/r cu dnE
folglich
d=—4
und somit
4 =0.
Der Transpositionssatz liefert noch einen zweiten
Nullsatz:

Das Produkt einer beliebigen Reihe einer Determinante
mit der zu einer andern parallelen Reihe gehorigen
Adjunktenreihe ist Null.

In der Determinante {clc¢Z ... I ist z. B.

c;Co +c3C24- ... 42 Cp =0, rp,




