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Yorwort.

ur Abfassung des vorliegenden Leitfadens wurde ich durch

die Mitwirkung an einem Ferienkurs fiir Oberlehrer und
einen mehrjihrigen Verkehr mit solchen im Anschluf an das
physikalische Kolloquium der Danziger Technischen Hochschule
angeregt. Das kleine Buch enthilt in durchaus elementarer,
dem Verstindnis des Primaners angepaSter Behandlung zunichst
diejenigen Hauptlehren der analytischen Geometrie und Infini-
tesimalrechnung, welche nach meiner Erfahrung fiir den Beginn
naturwissenschaftlicher sowie technischer Studien unentbehrlich
gind und in den Lehrplan wenigstens der hoheren Realanstalten
Deutschlands (Realgymnasien, Oberrealschulen und technische
Mittelschulen) Aufnahme finden sollten. Dieses Ziel bedingte
eine scharfe Beschrinkung und Konzentration des Stoffes; so
wurde nicht nur die fast lediglich vom mathematischen Gesichts-
punkte interessante Polarentheorie der Kegelschnitte weggelassen,
sondern auch auf Konvergenz- und Restgliedbetrachtungen ver-
zichtet. Derartige Gegenstinde miissen ebenso wie das infini-
tesimale Verhalten von Funktionen mehrerer Veriinderlichen
mit der Differentialgeometrie von Flichen und Raumkurven
und der Lehre von den Differentialgleichungen dem Hochschul-
unterrichte iiberlassen bleiben, dem unser Schriftchen nicht vor-
greifen will.

Demgegeniiber wurden an verschiedenen Stellen leicht ver-
wendbare Niherungsverfahren abgeleitet und zahlreiche Ubungs-
beispiele auch geometrischer Natur eingeschaltet, wihrend die
Anwendungen auf die Mechanik mit Riicksicht auf die Vor-
bildung der Leser in einem besonderen Kapitel zusammengefafit
wurden. Dessen Studium diirfte im Anschluf an den Schul-



v Vorwort.

unterricht zweckmiBig mit dem der Differential- und Integral-
rechnung parallel laufen. DaB ich mich hierbei in der Haupt-
sache auf ebene Bewegungsvorginge beschrinkt und einige
fiir die Allgemeinbildung wichtige astronomische Probleme auf-
genommen habe, diirfte wohl kaum Bedenken unterlieger.

Das Biichlein kann natiirlich nirgends den Anspruch er-
heben, Neues zu bringen. Gewisse Abweichungen von der
iiblichen Darstellungsweise, die der Kenner leicht bemerkt, sind
in der Unterrichtserfahrung des Verfassers begriindet und tragen
hoffentlich zur Erleichterung bei. Fiir eingehendere Studien,
insbesondere eine strengere Begriindung der vorgetragenen Lehren
sei auf den bewidhrten Leitfaden von R. Fricke sHauptsiitze
der Differential- und Integralrechnunge (4. Aufl. 1905), zur
weiteren Ubung auf die bekannten Aufgabensammlungen von
Dolp, Schlémileh u. a. verwiesen; zukiinftige Ingenieure
werden nach der Durcharbeitung unseres Buches Perrys sHohere
Analysis fiir Ingenieure«, deutsch von Stichting (2. Aufl. 1910),
mit Nutzen zur Hand nehmen. AuBerdem sei noch bemerkt,
da die im vorliegenden Leitfaden gebotene mathematische
Grundlage zum Eindringen in des Verfassers mehrbindiges
»Lehrbuch der technischen Physike¢1) grofStenteils ausreicht, da
in diesem fast alle weitergehenden Sitze im Zusammenbang
mit konkreten Problemen abgeleitet werden.

Zum Schlusse danke ich noch meinen Herren Assistenten,
Privatdozent Dr.-Ing. A. Préll und Dr.-Ing. R. Plank fiir ihre
Hilfe beim Lesen der Korrektur sowie fiir die Anfertigung der
Figuren. Ich wiirde mich freuen, wenn das Buch in Oberlehrer-
kreisen, welche mit mir die Aufnahme der Infinitesimalrechnung
in den Lehrplan der héheren Schulen zur Vertiefung der Natur-
erkenntnis fiir notwendig erachten, Anklang finden sollte. Ver-
besserungsvorschlige von dieser Seite wiirde ich mit Dank ent-
gegennehmen,

Danzig-Langfuhr, im September 1910.

H. Lorenz.

1) Bd. I, Techn. Mechanik starrer Systeme, 1902; Bd. ]I, Techn. Wirmelehre,
1904 ; Bd. I1I, Techn. Hydromechanik, 1910; Bd. IV, Techn. Mechanik elastisch-fester
Korper in Vorbereitung.
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Kapitel I.
Analytische Geometrie.

§ 1. Zusammenhang zwischen Gleichungen und Kurven.

Die Algebra lehrt, daB zur Bestimmung zweier Unbekannten
z und y stets zwei Gleichungen nétig sind. Liegt nur eine
solche Gleichung zwischen z und y vor, 8o kann man iber eine
der beiden Unbekannten, z. B. = frei verfiigen, d. h. ihr eine
Folge beliebiger Werte erteilen, der dann nach Einsetzen in die
vorgelegte Gleichung eine Reihe von Werten der anderen Un-
bekannten y entspricht. Die durch diese Gleichung verkniipften
Unbekannten stellen demnach miteinander verdnderliche
GréBen dar, von denen wir die eine, deren Wertfolge will-
kiirlich angenommen wurde, als unabhingige, die andere
hierdurch bestimmte dagegen als abhiingige Verinderliche
bezeichnen wollen. Die Abhingigkeit der Verinderlichen y von
z gelbst driicken wir dagegen durch den Begriff der Funktion
von z aus und schreiben die nach y aufgeloste Gleichung all-
gemein in der Form

y=7Fx . . . . . . .. Q
(gesprochen y gleich f von z), worin f(x) irgend einen Ausdruck,
in dem aufler Konstanten nur die Veriéinderliche z vorkommt,
bedeuten kann.

Zur geometrischen Veranschaulichung der Beziehung zwischen
den beiden Verinderlichen tragen wir nunmehr in Fig. 1 eine
Anzahl reeller Werte von z in irgendeinem Maflstabe auf einer

Lorenz, Eintiihrung i. d. Elemente d. h6h. Mathem. u. Mechanik. 1



2 Kap. 1. Analytische Geometrie.

Geraden, der sog. Abszissenachse OX, von einem festen
Anfangspunkte O aus derart ab, daB

04, =z, O4; = x5, 043 = x; usw.
Errichten wir dann in den
Enden dieser Strecken Lote, deren
——= [r Lénge durch diezugehorigen Werte
( von y gegeben ist, also
4, By =y, = f(zy),
43 B; = y3 = f(x) usw,,
so werden die Punkte B einander
um so niher liegen, je geringer
die Unterschiede der aufeinander
: s folgenden Werte der z ausfallen.
Fig. 1. Bei unmerklich werdenden Unter-
schieden der £ werden schlieBlich
die Punkte B eine stetige Kurve bilden, welche wir als eine
geometrische Darstellung der Gleichung (1) bzw. der
Funktion f(z) ansprechen diirfen, wihrend die Formel (1) als
die Gleichung der Kurve Fig. 1 bezeichnet wird.

Es steht natiirlich gar nichts im Wege, die vorgelegte
Gleichung zwischen x und y nach der anderen Verdnderlichen #
aufzulésen, wodurch man an Stelle von (1)

c=F@ % . . . . . .. (@
erhalten wiirde. In dieser sog. umgekehrten oder inversen
Funktion von f(x) erscheint jetzt y als unabhiingige und =z
als abhingige Verinderliche derart, da8 in Fig. 1 den Strecken

0C =y, 0G=y3 0CG = y3usw.
auf der zur Abszissenachse OX normalen Ordinatenachse OY
die Lote
OBy = 2, = F(y1), C2 By = x5 = F(ys) usw.

zugehoren, ohne daB die Kurve B;B,;Bg .t . ihre Form indert.
Daraus geht hervor, dal auch die Formel (2) ohne weiteres
als Gleichung der Kurve B; B, B;... angesehen und benutzt
werden darf.

Durch das vorstehende Verfahren haben wir die Lage der
einzelnen Punkte einer ebenen Kurve durch ihre Abstinde von
zwei zueinander senkrechten Achsen definiert, also auf ein recht-
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winkliges Achsenkreuz bezogen. Die Abstinde selbst
nennen wir die Koordinaten des Punktes, und zwar die auf
der X-Achse gemessenen die Abszissen, die auf der Y-Achse
die Ordinaten, wihrend der Schnittpunkt O der Achsen als
Anfang des Koordinatensystems oder kurz als Koor-
dinatenanfang bezeichnet wird.

Wenn wir den Koordinaten eines der Punkte B in Fig. 1
das positive Vorzeichen zuschreiben, so entsprechen dem An-
fang O die Werte x = 0, y = 0. Die riickwirtige Verlingerung
der Achsen iiber O hinaus fiilhrt dann folgerichtig auf negative
Werte der Koordinaten, so daf das vollstindige Achsenkreuz
die Ebene in vier Quadranten (Fig. 2) derart teilt, daB beim
Uberschreiten einer Achse jedesmal eine der beiden Koordinaten
ihr Vorzeichen wechselt. Weiterhin erkennt man, da8 fiir alle
Punkte der Abszissenachse OX, y = O und fiir alle Punkte der

+y‘ y

X< 0 x>0
\5)0 13)0

- X | 3
x<0 x>0 / l"‘ "
Ij(O H(O 0 A 4 Ax

.y1 #

Fig. 2. Fig. 8.

Ordinatenachse OY, x = O ist, 8o dal in unserem Koordinaten-
system y = O die Gleichung der Abszissenachse 0X und
=0 die Gleichung der Ordinatenachse OY darstellt.

Sind nun zwei Gleichungen zwischen den beiden Un-

bekannten x und y, némlich
y=hH@), y=LE&. . . . . . (3
vorgelegt, so entsprechen diesen nach dem Vorstehenden auch
zwei ebene Kurven, BB und DD (Fig. 3), die sich in einem
oder mehreren Punkten schneiden werden. Da diese Schnitt-
punkte beiden Kurven zugleich angehéren, also auch beide
Gleichungen (3) erfiillen, so stellen ihre Koordinatenpaare z; y;
1.
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und z, y, offenbar Wurzeln dieser Gleichungen dar. Die Anzahl
solcher Wurzelpaare hingt im Falle algebraischer Gleichungen
nur von dem Grade der durch Elimination einer Veridnderlichen,
z. B. von y aus (3), hervorgehenden Gleichung fiir die andere
Veriinderliche x
H@=filx) . . . . . . (3a)

ab. Ist diese Gleichung von héherem als zweitem Grade, so
bietet ihre algebraische Auflésung schon erhebliche Schwierig-
keiten und wird im aligemeinen fiir hohere als vierte Grade
sogar unmoglich. Demgegeniiber lassen sich fast immer die
beiden Kurven (3) leicht in ein Koordinatensystem eintragen,
womit ihre Schnittpunkte ohne weiteres, und damit auch wenig-
stens die reellen Wurzelpaare mit einer nur durch die Strich-
dicke beschrinkten Genauigkeit gegeben sind.

Dasselbe Verfahren 18t sich auch zur graphischen Losung
einer beliebigen Gleichung

SJ@=0. .. .. ... @
anwenden, deren Wurzeln mit den Abszissen der Schnittpunkte
der beiden Kurven

y=f(x, y=0 . . . . . (43
d. i. der durch die erste Gleichung y = f(x) gegebenen Kurve
mit der durch y = O definierten Abszissenachse 0 X, identisch sind.

1. Beispiel. Gegeben sei die Gleichung ersten Grades
y==xztga4b,. e e ®)
deren graphische Darstellung in Fig. 4 eine Gerade mit dem Neigungs-
winkel a ergibt, welche die Abszissen-

Ny . b
achse (y =0)in dem Punktex = — ——

tg a

B = — b cotg « und die Ordinatenachse
(x =0) im Punkte y — -} b schneidet.

ly Die Umkehrung der Gleichung liefert

C“ Ib I| X die inverse Funktion
-boolga b4 r = y—b

=@y —bcotge,. (ba)

tg «

/ Fig. 4. die ebenfalls eine Gleichung der Ge-

raden B bedeutet.

2. Beispiel. Bezeichnen wir mit ¥y den Druck eines Gases in
Kilogramm auf ein Quadratmeter, mit £ das Volumen von 1 Kilogramm
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des Gases, gemessen in Kubikmetern, so #ndern sich nach dem Boyle-
Mariotteschen Gesetze diese GroBen bei konstanter Temperatur nach

der Gleichung
ry=C. . . . . . . . . . (6

Wir erhalten also eine
Kurve AB mit einem kon- Y
stanten Inhalt C des aus der
Abszisse und Ordinate jedes A 7{
|
1
l
B

o=

Punktes gebildeten Rechtecks,
woraus sich eofort die in
Fig. 5 angedeutete einfache
punktweise Konstruktion der
Kurve ergibt. Losen wir die
Gleichung nach y oder « auf, X
schreiben also /

N

%
)

[=)
I
,

c c
Y= Eoderz:; (6 a),

so erkennen wir, daf die > \
Funktion durch Umkehrung ,/
keine Anderung erleidet, oder vy
daB wir, ohne die Lage der Fig. 5.
Kurve zu i#ndern, die heiden
Koordinatenachsen miteinander vertauschen konnen. Weiter folgt aus
diesen beiden [Formeln fiir # =0, y = o0, bzw. fir y =0, * = oo,
d. h. die Kurve erreicht die beiden Achsen erst im Unendlichen.
SchlieBlich #ndert sich die Gleichung xy = C auch nicht durch gleich-
zeitigen Vorzeichenwechsel beider Verinderlichen, so daB unserer Glei-
chung auch ein im Scheitelquadranten gelegener in Fig. 6 punktierter
Kurvenzweig genigt, der mit dem ausgezogenen kongruent ist. Dieser
Zweig besitzt tbrigens keine physikalische Bedeutung fir Gase.
3. Beispiel. Tragt man die den beiden Gleichungen (5) und (6)
y=xztge+b zy=¢C. . . . . .. O
entsprechenden Kurven Fig. 4 und 5 in ein und dasselbe Koordinaten-
system ein, 8o ergeben die Koordinaten ihrer Schnittpunkte die
Wurzeln des simultanen Gleichungspaares (7), die sich in
diesem Falle auch leicht exakt berechnen lassen. Eliminiert man
nédmlich aus beiden Gleichungen die Veriinderliche =, so folgt
Pp—dby=Ctgee . . . . . . . (Ta)
mit den beiden Wurzeln

b b
y_+_2_+1/z+0tga, .. .. ()
denen dann die Werte
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b 2 a
a:=(y—b)cotga=—§cotgaj’_]/ u‘;i-i—(]cotga (To)

entsprechen. Wir erhalten also infolge der quadratischen Natur von
(78) zwei Wurzelpaare im Einklang mit den beiden Schnittpunkten
der Kurven.
4. Beispiel. Um die drei Wurzeln der kubischen Gleichung
2 —bx*+9%92—5=0 ... . .. (8
graphisch zu ermitteln, setze man in der Formel
y=x*—5x*+4+92—-5 . ., . . (8a)
der Reihe nach verschiedene Werte von x ein. Man erhilt so die
Koordinatenpaare
z=—8 =2, —1, 0,+1, +2, 43 usw,
y=—300, —41, — 20, —5, O, +1, +4 usw.
und erkennt, da die der Gleichung(8a)
Y4 entsprechende Kurve Fig. 6 die Ab-
s szissenachse in dem Punkte z = 1
4 schneidet, womit schon eine reelle
3 Wurzel von (8) gegeben ist. Das
o stetige Ansteigen der Kurve mit
s wachsendem z deutet darauf hin, daf

X X weitere Schnittpunkte mit der X-Achse
<2 -y LI B nicht existieren, d. h. daf die beiden
" anderen Wurzeln von (8) konjugiert
-2 komplex sind. Zur Entscheidung
-3 dieser Frage setze man probeweise
-4 2 —52*+9xz—5H

. =@+ a4 b) (z — 1)
oder nach Ausfilbrung der rechts-
Yy seitigen Multiplikation
Fig. 6. 2 —bxr*49z—5=2o°
+@—a*+ (b —a)x—b.
Die Identitit beider Ausdriicke erfordert aber die Ubereinstimmung
der Faktoren der gleichen Potenzen von x auf beiden Seiten, woraus
=—4, b=+45
folgt. Die Auflésung der quadratischen Gleichung
x*—4x4-5=0
liefert schlieBlich das konjugiert komplexe Wurzelpaar
z=2+ /=1,
womit im Verein mit x = 1 alle Wurzeln von (8) gegeben sind.
Aus den bisherigen Betrachtungen geht hervor, daf man
die rechnerische Behandlung von Gleichungen mit zwei Un-
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bekannten durch geometrische Darstellungen ersetzen kann, so-
lange wenigstens die vorgelegten Gleichungen nur reelle Kon-
stanten enthalten. Daraus diirfen wir schlieBen, da8 auch der
umgekehrte Weg, d. h. der Ersatz geometrischer Konstruktionen
durch analytische Rechnungen mit Gleichungen, welche aus
den Eigenschaften geometrischer Gebilde abgeleitet sind, prak-
tische Vorteile insbesondere dann verspricht, wenn es sich um
die Aufdeckung allgemeiner Beziehungen handelt. Dieses von
dem Franzosen Descartes (Cartesius), nach dem man wohl
auch die rechtwinkligen Koordinaten als Cartesische bezeichnet,
zuerst mit Erfolg angewandte Verfahren bildet in der Tat die
Grundlage der sog. analytischen Geometrie, mit der wir
uns zunichst beschiftigen wollen.

§ 2. Die gerade Linie.

Eine gerade Linie oder kurz eine Gerade ist in der
Ebene vollstindig bestimmt durch einen ihrer Punkte und die
Neigung gegen eine feste Gerade, z. B. die Abszissenachse. Be-
zeichnen wir die Koordinaten dieses Punktes P, mit x; y,, die-
jenigen eines beliebigen Punktes P der Geraden mit xy und
ihren Neigungswinkel gegen die X-Achse mit «, so ist in dem
Dreieck P, PC (Fig. 7)

y—p=@—x)tga . . . . . (1)
oder

y=yn—ntge+ ztga

Hierin bedeutet aber (mit # = 0)  — x; tg s = b den Ab-
schnitt OB der Geraden auf der Ordinatenachse, so dafl wir an
Stelle von (1) auch

y=ztgat+b. . . . . . . (2
als Gleichung der Geraden schreiben diirfen. Fillt die
Konstante b weg, 8o haben wir es mit einer Geraden durch den
Anfangspunkt O selbst zu tun, deren Gleichung somit

y=ziga . . . . . . . (2a)

lautet.

Bezeichnen wir ferner den Abschnitt der Geraden auf der
positiven Abszissenachse (fiir y = 0) mit a4, so wird in Fig. 7
in dem Dreieck APD die Strecke AD = x 4 a, woraus sich
die Proportion ergibt
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oder

o S COU

als eine dritte Form der Gleichung unserer Geraden, die sich

durch ihren symmetrischen Bau auszeichnet und aus (2) durch

Division mit b sowie mit a0 unmittelbar hervorgeht.
Wiirde der Punkt 4 rechts von O
liegen, so hitten wir in (3) — a
durch 4 a zu ersetzen, wodurch
die Gleichung die Form

f+%=1.(u)

annimmt.

Eine Gerade ist weiterhin auch
bestimmt durch zwei ihrer Punkte
P; und P, mit den Koordinaten
xyy und x5y, welche die Gleichung erfiillen miissen. Benutzen
wir hierfiir die Form (2) so folgt

1=z tgu+ b
yo = 2ptgu 4 b
und daraus durch Subtraktion
Nn—th=@&—x)igae
Dividieren wir diese Formel in Gl. (1), so erhalten wir als neue
Gleichung der durch unsere zwei Punkte hindurchgehenden
Geraden

Fig. 7.

{=p-n=n @
1 1 2

die wir natiirlich auch auf rein geometrischem Wege aus Fig. 7
hitten ableiten konnen.

Fillen wir nun in Fig. 8 vom Koordinatenanfang O
aus ein Lot von der Lénge ! auf die Gerade vom Neigungs-
winkel « gegen die Abszissenachse und gleichzeitig ein solches
AC vom Endpunkte 4 der Abzisse eines beliebigen Punktes P
der Geraden, so wird dieses letztere Lot von einer Parallelen
zur Geraden durch O im Punkte B getroffen und wir erhalten

l=BC=AC— 4B
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oder wegen

AC=ycosa, AB=1zsin a
auch

ycosa—zxsine=1 . . . . . ()

als fiinfte Gleichungsform. Diese 1t sich durch Division mit !
sowie mit den Substitutionen
{ l
wosa—0 Ema=¢ y
sofort auf die Form (38) zuriick-
fihren bzw. aus dieser her-
leiten.

Alle bisher entwickelten
Gleichungen der Geraden sind (4
sowohl fiir die Abszisse x wie -a
auch fiir die Ordinate y vom
ersten Grade und kénnen Y
daher als Sonderfille der all- Flg. 8.
gemeinen Gleichung ersten
Grades Az+By=C. . . . . . . (6)
angesechen werden, worin 4, B, C beliebige reelle Konstanten
bedeuten. Schreiben wir diese Gleichung in der Form

A C
y=-—-B$+B . . . . (6a)
so wird sie offenbar mit (2) identisch, wenn wir

—§=tga, 1—63'=b
setzen.- Daraus geht hervor, dafl nicht nur die Gerade
durch Gleichungen ersten Grades befriedigt wird,
sondern dal umgekehrt jede Gleichung ersten Grades
zwischen zwei Verinderlichen eine Gerade darstellt
und darum auch als lineare Gleichung bezeichnet wird.
Der Schnittpunkt zweier Geraden

y=xtga1—|—b1} @
y==ztgay+ by
besitzt die Koordinaten
_ bg——bl _ bltgag-—bgtgal
= Gu—tgw YT tga—tge ()

welche fiir tg «; = tg «p, d. h. im Falle eines parallelen Verlaufes
der Geraden unendlich werden.
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Stehen die beiden Geraden (7) senkrecht zueinander, so ist

a; = a3 + 909, also
tglug tgay = — 1
und wir erhalten fiir den Schnittpunkt die Koordinaten
x = (b — b,) 8in & o8 «; y = by cos? a; -+ by 8inZ e; (7).

Bezeichnen wir die [Entfernung zweier Punkte P;
und P, mit den Koordinaten z; y; bezw. x, y, mit s (Fig. 9),
80 ist bei einem Neigungswinkel « der Geraden P; P,

Ty — Ty —=ScCO8a, Y—y = §8in q,

= @—x)’+ @2—yn? . . . . (8)
im Einklang mit dem Pythagoreischen Lehrsatz fiir das aus
den Seiten x; — #;, ¥y, —y; und s bestehende Dreieck hervorgeht.
Yi Die beiden Punkte P; und P, be-
13 stimmen aber auch mit dem Koor-
{ dinatenanfang O ein Dreieck OP, P,
dessen Inhalt nach Fig. 9 sich zu-

woraus

LN sammensetzt wie folgt
0P1P2= 0A1P1+.A.1P]P2A2-—OA2P2.
0} D ¢ Nach Einsetzen der Koordinaten

der Eckpunkte }P; P, berechnet sich

hiermit die Dreieckfliche F zu
Ty @e—2) o t+wn) Z292

2 2 2
woraus nach Kiirzung
) 2F=y1x2——y2x1. c e e s e (9)
hervorgeht. Dieser Ausdruck indert offenbar sein Vorzeichen,
wenn man die Indizes 1 und 2 mit einander vertauscht, so da8
man auch schreiben darf
0P1P2 = - OPQP]_.

Das heiBit aber nichts anderes, als dal das Vorzeichen
unserer Dreieckfliche davonabhéngt, ob wir seinen
Umfang im Sinne des Uhrzeigers oder entgegen-
gesetzt umfahren. Welchem der beiden Drehungssinne wir
das positive Vorzeichen zuordnen wollen, bleibt zuniichst unserem
Ermessen anheimgestellt.

1. Beispiel. Um die Linge des Lotes I, von einem Punkte
x,y, suf die Gerade von der Gl. (6)

F =
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ycosa—zgina=1I
zu ermitteln, brauchen wir nur durch den Punkt eine Parallele hinzu-
zuziehen, deren Abstand vom Anfang O mit [, bezeichnet werde.
Alsdann ist

ycosa—zxeina=1,
die Gleichung dieser Parallelen, der auch der Punkt x, y, derart ge-
nigt, dal

Yo COB @ — Zg 8in a = [,
gilt. Das gesuchte Lot I, ist nun offenbar nichts anderes als die
Differenz I, — I, so dafl wir dafir schreiben dirfen

L=l —l=y,coBa—xy8ina—1. . . . (10).
2. Beispiel. Es seien die Koordinaten x, y, des Fulpunktes
des Lotes von einem Punkte x,y, auf die Gerade
Yy =z tga + b

anzugeben. Dieser Fullpunkt geniigt einerseits der Gleichung dieser
Geraden, so zwar daB

yl:zltga—{-b. P ¢ B O X

withrend die Gleichung des durch «,y, und z; y, hindurchgehenden
Lotes mit dem Neigungswinkel a,

Y=% _YN—Y%_ (41
r—x x,—2, =8,
ist. Die Bedingung fir die Normalstellung zur vorgelegten Geraden

lautet aber

tgagtga=—1
oder
Y — Y% = —
ml_zotgu 1. ... .0 .. 12,

Fur die Auflssung der beiden Gl. (11) und (12) nach =z, und y,
schreiben wir sie zweckmiilig in der Form
Yy —x tga=1>
Y tga+ 2, =y, tga + z,
woraus sich schlieflich ergibt
2, = (o — b) 8in @ co8 .+ x, cos’a } (13)
Y, = &, sin @ cos « | b cos® « 4 y, sin’a :
8. Beispiel. Der Flicheninhalt eines Polygons mit den Eck-
punkten P, P, .... P,, deren Koordinaten bzw. x,¥y,, Z3¥;, - .- Ta ¥a
sein mogen, ergibt sich durch Zusammensetzung aus den Dreiecken
OP,P,, OP,P,..O0P, P, (Fig. 10), von denen das letzte im umge.
kehrten Sinne umfahren wird, wie die vorhergehenden. Diesem Um-
stand wird man indessen schon gerecht durch Summierung des Aus-
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drucks (9) ftir die doppelte Fliche der Einzeldreiecke mit fortschreiten-
den Indizes, so daB wir schlieSlich erhalten

ynf'-‘a—yail‘xl
2F = iy”’_y"’ S (1)
b Yz, -y X

4. Beispiel. Nach dem vorigen

Y Beispiel ist der doppelte Inhalt des durch
B P die drei Punkte P, P, P, mit den Ko-
% 3 ordinaten x, y,, *, ¥;, TyY, bestimmten
Dreiecks
/7 / P> Pn YiTs— Y Ty l
Iy - 2F={ 4yt —ysx | (148)
/ /// +ynl'1"'y|3'a‘
/ // Yo Das Verschwinden dieses Ausdrucks
i =X liefert zugleich die Bedingung da-
- fiir, daB die drei Punkte P, P, P,
Fig. 10. auf einer Geraden liegen,
nimlich
NT— T+ ht—hI o —y2,=0. . 15

Diese Bedingung folgt auch aus Gl. (4), wenn wir dort y = y, und

x — x, einsetzen und beiderseit die Nenner wegschaffen.
Das Verschwinden des Ausdrucks (14) fiir ein Polygon mit mehr
als drei Seiten bedingt dagegen noch nicht, da8 die Punkte P, P, ... P,
P, auf einer Geraden liegen, sondern nur, da8
P, beim Fortschreiten von einem Punkte zum
néchsten in der obigen Reihenfolge die im
positiven und negativen Sinne umfahrenen
P, Fidchenstticke sich ausgleichen. Dieser ent-
P Fig. 11. gegengesetzte Drehungssinn ist patiirlich
nur moglich, wenn die Polygonseiten sich,
wie in Fig. 11 angedeutet, kreuzen, wodurch bei vier Ecken ein sog.
Vierseit P, P, P, P, entsteht im Gegensatze zu dem Viereck P, P, P, P,.

5. Beispiel. Der geometrische Ort eines Punktes xzy, der von
zwei anderen x, y, und x,y, dieselbe Entfernung besitzt, ergibt sich
durch Gleichsetzen der Abstandsquadrate

@E—a) G-yl =@E—2r+y—w
woraus nach Auflssung der Klammern und Kiirzung der beiderseits
gleichen Glieder ‘
2@y — o) e+ 2 —y) y= (4 — = -y - {16),
d. h. die Gleichung einer Geraden resultiert, die, wie der Ver-
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gleich mit Gl. (4) lehrt, auf der Verbindungslinie von x,y, und z, ¥,
senkrecht steht und diese halbiert. Wir wollen diese Gerade als die
mittlere Normale zu den Punkten x, ¥, und «,y, bezeichnen.

§ 3. Der Kreis.

Den geometrischen Ort aller Punkte in der Ebene mit
gleichem Abstand oder Radius von einem vorgelegten festen
Punkt, sog. Mittelpunkt oder Ze ntrum, bezeichnen wir als
einen Kreis. Wihlen wir im ein- ol
fachsten Fall als Mittelpunkt den
Koordinatenanfang O und bezeich-
nen mit ¢ den Radius OP eines
Kreispunktes P (Fig. 12), so erfiillen
dessen Koordinaten xy nach dem
Pythagoreischen Lehrsatz die Glei.
chung

24yr=ar . . (1),
welche schon die Mittelpunkts- Pig. 12.
gleichung des Kreises darstellt.

Schneiden wir den Kreis mit einer Geraden durch den
Mittelpunkt O mit der Gl. (2a) des § 2, d. h.
y=xtge . . . . . . . (2),
so ergibt sich nach Einsetzen in Gl (1)

x2

oder umgekehrt
2
y2(1 4 cotg?a)= sizza = a2
Dies fiihrt auf zwei zusammengehorige Wertpaare
r=+t+acosa, y=tasinae. . . . (3)

fir die Koordinaten mit entgegengesetzt gleichen Vorzeichen
und liefert somit zwei auf der Schnittgeraden symmetrisch zum
Anfang O liegende Punkte, deren Abstand PP, = 2a einen
Durchmesser des Kreises bildet.

Schneiden wir dagegen in Fig. 13 den Kreis um O mit einer
beliebigen Geraden von der Gl. (1) des § 2, d. h.




