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Vorwort

Die Wirtschaftswissenschaften und die Mathematik sind eng miteinander verflochten und be-
einflussen bzw. inspirieren sich gegenseitig. So werden etwa 6konomische Probleme héufig
anhand mathematischer Modelle dargestellt und gelost, wie z. B. Entscheidungs- oder Inves-
titionsprobleme mit Hilfe von Extremwertberechnungen und der damit verbundenen Differen-
tialrechnung. Andererseits priagen wirtschaftswissenschaftliche Teilgebiete in entscheidendem
Mafe mathematische Disziplinen, wie z. B. die Bewertung derivativer Finanzinstrumente das
Gebiet der stochastischen Prozesse und Integrale.

Das Werk versucht, dem Anspruch zu geniigen, mathematische Methoden fiir Betriebs- und
Volkswirte verstindlich darzustellen ohne die mathematische Exaktheit zu opfern. Aus diesem
Grund wird in diesem Buch auf zwei Aspekte besonderer Wert gelegt. Zum einen wird die prak-
tische Anwendung der giingigen mathematischen Methoden in Form von Beispielen und Ubun-
gen ausfiihrlich dargestellt. Da allerdings ein Computer im Zweifelsfall immer schneller und
fehlerfreier rechnet als ein Mensch und der spitere Arbeitgeber meist iiber eine entsprechende
Software zur rechnerischen Losung der Probleme verfiigt, soll zum zweiten der Lernende in
die Lage versetzt werden, die angewandten Modelle analysieren, weiterentwickeln und auf die
Erfordernisse der Praxis hin anpassen zu konnen. Daher ist es fiir ein tieferes Verstindnis un-
erldsslich, die Aussagen und Behauptungen, die in den Kapiteln formuliert werden, dort wo es
forderlich ist zu begriinden, um zu verstehen, wo genau die Voraussetzungen eingehen, die fiir
die Giiltigkeit einer Aussage notwendig sind. Allerdings wird auf die Darstellung all zu komple-
xer und insbesondere rein technischer Beweise verzichtet, um die Ausfiihrungen iibersichtlich
zu gestalten und sich auf das Wesentliche zu konzentrieren. In solchen Fillen wird der Beweis
durch eine Beweisskizze ersetzt, oder es wird auf die einschligige Fachliteratur verwiesen.

Mit dem vorliegenden Lehrbuch soll Studierenden der Wirtschaftswissenschaften im Hinblick
auf eine mathematische Grundlagenveranstaltung eine vorlesungsbegleitende Schrift zur Ver-
fligung gestellt werden, die sich aber ebenso gut auch zur Vorbereitung auf das Hochschulstu-
dium oder zum Selbststudium eignet. Dem Buch zugrunde liegt die drei- plus zweistiindige
Vorlesung Mathematik und Operations Research im ersten Semester des Bachelorstudiengangs
im Fachbereich Betriebs- und Sozialwirtschaft am Standort Remagen der Fachhochschule Ko-
blenz. Das Manuskript behandelt daher drei Schwerpunktthemen in eigenen Kapiteln. Dies sind
die Themen Finanzmathematik, Extremwertberechnung und Operations Research.

Das erste Kapitel zur Finanzmathematik gliedert sich in die Abschnitte Zins-, Renten- und Til-
gungsrechnung. Ein Ausblick auf den Themenbereich der Investition und Finanzierung rundet
das Fingangskapitel ab. Extremwertberechnungen stehen im Mittelpunkt des zweiten Kapi-
tels. Da praxisbezogene Probleme fast immer von mehr als von nur einer unbekannten Grof3e
abhingen, wird die Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen behandelt. Das dritte Ka-
pitel widmet sich der Losung von Gleichungssystemen und erdrtert ausgewéhlte Themen der
Unternehmensforschung. Im letztgenannten Themengebiet beschrinken wir uns im Wesentli-
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chen auf die Betrachtung graphischer Losungen. Der Simplexalgorithmus wird nur am Rande
besprochen, die berechneten Losungen kontextbezogen interpretiert.

Alle Rechnungen werden im Text exakt durchgefiihrt, um das Aufschaukeln von Rundungs-
differenzen zu vermeiden. Lediglich Endergebnisse werden auf zwei Stellen gerundet. Dies
geschieht insbesondere dann, wenn es sich um Prozentzahlen oder um Geldbetrige handelt.
Wesentliche Begriffe werden mittels einer Definition eingefiihrt. Dadurch sind sie fiir den Leser
leichter aufzufinden, und im spiteren Text kann darauf verwiesen werden. Wichtige Schluss-
folgerungen und Aussagen samt ihrer Voraussetzungen sind aus demselben Grund in Sdtzen
zusammengefasst, die gemeinsam mit den Definitionen innerhalb eines Kapitels fortlaufend
durchnummeriert sind. Das Ende der Begriindung einer Aussage ist mit einem schwarzen Qua-
drat m auf der rechten Textseite versehen. Alle mathematischen Aussagen beziehen sich auf
den fiir den Anwender maf3geblichen mehrdimensionalen Anschauungsraum. Schlagworter aus
dem Stichwortverzeichnis sind fett gedruckt. Jedes Kapitel schliefit mit einfachen Verstind-
nisfragen zum vorangehenden Text, gefolgt von den Antworten. Nach dem Theorieteil in den
ersten drei Kapiteln sto8t der Leser auf 131 Aufgaben nebst ausfiihrlich ausgearbeiteten Losun-
gen in den Kapiteln vier und fiinf. Darin enthalten sind acht Klausuren iiber jeweils 90 Minuten.
Man beachte, dass die Aufgabennummer in Kapitel vier mit der zugehorigen Losungsnummer
aus Kapitel fiinf identisch ist. So kann die Losung zu einer Aufgabe leicht gefunden werden.

Als Voraussetzung zum Verstidndnis der Inhalte sind solide mathematische Schulkenntnisse
vonndten. Um dem Leser den Einstieg zu erleichtern, findet sich im Anhang ein Repetitori-
um Schulmathematik, das entsprechendes Wissen, falls notig, mittels einer Zusammenfassung
der wichtigsten Grundlagen auffrischt.

Bedanken mochte ich mich bei Frau Dipl.-Volksw. Birgit Lentz und Frau Julia Hornung, die
mir u. a. geholfen haben, das Ubungsprogramm in eine elektronische Form zu bringen sowie die
Vorlage an die Formatvorgaben des Verlages anzupassen. Mein Dank gilt ferner Herrn Mathi-
as Knops, der mir manches Geheimnis der Graphikerstellung niher brachte. Besonderer Dank
gebiihrt auch Frau Dr. Margit Roth und Herrn Dr. Rolf Jéager, die mich von Seiten des Olden-
bourgverlags stets vorbildlich betreut und unterstiitzt haben. Ganz herzlich bedanken mdochte
ich mich auch bei meiner Ehefrau Anja sowie den beiden Jungs, Erik und Tim.

Remagen, im Oktober 2007 Claus-Michael Langenbahn

Vorwort zur zweiten Auflage

Das Kapitel Operations Research wurde um weitere Abschnitte zur Dualitédtstheorie, inversen
Basismatrix und Sensitivititsanalysen ergénzt. Damit deckt das Buch nun auch die Inhalte ab,
die in der fortgeschrittenen Bachelorveranstaltung Grundlagen der Optimierung des fiinften
Fachsemesters am RheinAhrCampus Remagen gelehrt werden. Ferner erweitern zusitzliche
Ubungsaufgaben samt Losungsvorschligen die Aufgabensammlung.

Wihrend die erste Auflage des Buches unter Microsoft Word entstand, wurde die zweite Aufla-
ge aus Stabilitdtsgriinden mittels IATEX 2gerstellt. Fehler sind korrigiert worden. Den Studenten,
die mich auf sie aufmersam machten, danke ich sehr.

Remagen, im September 2008 Claus-Michael Langenbahn
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1 Finanzmathematik

Die grundlegenden Begriffe der Finanzmathematik sind die Begriffe Kapital, Zeit und Zins.
Kapital bzw. Vermogensgegenstinde im Allgemeinen kdnnen einer anderen Person zwecks
weiterer Verwendung iiberlassen werden. Beispielsweise wird eine Wohnung vermietet oder
ein Grundstiick verpachtet. Gelder werden geliehen oder angelegt. Die Angabe eines Kapital-
betrags allein ist jedoch nutzlos, wenn unklar ist, zu welchem Zeitpunkt er vorliegt. So sind
z.B. 100 € heute nicht gleich 100€ in einem Jahr, denn das Geld kann zwischenzeitlich bei
einer Bank verzinslich angelegt werden. Der Zins ist das Entgelt fiir die voriibergehende Uber-
lassung von Kapital. Zeitpunkte, zu denen die Zinsen dem Kapital zugerechnet werden und sich
anschliefend zusammen mit dem Kapital weiterverzinsen, nennt man Zinszuschlagstermine.
Betrachtet man etwa ein Sparbuch, so werden normalerweise die Zinsen am Ende des Jahres
dem Kapital zugeschlagen.

Wir beschiftigen uns im ersten Abschnitt zunédchst mit der Zinsrechnung, also der Art und
Weise wie Zinsen berechnet werden, und erdrtern die am Kapitalmarkt gebriuchlichen Zins-
konventionen. Darauf aufbauend wenden wir uns der Renten- sowie der Tilgungsrechnung zu.
Betrachtungen zur Barwert- und internen ZinsfuBmethode zur Beurteilung der Vorteilhaftig-
keit alternativer Investitionsformen runden das Kapitel ab. Tageszidhlkonventionen bzw. Day
Count Conventions (man rechnet bspw. pauschal mit 30 Tagen pro Monat und mit 360 Tagen
pro Jahr oder stattdessen mit der tatsdchlichen Anzahl an Kalendertagen) und Feiertagskon-
ventionen bzw. Business Day Conventions (gezahlt wird bei Filligkeit an einem Bankfeiertag
am Geschiftstag davor oder danach) spielen fiir die folgenden Ausfiihrungen keine Rolle, um
die Sachverhalte iibersichtlicher zu gestalten. Stattdessen stellen wir die Laufzeit einer Geld-
anlage oder eines Kredits als Bruchteil der jeweiligen Zinsperiode dar, die den Betrachtungen
zugrunde liegt. Das werden in den meisten Fillen Bruchteile eines Jahres sein.

1.1 Zinsrechnung

1.1.1 Zeitwert des Geldes

Aufgrund der Moglichkeit mit Kapital Zinsen zu erwirtschaften, ist die Grofle eines Kapitals
vom betrachteten Zeitpunkt abhéngig. Man spricht vom Zeitwert des Geldes. Die dadurch
implizierte zeitliche Abhingigkeit eines Kapitals K kann man sich so vorstellen, dass jedem
Geldbetrag ein Vermerk anheftet, der angibt, zu welchem Zeitpunkt p er vorliegt. Mathematisch
betrachtet handelt es sich demnach um eine Funktion

K, bzw. K(p).

Aus den Uberlegungen zum Zeitwert des Geldes folgt, dass man ohne die Berechnung von
Zinsen Kapitalbetrige zu unterschiedlichen Zeitpunkten nicht einfach miteinander vergleichen
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oder gar verrechnen kann. Man muss sie zu diesem Zweck erst unter Beriicksichtigung der
Zinsen auf einen gemeinsamen Bezugszeitpunkt umrechnen. Dies geschieht durch Auf- oder
Abzinsen (Diskontieren) mittels gegebener Zinssitze. Die Zinsrechnung hat deshalb nicht nur
die Aufgabe, die Hohe der Zinsen zu ermitteln, sondern dariiber hinaus, was Geldbetrige an-
geht, eine gemeinsame Datenbasis zu schaffen. Wird bspw. das Guthaben eines Sparbuchs mit
3 % verzinst, so sind 100 € zu Jahresbeginn 103 € in einem Jahr und umgekehrt. Diese Betrige
sind dquivalent, d. h. gleichwertig. Nach zwei Jahren liegen bereits 106,09 € vor. Bezeichnet
man den Startzeitpunkt als Zeitpunkt 0, so erhilt man

Ko =100, K;=103, K,=106,09

als Zahlenfolge dquivalenter Geldbetrige. Erweitert man das Beispiel dahingehend, dass man
100 € zu Beginn des Betrachtungszeitraums und noch einmal 100 € nach einem Jahr vorliegen
hat, so verfiigt man in der Summe iiber 203 € nach einem Jahr.

In der Folge bezeichnen wir mit s den Startzeitpunkt einer Geldanlage und mit ¢ den Zeitpunkt,
zu dem das Kapital fillig wird. Die wéhrend der Anlagedauer aufgelaufenen Zinsen Z berech-
nen sich als Differenz zwischen Anfangs- und Endkapital:

Ki—-K,=Z bzw. K, =K;+Z.

Zinssétze unterscheiden sich je nachdem, ob sie sich auf das Start- oder Endkapital beziehen.

Definition 1.1

Bezieht sich ein Zinssatz auf das Startkapital einer Geldanlage, so spricht man von nachschiis-
sigen bzw. dekursiven Zinsen, bezieht er sich auf das Endkapital, so handelt es sich um vor-
schiissige bzw. antizipative Zinsen.

Man beachte, dass in obiger Definition keine Aussage dariiber getroffen wird, zu welchem Zeit-
punkt die Zinsen tatséchlich gezahlt werden, wann also Zinszuschlagstermin ist. Die Annahme,
dass nachschiissige Zinsen immer am Ende sowie vorschiissige Zinsen stets am Anfang eines
Anlagezeitraums gezahlt werden, ist demnach im Allgemeinen falsch. Vielmehr verweisen die
Begriffe ,,vorschiissig®” bzw. ,,nachschiissig™ auf eine Bezugsgrofle, namlich das Bezugskapital
zur Berechnung der Zinsen, nicht jedoch auf einen konkreten Zahlungszeitpunkt. Als Beispiel
fiir nachschiissige Zinsen kann man sich die Verzinsung eines traditionellen Sparbuchs vorstel-
len. Die Zinsen fast aller gingigen festverzinslichen Wertpapiere wie Anleihen, Obligationen
oder Schuldverschreibungen sind nachschiissig. Als Beispiel fiir eine vorschiissige Verzinsung
dient die Einreichung eines Wechsels bei einer Bank oder die Skontoberechnung bei Barzah-
lung einer Ware. Ebenso ist der Zinssatz von Finanzierungsschétzen des Bundes vorschiissig.

Legt man, wie oben geschehen, z. B. 100€ zu Jahresbeginn auf einem Sparbuch zu 3 % an,
so hat man am Ende des Jahres inkl. Zinsen 103 €. Es handelt sich um einen nachschiissigen
Zinssatz, da sich die 3 % auf das Anfangskapital beziehen. Anfangskapital und Zins zusammen
ergeben in der Summe das Endkapital.

100 € Startkapital plus 3 % Zinsen auf 100 € macht 103 € Endkapital
oder formal

K=K, +Z=K;+0,03-K;,=100+3 =103 €.
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Gewihrt ein Lieferant auf einen Zahlungsbetrag von 1.000 € 2 % Skonto bei Barzahlung, so
kann man 980 € sofort zahlen oder alternativ 1.000 € zu einem spéteren Zeitpunkt begleichen.
Demnach wiren es 980 € zu Beginn des Betrachtungszeitraums und 1.000 € am Ende.

980 € Startkapital plus 2 % Skonto auf 1.000 € macht 1.000€ Endkapital .

Der Zins ist vorschiissig, da sich der Zinssatz auf das Endkapital bezieht. Anhand einer Formel
dargestellt bedeutet das:

K;=K, -Z=K,-0,02-K,=1000-20=980€.

Wie man einen nachschiissigen Zinssatz in einen Aquivalenten vorschiissigen Zinssatz um-
rechnet bzw. umgekehrt, dariiber gibt der nichste Satz Aufschluss. ,,Gleichwertig* oder ,,4qui-
valent* heilit der Zinssatz in diesem Zusammenhang, da er dasselbe Endkapital liefert.

Satz 1.2
Seien inach und ivor dquivalente vor- bzw. nachschiissige Zinssdtze bezogen auf eine Zinsperiode,
dann gelten folgende Zusammenhdinge:

. Inach . _ bvor
lyor = und inacn =

1+ inach I- ivor

Begriindung
Seien K und K, das Start- bzw. Endkapital, so folgen aus Definition 1.1 und der geforderten
Aquivalenz:

Kz = KS + KS . inach = K‘v + Kz . ivor .
Lost man die letzte Gleichung nach dem vorschiissigen Zinssatz auf, so erhélt man:

i _ KS . inach _ KS . inach _ inach
vor — = : = :
K; K - (1 + ipacn) I + inach

und damit die erste Formel der Behauptung. Lost man hingegen nach dem nachschiissigen
Zinssatz auf, so ergibt sich:

Kt : ivor _ Kt - ivor _ ivor
Ks Kt : (1 - ivor) I- ivor

Inach =

Aus den Umrechnungsformeln folgt unmittelbar, dass der nachschiissige Zinssatz immer gro-
Ber sein muss als der dquivalente vorschiissige Zinssatz. Dies liegt auf der Hand, da sich der
vorschiissige Zinssatz bei gleicher Zinshohe mit dem Endkapital im Vergleich zum Startkapital
auf das groBere Kapital bezieht.

Rechnet man z. B. den oben angegebenen nachschiissigen Sparbuchzinssatz von 3 % in einen
gleichwertigen vorschiissigen Zinssatz um, so erhdlt man:
inach _ 0,03

=== =291 %.
1+ i 1,03 ?

lVOl' -
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1.1.2 Einfache Verzinsung und Zinseszinsen

In der Folge wollen wir voraussetzen, dass alle Zinsperioden fiir eine gegebene Kapitalanlage
gleich lang und alle Zinszuschlagstermine dquidistant sind, also gleich weit voneinander ent-
fernt liegen. Dies ist in der Praxis meist der Fall, da man als Zinsperioden Monate, Quartale,
hiufig jedoch Jahre hat. Die Zinsperioden grenzen liickenlos aneinander und enden jeweils mit
einem Zinszuschlagstermin. Wir vereinbaren ferner, dass, sollte nichts anderes angegeben sein,
ein Zinssatz nachschiissig und auf die Zinsperiode bezogen ist. Auch dies deckt sich mit den
praktischen Erfahrungen. Wir sprechen z. B. von 4 % p. a. Die Abkiirzung steht fiir per anno,
also ,,pro Jahr*. Schliellich legen wir fest, dass die Laufzeit der Geldanlage, also die Diffe-
renz zwischen Start- und Endzeitpunkt, stets in Zinsperioden gemessen wird. Hat man es bspw.
mit Zinsperioden zu tun, die ein Kalenderjahr betragen, so entspricht eine Laufzeit von einem
Monat einem Zwolftel Jahr, ein Quartal wire ein Viertel Jahr.

Zu den Zinszuschlagsterminen werden die Zinsen dem Kapital zugerechnet und verzinsen sich
ab diesem Zeitpunkt zusammen mit dem Kapital weiter. Liegt die komplette Laufzeit einer Ka-
pitalanlage z. B. innerhalb einer Zinsperiode, so gibt es abgesehen vom Filligkeitszeitpunkt am
Laufzeitende keinen Zinszuschlagstermin und damit auch keinen Zinseszinseffekt. In diesem
Fall handelt es sich um die so genannte einfache Verzinsung. Die einfache Verzinsung hat auf-
grund der fehlenden Zinseszinsen die Eigenschaft, dass bei doppelter Laufzeit doppelt so viele
Zinsen anfallen, bei dreifacher Laufzeit innerhalb der Zinsperiode dreimal so viele Zinsen. Die
Zinsen sind also zur Laufzeit proportional. Uber diese Eigenschaft wird die Zinskonvention
definiert.

Definition 1.3
Ist die Hohe der Zinsen zur Anlagedauer proportional, so spricht man von einfachen Zinsen
bzw. von einfacher Verzinsung.

Ausgehend von der Definition der einfachen Verzinsung st63t man unmittelbar auf die anschlie-
Bende Folgerung.

Folgerung 1.4
Sei i ein einfacher nachschiissiger Periodenzinssatz, dann gilt fiir zwei Zeitpunkte s und t mit s
vor t und Laufzeit t — s (Laufzeit angegeben in Zinsperioden):

Ki=K;+Z=K;+K;-(t—s5)-i=K;-[1+(@—-s)-i].

Im Bankgewerbe wird aufgrund der Tatsache, dass sich eine Zinsperiode oft iiber ein komplettes
Kalenderjahr erstreckt mit Zinszuschlagstermin am Jahresende, hédufig anstatt von einfacher
Verzinsung auch von unterjihriger Verzinsung gesprochen.

Man legt bspw. 100 € zwischen Mai und August fiir 4 Monate auf einem Sparbuch mit einem
jahrlichen Zinssatz von 3 % an. Dann erhilt man am Ende der Laufzeit bei Auflosung des
Sparbuchs natiirlich nicht die vollen 3 % Zinsen, die es fiir eine Anlage iiber das gesamte Jahr
gegeben hitte, sondern der Zins wird anteilig gemif3 der Laufzeit berechnet. Man erhilt nur
den Bruchteil, auf den man einen Anspruch erworben hat, in diesem Fall also ein Drittel der
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Zinsen, da das Geld auch nur ein Drittel des Jahres angelegt war. Demnach hat man am Ende
der Laufzeit

K=K, +Z=K,-[l+(—s)-i] =100-

l+%-0,03]= 101 €.

Wenden wir uns als nichstes den Zinseszinsen zu und betrachten den Spezialfall, dass Start-
und Endzeitpunkt einer Kapitalanlage jeweils genau auf einen Zinszuschlagstermin fallen. Die
Laufzeit t — s ausgedriickt in Zinsperioden ist demnach eine ganze Zahl. Angenommen man
legt zu Beginn eines Jahres 100 € auf einem Sparbuch zu 2 % an und lésst das Kapital volle
drei Jahre stehen. Dann verfiigt man

e am Ende des 1. Jahres iiber K; = Ky - (1 +1i) = 102 €,
e am Ende des 2. Jahres iiber K, = K} - (1 +i) = Ko - (1 + i)2 = 104,04 € und
e am Ende des 3. Jahres iiber K3 = K> - (1 +i) = Ko - (1 +i)° = 106,12 €.

Definition 1.5
Sei i ein gegebener Periodenzinssatz, so nennt man q = 1 + i den Aufzinsungsfaktor.

Satz 1.6
Fiir zwei Zinszuschlagstermine s und t mit s vor t gilt im Hinblick auf einen vorliegenden
Periodenzinssatz i die folgende Zinseszinsformel:

K; = K- qti‘v-

Begriindung
Man fiihrt den Beweis mittels vollstindiger Induktion nach der Anzahl der Zinsperioden.
]

Normalerweise werden in der Praxis weder der Start- noch der Endzeitpunkt einer Geldanlage
genau auf einen Zinszuschlagstermin fallen. Man gelangt daher zum allgemeinen Fall, der es
erforderlich macht, die einfache Verzinsung mit der Zinseszinsrechnung zu kombinieren.

Als Beispiel betrachte man ein Kapital von 1.000€, das am 01.07.2004 zu einem Zinssatz
von 2 % p.a. auf einem Sparbuch angelegt wird. Die Zinszuschlagstermine sind jeweils am
Jahresende. Am 01.04.2007 soll das Geld zur Verfiigung stehen. Welchen Wert hat das Kapital
zu diesem Zeitpunkt?

01.07.04 01.04.07

T
t=3,25 4 Zeit [Jahre]

© ——

0o S=05 2
Abb. 1.1: Zinsperiodenkonforme Zeitachse

Als Zeitpunkt 0 wihlt man den letzten Zinszuschlagstermin vor der Einzahlung des Kapitals.
Das ist der 31.12.2003. Nun z#hlt man alle folgenden Zinszuschlagstermine der Reihe nach
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durch. Der Zeitpunkt der Einzahlung ist dann auf dieser zinsperiodenkonformen Zeitachse
der Zeitpunkt s = 0,5 und ¢ = 3,25 ist der Auszahlungszeitpunkt zur Falligkeit.

Der néchste Zinszuschlagstermin, der auf den Startzeitpunkt folgt, liegt am Ende des ersten Jah-
res. Fiir ein halbes Jahr Geldanlage bekommt man zu diesem Zeitpunkt die Hélfte der jahrlichen
Zinsen. Mittels einfacher Verzinsung rechnet man:

1

Ky =Kps - (1 + 3 -i) =1.000-1,01 =1.010€.
Dieser Betrag liegt auf einem Zinszuschlagstermin. Es schlieBen sich zwei volle Zinsperioden
an, weshalb sich aus der Zinseszinsformel ergibt:

K3 =K; -¢* =1.010-1,02% = 1.050,804 €.
AnschlieBend steht das Kapital noch einmal ein Viertel Jahr bis zur Filligkeit. Es handelt sich
wieder um eine einfache Zinsrechnung, und man erhilt den Endbetrag

1
K325 = K3 - (1 + 7 -i) = 1.050,804 - 1,005 = 1.056,06 €.

Die gesamte Rechnung in einer Formel iibersichtlich zusammengefasst liefert:

1 1
K325 = Ko5 - (1 + E . 0,02) . 1,02371 . (1 + Z 0,02) = 1.056,06 €.

Satz 1.7

Seien s und t mit s vor t zwei beliebige Zeitpunkte, zwischen denen mindestens ein Zinszu-
schlagstermin liegt, und sei ferner i ein gegebener Periodenzinssatz. Dann gilt die folgende
Formel der gemischten Zinsrechnung:

K=K, (1+(s1=9)-0)-0+DH T+ @=12)-0).
Dabei bezeichnet

e [s] den auf den Startzeitpunkt unmittelbar folgenden Zinszuschlagstermin und

o |?| den auf den Endzeitpunkt unmittelbar vorangehenden Zinszuschlagstermin.

Begriindung
Zwischen s und [s] liegt kein Zinszuschlagstermin. Fiir diesen Zeitraum ist demnach die einfa-
che Verzinsung anzuwenden, und man erhilt:

K(sD) =Ks-(1+(sT=5)-0).

Da [s] und |¢] Zinszuschlagstermine sind, folgt mit Hilfe der Zinseszinsformel:
K(Lt) = K(TsD - (1+ DT = Ky (14 (Ts1 = 9) - ) (L4 DT

Zwischen [t] und ¢ liegt wieder kein Zinszuschlagstermin. Die einfache Verzinsung liefert:
Ki=K(t)-(A+@=12)h) -,

weshalb man insgesamt die Behauptung gezeigt hat.
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Falls im Ubrigen in obiger Situation zwischen Start- und Endzeitpunkt kein Zinszuschlagster-
min liegen sollte, so braucht man die gemischte Verzinsung nicht, sondern der gesuchte Zins ist
mit Hilfe der einfachen Verzinsung leicht zu bestimmen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts soll auf einen Sachverhalt hingewiesen werden, der die
gleichwertige Umrechnung von Kapitalbetrdgen von einem Zeitpunkt auf einen anderen Zeit-
punkt betrifft. Liegt ein Kapital zu einem Zinszuschlagstermin vor, so spielt es keine Rolle, auf
welche Art und Weise das Kapital auf einen anderen Zinszuschlagstermin umgerechnet wird.
Man kann das Kapital direkt auf den anderen Zinszuschlagstermin auf- oder abzinsen, man
kann das Kapital jedoch auch ebenso gut auf einem Umweg iiber andere Zinszuschlagstermine
umrechnen, ohne zu verschiedenen Ergebnissen zu gelangen. Dies liegt mathematisch gesehen
an den Potenzrechenregeln. Verfiigt man bspw. zu Jahresbeginn iiber ein Kapital von 500 €, so
hat man bei einem zugrunde gelegten Zinssatz von 4 % p. a. nach zwei Jahren 540,80 €. Hitte
man den Betrag stattdessen zunéchst auf fiinf Jahre aufgezinst, um ihn dann um drei Jahre
abzuzinsen, so hitte man denselben Betrag erhalten:

500 -1,04° - 1,043 = 500 - 1,042 = 540,80 €.

Diese Unabhingigkeit vom konkreten Rechenweg hat man im unterjihrigen Bereich leider
nicht. Die Rechenwege bediirfen deshalb aus Griinden der Vergleichbarkeit der Kapitalbetrige
einer besonderen Beachtung. Dazu betrachte man z. B. vor dem Hintergrund jéhrlicher Zinspe-
rioden 1.000 € zum 1. April. Am Jahresende ergeben sich mit 4 % p. a.

K; =1.000 - (1 + 2 -0,04) =1.000-1,03 =1.030€.

Zinst man hingegen zunéchst auf den vorangegangenen Zinszuschlagstermin ab, um anschlie-
Bend fiir ein volles Jahr aufzinsen zu konnen, so erhilt man

-1

K, =1.000- (1 + % .0’04) 1,04 = 1.040

1,01

=1.029,70€.

Man gelangt je nach Rechenweg, Rechenwege (1) bzw. (2) siehe Graphik, zu einem anderen
Betrag bezogen auf denselben Zeitpunkt. Der Grund liegt in den nicht vorhandenen unterjéhri-
gen Zinszuschlagsterminen. Die anschlieBende Folgerung fasst die Ergebnisse zusammen.

(2b)

=

2a)
1)

0 1
| - | ‘
01.Jan. 0L Apr. 31 Dez. Zeit [Jahre]

Abb. 1.2: Unterschiedliche Rechenwege bei unterjihriger Verzinsung
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Folgerung 1.8

Das mehrfache einfache Auf- und Abzinsen innerhalb einer Zinsperiode stellt im Allgemei-
nen keine dquivalente Umformung von Kapitalbetrigen dar. Das Umrechnen eines Kapitalbe-
trags mittels der Zinseszinsrechnung von einem Zinszuschlagstermin auf einen anderen dagegen
schon.

Die praktische Konsequenz aus dieser Erkenntnis besteht darin, dass unterjdhrige Kapitalbe-
trige in der Regel auf den unmittelbar folgenden Zinszuschlagstermin aufzuzinsen sind, bevor
man sie weiter verrechnet. Der nédchste Abschnitt behandelt, auf den bisherigen Ausfithrungen
aufbauend, weitere am Kapitalmarkt gingige Zinskonventionen.

1.1.3 Marktiibliche Zinskonventionen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wurden vor- und nachschiissige Zinsen behandelt. Der letzte
Abschnitt erorterte die gemischte Verzinsung, die ihrerseits in die einfache sowie die Zinses-
zinsrechnung untergliedert werden kann. In diesem Abschnitt machen wir uns mit den einzelnen
Zinskonventionen vertraut, die am Kapitalmarkt gebriuchlich sind. Die erste Zinskonvention,
die besprochen wird, tritt in der Praxis meist dann in Erscheinung, wenn sich die Zinsperioden
nicht iiber ein ganzes Jahr erstrecken.

Definition 1.9
Sei m die Anzahl unterjihriger Zinsperioden und i der gegebene Periodenzinssatz, so heifit

Inom =M+ 1

der zu i gehorende nominelle Jahreszinssatz.

Verspricht bspw. eine Kapitalanlage 1 % pro Quartal, so betridgt der nominelle Jahreszinssatz
das Vierfache davon, also 4 %.

Kommen wir als nichstes zu einer besonders im Kreditwesen gebrauchlichen Zinskonvention,
die von der Preisangabenverordnung (PAngV) gesetzlich geschiitzt wird. Es handelt sich um
den Begriff der Effektivverzinsung.

Definition 1.10
Der Effektivzinssatz i ist ein dquivalenter nachschiissiger Jahreszinssatz.

Bildlich gesprochen handelt es sich also im Fall des Effektivzinses um einen fiktiven gleichwer-
tigen Sparbuchzins, der einschlieflich etwaiger Zurechnungen oder Kosten dieselbe Verzinsung
liefert wie der angegebene Periodenzinssatz. In obigem Beispiel fallen die Zinsperioden mit den
Quartalen zusammen. Der Ansatz fiir die Berechnung des Effektivzinssatzes lautet demnach

K=Ky 1,01* = Ko+ (1 + iep)
und es folgt
ier = 1,01 =1=4,06%.
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Der vorliegende Effektivzinssatz ist groler als der nominelle Jahreszinssatz von 4 %, da er
aufgrund der geforderten Aquivalenz auller den Zinsen auch die anfallenden Zinseszinsen mit-
beriicksichtigt.

Der Gesetzgeber versucht, anhand von Beispielen die Anwendung der mathematischen Formel
zur Effektivzinsberechnung zu verdeutlichen. Wir betrachten demzufolge ein weiteres Beispiel,
zu finden im Anhang zu §6 der Preisangabenverordnung:

Die Summe eines Darlehens betréigt 1.000 €, jedoch behiilt der Darlehensgeber
50 € fiir Kreditwiirdigkeitspriifungs- und Bearbeitungskosten ein, so dass sich der
Auszahlungsbetrag des Darlehens auf 950 € belduft. Die Riickzahlung des Darle-
hens erfolgt in einer Summe tiber 1.200 € eineinhalb Jahre nach der Darlehens-
auszahlung.

An diesem Beispiel wird exemplarisch ein entscheidendes Problem im Zusammenhang mit
Definition 1.10 deutlich, es handelt sich um das Problem der Zinszuschlagstermine. Zunichst
muss man sich fragen, wo die Zinszuschlagstermine im konkreten Fall tatsdchlich liegen. Dar-
aus resultierend hat man es dann hiufig mit einer gemischten Zinsrechnung zu tun. Geht man
im Beispiel von einer Auszahlung der Darlehenssumme zu Beginn des Jahres aus, und unter-
stellt jahrliche Zinsperioden mit entsprechenden Zinszuschlagsterminen, so ergibt sich folgende
Rechnung im Hinblick auf den Effektivzins:

1
950 - (1 + i) - (1 + 3 ieff) =1.200

2 3 1.200
= —+zdegtl=——
2 2 950
10
— gt 3 leff E =0

Unter Vernachldssigung der negativen Losung der quadratischen Gleichung erhilt man den
Effektivzinssatz

3 9 10
feff = —= -+ —=16,62%.
leff R T 9 6,62 %
Um die angesprochenen Probleme im Hinblick auf die Zinszuschlagstermine in der praktischen
Anwendung zu umgehen, begniigt sich der Gesetzgeber mit einer Naherungsformel zur Effek-
tivzinsberechnung. Man gelangt auf diesem Weg zum Begriff der exponentiellen Verzinsung.

Definition 1.11
Seien s und t mit s vor t zwei beliebige Zeitpunkte. Ist der Zusammenhang zwischen Anfangs-
und Endkapital gegeben durch eine Gleichung der Form

K=K -(1+ iexp)lis,

so spricht man von einer exponentiellen Verzinsung, und i., heifit exponentieller Zinssatz.
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Die Vorteile der exponentiellen Verzinsung liegen darin, dass Zinszuschlagstermine keine Rolle
mehr spielen und man deshalb nicht mit der gemischten Zinsformel zu rechnen braucht. Im
obigen Beispiel fiihrt die Berechnung des exponentiellen Zinssatzes zur angegebenen Laufzeit
von anderthalb Jahren zu einer ndherungsweisen Bestimmung des gesuchten Effektivzinssatzes:

950 - (1 + iexp) ' = 1.200

1.200

2
3
W) —1: 16,85%

& dexp :(

Die Niherung basiert auf einer Anwendung des Satzes von Taylor, der eine Aussage dariiber
macht, wie man differenzierbare Funktionen durch Polynome approximieren, also annihern
kann. Reduziert auf unsere Anwendung folgt aus dem Satz unter Inkaufnahme einer gewissen
Ungenauigkeit:

l+i-b~(1+0)P

mit Periodenzinssatz i und 0 < b < 1. Im oben angegebenen Beispiel folgt daraus:

1
(1 + der) - (1 +5 ieff) ~ (Ltier) - (1+iem)™ = (1+iep)".
Die Néherung weicht im konkreten Fall um 0,23 Prozentpunkte von der exakten Losung ab.
Der genaue Wortlaut des §6 der Preisangabenverordnung lautet:

(1) Bei Krediten sind als Preis die Gesamtkosten als jihrlicher Vomhundertsatz des
Kredits anzugeben und als ,, effektiver Jahreszins“ ... zu bezeichnen. . ..

(2) Der anzugebende Vomhundertsatz gemdf3 Absatz 1 ist mit der im Anhang angege-
benen mathematischen Formel und nach den im Anhang zugrunde gelegten Vor-
gehensweisen zu berechnen. Er beziffert den Zinssatz, mit dem sich der Kredit
bei regelmdfligem Kreditverlauf, ausgehend von den tatsdchlichen Zahlungen des
Kreditgebers und des Kreditnehmers, auf der Grundlage taggenauer Verrechnung
aller Leistungen abrechnen ldisst. Es gilt die exponentielle Verzinsung auch im
unterjdhrigen Bereich. . ..

Ein zentraler Punkt der Preisangabenverordnung ist das so genannte Aquivalenzprinzip, das
besagt, dass unter dem Effektivzinssatz gelten muss:

Leistung des Gldubigers (Kreditgebers) = Leistung des Schuldners (Kreditnehmers).

Aus diesem Prinzip ergibt sich der Ansatz zur Berechnung des Effektivzinssatzes im prakti-
schen Fall. Der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen nominellem Jahreszinssatz
und Effektivzinssatz her.

Satz 1.12
Fiir m unterjihrige Zinsperioden erhdlt man bei Vorgabe eines nominellen Jahreszinssatzes im
Hinblick auf den effektiven Zinssatz:

ieﬁ=(1+l“°m) ~1.
m
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Begriindung .
Uber die Forderung der Aquivalenz des Effektivzinssatzes gemil seiner Definition, siehe Defi-
nition 1.10, gelangt man zur Bestimmungsgleichung

m:mmu@@:m(u“m)
m

woraus unmittelbar die Behauptung folgt.
|

Ein diesbeziigliches Berechnungsbeispiel hatten wir bereits im unmittelbaren Anschluss an De-
finition 1.10 gesehen.

Eine abschlielend zu betrachtende Zinskonvention, die u. a. bei der Bewertung von Finanzob-
jekten Verwendung findet, weist analoge Vorteile wie die exponentielle Verzinsung auf. Zur
Veranschaulichung dient folgendes Beispiel: Ausgehend von einem nominellen Jahreszinssatz
i betrachte man ein Kapital iiber die Dauer eines kompletten Jahres. Je nach Anzahl der unter-
jahrigen Zinsperioden m hat man am Jahresende folgenden Betrag zur Verfiigung:

m:m(ui).
m

Handelt es sich demnach bzgl. der Zinsperioden bspw. um

Jahre, soistm =1,
Halbjahre, so ist m = 2,
Quartale, so ist m = 4,
Monate, so istm = 12,
Tage, so ist m = 365, usw.

Fiir eine immer grofer werdende Anzahl von Zinsperioden beobachtet man zwei Eftekte, die in
entgegengesetzte Richtungen wirken, sich aber auf einen gemeinsamen Wert einpendeln: Der
Periodenzinssatz wird immer kleiner, und durch die wachsende Anzahl unterjdhriger Zinspe-
rioden wird im Gegenzug der Zinseszinseffekt immer grofer. Im Grenziibergang st6t man auf
die e-Funktion. Driickt man diesen Sachverhalt in iibersichtlicher Schreibweise mathematisch
aus, so lautet der Ausdruck:

1+—] — €.
m

Definition 1.13
Ist der funktionale Zusammenhang zwischen den Kapitalbetrigen zu den Zeitpunkten s,t mit s
vor t gegeben durch

KT — KS . e(t_f)'is(ct

so spricht man von stetiger Verzinsung mit iy als dem stetigen Zinssatz.
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Der Vorteil der stetigen Verzinsung liegt, wie bereits erwéhnt, darin, dass jeder Zeitpunkt Zins-
zuschlagstermin ist und man daher, wie bei der exponentiellen Verzinsung, keine gemischte
Zinsrechnung braucht. Daher gibt es auch insbesondere keinen Unterschied zwischen vorschiis-
siger und nachschiissiger Verzinsung.

Satz 1.14
Zwischen stetigem Zinssatz und Effektivzinssatz besteht bezogen auf eine Zinsperiode folgender
Zusammenhang:

lof = €™ — 1.

Begriindung
Legt man den Betrachtungen eine Laufzeit von einem Jahr zugrunde, so folgt aus der Definition
des Effektivzinssatzes

Ki = Ko~ (1 +ier) = Ko - €

und damit die Behauptung.
]

Bevor wir, ausgehend von der Zins-, die Rentenrechnung behandeln, werden die in diesem Ab-
schnitt aufgefiihrten Zinskonventionen durch folgendes Beispiel illustriert. Angenommen die
Zinsperioden seien Monate mit Zinszuschlag jeweils am Monatsende, und es lige ein Peri-
odenzinssatz von 0,5 % vor. Dann erhilt man fiir den nominellen Jahreszinssatz:

Ipom=m-i=12-05%=6%.

Aus Satz 1.12 folgt daraus fiir den Effektivzinssatz

: m
et = (1 + l“"“‘) —1=1,0052-1=617%.
m
Lost man die Formel aus Satz 1.14 nach dem stetigen Zinssatz auf, so gilt fiir den dquivalenten
stetigen Zinssatz in diesem Beispiel

ivet = In(1 + i) = 12 - In(1,005) = 5,985 % .

Der dquivalente exponentielle Zinssatz ist in diesem Fall gleich dem Effektivzinssatz, was fiir
eine Laufzeit von einem Jahr sofort aus den Definitionen 1.10 und 1.11 folgt.

1.2 Rentenrechnung

In diesem Abschnitt geht es um die Betrachtung periodisch wiederkehrender Zahlungen, so ge-
nannter Renten. Es gilt die Frage zu beantworten, welchen Wert alle Rentenzahlungen zusam-
mengenommen zu einem bestimmten Zeitpunkt haben. Diese Frage stellt sich unter anderem,
wenn man nicht nur einzelne Kapitalbetrige, sondern ganze Zahlungsfolgen miteinander ver-
gleichen mochte. Oder wenn in der Praxis Zahlungen unter der Beriicksichtigung von Zinsen
zusammengefasst werden, um sie durch eine Einmalzahlung abzugelten.
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1.2.1 Kapitalwert, Rentenbarwert und Rentenendwert

Wir hatten bereits bemerkt, dass sich, bedingt durch den Zeitwert des Geldes, Kapitalbetrige
zu verschieden Zeitpunkten nicht ohne weiteres miteinander vergleichen lassen. Bevor Geldbe-
trige addiert werden, muss man sie erst auf einen gemeinsamen Vergleichszeitpunkt auf- bzw.
abzinsen. Hat man z. B. zu Jahresbeginn (Zeitpunkt 0) und in zwei Jahren (Zeitpunkt 2) jeweils
100 € zur Verfiigung, so betrigt der Wert der Summe der beiden Betrige zum Zeitpunkt 1, also
nach exakt einem Jahr, bei einem nominellen Jahreszinssatz von 4 % und Zinszuschlagstermi-
nen am Jahresende:

1
Ki=Ky-q+Ky-qg' =100-1,04 + 00

=200,15€.
1.04 00,15 €

Sucht man den Gesamtwert einer Rente zu einem bestimmten Zeitpunkt, so ergibt sich dieser
durch Auf- bzw. Abzinsen der einzelnen Rentenzahlungen auf diesen Zeitpunkt und anschlie-
Bendes Addieren der Betrige. Um eine formelméfBige Zusammenfassung zu erlauben, setzt man
voraus, dass der zeitliche Abstand zwischen allen Zahlungsterminen identisch ist, die Zahlungs-
zeitpunkte also dquidistant sind. Um die Betrachtungen iibersichtlicher zu gestalten, setzen wir
ferner voraus, dass alle Zeitpunkte, zu denen Gelder flieen, Zinszuschlagstermine sind. Ist
dies nicht der Fall, so sind die Betrige mit Hilfe der Zinsrechnung zunichst auf den néchsten
Zinszuschlagstermin aufzuzinsen, man beachte dazu die Bemerkungen ab Seite 8 am Ende von
Kapitel 1.1.2. Davon betroffen sind unterjdhrige Zahlungen. Wie man dabei im Detail vorgeht
wird in Kapitel 1.2.4 ausfiihrlich behandelt.

Definition 1.15

Unter einer Rente verstehen wir periodisch wiederkehrende Zahlungen. Wird die Rente stets
am Anfang der Zinsperiode gezahlt, so spricht man von einer vorschiissigen Rente, wird sie
im Gegensatz dazu regelmdflig am Ende der Zinsperiode gezahlt, so handelt es sich um eine
nachschiissige Rente. Der Gesamtwert aller Rentenzahlungen, ausgedriickt als gleichwertige
Einmalzahlung zu einem bestimmten Zeitpunkt, heifit Kapitalwert. Besondere Kapitalwerte sind
die zu Beginn bzw. zum Ende des Betrachtungszeitraums. Man nennt diese Werte Rentenbar-
wert bzw. Rentenendwert.

Es ist darauf zu achten, dass die Begriffe ,,vor-“ und ,,nachschiissig* in Bezug auf Renten nicht
mit den entsprechenden Begriffen in Bezug auf Zinsen, vgl. Definition 1.1, verwechselt werden.
Im ersten Fall wird auf Zahlungszeitpunkte hingewiesen, im zweiten Fall auf Bezugsgrofen.

1.000 € 1.000 € 1.000 € 1.000 € 1.000 €
| | | | | |
[ [ [ [ [ [
0 1 2 3 10 11 Zeit [Jahre]
—_— —
I I 1L Zinsperioden X1

Abb. 1.3: Konstante Rente

Betrachten wir, als Beispiel fiir eine Rente, jahrliche Zahlungen von je 1.000 € iiber eine Zeit-
spanne von 11 Jahren in eine festverzinsliche Geldanlage, z. B. eine Lebensversicherung. Die
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Zahlungen werden jeweils am Jahresende gezahlt, und den Betrachtungen liegt ein Kalkulati-
onszinssatz von 5 % p. a. zugrunde. Am Ende des Betrachtungszeitraums verfiigt der Anleger,
inkl. der letzten Zahlung am Ende des 11. Jahres, iiber ein Kapital von insgesamt

K11 =1.000-¢" +1.000-¢° +...+1.000 - ¢*> + 1.000 - ¢' + 1.000.

Zusammengefasst dargestellt und mit Hilfe der geometrischen Summenformel ausgerechnet,
siehe Hilfssatz zu Beginn des kommenden Abschnitts, erhilt man folgendes Ergebnis:

10 11

-1 1,05 - 1
Kii = 1.000- " g* = 1.000- 9 =1.000 - ————— = 14.206,79 €.
k=0

qg-1 0,05

Bei diesem Betrag handelt es sich um den Rentenendwert. Fragt man sich, welche Einmalzah-
lung der Anleger zu Beginn hétte leisten miissen, um dieselbe Ablaufleistung zu erhalten, so ist
das die Frage nach dem Rentenbarwert:

Ko =Ky -¢ ' =8.306,41 €.

1.2.2 Konstante, geometrische und arithmetische Renten

Neben der im vorangegangenen Beispiel angewandten geometrischen Summenformel ist noch
eine zweite Formel im Bereich der Rentenrechnung von Nutzen. Es handelt sich um die Gauf}-
formel zur Berechnung der Summe der Zahlen von 1 bis n, wobei n eine vorgegebene natiirliche
Zahl ist. Zur Entstehungsgeschichte der GauB3formel gibt es folgende Anekdote: Carl Friedrich
Gaul3 (deutscher Mathematiker von 1777 bis 1855) war als Schiiler im Mathematikunterricht
unartig. Zur Strafe gab ihm sein Lehrer die Aufgabe, die Summe der Zahlen von 1 bis 100 zu
berechnen. Jedoch bereits nach wenigen Augenblicken legte der junge Gauf} die Losung vor.
Dabei schrieb er die Zahlen von 1 bis 100 geschickt untereinander und addierte paarweise auf:

1 + 2 +...+4 49 + 50 +
100 + 99 +...+ 52 + 51
101 101 101 101

Auf diese Art erhielt er 50-mal die Zwischensumme 101 und damit das Endergebnis

100
1+24...+100 = kzwzso-lmzs.oso.
k=1

Hilfssatz 1.16
Sei g # 1 eine reelle Zahl und n € N, so gelten

n—1
"—1
a) die geometrische Summenformel Z g = q 1 und
q-—
k=0
n-(n+1)

b) die Gaufiformel Z k= >
k=1
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Begriindung

Die Formel von Gaufl beweist man mittels vollstindiger Induktion nach der Anzahl der zu
summierenden Zahlen. Im Hinblick auf die geometrische Summenformel rechnet man

n—1 n n—1

@-D->,d=>d->d=q-1,

k=0 k=1 k=

=0

woraus nach einer Division durch g — 1 die Behauptung folgt.
|

Hinsichtlich der formelméBigen Zusammenfassung von Renten unterscheidet man konstante,
arithmetische sowie geometrische Renten. Eine konstante Rente haben wir bereits kennen ge-
lernt, 11 Jahre lang wurden jedes Jahr 1.000€ gezahlt, siche Ende von Kapitel 1.2.1. Was es
mit den restlichen Begriffen auf sich hat, klirt folgende Definition.

Definition 1.17

Eine konstante Rente ist eine Rente, bei der die einzelnen Rentenzahlungen iiber die Lauf-
zeit hinweg konstant bleiben. Unter einer arithmetischen Rente versteht man eine Rente, bzgl.
derer sich zwei aufeinander folgende Zahlungen um einen fest vorgegebenen Differenzbetrag
voneinander unterscheiden. Unterscheiden sich die Zahlungen hingegen durch einen fest vor-
gegebenen Multiplikator, so spricht man von einer geometrischen Rente.

Als Beispiele arithmetischer Renten betrachte man eine Zahlungsreihe, die mit 200 € startet
und dann von einer Zahlung zur néchsten stets um 10<€ abnimmt (Rente A), oder man nehme
eine Rente, bei der, ausgehend von 100 €, jeweils 20 € von Zahlung zu Zahlung hinzukommen
(Rente B).

Rente A: 200, 190, 180, ... bzw.
Rente B: 100, 120, 140, ...

Um geometrische Renten zu veranschaulichen, gehen wir von Anfangszahlungen in einer Hohe
von 500€ bzw. 100€ aus. Im ersten Fall werden die Zahlungen jeweils um 10 % reduziert
(Rente C), wihrend sie im zweiten Fall um 30 % steigen (Rente D).

Rente C: 500, 450, 405, ... bzw.
Rente D: 100, 130, 169, ...

Im Rahmen der hier behandelten Rentenrechnung gilt es demnach, sechs Félle zu unterschei-
den: Eine Rente kann zum einen vor- oder nachschiissig gezahlt werden, und sie kann zum an-
deren konstanten, arithmetischen oder geometrischen Charakter haben. Fiir jeden dieser sechs
Fille werden wir im Anschluss eine Berechnungsformel fiir Rentenbar- und Rentenendwert
herleiten. Der nichste Satz behandelt als erstes nachschiissige Renten. Um vorschiissige Ren-
ten kiimmert sich der iiberndchste Satz.
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Satz 1.18
Die nachschiissigen Rentenzahlungen R, ..., R, seien zu den Terminen 1,...,n gegeben.

a) Sind alle Raten konstant, d. h. Ry = R fiir alle k = 1, ...,n, dann hat die Zahlungsfolge
zu Beginn bzw. zum Ende des Betrachtungszeitraums folgenden Gesamtwert:

n_q

Ky = R-REFyen(n.i) mit REFyen(n.i) = 1 o
=

o o 1—g

Ko = R-RBFuuen(n,i) mit  RBFyuen(n, i) = 1

b) Handelt es sich hinsichtlich der Rentenzahlungen um eine geometrische Zahlenfolge,
dh R,=R- zk_lﬁir k=1,...,nundR, 7 konstant, so gilt:
n_ n
RL™E | fallsqg+2
K.={ 4a-2

n-R-q"', fallsq=z

c) Liegt eine arithmetische Rentenzahlungsfolge vor, d. h. ist Ry = R + (k — 1) - d fiir alle
k=1,...,nmitR,d konstant, dann folgt:

d
K,=R- REFnach(n, l) + —1 : (REFnaCh(n, l) - I’l) .
q—
In den Fillen b) und c) gilt dariiber hinaus: Ky = ¢" - K,, .

Begriindung

Man zeigt die Behauptungen mit Hilfe arithmetischer und geometrischer Summenformeln, die
wir teilweise bereits kennen gelernt haben. Exemplarisch wird die Aussage a) bewiesen. Seien
dazu alle Zahlungen der Rente konstant. Dann gilt:

n_1
Ki=YR-¢=R- > ¢ =Rr-1 - und
k=0 k=0 q9-

n_ 1 1—g™
KO_q_”'anR C]_” 1 R- 1
g-1 g-1

Die restlichen Aussagen ergeben sich analog.
|

Durch Verschiebung der zinsperiodenkonformen Zeitachse um eine Einheit erhélt man entspre-
chende Rechenregeln auch fiir vorschiissige Rentenzahlungen.

Satz 1.19
Die vorschiissigen Rentenzahlungen Ry, . .., R,—| seien zu den Terminen 0, ...,n — 1 gegeben.
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a) Sind alle Raten konstant, d. h. R, = R fiir alle k = 0,...,n — 1, dann hat die Zahlungs-
folge zu Beginn bzw. zum Ende des Betrachtungszeitraums folgenden Gesamtwert:

"—1
K, = R-REFy(n,i) mit REFu(n.i)=LT— g,
. . N
Ko = R-RBF,(n,i) mit RBF,(n,i) = -

b) Handelt es sich hinsichtlich der Rentenzahlungen um eine geometrische Zahlenfolge,
dh R.=R- zkﬁir k=0,...,n—1undR, z konstant, so gilt:

n n

-

K, = g~z
n-R-q", fallsq =z

-q, fallsq #z

c) Liegt eine arithmetische Rentenzahlungsfolge vor, d. h. ist R, = R + k - d fiir alle Zeit-
punkte k = 0,...,n— 1 mit R, d konstant, dann folgt:

d
K, = R-REF,(n,i) + 1 - (REFyor(n,i)—n-q) .
q-—

In den Fiillen b) und c) gilt dariiber hinaus: Ky = q¢" - K.

Definition 1.20

Man nennt REF,,ch(n, i) bzw. REF,(n, i) den nachschiissigen bzw. vorschiissigen Rentenend-
wertfaktor und RBF,,.,(n, i) bzw. RBF,o(n, i) den nachschiissigen bzw. vorschiissigen Ren-
tenbarwertfaktor unter Beachtung der Laufzeit und des Zinssatzes.

Zur Veranschaulichung dienen die folgenden Beispiele: Gegeben sei eine vorschiissige geome-
trische Rentenzahlung tiber eine Laufzeit von 10 Jahren. Der nominelle Jahreszinssatz betrigt
5 %, die erste Zahlung 1.000€. Um die Inflation auszugleichen wachsen die Zahlungen jedes
Jahr um 2 %. Mit welcher Einmalzahlung kann die Rente zu Beginn des Betrachtungszeitraums
abgegolten werden?

Es ist die Formel aus Satz 1.19 b) anzuwenden. Man hat eine Laufzeit von n = 10 Jahren,
g = 1,05 als Zinsfaktor, z = 1,02 als Zuwachsfaktor sowie R = 1.000 als Anfangszahlung.

10 _ 10 1’0510 _ 1’0210
Ko=R- L~ 4=1000- 22" " . 105=14346,51€
q-z 0,03

ist der Rentenendwert. Da nach dem Rentenbarwert gefragt ist, rechnet man weiter
Ko=q ' K =8.8075I.

Die Rente ist also zu einer Einmalzahlung von 8.807,51 € zu Beginn des Betrachtungszeitraums
dquivalent. Man beachte, dass Zuwachsfaktoren von geometrisch steigenden Renten groBer 1
sind, von geometrisch fallenden Renten jedoch einen Wert kleiner 1 haben. Fallen die Zahlun-
gen z. B. jeweils um 10 %, so gilt z = 0,9.
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Nehmen wir als ein weiteres Beispiel eine nachschiissige arithmetische Rente. 15 Jahre lang
werden, ausgehend von 10.000 € zu Beginn, jedes Jahr 500 € weniger gezahlt als im Jahr zuvor.
Der Kalkulationszinssatz bleibt wie oben angegeben. Dann berechnet man den Rentenbarwert
laut Satz 1.18 ¢) gemif der Formel

n o __ 1 d n __ 1
K()an-q7”=R~q + |4 —n||-qg7".
g-1 g-1 \g-1
Setzt man die im Text angegebenen Werte ein, so erhilt man:

1,059 -1 N -500 (1,05% -1
0,05 0,05 0,05

Ky = [10.000- - 15)} 1,057 = 72.152,56 €.
Durch die folgenden beiden Abschnitte, die sich speziellen Themen widmen, werden die Be-
trachtungen zur Rentenrechnung abgerundet.

1.2.3 Modellierungsunabhéngigkeit im Rahmen der
Rentenrechnung

Ausgehend von praktischen Fragestellungen konnen im konkreten Fall Sachverhalte auf ganz
unterschiedliche Weise modelliert werden. Die Freiheit der Modellierung beriihrt das Resultat,
wie wir im nachfolgenden Anwendungsbeispiel sehen werden, jedoch nicht. Die unterschiedli-
chen Wege fiihren stets zum selben Endergebnis, da die oben behandelten Modelle zur Renten-
rechnung alle untereinander konsistent sind. Dies liegt an dem Umstand, dass die angegebenen
Formeln nur fiir Renten mit Zahlungen zu Zinszuschlagsterminen gelten, vgl. dazu auch die
Bemerkungen am Ende von Kapitel 1.2.1. Aus mathematischer Sicht ist diese Tatsache nicht
sonderlich verwunderlich, da man die Gleichwertigkeit der Modelle sofort an den zum Einsatz
kommenden Formeln erkennt.

Gegeben seien fiinf Zahlungen zu je 600 €. Die Zahlungen werden an fiinf aufeinander folgen-
den Zinszuschlagsterminen geleistet. Wie grof} ist der Kapitalwert dieser Rente zum Zeitpunkt
der zweiten Zahlung bei einem Kalkulationszinssatz von 3 % pro Zinsperiode?

vorschiissige
I I 111 v \Y Modellierung
(|) |1 2| :? AI‘ 5| Zeitachse 2
I I I I I I
600 600 600 600 600
| | | | | |
! ! ! ! ! I Zeitachse 1
0 1 2 3 4 5
! I i v v nachschiissige
Modellierung

Abb. 1.4: Beispiele der vor- bzw. nachschiissigen Modellierung einer Rente

Es handelt sich zweifelsohne um eine konstante Rente. Jedoch hat man die Freiheit, die Rente
vor- oder nachschiissig zu modellieren. Modelliert man die Rente nachschiissig, so liegt den
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Betrachtungen die zinsperiodenkonforme Zeitachse 1 zugrunde, und man sucht den Kapitalwert
zum Zeitpunkt 2. Modelliert man sie hingegen vorschiissig, so ergibt sich die Zeitachse 2 mit
gesuchtem Kapitalwert zum Zeitpunkt 1 beziiglich dieser speziellen Zeitachse. Verfolgen wir
zunichst die nachschiissige Modellierung. Berechnet man den gesuchten Kapitalwert iiber den
Rentenendwert, so ergibt sich

n_ 1
K, = R-REFuen(n,i) mit REFuen(n,i) = 1 = also
.
5 5
¢ -1 1,035 - 1
Ks =R- =600 ————— =3.18548 €,
> g-1 0,03

und damit der gesuchte Kapitalwert in einer Hohe von
Ky =Ks-q>=3.18548-1,037%=20915,17€.

Alternativ konnte man die gesuchte GroB3e auch iiber den Rentenbarwert bestimmen, also mit
Hilfe der Formel

1-
Ko =R -RBFuyn(n,i) mit RBFuen(n, i) =

In diesem Fall rechnet man

1-1,037°
Ko = 600 - o3 - 2.747,82 €

und gelangt zum selben Ergebnis wegen
K, =Ko -q* =2.747,82-1,03%> = 2.915,17 €.

Modellieren wir den Sachverhalt nun vorschiissig und rechnen iiber den Rentenendwert

- m_1
K, = R-REF,y(n,i) mit REFy(n,i) = el i -q.
q—
Diese Vorgehensweise liefert ausgehend von
5 5
- g -1 1,03° -1
Ks =R- -q =600 ——— - 1,03 =3.281,05€
. g—1 17 0,03

abermals das Endergebnis
Ky =Ks-q*=3281,05-1,03"=2915,17€.

Rechnet man alternativ iiber den vorschiissigen Rentenbarwert
—_— qin

_ 1
Ko = R-RBFy;(n,i) mit RBF,o(n,i) = -

°q,
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so erhilt man

—q 1-1,037
T 4=600 ——".103=283026€

_ 1
Ro=R-
0 g-1 0,03

und schlieBlich wiederum als Kapitalwert zum angegebenen Zeitpunkt
Ky = Ky-q=12.83026-1,03=291517€.

Alle vier Varianten fithren, wie bereits erwéhnt, zum selben Endergebnis. Es gibt iiber die bis-
herigen Varianten hinaus sogar noch einen fiinften Weg, der jedoch bei groen Laufzeiten auf-
grund des damit verbundenen Rechenaufwands nicht zu empfehlen ist. Man rechnet den Wert
durch entsprechendes Auf- und Abzinsen der Einzelzahlungen und anschlieBender Summation
direkt aus. Auch in diesem Fall hétte man letztlich wieder

600 - 1,03 + 600 + 600 - 1,03™" + 600 - 1,037% + 600 - 1,037 = 2.915,17 €.

Es bleibt also dem Betroffenen in der jeweiligen Situation selbst iiberlassen, welches Modell
der Rentenrechnung er im konkreten Fall fiir geeignet hilt und mit Hilfe welcher Modellbildung
er den Sachverhalt darstellen und einer Losung zufiithren mochte. Er kann der Tatsache gewiss
sein, dass die gewihlte Modellierung das Endergebnis nicht beeinflusst.

1.2.4 Unterjidhrige Renten

Jahrliche Renten treten in der Praxis eher selten auf. Haufiger zahlt der Kunde, sei es im Rah-
men einer Lebensversicherung, eines Sparplans oder eines Darlehens, in monatlichen, sprich
unterjdhrigen Raten. Aus diesem Grund gehen wir im Folgenden auf diesen Sachverhalt néher
ein. Zu unterscheiden sind wieder vor- bzw. nachschiissige Zahlungen, also Zahlungen, die zu
Beginn oder erst am Ende eines Zeitabschnitts gezahlt werden. Um das bisher entwickelte In-
strumentarium der Rentenrechnung anwenden zu kdnnen, ist es notwendig, wie am Anfang des
Kapitels tiber Renten bereits erwéhnt, unterjahrige Betrige auf den néchsten Zinszuschlagster-
min aufzuzinsen. Machen wir die konkrete Vorgehensweise an einem Beispiel deutlich. Man
zahlt im Rahmen eines Sparplans jeden Monat zum Monatsanfang, also vorschiissig, 50 € auf
ein Sparbuch ein. Die Einlagen auf dem Sparbuch werden mit 2 % p. a. verzinst. Wie grof} wire
eine gleichwertige Jahreszahlung zum Jahresende?

S0€50€50€ .. . S0€50€
| -
01.Jan. 31.Dez. Zeit [Monate]

Abb. 1.5: Beispiel einer vorschiissigen unterjihrigen Rente

Um die dquivalente Jahresrente zu bestimmen, sind alle unterjéhrigen Zahlungen eines Jahres
auf das Jahresende aufzuzinsen. Die ersten 50 €, die Anfang Januar gezahlt werden, erwirt-
schaften Zinsen fiir das komplette Jahr, also tiber 12 Monate hinweg. Die zweiten 50 €, An-
fang Februar, liegen 11 Monate lang auf dem Sparbuch. Geméal der einfachen Zinsrechnung
bekommt man hierfiir am Ende des Jahres 11 Zwolftel der Jahreszinsen usw. Die zuletzt ge-
zahlten 50 € Anfang Dezember stehen gerade noch einen Monat lang auf dem Konto, bevor die
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Zinsen fillig werden. Entsprechend bekommt man die Zinsen anteilig fiir diesen Zeitraum.
12 11 1
50-(1 +E -0,02)+50-(1+ T ~0,02)+...+50-(1 +E '0,02)

Diese Summe rechnet man mit Hilfe der Gau3Sformel aus:

12 12
k 0,02 ~ 002 12-13]
50';(“5'0’02):50'[1% = .;k}_so'[lu = -T]_éoasoe

Der allgemeine Fall ist im anschlieBenden Satz zusammengefasst.

Satz 1.21

Sei i ein nachschiissiger Jahreszinssatz, und teilt man ferner das Jahr in m gleichlange Ab-
schnitte ein. Zahlt man die konstante Rente r in jedem Abschnitt, so ergibt sich die dquivalente
nachschiissige Jahresrente R im Fall nachschiissiger unterjihriger Zahlungen anhand der For-
mel

i)
R=r-\m+i: s
2

im Fall vorschiissiger unterjihriger Zahlungen gemdf;

( . m+l)
R=r-\m+i- .

Begriindung

Im Fall nachschiissiger unterjdhriger Zahlungen wird mittels einfacher Zinsrechnung der zuerst
gezahlte Betrag liber m — 1 Abschnitte hinweg verzinst, der vorletzte Betrag einen Abschnitt
lang und der zuletzt gezahlte Betrag gar nicht mehr. Daraus folgt mit Hilfe der Gauf3formel:

Sk i S i (m-1)-m Cm—1
R=r-Z(1+E-l)zr-{m+a-2k]=r-(m+a-f)zr-(m+l- > )

k=0 k=0
Liegt eine vorschiissige unterjdhrige Rente vor, so ergibt sich analog:

( k ) ( i m-(m+l)) ( ) m+1)
I+ —-i|l=r-lm+—+——F——|=r-(m+i- .
m m 2

R=r-
d 2

M=

>~
I

1

Greifen wir zur Veranschaulichung des weiteren Fortgangs das oben begonnene Beispiel auf.
Jeden Monat werden zum Monatsanfang 50 € gezahlt. Man geht von einem Kalkulationszins-
satz von 2 % p. a. aus und plant, die Zahlungen 10 Jahre lang aufrechtzuerhalten. Wie gro83 ist
unter diesen Voraussetzungen die Ablaufleistung?
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Wir hatten bereits aus den monatlichen Zahlungen eine dquivalente nachschiissige Jahreszah-
lung in Hohe von 606,50 € gemacht. Der gesuchte Rentenendwert betrigt dann

10 10
g -1 1,0210 - 1
= 606,50 ——— = 6.641,01 €.
g—-1 0,02

Kio=R-

Wir haben bislang iiber Zinskonventionen gesprochen und haben uns im Anschluss daran, un-
ter der Beriicksichtigung von Zinsen, um die betragsmifige Zusammenfassung von Renten ge-
kiimmert. Der ndchste Abschnitt widmet sich nun besonderen Renten in Form von Zahlungen,
die ein Schuldner an einen Gldubiger zu leisten hat.

1.3 Tilgungsrechnung

Dieser Abschnitt behandelt Kredite und deren Riickzahlung. Dabei erwartet der Kreditgeber,
der Glaubiger, dass ihm der Kreditnehmer, der Schuldner, das Kapital nebst Zinsen iiber ei-
ne festgelegte Laufzeit zuriickzahlt. Laut Aquivalenzprinzip der Preisangabenverordnung muss
dabei die Leistung des Glaubigers der Leistung des Schuldners entsprechen, wobei der effektive
Zinssatz zugrunde gelegt wird, vgl. S. 10. Die Zahlungen des Schuldners setzen sich aus einem
Zins- und einem Tilgungsanteil zusammen. Der Tilgungsanteil verringert die Restschuld, der
Zins ist das Entgelt fiir die Uberlassung des Kapitals. Man beachte zudem den steuerlichen
Aspekt dieser Unterscheidung, dass namlich Zinsen aufwands- und ertragswirksam sind, Til-
gungsleistungen dagegen nicht.

Der Einfachheit halber gehen wir im Folgenden davon aus, dass der Glaubiger dem Schuldner
das Kapital zu Beginn des Betrachtungszeitraums in einer Summe iiberlisst. Ist dies nicht der
Fall, so bildet man den Barwert aller Zahlungen. Wie bisher auch, leistet der Schuldner in dqui-
distanten Zeitabstinden, und wir nehmen an, dass es sich bei allen Zahlungszeitpunkten um
Zinszuschlagstermine handelt. Um dies zu erreichen wiirde man ansonsten die unterjdhrigen
Zahlungen, wie im Bereich der Rentenrechnung, zu einer dquivalenten Jahreszahlung zusam-
menfassen. Demnach wird zu Beginn der Betrachtungen, zum Zeitpunkt 0, das Darlehen vom
Glaubiger an den Schuldner ausgezahlt, und zu den Zeitpunkten 1,...,n wird vom Schuldner
mit Zinsen getilgt.

Definition 1.22

Die Leistungen des Schuldners Ay, ..., A, zu den Zeitpunkten 1, . .., n heiflen Annuitdiiten,
Ar=2Z+ Ty fiirallek=1,...,n,

bestehend aus jeweils einem Zins- und einem Tilgungsanteil.

Die verbleibende Restschuld zu einem gewissen Zeitpunkt ergibt sich durch die Anfangsschuld

abziiglich der bis dahin geleisteten Tilgungen. Des Weiteren bezieht sich der zu zahlende Zins
in jeder Periode stets auf die Restschuld am Periodenanfang.
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Folgerung 1.23
Sei S die Darlehenssumme und Sy die Restschuld nach Zahlung von k Annuitdten, so folgt:

k
Sk=S9- > . Tj=Sk1-Tk

=1
und beziiglich eines Periodenzinssatzes i gilt fiir den Zinsanteil:

Zy=1i-Sy1 firallek=1,....n.

Wihrend die Verzinsung der Restschuld nur vom Zinssatz abhingt, kann die Hohe der Til-
gungsleistungen individuell vereinbart werden. Diesbeziiglich unterscheidet man:

Definition 1.24
Sind im Hinblick auf die Annuitdten alle Tilgungsraten gleich hoch, hat man also
T,=...=T,=T,

so handelt es sich um eine Ratentilgung. Vereinbart man hingegen iiber die Laufzeit gleich
bleibende Annuitdten

Al=...=A4,=A,

so spricht man von einer Annuitdtentilgung.

Da bei einer Ratentilgung die Restschuld und damit die Zinsen darauf immer kleiner werden,
die Tilgungsraten aber konstant bleiben, ist die Folge der Annuititen fallend. Bei einer An-
nuitdtentilgung verhilt es sich beziiglich der Restschulden und damit der Zinsen genauso. Da
allerdings die Annuitéten konstant bleiben, muss die Folge der Tilgungsanteile wachsen.

Bei Aufnahme eines Kredits werden i. d. R. der Zinssatz, die Laufzeit und die Darlehenssumme
festgelegt. Mochte man ausgehend von diesen Anfangsdaten wissen, wie hoch die Zins- bzw.
Tilgungsleistungen und damit die Annuitét oder wie gro8} die verbleibende Restschuld zu einem
gewissen Zeitpunkt wihrend der Laufzeit ist, so sind die Formeln der folgenden beiden Satze
hilfreich. Die beiden Sitze unterscheiden dabei zwischen Raten- und Annuititentilgung.

Satz 1.25
Bei einer Ratentilgung sind die Folgen der Zinsen, der Restschulden sowie der Annuitdten
Jeweils fallende arithmetische Zahlenfolgen. Fiirk = 1,...,n gilt:

S
a) T=22
n
b) Sk =8S0—-k-T
S
) Zi="2n—k+1)-i
n

d) Ak=%~[(n—k+1)-i+1]



