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Vorwort

Was ist Theoretische Informatik? Insbesondere, was sollten die Inhalte einer Einfiih-
rung in die Theoretische Informatik sein? Diese Fragen habe ich mir vor zehn Jahren,
als ich mein erstes Buch iiber Theoretische Informatik schrieb, gestellt. Was die Inhal-
te einer grundlegenden einfiihrenden Vorlesung im Bachelor-Studiengang anbetrifft,
hat sich wenig geédndert. Viele Gerite im tdglichen Gebrauch enthalten so genannte
Computer, die nicht anndhernd die Fihigkeit eines PC’s besitzen. Man denke zum
Beispiel nur an eine Aufzugssteuerung. Hierfiir geniigt bereits ein endlicher Auto-
mat. Eine grundlegende Einfiihrung in die Theorie ,,einfacher Automaten und den
mit diesen eng verkniipften formalen Sprachen gehort in den Bachelor-Studiengang
Informatik und wird im ersten Kapitel behandelt. Kann man im Prinzip jede Funkti-
on berechnen? Falls nein, kann man die Klasse der berechenbaren Funktionen formal
charakterisieren? Auf diese Frage sollte jeder Informatiker eine Antwort wissen. Dar-
iber hinaus haben die zur Beantwortung dieser Fragen entwickelten Techniken auch
anderswo ihre Anwendung gefunden. Darum behandelt das zweite Kapitel die theo-
retische Berechenbarkeit von Funktionen. Eine Funktion ist auch dann theoretisch
berechenbar, wenn jedes effektive Rechenverfahren mindestens eintausend Jahre be-
notigt, um den Funktionswert f(z) zu berechnen. Eine derartige Funktion ist ganz
gewil} nicht praktisch berechenbar. Diese Beobachtung fiihrt zum Begriff der prakti-
schen Berechenbarkeit, die im dritten Kapitel des Buches behandelt wird. Als praktisch
berechenbar wird eine Funktion f angesehen, wenn es ein Computerprogramm gibt,
das fiir ein beliebiges x aus dem Definitionsbereich den Funktionswert f(z) auf einem
Rechner in Polynomzeit berechnet. Fiir viele Funktionen, die in der Praxis auftreten,
kennt man zwar kein derartiges Computerprogramm, jedoch kann man bei gegebe-
nem z und gegebener Herleitung fiir f(x) in polynomieller Zeit iiberpriifen, ob die
Herleitung korrekt ist. Dies fiihrt zur Begriffsbildung der NP-vollstdndigen Probleme,
die in gewissem Sinn ,,schwierigste® derartige Probleme sind. In der Tat sind auch
viele Funktionen der Praxis NP-vollstindig und verlangen eine andere Behandlung als
Probleme, fiir die bekannt ist, dass sie praktisch berechenbar sind. Neben der Theorie
der NP-Vollstindigkeit werden auch grundlegende Themen der Kryptographie, die im
direkten Zusammenhang mit praktisch nicht berechenbaren Funktionen stehen, behan-
delt.

Zu den grossten Herausforderungen unserer Zeit gehort die Erforschung von Informa-
tion in Bezug auf ihrer Generierung, ihre Extraktion und ihrer Behandlung. Daher ist
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der zweite Teil des Buches einer Einfiihrung in die Informations- und Lerntheorie ge-
widmet. Kapitel 4 fiihrt in die so genannte klassische Informationstheorie ein. Neuere
Entwicklungen beziiglich der Extraktion von Information setzen die algorithmische
Informationstheorie voraus. Daher behandelt das fiinfte Kapitel die algorithmische
Informationstheorie. Um GesetzmaBigkeiten aus beobachteten Daten ableiten zu kon-
nen, muss man zunichst die RegelmiBigkeiten in den Daten erkennen. Das Gegenteil
von Strukturiertheit in Daten ist die Zufélligkeit. Daher fiihrt Kapitel 6 in die Theorie
der Zufallsfolgen ein. Systeme, die aus beobachteten Daten GesetzméaBigkeiten ablei-
ten, heifen induktive Inferenzsysteme. Kapitel 7 behandelt diese. SchlieBlich gibt das
achte Kapitel eine Einfiihrung in die Theorie des Lernens von Konzepten.

Das Buch ist an Personen gerichtet, die iiber grundlegende Kenntnisse der Analysis
und der linearen Algebra, wie sie in den Grundlagenvorlesungen iiber Analysis und
Lineare Algebra vermittelt werden, verfiigen. Insofern wurde auf einen Anhang ,,Ma-
thematische Grundlagen® verzichtet. Beweise werden, mit Ausnahme der Beweise von
Behauptungen und Lemmata, die selbst Teil eines Beweises sind, mit B abgeschlos-
sen. Deren Ende wird mit [] angezeigt. Beispiele, die noch fortgefiihrt werden, sind
mit ¢ abgeschlossen. Ansonsten ist das Ende eines Beispiels mit ¢ markiert. Das Buch
enthilt Ubungsaufgaben, die zum Teil dort im Text stehen, wo sie bearbeitet werden
sollen. Weitere Ubungsaufgaben stehen jeweils am Kapitelende. Schwere Ubungsauf-
gabe sind mit * und sehr schwere Ubungsaufgaben mit ** markiert. Um die Vertiefung
in den bearbeiteten Teilbereichen zu vereinfachen, werden ausfiihrliche Literaturhin-
weise gegeben. Bei der Vielzahl von ausgezeichneter Literatur habe ich sicherlich das
eine oder andere gute Buch iibersehen. Dies bitte ich zu entschuldigen.

Die Inhalte der ersten drei Kapitel sind fiir eine grundlegende Theorievorlesung
im Bachelorstudiengang konzipiert. Die Kapitel 4 bis 8 konnten Gegenstand einer
einfilhrenden Veranstaltung iiber Informations- und Lerntheorie sein. Diese sind aus
Vorlesungen, die ich an der Universitit Bonn gehalten habe, entstanden.

Herr Christian Dorau und Herr Heinz Christian Steinhausen haben sich derart griind-
lich auf ihre Diplompriifung tiber Informationstheorie vorbereitet, dass sie mir wert-
volle Hinweise geben konnten. Dafiir danke ich ihnen. Ich danke Herrn Mathias
Hauptmann, der die Kapitel 4 bis 8 gelesen hat. Seine wertvollen Hinweise haben
zur Verbesserung des Buches in vielerlei Hinsicht beigetragen. Des Weiteren danke
ich Herrn Matthias Kretschmer fiir die Erstellung der Bilder. Dem Oldenbourg Verlag
und insbesondere der Lektorin, Frau Margit Roth gilt mein Dank fiir die gute Zusam-
menarbeit.

Norbert Blum
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1 Automatentheorie und Formale
Sprachen

Im téglichen Leben spielen Computer eine immer grofer werdende Rolle. Viele Gerite
fiir den tdglichen Gebrauch enthalten so genannte Computer. Diese haben allerdings
in der Regel nicht annihernd die Fihigkeiten eines PC’s. So wird man fiir eine Auf-
zugssteuerung keinen PC verwenden, da man diese mit einem Automaten, der weitaus
geringere Fihigkeiten besitzt, realisieren kann. Ein Aufzug muss lediglich wissen,
wo er sich gerade befindet und welche Stockwerke anzufahren sind, da dort oder im
Aufzug die betreffenden Knopfe gedriickt wurden. Diesbeziiglich sind nur endlich vie-
le Konfigurationen méglich, so dass eine Aufzugssteuerung durch einen “endlichen
Automaten” durchgefiihrt werden kann. Méchte man zum Beispiel in einem Taschen-
rechner arithmetische Ausdriicke auswerten, dann gibt es potentiell unendlich viele
Konfigurationen, so dass die Auswertung arithmetischer Ausdriicke nicht durch einen
endlichen Automaten durchfiihrbar ist. Hierzu benétigt man einen unendlichen Spei-
cher. Jedoch geniigt ein einfacher Speicher, der nach dem Kellerprinzip arbeitet. Dies
bedeutet, dass alles, was iiber dem zu lesenden Symbol im Keller steht, geloscht wer-
den muss, bevor dieses Symbol gelesen werden kann. Ein endlicher Automat, dem
man einen Keller als unendlichen Speicher hinzufiigt, heift Kellerautomat. Ziel dieses
Kapitels ist die Einfiihrung von endlichen und von Kellerautomaten. Beide Konzepte
werden zur Realisierung eines Ubersetzers (Compilers) benotigt. Daher werden wir
uns endliche und Kellerautomaten nahe bringen, indem wir die Prinzipien und Tech-
niken, die fiir die Konstruktion von Ubersetzern benotigt werden, erarbeiten. Dabei
werden wir dariiber hinaus auch Sprachkonzepte, die zu endlichen bzw. Kellerau-
tomaten dquivalent sind, kennen lernen. Abbildung 1.1 skizziert die Struktur eines
Ubersetzers.

Die Aufgabenstellung ist die folgende: Gegeben sind eine ,,hdhere* Programmierspra-
che ()S (z.B. Pascal oder Java), die Quellsprache, und eine ,,niedere* Programmier-
sprache ZS, die Zielsprache. Gesucht ist ein Compiler C, der, gegeben ein beliebiges
Programm @ in @S, ein dquivalentes Programm Z in ZS erzeugt. Z und () sind genau
dann dquivalent, wenn Z, gegeben eine formale Semantikbeschreibung von (S, fiir
jede korrekte Eingabe die geméd der Semantik von () erwartete Ausgabe erzeugt. Es
gibt keine Riickkopplung von spiteren Phasen zu fritheren Phasen. Wir werden nun
Werkzeuge aus der Automatentheorie und den formalen Sprachen entwickeln, mittels
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l

Quellprogramm maschinenunabhingige
als Zeichenfolge Optimierung
attributierter
Baum

lexikalische Analyse 7S-Codeerzeugung

Scanner
Symbolfolge ZS-Programm
syntaktische Analyse .
Parser Optimierung
Syntaxbaum
semantische Analyse ZS-Programm
attributierter
Baum
Analyse Synthese

Abbildung 1.1: Struktur eines Ubersetzers.

denen wir die lexikalische und die syntaktische Analyse realisieren. Die lexikalische
Analyse dient zur Erkennung von lexikalischen Einheiten. Dabei werden reservierte
Identifier wie var, begin oder real als Schliisselworter erkannt. Zusitzlich werden
irrelevante lexikalische Einheiten wie Kommentare, Folgen von Leerzeichen, Zeilen-
vorschiibe usw. eliminiert. Die Syntaxanalyse erkennt die syntaktische Struktur des
Programms. Insbesondere wird seine syntaktische Korrektheit tiberpriift. Die Ausgabe
der Syntaxanalyse ist, falls kein syntaktischer Fehler vorliegt, der Syntaxbaum, an dem
die syntaktische Struktur des Programms leicht ablesbar ist. Wir werden uns zunichst
mit der lexikalischen und dann mit der Syntaxanalyse beschiftigen.

1.1 Die lexikalische Analyse

Die lexikalische Analyse wird in einem Compiler durch den Scanner durchgefiihrt.
Dieser erhilt als Eingabe das Programm als Zeichenfolge. Diese wird durch den Scan-
ner in eine Folge von lexikalischen Einheiten, den Symbolen, aufgeteilt. Die Menge
aller moglichen Symbole einer Programmiersprache bildet eine reguldare Menge.
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1.1.1 Regulire Mengen, regulire Ausdriicke und endliche
Automaten
Ein Alphabet ¥ ist eine endliche, nichtleere Menge von Zeichen.

Beispiel 1.1
Y1 ={0,1} (das so genannte binire Alphabet),
S = {A,B,....Zab.,...,z0,... 9}
O

Ein Wort oder String liber einem Alphabet 3 ist eine endliche Folge von Zeichen aus
Y. Mit ¢ bezeichnen wir das leere Wort (Folge ohne Zeichen). Die Linge |w| eines
Wortes w ist die Anzahl der Zeichen in w.

Beispiel 1.1 (Fortfiihrung)

wp = 0010110 istein Wort iiber 3¢, |wy| = 7.
wy = ABOlz  istein Wort iiber ¥y, |wsa| =5.

Eine regulire Menge iiber > wird wie folgt induktiv definiert:
1. ( ist eine regulire Menge iiber .

2. {e} ist eine regulire Menge iiber X.

3. Fiiralle @ € ¥ ist {a} ein reguldre Menge iiber X.

4

. Seien P und @ regulidre Mengen iiber 3. Dann sind auch

a) P U Q (Vereinigung von P und @),

b) P-Q :={pq|p € P,q € Q} (Konkatenation von P und Q) und

c) P*:=J,~o P", wobei PY:={c}, P":= P P" ! fiirn >0
(Kleene-Abschluss von P)

reguldre Mengen iiber 2.

5. Dies sind alle reguldren Mengen iiber X..

Nach Definition ist also eine Teilmenge M von ¥* genau dann regulir, wenn M = (),
M = {e}, M = {a} firein a € ¥ oder M aus diesen Mengen durch eine endliche
Anzahl von Anwendungen der Operationen Vereinigung, Konkatenation und Kleene-
Abschluss konstruiert werden kann. Somit kann eine regulire Menge durch einen
Ausdruck beschrieben werden.

Ein reguldrer Ausdruck iiber 3 und die von ihm beschriebene regulire Menge werden
wie folgt induktiv definiert:

1. () ist ein regulidrer Ausdruck und beschreibt die regulire Menge ().
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2. e ist ein regulédrer Ausdruck und beschreibt die regulire Menge {c}.
3. a € ¥ ist ein reguldrer Ausdruck und beschreibt die regulire Menge {a}.

4. Seien p und q regulédre Ausdriicke, die die reguldren Mengen P und () beschreiben.
Dann sind

a) (p|g) ein reguldrer Ausdruck, der die reguldre Menge P U () beschreibt,
b) (pq) ein reguldrer Ausdruck, der die regulire Menge P - ( beschreibt und
c) (p*) ein reguldrer Ausdruck, der die regulire Menge P* beschreibt.

5. Dies sind alle regulédren Ausdriicke iiber >.

Zur Klammereinsparung vereinbaren wir die Priorititen * vor - vor |. D.h., 0]10* =
(0](1(0%))). p* beschreibt den regulidren Ausdruck pp*.

Beispiel 1.2 Tabelle 1.1 zeigt einige regulidre Ausdriicke und die korrespondierenden
reguldren Mengen.

¢

Tabelle 1.1: Beispiele fiir reguldre Ausdriicke und reguldre Mengen.

reguldrer Ausdruck | reguldre Menge

0101 {0101}
(0f1)* {0, 1}

a(alb)* {a}{a, b}*

Zwei regulire Ausdriicke « und (3 sind gleich (o« = [3), wenn sie dieselbe regulire
Menge beschreiben. Folgendes Lemma ist leicht zu beweisen:

Lemma 1.1 Seien «, 3 und -y reguliire Ausdriicke. Dann gilt:

1. a|f = fla 7. 0e =ca=«
2. 0*=e¢ 8 fa=ald=0
3. al(Bly) = (aB)ly 9. a* =¢lat

4. a(By) = (aB)y 10. ()" = o
5. a(Bly) = aBlay 11. ala=«

6. (alB)y = av|By 12. ald = a

Wir konnen Schreibarbeit sparen, indem wir hidufig verwendeten reguldren Aus-
driicken Namen zuweisen, die dann bei der Definition weiterer reguldrer Ausdriicke
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verwendet werden konnen. Eine reguldre Definition iiber Y. ist eine Folge von De-
finitionen der Form Ay — Rj,As — Rs,..., A, — Ry, wobei Ay, As,..., A,
paarweise verschiedene Bezeichner sind, {A1, As,..., A,) N X* = () und jedes R;,
1 < i < n, ein regulérer Ausdruck iiber ¥ U {A;, Ay, ..., A;—1} ist. Man kann in ei-
ner reguldren Definition sukzessiv alle reguldren Ausdriicke expandieren, indem man
zunichst alle Vorkommen von A; durch R, dann alle Vorkommen von A, durch R»
usw. ersetzt.

Beispiel 1.3
B — alb|c|...|z
Z — 0[1]12|...19
ID — B(B|Z)*

IntConst — ZZ*
RealConst — IntConst.IntConst((eZZ™)|e)

Ubung 1.1:
1. Beweisen Sie Lemma 1.1.

2. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Fiir jede regulire Menge gibt es einen reguliren Ausdruck, der diese
beschreibt.

b) Jeder reguliare Ausdruck beschreibt eine regulidre Menge.

¢) Zu jeder regulidren Menge gibt es unendlich viele regulire Ausdriicke, die
diese beschreiben.

Reguldre Ausdriicke konnen Elemente der korrespondierenden reguldren Menge ge-
nerieren. Ein Scanner muss jedoch fiir einen gegebenen String x entscheiden, ob dieser
Element der gegebenen reguldaren Menge ist. Hierzu sind endliche Automaten niitzlich.

Ein endlicher Automat besteht aus einem Eingabeband, auf dem die Eingabe x steht,
einer endlichen Steuereinheit, der endlichen Kontrolle, die sich stets in einem von
endlich vielen Zustinden befindet und mit Hilfe eines Lesekopfes die Eingabe auf
dem FEingabeband liest. Der Lesekopf kann nur von links nach rechts bewegt wer-
den, so dass jedes Eingabesymbol nur einmal gelesen werden kann. Der endliche
Automat kann den Zustand der endlichen Kontrolle dndern, wobei zum selben Zeit-
punkt mehrere Mdéglichkeiten hierfiir zugelassen sind. D.h., der endliche Automat ist
nichtdeterministisch. Abbildung 1.2 skizziert einen endlichen Automaten. Formal de-
finieren wir einen nichtdeterministischen endlichen Automaten wie folgt:
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Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NEA) M ist ein 5-Tupel M =
(Q,%,6,qo, F'), wobei

1. @ eine endliche, nichtleere Menge von Zustinden,
2. ¥ ein endliches, nichtleeres Eingabealphabet,

3. die Ubergangsfunktion § eine Abbildung von @ x (X U {e}) in die Potenzmenge
von Q,dh.,d:Q x (ZU{e}) — 29,

4. qo € Q der Startzustand und
5. F C () die Menge der Endzustinde

sind.

Eingabeband

/ Lesekopf

endliche
Kontrolle

Abbildung 1.2: Endlicher Automat.

Ein Ubergang, bei dem kein Zeichen der Eingabe verarbeitet wird, heifit -Ubergang.
Fir ¢ € @ bezeichne FZ.(q) die Menge aller Zustinde (inklusive ¢), die von
q aus iiber e-Uberginge erreichbar sind. Fiir S C @ definieren wir FZ.(S) :=

UqES FZE(Q)
Wir erweitern § zu einer Abbildung mit Definitionsbereich 29 x (¥ U {e}) durch
k

5({p17p27"'7pk}7a) = Ud(plva) (1])

i=1

Wir erweitern die Ubergangsfunktion ¢ zu einer Funktion 4, so dass das Verhalten von
M auf einem String aus >* definiert durch

5(q,€) := FZ.(q) und (1.2)
axr

5((], )= U 3(p,:v). (1.3)

PES(F Ze(q),a)

Ferner erweitern wir 0 zu einer Abbildung mit Definitionsbereich 29 x ¥* durch

k
8({p17p27"'7pk}7x) = Ug(p’bvw) (14)
i=1
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Die von M akzeptierte Sprache L(M ) ist definiert durch
L(M):={z eX*| FZ.(6(q0,x)) N F # 0} (1.5)

Dies bedeutet insbesondere, dass M seine Eingabe ganz verarbeiten muss, bevor diese
akzeptiert werden kann. Wir schreiben (g, ax) ]}—V[ (p, x) genau dann, wenn p € 4(q, a).

*

z\l_4 ist die reflexive, transitive Hiille von JI;I Also gilt x € L(M) genau dann, wenn

(qo, ) ]\I} (qf,¢e) fiir ein qf € F. Wir sagen, M akzeptiert = genau dann, wenn
x € L(M). Falls klar ist, welcher endliche Automat M zugrunde liegt, dann schreiben

* *
wir auch - bzw. - anstatt - bzw. I-.
M M

Der aktuelle Zustand ¢ des endlichen Automaten und die noch zu lesende Eingabe
y bestimmen immer die aktuelle Konfiguration des Automaten. Wir schreiben diese
Konfiguration als Paar (g, y). Fiir die Eingabe z heifit (qo, ) Startkonfiguration von
M bei der Eingabe x. Fiir ¢ € F heilt (¢¢, <) Endkonfiguration.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, die Ubergangsfunktion eines nichtdeterministi-

schen endlichen Automaten darzustellen. Im Beispiel 1.4 ist die Ubergangsfunktion &
mittels einer Tabelle spezifiziert.

Beispiel 1.4 Betrachten wir M = (Q,X,0,q0,F) mit ¥ = {0,1}, Q =
{90,q1,92,93,94}, F = {q2,q4} und der in Tabelle 1.2 beschriebenen Darstellung
von 4.

O

Tabelle 1.2: Tabellarische Darstellung von 4.

0 Zustand 0 1
) {90, a3} {90, 1}
q1 0 {QZ}
q {q2} {g2}
q3 {as} 0
q4 {qa} {qa}

Eine iibersichtlichere Darstellung erhalten wir mittels eines Zustandsdiagramms. Das
Zustandsdiagramm von M ist ein gerichteter Graph G = (V| E)) mit markierten
Kanten, wobei V' = Q und fiiralle a € XU {e} und alle ¢, ¢’ € Q die mita € XU {¢}
markierte Kante (¢, ¢’) genau dann in F ist, wenn ¢’ € (g, a).

Wenn wir das Zustandsdiagramm zeichnen, werden Endzustinde durch doppelte
Kreise und der Startzustand durch —> gekennzeichnet.
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Beispiel 1.4 (Fortfiihrung) Fiir obigen NEA M beschreibt Abbildung 1.3 das Zu-
standsdiagramm. Aus dem Zustandsdiagramm ergibt sich sofort, dass die von M
akzeptierte Sprache aus denjenigen Strings iiber {0, 1} besteht, die zwei aufeinan-
derfolgende Nullen oder Einsen enthalten. D.h., L(M) = {0,1}*{00}{0,1}* U
{0,1}*{11}{0, 1}*.

¢

Abbildung 1.3: Zustandsdiagramm des NEA M.

Als nichstes iiberzeugen wir uns, dass regulidre Mengen durch nichtdeterministische
endliche Automaten akzeptiert werden.

Satz 1.1 Sei « ein regulirer Ausdruck iiber einem Alphabet Y.. Dann gibt es einen
NEA M («), der die von o beschriebene regulire Menge akzeptiert.

Beweis: Falls & = (), dann geniigt zur Konstruktion von M («) einen endlichen
Automaten zu definieren, dessen Startzustand kein Endzustand ist und der nie aus
seinem Startzustand herauskommt.

Falls o den Ausdruck () als Unterausdruck enthilt, dann kann leicht mit Hilfe
von Lemma 1.1 dieser Unterausdruck eliminiert werden. Also konnen wir 0.B.d.A.
annehmen, dass « nicht den Ausdruck () als Unterausdruck enthiilt.

Wir geben nun einen Algorithmus an, der aus o das Zustandsdiagramm des gesuchten
nichtdeterministischen endlichen Automaten M («) konstruiert. Das Zustandsdia-
gramm fiir M ((}) besteht aus jeweils einem Knoten fiir den Start- und den Endzustand
und keiner Kante. Fiir & # () starten wir mit einem Graphen, der nur den Startzustand
qo und den Endzustand g als Knoten enthilt. Die einzige Kante ist go 2 q > die mit
dem gesamten reguldren Ausdruck « markiert ist. o wird nun gemif seiner syntak-
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tischen Struktur zerlegt, wobei gleichzeitig der aktuelle Graph gemil der Zerlegung
von « verfeinert wird. Dies wird solange fortgesetzt, bis alle Kanten im Graphen Mar-
kierungen aus ¥ U {e} haben. Der resultierende Graph ist dann das Zustandsdiagramm
von M («).

Algorithmus RA ~~» NEA:

Eingabe: regulirer Ausdruck o # () iiber X3, der () nicht als Unterausdruck enthiilt.
Ausgabe: Zustandsdiagramm von M («).

Methode:

° Start:

e  Wir wenden die nachfolgenden Regeln solange auf den jeweils aktuellen
Graphen an, bis alle Kanten Markierungen aus > U {s} haben.

V) alm O——=>) ~ @Q@

(1) ay Q9
K O—® ~ @ () ®

L@ - O——@_o——0

Die Knoten auf der linken Seite der Regel werden mit Knoten im aktuellen Graphen
identifiziert. Alle in der rechten Seite einer Regel neu auftretenden Knoten entsprechen
neu kreierten Knoten und somit auch neuen Zustinden.

Die Korrektheit des Algorithmus RA ~~ NEA beweisen wir mittels vollstindiger
Induktion iiber die Linge des reguldren Ausdrucks c.

Falls |a| = 1, dann hat « eine der Formen (), € oder a fiir ein @ € . Den Fall a = ()
haben wir bereits oben diskutiert und fiir die Eingabe vorausgesetzt, dass o # (). In
beiden anderen Fillen ist der Startgraph gerade das Zustandsdiagramm des gesuchten
endlichen Automaten.
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Nehmen wir an, dass der Algorithmus fiir alle o mit || < k, k > 1 korrekt arbeitet.
Sei « ein reguldrer Ausdruck der Linge k + 1. Dann hat « eine der Formen (f3|y),
(87), oder (5*), wobei die Teilausdriicke (3 und « hochstens die Léinge & haben. Dann
folgt direkt aus der Induktionsannahme und den Zustandsdiagrammen (V), (K) und
(A), dass der Algorithmus den endlichen Automaten korrekt konstruiert.

|

Da in jeder Regel maximal zwei neue Zustinde kreiert werden, enthilt M («) hoch-
stens 2|« Zusténde, wobei |a| die Ldnge von « bezeichnet. Wir werden spiter sehen,
dass nichtdeterministische Automaten nur reguldre Mengen akzeptieren.

Reale Rechner sind keine nichtdeterministischen, sondern deterministische Maschi-
nen. M (a) ist nichtdeterministisch, kann also auf einem Computer nicht direkt
implementiert werden. Zunédchst werden wir uns iiberlegen, wie wir einen nichtde-
terministischen endlichen Automaten auf einem Computer simulieren kénnen.

Oben haben wir bemerkt, dass eine Eingabe x = x1x2...x, genau dann von
einem nichtdeterministischen endlichen Automaten M akzeptiert wird, wenn es eine
Berechnung von M gibt, die x abarbeitet und dabei in einem Endzustand terminiert.
Die Idee ist nun, fiir jeden Priafix z122...2;, 0 < ¢ < n von zx alle Zustinde zu
berechnen, in denen der Automat M nach Abarbeitung von x5 . . . x; gelangen kann.
T1%2...xo steht fiir den Prifix € von x. Bezeichne A; die Menge der Zustinde,
in die M, gestartet im Startzustand qg, nach Abarbeitung des Prifixes zizs ... z;
gelangen kann. Ay enthdlt dann den Startzustand und alle Zustinde, in die M
aus dem Startzustand unter alleiniger Verwendung von e-Ubergiingen geraten kann.
Demzufolge initialisieren wir Ay durch

AO = FZa(q0)~ (16)

Nehmen wir an, dass wir A;, ¢ > 0 berechnet haben. Unser Ziel ist nun die
Berechnung von A;;1. Nach A;;; miissen wir alle Zustinde hineinnehmen, in die
wir, gestartet in einem Zustand aus A; nach Abarbeiten des nidchsten Symbols z;1
gelangen konnen. Dies bedeutet insbesondere, dass wir nach dem Lesen des Zeichens
x; auch noch all diejenigen Zustéinde hinzunehmen miissen, in die M dann noch unter
alleiniger Verwendung von e-Ubergiingen geraten kann. Also berechnet sich A;,1
unter Verwendung von A; durch

Ai+1 = FZE(é(A“ $i+1)). (17)

Nach der Berechnung von A,, brauchen wir nur noch zu testen, ob A, N F # ()
oder nicht. Die Eingabe z wird genau dann von M akzeptiert, wenn A, N F # (.
Die Korrektheit obiger Simulation des nichtdeterministischen endlichen Automaten
M kann leicht mittels vollstindiger Induktion iiber die Linge der Eingabe x bewiesen
werden.

Betrachten wir noch einmal obige Simulation eines nichtdeterministischen endlichen
Automaten. Fiir jedes 0 < i < n ist A; ein Element der Potenzmenge der Zu-
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standsmenge (. Dies bedeutet, dass wir fiir A; stets nur endlich viele Moglichkeiten
haben. Dies legt die Vermutung nahe, dass wir einen zu M &dquivalenten determini-
stischen endlichen Automaten konstruieren konnen. Diese enthalten maximal einen
Ubergang pro Zeichen des Eingabealphabets und keine e-Ubergiinge. D.h., ein NEA
M = (Q,%,9,q, F) heiBt deterministischer endlicher Automat (DEA), falls die
Ubergangsfunktion § eine Abbildung § : Q x ¥ — @ ist.

Ubung 1.2: Beweisen Sie die Korrektheit der obigen Simulation eines nichtdetermi-
nistischen endlichen Automaten durch den Computer. Analysieren Sie die Laufzeit
dieser Simulation.

Ein deterministischer endlicher Automat kann direkt auf einem Computer implemen-
tiert werden. Unser Ziel ist, ein Verfahren zu entwickeln, das aus einem gegebenen
NEA automatisch einen ,,guten* DEA, der dieselbe Sprache akzeptiert, konstruiert.
Zwei endliche Automaten M; und My, die dieselbe Sprache akzeptieren, heifien
dquivalent. Zunichst werden wir zeigen, dass zu jedem NEA ein dquivalenter DEA
existiert.

Satz 1.2 Zu jedem NEA M, = (Q,X, 6, qo, F') existiert ein dquivalenter DEA My =
(Q/a 27 6/7 q67 F/)

Beweis: Die Idee der Konstruktion ist dhnlich zur Simulation des nichtdeterministi-
schen endlichen Automaten durch den Computer. Wir konstruieren einen DEA Mo,
der M simuliert. Dabei gilt Q' C 29, ¢}, := FZ.(q), F' :=={S € Q' | SN F # 0}
und &'(S,a) := FZ.(§(S, a)) fiir alle a € X. Ein einzelner Zustand von My ist also
eine Teilmenge von Q).

Algorithmus NEA ~» DEA:
Eingabe: NEA M, = (Q, 3,0, qo, F).
Ausgabe: dquivalenter DEA M, = (Q', %, ', ¢, F').
Methode:
(1) q :== FZ:(q0); Q" := {q}; Markierung(q;,) := false;
(2) while 35 € Q" mit Markierung(S) = false
do
Wihle solches S;
Markierung(S) := true;
for alle a € X

do
T :=FZ(5(S,a));
ifT ¢ Q'

then
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Q' :=Q U{T}
Markierung(7") := false
fi;
§(S,a):=T
od

od.

L(M;) = L(M>) kann leicht mittels Induktion iiber die Linge des Eingabestrings x
bewiesen werden. Hierzu geniigt es zu zeigen, dass fiir 0 < ¢ < |z| der Zustand des
deterministischen Automaten nach Abarbeiten des Prifixes xizs ... z; der Eingabe
und die Menge A; unserer deterministischen Simulation dieselben sind.

|

Ubung 1.3:
a) Sei a # () ein regulirer Ausdruck. Konstruieren Sie einen zu « dquivalenten
Ausdruck o, der nicht () als Unterausdruck enthiilt.

b) Beweisen Sie die Korrektheit des Algorithmus RA ~~ NEA.

¢) Die einzige Regel, die zwei neue Zustinde kreiert, ist die Regel (A). Kénnen
wir diese Regel durch folgende Regel (A’) ersetzen?

W O——@ - @ ———0

Begriinden Sie Ihre Antwort.

d) Vervollstindigen Sie den Beweis des Satzes 1.2. D.h., zeigen Sie, dass
L(My) = L(Ms;).

Wir zeigen nun, dass nichtdeterministische und deterministische Automaten nur regu-
lare Mengen akzeptieren. Da zu jedem NEA ein dquivalenter DEA existiert, geniigt es
zu zeigen, dass die von einem DEA akzeptierte Menge regulér ist.

Satz 1.3 Sei M = (Q, %, 0, qo, F) ein DEA. Dann ist L(M) reguliir.

Beweis: Sei Q@ = {qo,q1,-..,qn}. Es geniigt, einen reguliren Ausdruck a zu
konstruieren, der die Menge L(M) beschreibt. Fiir i,5 € {0,1,...,n} und k €
{-1,0,1,...,n} sei Rfj die Menge aller Worte iiber ¥, fiir die M, gestartet im
Zustand g;, den DEA in den Zustand g; liberfiihrt, ohne zwischendurch einen Zustand
q; mit [ > k anzunehmen. Dabei sind ¢ > k und j > k erlaubt. Wir kdnnen Rfj wie
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folgt induktiv definieren:

et [{ae S 6a0) = ) falls i # j s
W {eyu{a e X |6d(gi,a) =¢q;} fallsi=j. '
In beiden Fillen ist Ri_j1 endlich und kann leicht durch einen reguldren Ausdruck

-1

beschrieben werden. Sei

ein regulédrer Ausdruck fiir Ri_jl.

Sei k > —1. Jeder String x € Rfj \ Rfj_l kann geschrieben werden als x = vwy,
wobei

1. M, gestartet mit Eingabe v im Zustand ¢;, in den Zustand ¢; tibergeht, ohne
zwischendurch einen Zustand ¢; mit [ > k£ — 1 anzunehmen (d.h., v € Rfkfl),
2. M, gestartet mit Eingabe w im Zustand g, in den Zustand ¢, libergeht, ohne

*
zwischendurch einen Zustand ¢; mit [ > k anzunehmen (d.h., w € (Rl]z;l) ) und

3. M, gestartet mit Eingabe y im Zustand g, in den Zustand ¢; iibergeht, ohne
zwischendurch einen Zustand ¢; mit [ > k£ — 1 anzunehmen (d.h., y € Rﬁ;l).

Also erhalten wir

*
E ._ pk—1 k—1 [ pk—1 k—1
RE = R ORET (REY) R (1.9)
. k-1 k-1 _k—1 k—1 i . . pk—1 pk—1 pk—1
Seien Qi Qg Qg und oy reguldre Ausdriicke fiir Rij Ry, Ry~ und

k—1 .
Rkj . Dann ist

*
k . k-1 k—1 k—1 k—1
o 1= oy | o (O‘kk > o (1.10)

ein reguldrer Ausdruck fiir Rfj

Sei F' = {qj,,4j,, - - -, 4j, } die Menge der Endzustinde des endlichen Automaten M.
Dann gilt

LMy = | Ry (1.11)
eFr
Also ist
a=ag;|...|ag;, (1.12)

ein regulédrer Ausdruck fiir L(M).
|

Satz 1.3 wird zwar fiir die Konstruktion eines Scanners nicht benétigt, bildet jedoch
eine schone Abrundung fiir die oben entwickelte Theorie der reguldren Mengen. Wen-
den wir uns wieder der Konstruktion eines Scanners zu. Der durch den Algorithmus
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NEA ~» DEA konstruierte DEA M5 ist nicht notwendigerweise ein ,,guter DEA.
D.h., es konnte ein dquivalenter DEA mit wesentlich weniger Zustinden existieren.
In diesem Fall wire es ungeschickt, My direkt zur Konstruktion des Scanners zu ver-
wenden.

Ein DEA M heiBt minimal, falls jeder DEA M’ mit L(M') = L(M) mindestens
soviele Zustinde wie M enthilt. Unser Ziel ist ein Verfahren zu entwickeln, das aus
einem gegebenen DEA M einen minimalen DEA M’ mit L(M') = L(M) konstruiert.

1.1.2 Minimierung endlicher Automaten

Zunichst werden wir fiir eine gegebene reguldre Menge den optimalen DEA genau
charakterisieren. Hierfiir benotigen wir folgende Bezeichnung:

Der Index einer Aquivalenzrelation ist die Anzahl ihrer Aquivalenzklassen. Eine
Aquivalenzrelation R C ¥* x X* heil3t rechtsinvariant, falls a Rb = Vz € ¥* :
az Rbz.

Satz 1.4 Folgende drei Aussagen sind dquivalent:
1. Die Menge L C X* wird durch einen DEA akzeptiert.

2. L ist die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen einer rechtsinvarianten Aquiva-
lenzrelation von endlichem Index.

3. Sei Ry, definiert durch x Ry < Vz € ¥* : xz € L & yz € L. Dann hat die
Aquivalenzrelation Ry, einen endlichen Index.

Beweis:

1= 2

Nehmen wir an, dass L. = L(M) fir einen DEA M = (Q,X%,d,qo,F). Sei
die Aquivalenzrelation Ry, definiert durch = Ry;y < 0(qo,) = (qo,y). D.h,,
zwei Strings x und y sind genau dann in derselben Aquivalenzklasse, wenn M,
gestartet im Startzustand gg, bei Eingabe x und bei Eingabe y in denselben Zustand
gelangt. Fiir alle z € X* gilt 6(q0,2) = 0(q0,y) = (go0,x2) = 0(qo,yz). Also
ist Ry rechtsinvariant. Ferner ist der Index von Rj; < |Q| und somit endlich.
Aus der Definition von Rj; ergibt sich direkt, dass L die Vereinigung derjenigen
Aquivalenzklassen ist, die ein x mit §(qg, z) € F enthalten.

2=3:

Sei R eine Aquivalenzrelation, die die Aussage 2 erfiillt. Wir zeigen, dass jede
Aquivalenzklasse von R in einer Aquivalenzklasse von R, enthalten ist, woraus direkt
Index(Ry) < Index(R) folgt. Da R endlichen Index hat, ist somit der Index von Rp,
auch endlich.

Betrachten wir z,y € X* mit x Ry. Da R rechtsinvariant ist, gilt xz Ryz fiir alle
z € ¥*. L ist eine Vereinigung von Aquivalenzklassen von R. Daraus folgt, da 2z und
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yz in derselben Aquivalenzklasse von R sind, zz € L < yz € L. Also gilt z Ry, y und
somit auch [z]g C [z]g,, wobei [z]r diejenige Aquivalenzklasse von R bezeichnet,
die x enthilt. Wenn klar ist, welche Aquivalenzrelation R gemeint ist, dann schreiben
wir auch [z] anstatt [x]g.

3= 1

Aus der Definition von Rj, ist leicht herzuleiten, dass R; rechtsinvariant ist. Wir
werden nun einen DEA M’ = (Q',X,0, ¢}, F') mit L(M') = L definieren. Hierzu
seien

Q' := Menge der Aquivalenzklassen von Ry,
§'([x],a) := [za] firalle x € ¥*,a € X,
q6 = [¢] und
F':={lz] |z € L}.
Da Ry, rechtsinvariant ist, ist die Definition von ¢ konsistent. Wegen ¢'(qo, ) = [z]

undz € L(M') & [z] e F' <z e Lgilt L(M') = L.
|

Im Beweis des Satzes 1.4 haben wir fiir einen gegebenen DEA M = (Q, X, 4, qo, F')
eine Aquivalenzrelation Rj; konstruiert, fiir die

1. Index(Rps) < |Q|und

2. L(M) die Vereinigung einiger Aquivalenzklassen von Ry sind.

Dann haben wir gezeigt, dass Index(Rys) > Index(Rp,pr)). SchlieBlich haben wir mit
Hilfe von Ry, einen DEA M’ = (Q', %, 0', qp, F') mit

1. L(M') = L(M) und
2. |Q'| = Index(Rp,nr))

konstruiert. Da insbesondere Rj; immer eine Verfeinerung der Aquivalenzrelation
Ry ) ist, ergibt sich direkt folgendes Korollar:

Korollar 1.1 Sei L. C X* eine regulidre Menge. Dann ist der DEA mit minimaler
Anzahl von Zustdnden, der L akzeptiert, bis auf Isomorphie (d.h. Umbenennung der
Zustiinde) eindeutig bestimmt und durch M’ im Bewelis des Satzes 1.4 gegeben.

Sei ein beliebiger DEA M = (Q, X, d, qo, F') gegeben. Betrachten wir einen beliebi-
gen Zustand ¢ € Q). Wir sagen g ist erreichbar, falls ein x € X* mit §(qo, ) = ¢
existiert. Andernfalls heifit ¢ unerreichbar. Wir konnen unerreichbare Zustinde aus
@ streichen, ohne dadurch L(M) zu veridndern. Wir sagen, M ist reduziert, wenn )
keine unerreichbaren Zustidnde enthélt. O.B.d.A. sei M reduziert. Dann gibt es eine
Bijektion zwischen den Zustinden in @ und den Aquivalenzklassen von Rj;.
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Ubung 1.4: Entwickeln Sie einen Algorithmus, der alle unerreichbaren Zustinde
aus Q in O(|X] - |Q|) Zeit streicht.

Unsere Zielsetzung ist es nun, diejenigen Zustinde zusammenzufassen, deren korre-
spondierende Aquivalenzklassen von R in derselben Aquivalenzklasse von R L(M)
enthalten sind. Wir vereinbaren d(q, e) := q fiir alle ¢ € Q. Aus der Definition von
Ry () ergibt sich sofort, dass wir zwei Zustdnde p, ¢ € @ genau dann zusammenfas-
sen mochten, wenn fiir alle z € 3* der DEA M, gestartet im Zustand p, die Eingabe 2
genau dann akzeptiert, wenn M, gestartet im Zustand ¢, die Eingabe z akzeptiert. Also
ist unsere Zielsetzung, die Aquivalenzklassen folgender Aquivalenzrelation = iiber @)
zu berechnen:

Zwei Zustinde p,q € @ heifen genau dann dquivalent, wenn fiir alle z € X* gilt:
d(p,z) € F < 0(q,z) € F. Wir schreiben dann p = ¢. Also gilt: p # ¢ & Tz €
¥* : §(p,x) € F und 6(q,x) ¢ F oder umgekehrt. Falls p # ¢, dann sagen wir,
dass p und ¢ unterscheidbar sind. Anstatt mit den einzelnen Zustinden von () zu
starten und diese dann zu den Aquivalenzklassen von = zusammenzufassen konnte
man auch mit der Vergroberung F und @ \ F dieser Aquivalenzklassen starten und
diese sukzessive verfeinern, bis die Aquivalenzklassen von = berechnet sind. Hierzu
ist folgendes Lemma niitzlich:

Lemma 1.2 p # g < Ja € XU {e} : 6(p,a) # d(q, a).

Beweis: Falls d(p,a) # 9(q,a) fiir ein a € 3 U {e}, dann folgt direkt aus der
Definition der Aquivalenzrelation =, dass p # q.

Nehmen wir an, dass p % ¢. GeméB der Definition der Relation = existiert dann ein
String z € ¥* mit 6(p,z) € F und 6(q,z) ¢ F oder umgekehrt. Sei z € ¥* ein
kiirzester solcher String.

Falls x = ¢, dann ist genau einer der beiden Zustinde in F', woraus die Behauptung
folgt. Falls  # ¢, dann gilt x = ay fiir ein a € X, y € ¥*. Betrachten wir §(p, a)
und d(q, a). Aus der Konstruktion folgt, dass (p, a) und 6(q, a) durch y unterschieden
werden. Also gilt §(p, a) Z d(q, a).

|

Falls die Ubergangsfunktion § nicht total ist, dann kénnen wir dies durch Hinzunahme
eines neuen Zustandes r erreichen. Wir erweitern die Ubergangsfunktion ¢ fiir alle
g € Qund a € ¥ wie folgt:

d(q,a) = r falls (g, a) undefiniert und (1.13)
d(r,a) =rfirallea € XU {e)}. (1.14)
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Lemma 1.2 impliziert, dass Zustdnde in F' und Zustinde in @ \ F in verschiedenen
Aquivalenzklassen von = liegen miissen. Also bilden die beiden Mengen F und
Q \ F eine Vergroberung der Aquivalenzklassen von =. Wir starten nun mit dieser
Vergroberung und verfeinern diese sukzessive, bis die Aquivalenzklassen von =
berechnet sind. Es folgt unmittelbar, dass fiir eine Menge K von Zustidnden in der
aktuellen Verfeinerung stets K C F'oder K C Q\ F' gilt. Somit erhalten wir folgenden
Algorithmus:

Algorithmus DEA ~» DEA,,,;,,
Eingabe: reduzierter DEA M = (Q, %, d, qo, F') mit ¢ total.
Ausgabe: dquivalenter minimaler DEA M’ = (Q', 2,8, qo’, F").
Methode:
() t:=2,Q1:=F;Q2:=Q\ F.
(2) while 3i <t,a € ¥ mit§(Q;,a) € Q; firalle j <t
dol. Wihle solcheini <t,a € Xundj <t

mit 8(Qs,a) N Q; % 0.
2. Qi1 =1{q € Qi ]16(q,a) € Q};

Qi = Qi \ Qey1;
t=t+1
od.
(3) Q' :={Q1,Q2,...,Q:};
o = [qol;

0 ([q],a) :=[6(q,a)] firalleq € Q, a € X.

Dabei bezeichnet [q] fiir ¢ € @ diejenige Klasse Q; in @', die ¢ enthilt.

Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich unmittelbar aus Lemma 1.2.

Ubung 1.5:
a) Beweisen Sie die Korrektheit des Algorithmus DEA ~» DEA ;..

b) Seien |¥| = k und |Q| = n. Zeigen Sie, dass obiger Algorithmus derart
implementiert werden kann, dass seine Laufzeit O(kn?) ist.

Anhand des obigen Algorithmus kann schon demonstriert werden, dass ein wenig
Nachdenken, ob mit grundlegenden Datenstrukturen und Standardmethoden eine effi-
zientere Implementierung moglich ist, sich lohnen kann.

Schritt (2) ist der einzige Teil des Algorithmus, der nicht leicht in linearer Zeit
implementiert werden kann. Die naheliegende Implementierung der Uberpriifung der
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Bedingung der while-Schleife sowie die Ausfiihrung des Blockes der while-Schleife
ist derart aufwendig, dass im worst case hierfiir insgesamt O(kn?) Zeit benétigt wird.
Falls wir fiir alle ¢ € () garantieren konnten, dass sich der Index der Menge, die ¢
enthilt, maximal log n-mal éndert, dann sind wir einer O(kn log n)-Implementierung
schon wesentlich niher. Hierzu modifizieren wir den Block der while-Schleife wie
folgt:

1. Wihle solchein? <t,a € ¥ und ji,j2 <t
mit j; 75 72, 5(Qi,a) N le 75 () und 5(@1,&) N Qj2 ?é 0.
2.if[{g € Qi|d(q,a) €Qj} <[{g€Qi]dga) € Qj,}

then
Qir1:={q€ Qi |d(q,a) € Q;,}
else
Qir1:={q€ Qi |d(q,a) € Qj,}
fi;
Qi = Qi \ Qiy1;
t=t+1.

Aus der Wahl von i folgt direkt, dass j; und jo existieren. Ferner gilt |Q4+1] < %]Qi\,
beziiglich |Q;| vor der Neudefinition von @);. Falls sich fiir einen Zustand ¢ der Index
derjenigen Menge, die ¢ enthilt, dndert, dann halbiert sich zumindest die Grofie der
korrespondierenden Menge. Also kann sich fiir alle ¢ € () der Index derjenigen
Menge, die ¢ enthilt, maximal log n-mal dndern.

Unser Ziel ist es nun, eine Implementierung zu entwickeln, so dass die Gesamtarbeit
Transitionen zugerechnet werden kann, die einen Zustand enthalten, fiir den sich der
Index der korrespondierenden Klasse @ndert. Hierfiir bendtigen wir eine Datenstruktur,
die folgende Operationen unterstiitzt:

1. Die Wahl von i < t,a € ¥ mit 6(Q;,a) € Q;, firalle j < ¢;

2. die Wahl von ji, jo <, j1 # jo mit §(Q;,a) N Qj, # P und §(Q;,a) N Qj, # 0;
3. die Entscheidung ob [{g € Q; | d(q,a) € Q;,}| < [{g € Qi | §(¢,a) € Qj,}| und
4. die Konstruktion von Q41 und Q; \ Q¢41-

Abbildung 1.4 illustriert die nachfolgend beschriebene Datenstruktur.

Bezeichne D; diejenige Datenstruktur, die wir direkt nach der Konstruktion von @y,
t > 2, erhalten haben. Im wesentlichen besteht D; aus folgender Vergréberung ¢’
von §:

§ C{1,2,...,t} x ¥ x {1,2,...,t}, wobei
(i,a,j) € 0 & 3q € Qi,p € Qj mit §(q,a) = p.
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Fiir jedes Tripel (,a,j) € ¢ enthilt D; eine doppelt verkettete Liste L(i,a, j), die
genau diejenigen Zustinde ¢ € @; mit §(¢,a) € Q; enthilt. Jedes Element der Liste
hat einen zusétzlichen Zeiger auf den Kopf der Liste, der alle benétigten Informationen
enthilt. Die GroBe der Liste L(i,a, j) ist in der Variablen S(i, a, j) gespeichert. Also
kann die Grofe der Liste L(i,a,j) in konstanter Zeit ermittelt werden. Zusétzlich
enthilt die Datenstruktur ein (|Q| x ||)-Feld A und ein (|Z] x |Q|)-Feld A~!. Die
Komponente A(q,a), ¢ € @, a € X, enthilt einen Zeiger auf die beziiglich den
Listen L(-, a, -) eindeutig bestimmte Feldkomponente, die ¢ enthilt. Die Eindeutigkeit
dieser Feldkomponente ergibt sich direkt daraus, dass der zugrundeliegende endliche
Automat deterministisch ist. Die Komponente A=1(b,p), b € ¥, p € Q enthilt
einen Zeiger auf eine Liste, die exakt diejenigen Zustinde ¢ € @ mit d(¢q,b) = p
enthilt. Wir identifizieren diese Menge von Zustinden mit A~!(b, p). Fiir jedes Paar
(i,a), i € {1,2,...,t}, a € X verwalten wir eine Liste A’(,a), die genau dann
einen Zeiger auf den Listenkopf von L(7,a,j) enthilt, wenn (i,a,j) € ¢'. Der
Listenkopf von L(i,a,7) enthdlt dann einen Zeiger auf diejenige Komponente in
A'(i,a), die den Zeiger auf L(i,a, j) enthilt. In einer Menge K verwalten wir Zeiger
auf diejenigen Listen A’(7, a), deren Lidnge > 2 ist. Der Kopf der Liste A’(7, a) enthilt
einen Zeiger auf dasjenige Element von K, das auf A’(i,a) zeigt. Zusitzlich zu Dy
bendtigen wir zur effizienten Berechnung von Dy, zwei weitere Felder I" und I".
Deren Struktur und Funktion ergibt sich aus der unten beschriebenen Konstruktion der
Datenstruktur Dy ;.

Dy kann leicht in O(kn) Zeit konstruiert werden.

Ubung 1.6: Zeigen Sie, dass die Datenstruktur Dy in O(kn) Zeit aufgebaut werden
kann.

Nehmen wir an, dass die Datenstruktur Dy, t > 2 gegeben ist. Wir beschreiben nun
die Durchfiihrung des Schrittes (2) beziiglich der Konstruktion von Dy 1.

1. Unter Verwendung der Menge K bestimmen wir in konstanter Zeit eine Liste
A’(i,a) der Linge > 2 und wihlen zwei beliebige Tripel (i,a,j1), (i,a,j2)
in A’(i,a) aus. Mit Hilfe von S(i,a,71) und S(i,a,j2) entscheiden wir, ob
|L(i,a,71)] < |L(i,a,j2)|. Bezeichne L(i,a,jmin) die kiirzere Liste. Nun ist
die alte Liste L(i,a,jmin) die neue Liste L(¢t + 1,a,jmin) und daher auch
S(t+1,a, jmin) = S(i, @, jmin ). Wir streichen nun den Zeiger auf L(i, a, jmin ) aus
A'(i,a) und fiigen einen Zeiger auf L(t+1, a, jmin ) in eine neue Liste A’'(t+1, a)
ein. Falls die Linge der Liste A’(7, a) nun kleiner als zwei ist, dann streichen wir
den Zeiger auf A’(i,a) aus K.

2. Da sich fir ¢ € L(t 4+ 1,a, jmin) der Index seiner Menge von i nach ¢ + 1
gedndert hat, miissen wir fiir jedes b € X \ {a} die zu ¢ korrespondierende
Komponente aus seiner Liste L(7,b, k) entfernen und in die Liste L(t + 1,b, k)



