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Vorwort

Wie bereits in der 1. Auflage verfolgt dieses Buch folgendes Ziel: Es soll einem Studen-
ten der Ingenieurwissenschaften ab dem 3. Semester und dem schon im Beruf stehen-
den Ingenieur ausgewdéhlte Aspekte der finiten Elemente so vermitteln, dass er dieses
Wissen sofort zur Losung praktischer Probleme umsetzen kann.

Im Buchtitel und im Verlauf dieses Buches sprechen wir von der Finite-Elemente-Ana-
lyse (FEA) und nicht von der Finite-Elemente-Methode, weil dieses riesige Fachgebiet
schon lange den etwas zweifelhaften Touch einer Methode hinter sich gelassen hat
und heute das Ingenieurtool ist, um Tragwerke zu analysieren. Natirlich kann man
mit diesem Verfahren viel mehr unternehmen, als nur Mechanik zu betreiben. Warme-
flisse, Elektro- und Magnetfelder, ja eigentlich allgemein Differenzialgleichungen
und Randwertaufgaben fiir verschiedene Felder - all das kann man heute mit der
Finite-Elemente-Analyse berechnen und lésen.

Begonnen hat jedoch alles mit der Berechnung von mechanischen Strukturen, wes-
halb wir uns in diesem Werk auf lineare und nichtlineare Statik, stationdre War-
meleitung und Eigenschwingungen beschrianken mochten. Sehr wesentlich scheint
uns der Ingenieuraspekt zu sein, der deshalb nicht umsonst im Buchtitel zur Sprache
kommt: Das Vorgehen wurde in den Fiinfzigerjahren einigermafen ,intuitiv® von
Flugzeug-Ingenieuren fiir statische Berechnungen von Flugzeugstrukturen entwickelt.
Es ist ein Verfahren von Ingenieuren fiir Ingenieure.

Wir gehen daher wie folgt vor: Nach einer wirklich einfachen Darstellung des grund-
legenden Vorgehens werden wir die wichtigsten Punkte der Elastizitdtstheorie, der
Technischen Mechanik und der Thermodynamik, soweit sie die FEA betreffen, ab-
handeln, um mit diesem Wissen an die Herleitung der Elementsteifigkeitsmatrizen
zu gehen. Dieses theoretische Wissen ist tatsédchlich unabdingbar, um FE-Rechenpro-
gramme gezielt und gekonnt einsetzen zu konnen. Sodann betrachten wir den Com-
pilationsprozess, die Speicherverfahren und das Losen der Gleichungssysteme, um
die Unbekannten zu berechnen.



Vorwort

XV

Damit Sie Thr Wissen im Anschluss auch praktisch umsetzen kénnen, steht Thnen un-
ter plus.hanser-fachbuch.de eine umfangreiche Beispielsammlung zum Download zur
Verfiigung. Dariiber hinaus kénnen Sie sich unter www.feabuch.z88.de zwei FE-Pro-
gramme herunterladen: das 2025 von Rieg programmierte Open-Source-Finite-Ele-
mente-Programm fiir statische Berechnungen Z88Adria® sowie das weit dariiber hin-
ausgehende und komfortable Freeware-Finite-Elemente-Programm Z88Aurora®, das
dann auch nichtlineare Berechnungen, stationdre Warmefliisse, Eigenschwingungen
und Kontakt beherrscht. Beides sind Vollversionen, mit denen beliebig grofse Struk-
turen gerechnet werden konnen. Die Grenzen werden nur durch Thren Computer hin-
sichtlich Hauptspeicher und Plattenplatz und Ihr Vorstellungsvermogen gezogen.

Z88Adria® und Z88Aurora® werden lauffertig fiir Windows, Linux sowie macOS ange-
boten. Bei Z88Adria® liefern wir auch direkt die Quellen mit, sodass Sie die theoreti-
schen Aspekte im Programmcode studieren und gegebenenfalls erweitern konnen.
Nattiirlich konnen Sie so auch nachvollziehen, wie Speicherverfahren, Gleichungs-
léser usw. in der Rechenpraxis arbeiten. Z88Adria® ist durch Ein- und Ausgabe mit
Textdateien fiir den Anwender absolut transparent. Es ist demnach ein FEA-Pro-
gramm im ganz klassischen und urspriinglichen Sinne. Wir sind davon iiberzeugt,
dass Sie nur mit einem solchen Programm, bei dem Sie jeden Zahlenwert noch selbst
kontrollieren kdnnen und missen, das Grundlegende lernen konnen. Wenn Sie das
grundlegende Vorgehen einmal verstanden haben, kénnen Sie mit Z88Aurora® arbei-
ten, das bei uns am Lehrstuhl fir Konstruktionslehre und CAD mit Férderung durch
die Oberfrankenstiftung entwickelt wurde. Z88Aurora steht den kommerziellen
FEA-Programmen in Look and Feel nicht nach und erlaubt ein sehr professionelles
und zeitgeméafies Arbeiten, direkt von CAD-Daten ausgehend. Auf die bekannten kom-
merziellen FEA-Programme beziehen wir uns hier nicht, weil es davon in kostenloser
Form nur sehr stark eingeschriankte Versionen hinsichtlich der Strukturgréfien gibt,
mit denen Sie mehrere der folgenden Beispiele gar nicht rechnen konnten. Quell-
codes konnten wir dazu auch nicht prasentieren. Kapitel 13 enthalt viele Praxisbei-
spiele, die Sie nach dem Studium der Grundlagen nachrechnen sollten. Die Beispiele
sind so gewadhlt, dass sie schrittweise die verschiedenen Aspekte der Berechnung von
Tragwerken und mechanischen Strukturen erldutern. Wie bereits erwdhnt, konnen
Sie sich die Beispiele unter plus.hanser-fachbuch.de herunterladen.

Das Buch wurde anlésslich der 7. Auflage vollstdndig tiberarbeitet.

Dem Hanser Verlag danken wir fiir die — wie immer - vorbildliche Ausfiihrung.
Auflerdem durfen wir uns ganz herzlich bei unseren Lesern bedanken, die nach we-
nigen Jahren eine neue Auflage fordern. Auch die Arbeit an dieser Auflage war uns
wieder ein Vergniigen und wir hoffen, dass Sie grofen Nutzen aus diesem Buch zie-
hen werden.

Bayreuth, im Januar 2026
Frank Rieg, Bettina Alber-Laukant, Stephan Tremmel und Reinhard Hackenschmidt
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Einleitung

Wéhrend viele Vorgehensweisen in der Technik oft jahrhundertealt sind und bei-
spielsweise die Elastizitdtstheorie praktisch geschlossen im 19.Jahrhundert entwi-
ckelt wurde, entstand die sogenannte Methode der finiten Elemente erst mit dem Auf-
kommen der ersten Digitalrechner in Deutschland, in den Vereinigten Staaten und in
England wahrend des Zweiten Weltkriegs. Diese ersten Computer, zu denen unter
anderem der deutsche Zuse Z3 von 1941, aber besonders der amerikanische Harvard
Mark I zahlen, dienten zum Berechnen von Geschossbahnen fiir die Artillerie
(vgl. /33/). Gleichzeitig entstand ein neuer Flugzeugtyp, der diisengetriebene Jet. Des-
sen bisher nicht gekannte Geschwindigkeiten sorgten fiir ganz neue Probleme - neu-
artige Tragfliigelkonzepte wie den Pfeilflligel, extrem leichte und dennoch sehr sta-
bile Zellen, die auch in grofSen Hohen nicht versagen, und die Strahltriebwerke selbst.

Es kam daher nicht von ungeféhr, dass in den 1950er-Jahren bei Boeing in Seattle die
Ingenieure Turner und Clough die Matrizenkraftmethode und die -Matrizenverschie-
bungsmethode fiir die statische Berechnung von Zellen und Fliigeln entwickelten.
Schon Ende der 1940er-Jahre hatte Argyris (der spéter an der TH Stuttgart wirkte und
einer der Viter der Finite-Elemente-Methode ist) in England nachgewiesen, dass man
Kontinua durch Zerlegen in kleinere Teilbereiche in vereinfachter Form beschreiben
kann. Dem gingen die Uberlegungen unter anderem von Hrennikoff voraus, Kontinua
in eine Anordnung von Staben bzw. Balken zu zerlegen, um damit ebene Spannungs-
zustdnde und Plattenprobleme abzubilden - in der Literatur ,Framework Method*
oder ,Gitterrost-Verfahren“ genannt. Der Erste, der den Begriff Finite-Elemente-Me-
thode auf einer Konferenz o6ffentlich benutzte, scheint Clough im Jahr 1960 gewesen
zu sein.

Wir wiesen schon vorangehend darauf hin, dass es urspriinglich ein Matrizenkraft-
verfahren und ein Matrizenverschiebungsverfahren gegeben hat. Wahrend bei Erste-
rem die gesuchten Unbekannten die Kréfte sind - eigentlich das Vorgehen, das auch
in der klassischen Technischen Mechanik tiblich ist —, sind die Unbekannten beim
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zweiten Vorgehen die Verschiebungen des Systems, was auf den ersten Blick eher un-
gewohnlich ist. Lange wurde in Praxis und Wissenschaft dariiber gestritten, welche
von beiden Vorgehensweisen nun die bessere sei. Heute ist diese Frage entschieden:
Alle Grofsprogrammsysteme arbeiten ausschliefllich nach dem Verschiebungsverfah-
ren, weil es sich viel einfacher und geradliniger schematisieren und programmieren
lasst.

In der Anfangszeit konnten nur wenige ,Privilegierte“ iiberhaupt Finite-Elemente-
Berechnungen ausfithren, denn nur sie hatten Zugang zu einem Groficomputer, der
damals fir die meisten Universititen und Firmen vo6llig unbezahlbar war. Als Rieg
1978 seine Diplomarbeit, die Berechnung einer Rennwagenkarosserie fiir die Firma
Porsche mit der Finite-Elemente-Methode, anfertigte, stand wenigstens ein brauch-
bares FE-Programm, SAP IV (,,Structural Analysis Program®) von Wilson und Bathe,
zur Verfiigung. Es lief im Batchmode auf der fiir die damalige Zeit sehr grofden Com-
puteranlage der TH Darmstadt, einer IBM 370/168. Die Eingabedaten wurden nicht
etwa an einem Terminal eingegeben, sondern auf Lochkarten, die man mit einem
IBM-Lochkartenstanzer selbst lochen musste. Irgendwann war der Eingabedatensatz
fertig gelocht, und man konnte ihn im Rechenzentrum abgeben. Nachts — und zwar
nur nachts wegen der ,enormen“ Kernspeicheranforderung von rund 700 KByte —
wurde SAP IV gestartet und man konnte die Ergebnisse in der Regel am néchsten Tag,
auf zentimeterdicken Papierstapeln per Schnelldrucker gedruckt, abholen. Interak-
tive Grafik? Vollig unbekannt. Plotten auf Papier konnte man immerhin, aber dazu
war ein weiteres Programm namens SAPOST nétig, das seine Plotanweisungen tiber
Lochkarten erhielt.

Langst ist dies anders geworden, und wenn man heute Bilder von Mainframes der
frithen 1980er-Jahre betrachtet, dann meint man, diese Bilder wéren auf einem an-
deren Stern aufgenommen worden. Gerade der Personal Computer hat hier in den
1980er-Jahren Bahnbrechendes geleistet. Schon Mitte der 1980er-Jahre konnte man
ganz beachtliche FE-Strukturen mit PCs /27/ berechnen, wobei die Grenze damals bei
einem nutzbaren Hauptspeicher von ungefahr 500 KByte — diktiert durch DOS - lag.
1985 startete Rieg mit der Entwicklung seines FE-Programms Z88 auf einem IBM AT,
damals noch als FORTRAN-Version /28/. Anfang der 1990er-Jahre zeichnete sich der
Siegeszug von Windows mit der Version 3.0 ab, und Rieg schrieb das bisher aus-
schliefSlich in FORTRAN 77 codierte Z88 komplett in C um /15/, weil man damals nur
mit der Programmiersprache C auf verniinftige Weise Windows-Programme erstellen
konnte.

Die Situation heute kennt jeder: Jeder Billig-PC vom Lebensmittel-Discounter hat un-
endlich mehr Power — und zwar in vielen Zehnerpotenzen gerechnet — als die IBM 370
Mainframe vor iiber 50 Jahren, und jeder, wirklich jedermann, kann heute zu Hause
umfangreiche Finite-Elemente-Berechnungen auf seinem PC oder Mac durchfiihren.

Wie wir in Kapitel 2 sehen werden, ist die Methode der finiten Elemente — oder unse-
rer Meinung nach besser Finite-Elemente-Analyse (FEA), da man etwas nachrechnet
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und analysiert — im Gegensatz zum methodischen Konstruieren, das eine Synthese ist,
im Prinzip aufSerordentlich einfach. Das Besondere daran ist eigentlich nur das streng
formalisierte Vorgehen, das so geeignet fiir den Computereinsatz ist. Wir gehen in
Kapitel 2 bei der Vorstellung des grundlegenden Vorgehens ganz bewusst von der
Elastostatik aus und arbeiten zundchst nur mit Stdben und Balken. Stdbe und Balken
sind aber nattirlich keine 2D- bzw. 3D-Kontinua, weshalb mancher Leser dariiber die
Nase rumpfen und den gezeigten Weg fiir dilettantisch halten wird.

Aber halt! Um das grundlegende Vorgehen des Matrizenverschiebungsverfahrens zu
zeigen, sind diese einfachen (Struktur-)Elemente tatsdchlich sehr geeignet, denn
finite Elemente fiir den ebenen Spannungszustand, fiir den ebenen Verzerrungszu-
stand, fiir den axialsymmetrischen Spannungszustand, fiir die Plattenbiegung und
fiir den rdumlichen Spannungszustand — um die wichtigsten zu nennen - werden ge-
nauso ins Verfahren integriert. Tatsdchlich sind auch alle Computerroutinen fiir das
Aufstellen von Element-Steifigkeitsmatrizen dhnlich aufgebaut, wie Sie bei unserem
Buch jederzeit anhand der Programmquellen fiir Z88 in C nachpriifen kénnen. Ver-
gleichen Sie beispielsweise die Subroutine SHEI88.C fiir krummlinige 8-Knoten-Se-
rendipity-Scheiben und -Tori mit der Routine HEXAS88.C fiir krummlinige 20-Knoten-
Serendipity-Hexaeder fiir den allgemeinen rdumlichen Spannungszustand.

Am Wort Matrizenverschiebungsverfahren erkennt man tbrigens alle relevanten
Aspekte: Wir haben es mit teilweise riesigen Matrizen zu tun. Zudem werden Ver-
schiebungen berechnet, und zwar mit einem schematisierten Verfahren.

Sie ahnen es schon: Man kann sich diesem Verfahren entweder von der Ingenieurs-
seite — wie wir es in Kapitel 2 unternehmen - oder von der streng mathematischen
Seite her ndhern. Welchen Weg man wihlt, hdngt sicher vom eigenen Werdegang und
den eigenen Vorkenntnissen ab, aber auch davon, welches Ziel man eigentlich verfol-
gen will. Da das Verfahren der finiten Elemente von Ingenieuren fiir das Losen von
Ingenieurproblemen entwickelt wurde, halten wir es fiir angemessen, das Grund-
legende ebenfalls aus Ingenieursicht herzuleiten. Das hat aufserdem den Vorteil, dass
Sie aufler den uiblichen Mathematikkenntnissen eines Abiturienten nur noch Grund-
kenntnisse der Matrizenrechnung besitzen miissen. Was allerdings unverzichtbar ist,
ist solides Wissen auf dem Gebiet der ,starren® Statik und der Elastostatik. Wer hier
nicht sattelfest ist, wird beim Arbeiten mit jedwedem FE-Programm - nicht nur mit
ZB88Adria oder Z88Aurora — sehr bald auf die Nase fallen und sich gegebenenfalls
auch den Hals brechen. Warum? Weil es beim Arbeiten mit der Finite-Elemente-Ana-
lyse zwei Hindernisse gibt, die systemimmanent sind. Die erste Falle: das eigentliche
Erzeugen des Finite-Elemente-Netzes — wie grob oder wie fein, welche Elementty-
pen —, das mit sehr viel Erfahrung und Training verbunden ist. Die zweite Falle: die
Wahl der Randbedingungen, also wie und wo Lager anzubringen, Krafte aufzugeben
und dergleichen sind. Auch hier ist Erfahrung im Spiel, aber zunéchst sind solide Me-
chanikkenntnisse gefragt: Ein statisch unterbestimmtes System bricht auch beim teu-
ersten Rechenprogramm in sich zusammen.
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Doch auch fiir Ingenieure kann das Herangehen an die Finite-Elemente-Analyse aus
streng mathematischer Sicht durchaus sehr spannend und sinnvoll sein. Tatsachlich
sind elastostatische Probleme durch Extremalprinzipien darstellbar, z.B. durch das
Prinzip vom Minimum der gesamten potenziellen Energie: Unter allen Verschiebungs-
zustdnden, die den kinematischen Randbedingungen geniigen, minimiert der tatsach-
liche Gleichgewichtszustand die potenzielle Energie. Diese Funktionale der potenziel-
len Energie, die sich fiir Stébe, Balken, Torsionsstdbe, Scheiben, Platten etc. aufstellen
lassen, mussen also stationdr werden. Dies kann mit der Methode von Ritz erfolgen.
Die gewdhlten Funktionen des Ritz’schen Verfahrens sind gedanklich durchaus mit
den Ansatz- bzw. Formfunktionen der Finite-Elemente-Analyse verwandt. Eine der
herausragenden Quellen fiir die Herleitung der diversen Elementsteifigkeitsmatrizen
Uber Funktionale ist das Buch von Schwarz /6/, das dem mathematisch interessierten
Leser sehr empfohlen werden kann.

Allerdings mochten wir wieder daran erinnern, dass man sich die Finite-Elemente-
Analyse nicht durch theoretische Betrachtungen allein erschliefSen kann. Nur durch
umfangreiche Ubung und Arbeit am Computer wird man es auf diesem Gebiet zu ei-
ner gewissen Meisterschaft bringen. Es erscheint uns daher wichtig, dass Sie die Bei-
spiele des Buches selbst nachvollziehen, sinnvoll abédndern und ergdnzen — und zwar
am Computer. Daher haben wir die theoretischen Kapitel relativ kurzgehalten, damit
Sie sich moglichst bald mit den praktischen Aspekten auseinandersetzen konnen. An
den Stellen, an denen wir allerdings der Meinung waren, dass bei anderen Autoren
bestimmte Fragen, z.B. die zur Elastizitatstheorie, eher etwas zu kurz kommen, ha-
ben wir bewusst keine Kiirzungen in Kauf genommen.

Dieses von uns sehr empfohlene Uben am Computer kénnen Sie mit den beiden
kostenlosen Programmen Z88Adria und Z88Aurora (Version 6) vornehmen. Z88Adria
ist eine vollige Neuentwicklung von Rieg fiir diese Auflage des Buches, wobei die ei-
gentlichen Rechenmodule auf denen der é&lteren Version Z88V150S basieren. Mit
Z88Adria konnen Sie alle linear-statischen Beispiele bis einschliefdlich Beispiel 24 (Ab-
schnitt 13.24) berechnen. Sie kénnen bei Z88Adria den Quellcode studieren und ge-
gebenenfalls erweitern oder abdndern, was, wenn man den theoretischen Unterbau
der FEA wirklich verstehen will, dufderst sinnvoll ist. Zum reinen Durcharbeiten der
zahlreichen von uns bereitgestellten Beispiele brauchen Sie sich selbstverstédndlich
nicht mit den Interna der Programmierung zu befassen. Z88Adria und Z88Aurora
stehen passend fur die verschiedenen Betriebssysteme ladefertig auf www.feabuch.
z88.de bereit. Ergdnzt wird die Software um jeweils etwa 200-seitige Handbticher im
PDF-Format, denen Sie Hinweise zur Installation und zum Betrieb entnehmen kon-
nen. Eine Kurzfassung der Bedienungsanleitungen fiir einen ersten Start finden Sie in
Kapitel 9 und Kapitel 10. Z88Adria ist ein ganz klassisches und ursprungliches FE-Pro-
gramm, das Uber Ein- und Ausgabedateien gesteuert wird. Wie alle anderen klassi-
schen Programme ist es zum Studium des grundlegenden Vorgehens sehr geeignet, in
der tdglichen Arbeit jedoch etwas hélzern und nicht wirklich komfortabel.


http://www.feabuch.z88.de
http://www.feabuch.z88.de

1 Einleitung

Daher kamen unsere ehemaligen Mitarbeiter Dr.-Ing. B. Roith, Dr-Ing. A. Troll und
Prof. Dr-Ing. Martin Zimmermann im Jahr 2009 auf die Idee, auf den Strukturen des
urspringlichen 788 aufbauend eine sehr zeitgeméfie Bedienoberfliche mit dem Na-
men Z88Aurora zu schaffen, deren besonderer Fokus darauf liegt, CAD-Dateien im
STEP- oder STL-Format direkt einzulesen, das Netz zu erzeugen und sodann interak-
tiv mit Randbedingungen und Materialien versehen zu konnen. Sehr schnell schlos-
sen sich weitere Mitarbeiter des Lehrstuhls den Arbeiten an. Im Juni 2010 kam diese
erste Version von Z88Aurora heraus und wurde sofort ein voller Erfolg. Sehr bald be-
gann Dr-Ing. B. Roith mit den Arbeiten an der Nachfolgeversion. Seine Nachfolge trat
Dr-Ing. Markus Zimmermann an, der das System in seiner jetzigen Version 6 zusam-
men mit Dr-Ing. B. Alber-Laukant, Prof. Dr-Ing. S. Tremmel und F. Rieg weitgehend
gestaltet hat. Sie werden diese neue Version 6 von Z88Aurora als sehr angenehm und
intuitiv im Umgang empfinden, wozu auch ein einmaliges Feature beitrégt, die soge-
nannte Spider-Help von Dr.-Ing. B. Alber-Laukant und Dr.-Ing. B. Roith. Spider-Help
fuhrt Sie durch den Workflow einer Finite-Elemente-Analyse.

Obwohl wir Z88Aurora V6 und Z88Adria sehr umfangreichen Tests unterzogen haben,
wissen Sie, dass Software nie fehlerfrei sein kann. Wenn Sie also Fehler oder Unregel-
mafligkeiten entdecken, zégern Sie nicht, uns zu benachrichtigen. AufSerdem kénnen
Sie immer mal wieder auf unserer Internetseite www.z88.de vorbeischauen, um zu
priifen, ob es Programm-Updates gibt.

Und nun wollen wir mit dem grundsdtzlichen Vorgehen beginnen, das in Kapitel 2 be-
handelt wird.
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Das grundsatzliche Vorgehen

Wir werden nun in ganz kurzer Form das Grundlegende der Finite-Elemente-Analyse
zeigen und werden auch ganz bewusst eine Reihe von Sachverhalten einfach anneh-
men, ohne sie zunidchst herzuleiten. So behélt man den Uberblick und sieht nach der
Lektilire weniger Seiten, wie einfach an sich das Vorgehen ist. Dass dahinter oft an-
spruchsvolle Theorien und mathematische Verfahren stehen, sei nicht verschwiegen,
aber das werden wir dann, nachdem wir den Gesamtiiberblick gewonnen haben,
ganz entspannt in Kapitel 3 bis Kapitel 8 betrachten — wobei man diese Kapitel tat-
sachlich fiir eine erste Lektiire iiberspringen kann. Wenn Sie uns tber die nichsten
Seiten folgen, dann haben Sie in der Tat die Finite-Elemente-Analyse im Prinzip ver-
standen! Alles, was dann kommt, sind nur noch Verfeinerungen und streng genom-
men Spezialaspekte. Sagen Sie selbst: Ist das nicht hoch motivierend?

Betrachten wir zu Beginn eine ganz einfache Zugfeder aus Stahl, die wir an einem
Ende einspannen und am anderen Ende belasten. Das Belasten kénnen wir prinzi-
piell auf zwei Arten durchfithren: Entweder wir geben eine bekannte Kraft von z.B.
100N auf oder wir ziehen die Feder um einen bestimmten Weg von z. B. 5 mm ldnger.
Fir eine Feder gilt das Hooke’sche Gesetz F=K- U, das heifst, die Federkraft F ist das
Produkt aus Federsteifigkeit K und Federweg U (Bild 2.1).

7
MAAN =
/ Bild 2.1

K Das Hooke'sche Gesetz
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Nun verhalten sich die allermeisten Gegenstdnde des tiglichen Lebens wie diese
Schraubenfeder, d. h., sie verformen sich linear-elastisch: Kraft F und Weg U sind ein-
ander proportional. Jede noch so kleine Kraft bedingt einen Weg bzw. eine Verschie-
bung bzw. eine Verformung. So hat ein Seil oder ein Zugstab der Liange ¢, des Quer-
schnitts A und des Elastizititsmoduls E (Bild 2.2) die Kraft-Weg-Beziehung

E-A

F=—-.U
'
Z I}
/ o —» F U
N Bild 2.2
E.A Der Zugstab
Wenn man
E-A
K=—-—"=
'3

setzt, dann erkennt man wieder das Hooke’sche Gesetz

F-K-U
: _EA
mltK—T

Jetzt definieren wir einen Stab ganz allgemein, indem wir an seinem linken Ende eine
Verformung U, bzw. eine Kraft F; und an seinem rechten Ende eine Verformung U,
bzw. eine Kraft F, aufgeben (Bild 2.3).

U1,F1 — o 0 — U2,F2
Bild 2.3 Der allgemein definierte Stab

Bilden wir das Kréaftegleichgewicht, dann ist
F1=K-U-K-U
Fp=K-Uy—-K-Uj
Dieser Gleichungssatz dargestellt in Matrizen-Schreibweise ergibt
Sl ]l n]
-K K || Uy Fy

Beweis: Durch Ausmultiplizieren erhdlt man

K-Uy-K-Uy=F;

—-K-Uj1+K -Uy=Fy
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Den Ausdruck

K -K
-K K

_|EA/¢ -EA/¢
" |-EA/t EAJe

nennen wir die Element-Steifigkeitsmatrix. Sie gilt hier fiir einen waagerecht liegen-
den Stab in der Ebene. Das Gleichungssystem ist normale Matrix-Schreibweise. Das-
selbe in symbolischer Matrix-Schreibweise (Matrizen und Vektoren in symbolischer
Darstellung werden wir ab jetzt fett-kursiv schreiben):

KU-=F
Das ist schon wieder das Hooke’sche Gesetz. Nur stehen statt der Skalare nun Matri-

zen.

Rechenbeispiel 1
Wir geben die Kréfte F, und F, auf einen Stab (Bild 2.4).

F1—>c o —» [

Bild 2.4 Krafte an einem Stab

mit
F,=-1000 N
F,=+1000 N

Der Stab habe folgende Kennwerte:
Lange £ = 1000 mm
Elastizitdtsmodul E = 200 000 N/mm®
Querschnittsfliche A = 100 mm”®
Damit wird K
_200.000 - 100
1000
Diese Zahlenwerte eingesetzt ergibt
Uy ] B
Uz

= 20.000 N/mm

20.000 —20.000
—20.000 20.000

—-1000
+1000

Nun erfolgt ein Ausmultiplizieren des Gleichungssystems:
20.000 - Uy — 20.000 - Uy = —1000  (B1)

—20.000 - Uy + 20.000 - U = +1000  (B2)
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Um das 2x2-Gleichungssystem zu l6sen, addieren wir Gleichung (B1) und Gleichung
(B2), um eine der beiden Unbekannten zu eliminieren:

0+0=0

Das Ergebnis der Addition ist zwar richtig, es liefert aber keine Losung. Warum? Weil
die Gleichungen linear abhéngig sind! Ein Beispiel zeigt: Gleichung (B2) mit -1 zu
multiplizieren liefert Gleichung (B1). Wann tritt so etwas auf? Wenn ein System sta-
tisch unterbestimmt ist!

@ 1. Regel der FEA
Ein System darf nie statisch unterbestimmt sein. Es muss immer statisch bestimmt
(kinematisch bestimmt) oder beliebig statisch Uberbestimmt sein.

Also folgt das Festlegen einer Randbedingung (Bild 2.5).

O

O (@  Bild2s

— — Wenn am Punkt 1 ein Festlager ist, dann ist die
U, F, U,. F, Verschiebung U, =0

F, kann als duflere Kraft nicht mehr aufgegeben werden, denn das Lager fangt alles
ab! Es kann also nur Folgendes noch aufgegeben werden:

= U,: eine Verschiebung

= F,: eine dufSere Kraft

Nun kommt eine sehr grundlegende Unterscheidung, wie wir die Aufgabe angehen:
Welche Lésungen suchen wir, Krafte oder Verschiebungen? Das uns schon bekannte
Gleichungssystem

K -K Ui | _| 1 _
_K KH U, ]—[ F, ] bzw. KU =F

wirde in der Mathematik so lauten: A x = b.

Das ist die Uibliche Darstellung eines linearen Gleichungssystems: A ist die Koeffizien-
tenmatrix, x der Losungsvektor, also die Unbekannten, und b ist die rechte Seite. Da-
her gilt:

Vorgabe der duBeren Krafte und Berechnen der Verschiebungen = Verschie-
bungsgroRBenverfahren
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Es geht aber auch anders:
K 'F=U
A 'b=x

Dabei ist A™ die Inverse von A. Daher gilt:

@ Vorgabe der Verschiebungen und Berechnen der Kréfte = KraftgroBenverfahren

Heute arbeiten praktisch alle FEA-Systeme nach dem Verschiebungsgrofienverfah-
ren:

@ 2. Regel der FEA
FEA = Berechnen der Verschiebungen des Systems

Unsere Aufgabe ist in Bild 2.6 dargestellt.

©O) @
— - Bild 2.6

U, Fy U,. F, Festlagerung an Punkt 1

K -K||uw]_ [ F
-K K||U | | Fy
Dabei sind: K die Gesamt-Steifigkeitsmatrix, U die Verschiebungen, d.h. die Unbe-

kannten des Systems, und F die &ufderen Kréfte.

Die Gesamt-Steifigkeitsmatrix K entspricht, weil nur ein einziges Element, der Stab,
vorhanden ist, dessen Element-Steifigkeitsmatrix K5,

Die Randbedingung ist: U, = 0, eine sogenannte homogene Randbedingung. Diese ho-
mogenen Randbedingungen werden im Gleichungssystem wie folgt bertcksichtigt:

Vorgehen 1: Einbau der homogenen Randbedingung U;=0
V1.1: Setze in K Zeile jzu 0

V1.2: Setze in K Spalte j zu 0

V1.3: Setze Diagonalelementin K zu 1

V1.4: Setze Kraft f;in Fzu 0




2 Das grundsatzliche Vorgehen

1

Also gilt:
V1.1 und V1.2
0 0 >U1-_>F1j
|0 K || Uz | | F2 |
Vi3
0 >U1<_>F1<
|0 K || Uz | | F2 |
V14
[1 0 7U1 _70
K U, | |F2

Das Ausrechnen ergibt Folgendes:
1-U1+0:-Up=0—-U1 =0

)
0'U1+K~U2=F2—>U2=?

Wie werden die eigentlichen Stabkréfte, also die inneren Kréfte berechnet? Bis jetzt
wurden ja nur duflere Krifte betrachtet.

Vorgehen 2: Knotenkrafte berechnen
V2: Multipliziere die jeweilige Element-Steifigkeitsmatrix des gesuchten Elements
mit den berechneten Verschiebungen.

Also gilt:

K -K|| o] _[|-F
-K K ||Fy/K| | Fy
Das sind die Stabkrafte am Element, also innere Kréafte. Actio = Reactio.

Rechenbeispiel 2 (Bild 2.7)

= Stab 1: £ = 500 mm, E; = 206 000 N/mm?’, A, = 100 mm*
= Stab 2: £, = 400 mm, E, = 206 000 N/mm?®, A, = 40 mm’
= daher: K, =41 200 N/mm, K, = 20 600 N/mm
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® ® & s
F1 =0
— - — F,=0 Bild 2.7
U, Fy U, F, Uy F3 F3=5000 N Beispiel mit zwei Staben

Damit werden folgende Element-Steifigkeitsmatrizen gebildet:

Erster Stab = FE;; Ky -Kqp| | 41.200  —41.2001 _ L,
-K1 Ky —-41.200 41.200 1
Zweiter Stab = FE,: Ky -Kp| _|20.600 ~ -20.600) _ ..
K, Ky | |-20.600 20.600 2

Diese beiden Element-Steifigkeitsmatrizen miuissen zur Gesamt-Steifigkeitsmatrix zu-
sammengefiigt werden. Diesen Vorgang nennt man Compilation.

Es gilt:

K=Zk§
i

@ 3. Regel der FEA
Gesamt-Steifigkeitsmatrix = Summe der Element-Steifigkeitsmatrizen

Hier gilt:

Ky, -Ki||Uy K, -K|| U
-K1 Kq||Uy -K; K Us

Damit wird die Gesamt-Steifigkeitsmatrix

(K, -K; 0 41.200 -41.200 0
-K; Ki+K; -K5|=|-41.200 61.800 —20.600
|0 K, Ky 0 —20.600  20.600

Also wird das Gleichungssystem zunachst

[ 41.200 —41.200 0 Uy 0
-41.200 61.800 -20.600( |Uz[{=| O
0 -20.600 20.600 | |U3 5000

Einbau der Randbedingungen: U; = 0 nach Vorgehen 1:
(1 0 0 Uy 0

0 61.800 —20.600||Uz|=| O

|0 —20.600 20.600 | |Us 5000
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Die Losung dieses Gleichungssystems ist dann

U 0
U,| = |0,1214
Us| |0,3641

Nunmehr erfolgt ein Riickrechnen der inneren Kréfte nach Vorgehen 2, um die Stab-
kréfte zu erhalten (Bild 2.8 und Bild 2.9):

Element 1

41.200 —-41.200 0 _ | —5000
—41.200 41.200 | [0,1214| ~ | +5000
-5.000 —» o — + 5.000

Bild 2.8 Krafte an den Knoten von Stab 1

Element 2

20.600 -20.600|| 0,1214 | | —5000
—-20.600 20.600 0,3641 | | +5000

® ®

-5.000 —»o o —+ 5.000

Bild 2.9 Krafte an den Knoten von Stab 2

Im Beispiel war eine Kraft F; vorgegeben. Nun soll stattdessen eine definierte Ver-
schiebung aufgegeben werden. Das Gleichungssystem sieht zundchst so aus:

[41.200 —41.200 o J[u] [H
-41.200  61.800 —20.600|| Uy |=| Fy
0 -20.600 20.600 | | Us | | F3

Als Néachstes bringen wir die dufSeren Krafte an:

[41.200 -41200 0 J[Uy ] [0
-41.200 61.800 —20.600(| Uy |=| 0
0  —20.600 20.600 || Us | |0

Wenn wir keine dufSeren Krafte aufbringen, sind sie auch alle logischerweise 0.

Es soll nun eine Verschiebung U; = 0,3641 mm aufgegeben werden. Da sie von 0 ver-
schieden ist, nennt man sie eine inhomogene Randbedingung:
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Vorgehen 3: Einbau einer inhomogenen Randbedingung
Die inhomogene RB habe den Wert C; und gelte am Freiheitsgrad ;.

V3.1: Subtrahiere von rechter Seite F den Spaltenvektor, der das Produkt aus C;und
Spalte jvon Kist.

V3.2: Wende Vorgehen 1 an.
V3.3: Ersetze F; durch G,

Das versuchen wir an unserem Beispiel.
Schritt V3.1:
U;=0,3641=C; d.h. j=3

41.200 -41.200 0 Uy 0-0,3641-0 0
—41.200 61.800 —20.600( |Uy| =|0—0,3641 - (—20.600)| = [+7500,46
0 —-20.600 20.600 | |Us 0-0,3641 - 20.600 —7500,46

Schritt V3.2:

Vorgehen 1 anwenden, also Zeile 3 und Spalte 3 in K je 0, Diagonalelement K3; zu 1, F;
zu 0:

41.200 -41.200 0] [U; 0
—41.200 61.800 0| |Uy| = [+7500,46
0 0 1| |Us 0

So wiére aber U; = 0. Das ist eindeutig falsch. Daher miissen wir nun Folgendes setzen:
F3 zu C3 = Ug = 0,3641.

Schritt V3.3:
41.200 -41.200 O Uq 0
—41.200 61.800 O U, | = (7500,46
0 0 1| | Us 0,3641

Nun wird noch die Randbedingung U, = 0, also das linke Festlager, eingebaut geméaf
Vorgehen 1:

1 0 0] [ Uy 0
0 61.800 O0|| Uy |=17500,46
0 0 1| Us 0,3641
Uy 0
Die Losung des Gleichungssystems ist (U, | = |0,1214] ... und das stimmt!
Us 0,3641

Rechenbeispiel 3
Nun erfolgt das Ganze mit einem Balken in der Ebene am Beispiel eines Tragers
(Bild 2.10).

Das System ist statisch iiberbestimmt. Das stort uns aber nicht. Einer der grofien Vor-
teile der FEA ist, dass man mit ihr beliebig statisch tiberbestimmte Systeme berech-
nen kann. Gegeniiber der ,Handrechnung“ mit ,,0“- und ,1“ bzw. ,2% ... ,n“System
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der Technischen Mechanik, die mit jeder weiteren Uberbestimmten sprunghaft auf-
wendiger wird, steigt der Rechenaufwand bei der FEA praktisch nicht. Daher ist die
FEA auch auflerordentlich geeignet, um beliebig statisch liberbestimmte Stab- und
Balkenfachwerke oder Durchlauftriager zu berechnen.

y F
Y
/
/ / A
Bild 2.10
2, El, 2, El Krafte am Balken

Hingegen miissen Sie bereits bei diesem einfach statisch iiberbestimmten System bei
Berechnung mit der klassischen Technischen Mechanik schon mitdenken: Entweder
Sie nehmen das rechte Loslager weg und kompensieren die dann auftretende Ver-
schiebung w mit einer Kraft X, sodass die Verschiebung am rechten Lager wieder 0
wird (Bild 2.11), oder Sie nehmen die Momenteneinspannung am linken Lager weg
und kompensieren den nun auftretenden Verdrehwinkel i mit einem Moment i
(Bild 2.12). All diese Uberlegungen brauchen Sie beim Einsatz der FEA nicht mehr

durchzufiihren.

w Bild2.11
Statisch Uberbestimmte X als
Kraft

Bild 2.12

+ (ﬁ Statisch Uberbestimmte X als

7z  Moment
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Dafiir brauchen wir zunéchst einen waagerecht in der Ebene liegenden Balken
(Bild 2.13).

/i\m u 3/1\ Bild 2.13
Die Verschiebungen und Verdrehungen

Uy, | | 4 am Balken

Dessen Element-Steifigkeitsmatrix (wir entnehmen sie momentan einfach der Litera-
tur und glauben sie ochne Nachfragen) ist wie folgt:

2 -6 -12 -6
£ 02 £3 22 Uy Fy
=6 4 6 2

.| ® ? 72 ¢ | |Uz| _ |F2
Bz P32
=6 2 6 4|lUs [|Fs
£2 € 02 t

oder

KU=F

oder

D Ky Uj=F
j

Derartige Element-Steifigkeitsmatrizen findet man in der Literatur (/1/ bis /7/) oder
liest Kapitel 4.

Manche Autoren stellen den Sachverhalt wie in Bild 2.14 dar.

W, W, Bild 2.14
Alternative Darstellung
¢

1 ?, der Verschiebungen und
| | Verdrehungen
12 -6 -12 -6
23 P2 23 02 Wl Fl
=6 4 5 2
Er.| & ? 2 ||| _ | M1
Z12 6 12 6 | |wy Fy
23 p2 23 02
% 2z & 4|lez] 1My
£2 ¢ £2 ¢

Hier wird zwar vordergriindig deutlich, dass am Balken Verschiebungen w, Verdre-
hungen ¢, Krifte F und Momente M wirken, aber die sehr erwiinschte schematische
Behandlung wird erschwert. Vor allem fiir die Darstellung

D KijUj=F
j
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ist das vollig ungeeignet. Gerade die Indexform der Matrizen-Schreibweise braucht
man zum Programmieren.

Kommen wir zuriick zu unserem Beispiel (Bild 2.15).

I " g
/ / A ® ®

2'|’E|1 221E|2

Bild 2.15 Darstellung des Rechenbeispiels 3
Natiirlich konnten auch noch die E-Moduln unterschiedlich sein: E, # E,.
Wir bleiben der Einfachheit halber bei

E1 = E5 = E = 206.000 N/mm? = 206 - 10° N/m?

Balken 1: IPB 100: £=3m
I,=450cm*=450-10°m*

Balken 2:1100: £=2m
L=171cm*=171-10%m*

F=-5000 N (wirkt nach unten, siehe folgende Skizze)

@ 4. Regel der FEA
Die FEA ist nicht an feste Mal3systeme gebunden. Die Einheiten kénnen beliebig
sein, mussen aber innerhalb der Struktur konsistent sein.

@ 5. Regel der FEA
Es gibt keine genormten Koordinatensysteme und Vorzeichenregeln. Sie variieren
von FEA-System zu FEA-System. Die Vorzeichen hangen allein von der Definition
der Element-Steifigkeitsmatrizen bzw. der Gesamtstruktur ab.

Da wir die in Bild 2.16 dargestellten Freiheitsgrade definiert hatten ... ist hier die
Kraft F negativ einzusetzen.

/1\31 US/I\ . Bild 2.16
‘ Darstellung der definierten

U
2 | | ‘A A Freiheitsgrade
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Mit den Zahlenwerten wird K¢

412.000 -618.000 -412.000 -618.000
-618.000 1.236.000  618.000 618.000
—412.000 618.000  412.000 618.000
| —618.000 618.000  618.000 1.236.000

und K ; wird

528.390 -528.390 -528.390 -528.390
-528.390  704.520  528.390  352.260
-528.390  528.390  528.390  528.390
| —528.390  352.260  528.390  704.520

Die Freiheitsgrade am Gesamtsystem sind in Bild 2.17 dargestellt.

/ F

q

77

U U
UQ/T\E1 . u4/i: UG/LS Bild 2.17
® ©)

Darstellung der Freiheitsgrade im
® Rechenbeispiel 3

Um den Vorgang der Compilation zu verdeutlichen, legen wir uns ein leeres 6x6-Feld
wegen der 6 Freiheitsgrade an (Bild 2.18). Jeder Knoten belegt zwei Zeilen und zwei
Spalten, weil hier in diesem Fall ja jeder Knoten wieder jeweils zwei Freiheitsgrade
per definitionem hat (bei einem ,richtigen“ Balken, z.B. Z88-Typ Balken Nr.2, hétte
man 6 Freiheitsgrade pro Knoten: 3 Verschiebungen in X-, Y- und Z-Richtung und drei
Rotationen um die X-, Y- und Z-Achse).

Knoten @ i @ : €))

FG 1 2 1 3 4 5 6
1

@
2
3

@
4
5

®
6

Bild 2.18 Hilfsraster zur Ermittlung der Gesamt-Steifigkeitsmatrix
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Fir die Element-Steifigkeitsmatrizen legen wir das in Bild 2.19 dargestellte Hilfsraster an.

Knoten @ @ Knoten @ ®
FG 1 2 09 4 FG 3 4 1 5 6
. 1 3 3
@ @
2 4
. e . 5
@ &)
4 6
Element 1 Element 2
Bild 2.19 Hilfsraster zur Ermittlung der Element-Steifigkeitsmatrizen
Damit wird folgende Gesamt-Steifigkeitsmatrix gebildet:
1 2 3 4 5 6 =FG
1 412000 -618000 [-412000 -618000 0 0
2 -618000 1236000 618000 618000 0 0
3 -412000 618000 |412000+528390 618000 +-528 390 -528390 -528390
=940390 =89610
4 -618000 618000 J618000+-528390 1236000+ 704520 528390 352260
=89610 =1940520
5 0 0 -528390 528390 528390 528390
6 0 0 -528390 352260 528390 704520
=FG

@ 6. Regel der FEA
Die Element-Steifigkeitsmatrizen sind immer symmetrisch. Die Gesamt-Steifig-
keitsmatrix ist immer symmetrisch. Ihre Ordnungen sind die Anzahl der Freiheits-
grade.

Damit kénnen wir nun das Gleichungssystem mit den Kréften, aber noch ohne Lager

aufstellen:
412.000 | —618.000 | —412.000 | —618.000 0 0 U1 0
—618.000 | 1.236.000 | 618.000 618.000 0 0 Uy 0
—412.000 | 618.000 940.390 89.610 —528.390 | —528.390 || U3 | | —5000
—618.000 | 618.000 89.610 1.940.520 | 528.390 352.260 Uy B 0
0 0 —528.390 | 528.390 528.390 528.390 Us 0
0 0 —528.390 | 352.260 528.390 704.520 Ug 0
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Nun erfolgt der Einbau der Lager: U; =0, U, =0, U; = 0:

1|0 0 0 0 0 Uy 0
0|1 0 0 0 0 U, 0
0] 0| 940.390 89.610 | 0 | —528.390 || U3 | | —5000
0/0| 89.610 |1.940.520 | 0 | 352.260 || Uy | 0
00 0 0 1 0 Us 0
0]0|-528.390 | 352.260 | 0 | 704.520 || Ug 0

Dieses Gleichungssystem rechnen Sie nun mit MATHEMATICA oder einem leistungs-
fahigen Taschenrechner wie z.B. HP Prime oder TI-92 (Sie kénnen aber auch einen
40TJahre alten HP41 oder TI-59 nehmen; die konnten das auch schon) aus. Die Lésung
ist

vl = (0; 0; —0,01056746;0,00211904; 0; —0,0089851)

Schon an diesem kleinen und wirklich einfachen Beispiel erkennen Sie, dass FEA
ohne Computereinsatz mehr oder weniger useless ist. Oder mochten Sie das vorange-
hend aufgefiihrte 6x6-Gleichungssystem zu Fuf$ 16sen? Tun Sie’s einfach einmal und
Sie verstehen, was wir meinen.

Aber: Es durfte klar sein, dass wir selbst mit diesem Primitiv-Balkenelement beliebig
komplizierte Durchlauftrdger behandeln kénnen (z. B. Lastfall in Bild 2.20).

bt ot

ﬁ%&ﬁ&

/

AN\ AN\ AN\

Bild 2.20 Beispiel eines komplexen Lastfalles

Die FEA lésst sich wie folgt zusammenfassen:

Vorgehen 4: Gesamtproblem
V4.1: Definiere eine FE-Struktur.
V4.2: Berechne die Element-Steifigkeitsmatrizen ESM.
V4.3: Compilation: Addiere die ESM zur Gesamt-Steifigkeitsmatrix.
V4.4: Fuge die Randbedingungen ein:
+Krafte
+definierte Verschiebungen ungleich 0

+Lager, d. h. Verschiebungen gleich 0
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V4.5: Lose das Gleichungssystem. Das liefert U.
V4.6: Fiihre gegebenenfalls Ruckrechnungen aus. Das ergibt:
+innere Krafte

+Spannungen

7. Regel der FEA

Die heutige FEA ist eine Verallgemeinerung des VerschiebungsgréRenverfahrens
der Mechanik. Das Vorgehen ist streng formalisiert und daher sehr geeignet flr
einen Computer-Einsatz.

8. und oberste Regel der FEA

Die lineare FEA ist nichts anderes als das Hooke'sche Federgesetz in Matrixform.

Wir haben damit die FEA in ihrem grundsétzlichen Verfahren abgehandelt. So lauft
die FEA auch bei kompliziertesten, grofiten Strukturen der linearen Statik.

Alles Weitere sind nur noch Verfeinerungen. Was sind solche Verfeinerungen?

= Aufstellen von Elementsteifigkeitsmatrizen (ESM) fiir komplizierte Elemente, be-
sonders Kontinuumselemente (siehe Bild 2.21)

= Spannungsberechnung: Wie ESMs gibt es Spannungsmatrizen:

Element-Spannungsmatrix - berechnete Verschiebungen = Spannungen

= gpezielle Speicherverfahren fir die teilweise riesigen Gesamt-Steifigkeitsmatrizen

= Konditionierungsverbesserungen fiir Gesamt-Steifigkeitsmatrizen, z. B. Skalierun-

gen

= gpezielle Gleichungsloser fir die teilweise riesigen Gleichungssysteme

Diese Fragen werden wir in den folgenden Kapiteln genau untersuchen. Doch das
Wesentlichste haben Sie bereits gelernt.

Bild 2.21 Beispiele fir Kontinuumselemente



Grundlagen

3.1 Verschiebungen und Verzerrungen

3.1.1 Beim Zugstab

Ein Blick in viele Technische-Mechanik- oder auch FEM-Biicher zeigt uns, dass z.B.

Folgendes gilt:
e = ou
X7 ox

Dies wird oft von der sinnreichen Bemerkung ,wie man sofort einsieht* begleitet. Wir
fanden derartige Gleichungen noch nie ,sofort einsichtig“. Daher soll die Herleitung
der sogenannten Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen in diesem Kapitel ausfithr-
lich dargestellt werden. Sie sind die Basis fiir das Verstdndnis von Kontinuumselemen-
ten der FEA. Wir lehnen uns dabei an das ausgezeichnete Buch von Bickford /10/ an,
empfehlen zur Lektiire jedoch auch Love /8/, Timoshenko /9/und Schnell et al. /90/.

Wir gehen von einem einfachen Gummiband aus (das natiirlich auch ein Stahlband
sein konnte) und ziehen mit einer Kraft F daran (Bild 3.1). Die Ursprungsldnge des
Gummibandes sei £,. Das gedehnte Band habe die Lange £,. Die Verldngerung des Ban-
des heifse A®.

7 & AL —=
Bild 3.1
~F Langenanderung eines Stabes durch
£ Krafteinwirkung
.. . . _ M . _ _ 1=ty _ M
Dann definieren wir die Dehnung & = 7, mit A¢ = £ — £ auch € = 7= = -~
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Um die Dehnung an jedem Punkt betrachten zu kénnen, wihlen wir zwei Punkte A
und B auf dem Band, die sehr nahe beieinander liegen (Bild 3.2), sagen wir im Ab-
stand Ax.

4 £,
e X AX
Ao.‘ ; Bo
A B | Bild 3.2

- Punktuelle Betrachtung der Verschiebungen u

u(Ag) u(Bo) anAund B
Gemdf Definition war ja €= ATJB = 513;050‘ Logischerweise ist dann die Dehnung am
Punkt A, wie folgt:

A1B1 - AgBo

&x(Ap) = Lim
x( O) AoBo—0 ApBg

Dabei sind A;B, die Langen zwischen den Punkten A; und B; bzw. A,B, die Langen
zwischen den Punkten A, und B,.

Nun ist AyB, = Ax und es gilt:
A1B1 = (x+ Ax+u(Bg)) — (x +u(Ag)) = Ax +u(Bg) — u(Ap)

Damit wird

A1B1 — ApB Ax +u( Bg) —u(Ag) — Ax
e (Ag) = lim ABi4cBo (Bo) —u(Ap)
ApBp—0 AOBO AgBo—0 Ax

Die Differenz u(B,) — u(4,) konnen wir mit Au bezeichnen und so entsteht
AX + Au — Ax . Au . Au
lim

&(Ag)= lim ——— = — = lim —
AgBy—0 Ax AgBy—0 AX  Ax—0 AXx

und im Grenzubergang
d
ex(Ag) = d—; am Punkt Ap

Oder allgemein gesagt:
e=u’ ,Verzerrungs-Verschiebungs-Funktion“

Das bedeutet: Die Verzerrung (oder Dehnung) ¢ ist die Ableitung der Verschiebungs-
funktion u(x). Also gilt:
, _du

Ex=U = —
dx
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3.1.2 Bei der Scheibe

Nachdem wir den eindimensionalen Fall erldutert haben, gehen wir nun zum zwei-
dimensionalen Fall iiber, wie er z.B. bei sogenannten Scheibenproblemen auftritt.
Scheibenprobleme spielen in der Ingenieurpraxis — und damit auch in der FEA - eine
sehr grofie Rolle, denn tatsdchlich kann man viele Lastfdlle auf Scheibenprobleme
zurlckfithren. Hier liegen alle Beanspruchungen in der Scheibenebene - bei den
ganz anders gearteten Plattenproblemen liegen die Beanspruchungen senkrecht zur
Plattenebene. Bild 3.3 bis Bild 3.8 zeigen einige typische Scheibenprobleme.

Bild 3.3
Rohr unter Innendruck, z. B. Nabe eines Pressverbandes

P

Bild 3.4
Rohr unter AuRendruck, z. B. Hohlwelle eines Pressverbandes

Bild 3.5
x  SchraubenschlUssel unter Last

Bild 3.6
Kerbstabe, z. B. zur Ermittlung
der Formzahl ay
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Bild 3.7
Kompliziert geformte ebene Balken und ebene Rahmen, die
= man nicht verniinftig mit Balkenelementen abbilden kann
\F‘z
Y ks
4
Bild 3.8
X Ganz allgemeiner Fall

Die Dicke t der Scheibe ist oft konstant, aber sie kann ohne Weiteres variieren, z. B. als
t = t(x, y). Man ordnet einfach jedem finiten Scheibenelement eine individuelle Dicke t
zu. Das Besondere an Scheibenproblemen ist, dass keine Verschiebungen u, Spannun-
gen o und Verzerrungen ¢ in z-Richtung auftreten.

Wir leiten nun die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen fiir den zweidimensio-
nalen Fall des Scheibenproblems her (Bild 3.9).

Co) )
Y l/‘A . 4 Y
A\ s AN Bild 3.9
L =" unverformt L verformt Der zweidimensionale Fall des
X X Scheibenproblems

Die Verschiebungen in der xy-Ebene seien wie folgt:

u=ulxy) in x-Richtung
v=v(x,Yy) in y-Richtung
w=0 in z-Richtung

Wie wir schon wissen, sind die Verschiebungen u und v Funktionen und abhéngig
vom jeweiligen Ort x, y. Nur in einfachsten Féllen, z.B. bei einem Zugstab mit kons-
tantem Querschnitt, ist die Funktion u = u(x) konstant. Hier im allgemeinen Fall, der
eben charakteristisch fiir FEA-Scheibenprobleme ist, miissen dann beim Betrachten
von Ableitungen die partiellen Ableitungen

ou ou

—,— USW.
ox’ dy

verwendet werden, da ja u eine Funktion von zwei Verdnderlichen ist.
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Wir zeichnen nun einen Teilbereich der Scheibe heraus (Bild 3.10).

Y, v
‘ U(C())=U(A0+dy)
----------------------- C
vC,)=
V(A +dy)
C0 -0,
: B,
o L e
"[viao) V(By)=V(A,+dx)
u(B, )=u(A,+dx
Bo)=uthor , Bild 3.10
A, dx B, X, u Ausschnitt aus der Scheibe

Zu diesem Bild sind einige Erlduterungen notig. Der spater verwendete Ausdruck

ou(Ap)
X

u(B()) = u(A()) + -dx
entsteht wie folgt: Die Verschiebung u, d.h. in x-Richtung, an der Stelle B, entspricht
auch der Stelle A, + dx auf der x-Achse. Also ist

u(Bg) = u(Ag + dx)

Jetzt kommt der eigentliche Trick: Wir entwickeln u(4,+ dx) in eine Taylor-Reihe. Die
Taylor-Reihenentwicklung ist wie folgt definiert, wobei R, das Restglied ist:
2

Fx0+ 1) = F00) + 311 00) + 5 (x0) - 27 xg) # R

Auf unsere Bezeichnungen angewandt gilt:
ou(Ag) 2u(4g) dx?
ox

A =u(A
u(Ag +dx) =u(Ap) + 2 3

-dx + +...+Rp

Die nichtlinearen Terme kénnen wir vernachlédssigen, weil sie mit dx— 0 schneller
gegen 0 gehen als die linearen Terme. Es bleibt
u(A
u(Ag +dx) = u(Ag) + %dx = u(By)

Genauso wird unter Vernachldssigung der nichtlinearen Terme:

o), Py O 2v4o)

v(Bg) = (VAg +dx) =v(Ag) + —— ol 2 =V(4p) +

-d
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Fur die y-Achse ergibt sich
u(Co) =u(Ag +dy)
und als Taylor-Reihe

u(A u  dy?
Md AL

Ag+dy) =u(A
u(Ap +dy) =u(Ao) + ay a2 2

+...+Rp

Da & schneller gegen 0 geht als dy, gilt

o+ dy) = uta) + 2y = u(Co)
und ebenso
V(o) = v(Ag +dy) = v(dg) + Z20ld

Damit kann die Verzerrung € am Punkt A4, in x-Richtung &,(4,) wie folgt dargestellt
werden:

A1By1 — ApBg

ex(Ap) = A0Bo

Die Strecke wird nach Pythagoras

ou ou
A1B1 =+/(A1D)2 + (ByD)? mit A;D =dx+ a—xdx = (1 + a_x) dx

und

av
BiD=—-d
x

Damit wird die Strecke A,B,

2 2
A1Bq = 1+ a—u dx| + de
ox

Umformen:

2 2 2
J(_) v z(av) \/(_) ()
ox 0x ox ox

ou ou\? av\? ou 2 2 0u
A1By =dx[1+2—+|—| +|—]| ~dx|1+2—| =~dx|[1+-=-—
ox 0x 0x ox 2 0x

Denn es gilt: (1+¢&)"=1+n g fiur || <1 (binomischer Satz).

Wir gingen dabei von den Annahmen aus, dass
1. die Verschiebungen klein sind,

2. auch die Ableitungen der Verschiebungen klein sind und somit
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3. die Quadrate der Ableitungen zu vernachléssigen sind (vgl. /3/, S.63), und haben
daher die quadratischen Summanden unter der Wurzel vernachldssigt:

2 2
(a_u) ~0 und (a_v ) ~0
ox ox
Es bleibt

a
A1Bq = dx - (1+ —u)
ox

Damit wird nunmehr

2
dX(l"‘ﬁ)_dX dx+ % . dx—dx %-dx gu

dx dx dx 0x

ex(Ao) =

Also gilt: ex(Ag) =
Fur g,(4,) gilt ganz analog
A1C1 = ApCo
AoCo
und mithilfe des Satzes von Pythagoras ist wieder

2 2
av ou
A€ = 1+—|d —d
™ \/( +3)’) y] +(8y y)
Mit genau demselben Vorgehen wie vorangehend beschrieben entsteht

ov
Ag) = —
gy ( 0) ay

Nun fehlt noch die Schubverzerrung am Punkt A, in den Richtungen x und y:

8y(A0) =

ny (Ao) = Winkel BoA()CO — Winkel B1A1C1
Der Winkel B,A,C, ist % — @1 — @2 und dabei sind die Winkel ¢, und ¢, einfach
9
&% - dx

tang = —2X —
(1+g—)‘f) - dx

50
(1+g—;)-dy

Nun missen wieder ein paar mathematische Tricks angewendet werden:

tan @ =

= In beiden Gleichungen kann dx bzw. dy gekiirzt werden.

= Fir kleine Winkel ¢ gilt: tan ¢ = ¢.
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= Da die Ableitungen der Verschiebungen klein sind, sind die Nenner

ou v
(1+—) bzw. (1+—)
ox ay

nahezu 1, d.h., die Nenner werden zu 1 und entfallen.
So wird
v _ou

o=y und gr= oo

und in unsere Gleichung

Yxy (Ap) = Winkel BgAgCy — Winkel B1A1Cq

eingesetzt:
(Ag) = T (m dv du
Yol8o)=19712 "5 " ay
(Ag) = av . ou
Yxylfo) =55 dy

Damit werden die Verzerrungs-Verschiebungs-Gesetze fiir den ebenen Fall
ou av ou dv

:—’ = —_— :_+_
B &y ay Yxy dy dx

ox

5>

3.1.3 Im Raum

Diese Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen kénnen ganz leicht auf den allgemei-
nen dreidimensionalen Fall erweitert werden, indem man genau die gleichen Be-
trachtungen fiir die yz-Ebene und die zx-Ebene anstellt. Sie brauchen also nur die In-
dizes zu vertauschen.
So entsteht
ou v du
& = x Yxy = x + 5

e _av _3\} ow
Y 9y Yyz =52 ay
c _ow _au+aw
27 9z sz_az X

Das sind die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen fiir den dreidimensionalen Fall
bei kleinen Verformungen. Wir erinnern uns, dass wir die hoheren Taylor-Glieder
vernachldssigt haben, also linearisiert haben.
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In der Elastizitatstheorie kann man die Deformationskomponenten in einer Defor-
mationsmatrix, genauer sogar einem sogenannten Deformations- oder Verzerrungs-
tensor, zusammenfassen, wobei diese Deformationsmatrix dann Tensoreigenschaften
hat, wenn die halbe Gleitung eingesetzt wird:

1 1
&x 7¥xy  3Vxz
_11 1
E=|2Vyx & 3Vyz
1 1
7Vzx  3Vzy &z

Mit der Definition

11
Exy = 3 ¥xy

11
Exz = EVXZ

usw. entsteht

Ex Exy Exz

Ezx  Ezy &

Das ist der sogenannte linearisierte Green’sche Verzerrungstensor.

An dieser Stelle soll die Index-Schreibweise gezeigt werden, weil damit eine viel ein-
fachere programmtechnische Umsetzung mdéglich ist. Wir schreiben nun

Ex Exx €
g Ey &Exn
& (2% €33
Exy Ey &€
&y &y €3

Das Koordinatensystem heifdt also nicht mehr x, y, z, sondern 1, 2, 3.
Damit wird der Green’sche Verzerrungstensor
€11 €12 €13
E=¢&jj=| €1 €22 &3
€31 €32 £33

P 1 (ou; +3uj
Y2 \ox; o oax
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Das ist offensichtlich mathematisch viel eleganter, aber fiir Ungeiibte zunéchst etwas
verwirrend. Doch setzen Sie einfach einmal ein paar Indizes in die vorangegangene
Gleichungein,z.B.i=1,j=1o0deri=2,j=3:

1(duy ouqg dup du
811 =+ —]=— = —
2 \9xq 0Xq ax1 ox

2

1 3u2+3u3 1({dv Jow 1
0z 9y

0X3  0Xy - - Eyyz

3.1.4 Bei der Platte

Die Platte konnen wir uns zundchst wie gekreuzte Balken vorstellen: Es gibt also nicht
nur in x-Richtung eine Biegelinie, sondern auch in y-Richtung. Bild 3.11 zeigt diesen
Sachverhalt, wobei wir das Koordinatensystem abweichend von den tblichen Kon-
ventionen der Technischen Mechanik mit z positiv nach oben gewdhlt haben, wie es
allgemein in FE-Programmen ublich ist.

Winkel (=)
/- Biegelinie
Winkel (&)
|
_________________________ h
REEEEEREEEEE Vertorm
T Verformungen einer Platte nach
90 FEA-Konvention

Damit sind die Raumrichtungen kompatibel zu den anderen behandelten Spannungszu-
stdnden.

Belastet wird die Platte mit einer Gleichflachenlast q,. Die Plattendicke ist h. Dabei
gehen wir nun nach der Theorie von E. Reissner und R. D. Mindlin vor:

Dabei wird angenommen, dass Plattenteilchen, die urspriinglich auf einer Linie ent-
lang der z-Richtung Uber die Plattendicke verteilt lagen, auch nach Verformung der
Platte auf einer Linie liegen bleiben, aber diese Linie muss nicht notwendigerweise
senkrecht zur verformten Mittellinie sein. Bild 3.12 zeigt dies.
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Bild 3.12
N » Geometrische GroRen bei der
; ? XU Reissner-Mindlin-Theorie

Aus Bild 3.12 erkennt man: u = tan B, - z. Fir kleine Winkel gilt: tan ¢ = ¢
Damit wird unter Beachtung der Vorzeichen aus Bild 3.11
u=z-Bx(xy), V=—Z'ﬁy(X;Y): w = w(x,y)

Mit den schon aus der Scheibentheorie vorher abgeleiteten kinematischen Beziehun-
gen entsteht

9B«
Z o
Exx .
Eyy %y
= ly)’.Bx aﬁ)’
ny VA (W ~ x
Vyz w _ g
Vzx 9y Y
d
9%+ Bx

3.2 Spannungs-Dehnungs-Relationen

Wenn wir einen Zugversuch mit z. B. Stahl ausfithren, dann ergibt sich aus Messun-
gen das sogenannte Spannungs-Dehnungs-Schaubild (Bild 3.13).

Bild 3.13
€ Spannungs-Dehnungs-Schaubild
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Zwischen o und ¢ besteht also bis zur Proportionalitadtsgrenze R, ein linearer Zusam-
menhang. Das gilt fiir die meisten metallischen Werkstoffe. Die Steigung der Kurve
fir lineares Materialverhalten (hier eine Gerade) ist

g
tana = —
&€

und wird ,Elastizitdtsmodul“ E genannt, im Englischen ,Young’s Modulus, d. h.
o do
E=tanoa= — = —
e de

oder
o=E-¢ bzw. F=K -U

Das entspricht genau dem Hooke’schen Federgesetz. Solche Werkstoffe heifSen dann
auch Hooke’sche Materialien. E ist sozusagen Federkonstante des Werkstoffs, und sie
wird im Zugversuch ermittelt.

Nun ist ebenfalls aus Experimenten bekannt — aber dieses Experiment kénnen Sie zu
Hause mit einem Einweckgummi ausprobieren —, dass ein Zugstab sich quer zur Zug-
richtung zusammenzieht. Das nennt man Querdehnung oder Querkontraktion. Ein-
mal angenommen, der Querschnitt des Zugstabs sei rund mit Durchmesser d, dann
kann man eine Querdehnung
_Ad
gq = i
definieren. Das Verhéltnis Querdehnung ¢, zu Ladngsdehnung ¢, nennt man die Quer-
kontraktionszahl v:
Y
&x
Die Querkontraktionszahl v heifst im Englischen ,Poisson’s ratio®, und man kann zei-
gen, dass Folgendes gelten muss:

-1<v<0,5
Fir alle bekannten homogenen Materialien ist 0<v<0,5 d.h. bei Zug, Querkontrak-

tion und keiner Querdehnung.

Fur den technisch sehr wichtigen Stahl gilt
Vstahl = 0,3

Diesen Wert kann man aber auch fir viele andere ,normale“ Metalle wie Grauguss,
Aluminium usw. anwenden, aber unsere Experimente zeigten, dass sich sogar eine
Reihe von technischen Kunststoffen damit ganz brauchbar linear rechnen lésst, ob-
wohl Kunststoffe eher gegen 0,5 tendieren.

Eine andere wichtige elastische Grofie ist der sogenannte Schubmodul G, der das Pen-
dant zum Elastizitditsmodul bei Schubbeanspruchung darstellt.

T=G-y
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Zum Vergleich:
o=E-¢

Zwischen E und G gibt es eine definierte Beziehung

E=2G(1+V)
bzw.
G- E
T 2(1+v)

woraus der , Praktikerwert“ G ~ % - E entsteht, denn mit v = 0,3 fiir Stahl gilt

G =

Da sich G uber vorangehend genannte Gleichung eindeutig aus E bestimmen lasst,
miissen bei vielen FEA-Programmen bei linearen Berechnungen nur der Elastizitdts-
modul E und die Querkontraktionszahl v fiir isotrope (siehe nachfolgende Ausfithrun-
gen) homogene Materialien eingegeben werden.

Wir weisen nochmals darauf hin, dass sich Elastizititsmodul und Querkontraktions-
zahl nur aus Versuchen, sozusagen phanomenologisch, ermitteln lassen, wahrend die
Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen ,,exakte“ Mathematik sind (gleichwohl un-
ter Zuhilfenahme von gewissen Tricks).

Und damit kommen wir zum dreidimensionalen Hooke’schen Gesetz. Ein Hooke’sches
Material liegt dann vor, wenn die folgenden Bedingungen zutreffen:

= Linearitat: VergrofSert man alle Spannungskomponenten um einen gewissen Fak-
tor, dann steigen die Dehnungskomponenten um den gleichen Faktor (Multiplika-
tivitat).

= Linearitdt: Spannungen und Dehnungen konnen in den jeweiligen Koordinaten-
richtungen addiert, d. h. iberlagert werden (Additivitat = Superpositionsprinzip).

= Jsotropie: Das Material verhélt sich in allen Richtungen gleich, ist also unabhén-
gig von Drehungen des Koordinatensystems.

1. Im eindimensionalen Zugversuch hatten wir

Ox = E- Ex
oder

Ox
Ex = —

E

Da ja die Querkontraktionszahl definiert war als

&q
Ex

V=
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folgen durch Umformen der Gleichung und Einsetzen von ey = %

vEE

Ox
&, =-V- —
z E

Fur Isotropie gilt: &, = €,. Durch die Querkontraktion ist die Deformation dreidi-
mensional, obwohl die Belastung eindimensional ist.

2. Wenn wir nun einen Wiirfel unter die Spannungen o,, o, und o, setzen (Bild 3.14),
dann ergibt das Superpositionsprinzip:

Ex

€y

8Z:

Oz

e

Ox Oy 0z
E E E
Oy Ox Oz
E E E
g a. a

2z _ X ,22
E E E

Gy

Bild 3.14
Spannungen an einem Wurfel

Das heifst, alle drei Spannungskomponenten liefern einen Betrag zur jeweiligen
Verformung in x-, y- und z-Richtung. Etwas griffiger geschrieben ergibt dies

Ex =

£y

&=ﬂm—ﬂm+@ﬂ

N~ M-

[ox —Vv(agy + 0z)]

[oy —v(ox +07)]

3. Die Schubanteile bleiben wie gedacht; hier gibt es keine Superposition, d.h., es
gibt keine Kopplung zwischen Schub und Zug (Bild 3.15).

1

2(1+v)
zgxy=ny=5'Txy= :

— T
E Xy

- T
E yz
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5., = 1 . _2(1+v) .
xz = Vxz = G ™= E Xz
|
T
Ty
Tyz Ty
Tzy /‘L_G.X

G, Tox | Wxz Bild 3.15
d Spannungen im Raum in ,Ublicher” Benennung

Die Schubspannungen werden wie folgt bezeichnet (Bild 3.16): Der erste Index gibt
die Ebene an, in der die Schubspannung wirkt, der zweite Index die Richtung. Die
Flache wird durch die Flachennormale definiert, die senkrecht auf der Flache steht.

O33

~ | On

Bild 3.16
Spannungen im Raum in FEA-Benennung

Hier erkennt man sehr schén den Satz von der Gleichheit der Schubspannungen
Vgl /9): Ty = Ty Tz = Too Ty, = T, dLh. allgemein oy = 0. Warum? Betrachten wir
Bild 3.17 und bilden die Momentensumme um den Punkt P.

y Tyx
—_—
P
dy
2
Txy S Ty
1 f
dy
2
o
- X
Tyx
~ ™ — ™ - Bild 3.17
2 2 Gleichheit der Schubspannungen
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Dabei ist zu beachten, dass die Normalspannungen keinen Beitrag liefern; sie heben
sich gegenseitig auf. Im Grenzfall verschwinden die Beitrdge der Volumenkréfte (Ge-
wichtskréfte, Fliehkrafte) zum Moment; dabei ist f=p g.

d
P dX'(Txydzdy)—dy'(TydedZ)—f'dXdde'7)(=0—)Txy=TyX

Diese sechs Gleichungen schreiben wir nun in Matrizenform, weil das fiir die FEA viel
geeigneter ist, und legen die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen zugrunde:
ou v  du

Ex = — = + —
X7 ax Pxy ox

ay
e _ou _3v+6)w
Y7 ay Yyz = 5, ay
L o _ou o
T PP e T

Wir setzen dabei
&ij =Vij

Beachten Sie, dass beim linearisierten Green’schen Verzerrungstensor Folgendes defi-
niert war:

11
Exy = Eny

11
Exz = EVXZ

Hier brauchen wir aber die Verzerrungs-Verschiebungs-Beziehungen.

Auch die Schubspannungen werden nun durchgingig o; genannt, wobei gilt:
0;:-; Normalspannungen

0;i-; Schubspannungen.

Fassen wir die sechs vorangegangenen Gleichungen in Matrixform zusammen, ergibt
sich in tiblicher Notation

Exx 1 v —v 0 0 0 Oxx
Eyy -v 1 -v 0 0 0 Tyy
&z 1|-v -v 1 0 0 0 Ozz
exy| E[0 0 0 201+v) 0 0 Oxy
€yz 0 0 0 0 2(1+v) 0 Oyz
Ezx 0o 0 O 0 0 2(1+v)/\ozx
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und dasselbe in der FEA-Indexnotation

€11 1 -V -V 0 0
€92 -v 1 -v 0 0
3 [ _1|-v —-v 1 0 0
el | E|O 0 0 2(1+v) 0
€93 0o 0 O 0 2(1+v)
€31 0 0 0 0 0

In symbolischer Matrizenschreibweise gilt

1
€=—=Mo
E
oder in Indexnotation

1
ik = E'ZMU Tjk
j

o O O © o

2(1+v)

011
022
033
012
023

Um nun diesen Gleichungssatz nach o aufzulésen, kann man ganz formal Folgendes

schreiben:

c=M1eE

Es muss also die Inverse von M berechnet werden, was sehr mithsam ist. Heute mis-
sen Sie das zum Glick nicht mehr ,zu Fuf$“ machen, sondern konnen dies mit Pro-
grammunterstiitzung tun. Nehmen Sie z.B. MATHEMATICA und schreiben Sie am

Prompt

m = {{1,-v,-v,0,0,0},
{-v,1,-v,0,0,0}
{-v,-v,1,0,0,0}
{0,0,0,2[1+V],0,0}
{0,0,0,0,2[1 + V], 0}
{0,0,0,0,2[1 +V]}}

Bilden Sie

im = Inverse [m]
imt = Together [im]
und lassen Sie mit

MatrixForm [%]

die Inverse anzeigen. Dieses Invertieren konnen Sie auch mit einem leistungsfahigen
Taschenrechner wie z. B. dem TI-92 vornehmen. Damit wird der Gleichungssatz nach

o aufgeldst:

c=M'eE

Den Ausdruck M E nennt man die Materialmatrix C und so ergibt sich

g=Ce¢
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Ausgeschrieben gilt
Oxx 1-v) v % 0 0 0
Oyy v 1-v) % 0 0 0
Ozz | _ E v v 1-v) 0 0 0
oxy| (1+v)1-2v)| 0 0 0 1(-2v) 0 0
Oyz 0 0 0 0 3 (1-2v) 0
Ozx 0 0 0 0 0 1@-2v)
oder
011 1-v) v v 0 0 0
ag22 v 1-v) % 0 0 0
o33 | _ E v % 1-v) 0 0 0
o |- 1+v1-2v)| O 0 0 1(1-2v) 0 0
023 0 0 0 0 3 (1-2v) 0
o31 0 0 0 0 0 1-2)

C fir den allgemeinen, dreidimensionalen Fall. Achtung bei v = %!

Eine weitere Schreibweise ist
Oik = Z Cij €jk
j

Damit sind die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir den allgemeinen, den dreidi-
mensionalen Fall hergeleitet.

Fir den Sonderfall des ebenen Spannungszustandes ergeben sich unter Einsetzen
von

033=0 (=0)
031 =0 (=17z)

023=0 (=71yz)

dann
011 E 1 v 0 €11
22 | = 1-2 v 1 0 22
012 0 0 1%1} £12

Mit dem gleichen Vorgehen werden die anderen Spezialfélle wie
= axialsymmetrischer Spannungszustand und

= ebener Verzerrungszustand

hergeleitet. Sie sind in Kapitel 4 tabelliert. Wer sich fiir diese Grundlagen néher inter-
essiert, dem sei Betten /41//44/ /45/ unbedingt empfohlen.

Exx

Ezz

Exy

Ezx

&11
€22
£33
€12
£23
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AbschlieRend, da etwas abweichend von den bisherigen Uberlegungen, folgt die Ma-
terialmatrix C fir die Reissner-Mindlin-Platte: Sie setzt sich aus zwei Komponenten
zusammen, d.h. einer Komponente C, fiir den Biegeanteil und einer Komponente C;
fir den Schubanteil, denn die Reissner-Mindlin-Platte ist im Gegensatz zur schubstar-
ren Kirchhoff-Love-Platte schubelastisch:

1 v 0
ER®
Cb:ﬁv 1 0
o 0 2
_ Ehk (1 0
ST 214w 0 1

Damit wird die Spannungs-Dehnungs-Beziehung

Oxx B Bv 0 0 O0\/[exx
Oyy Bv B 0 0 0]]eyy
oy |=|0 0 BLEY 0 0f|&y
Oyz 0 0 0 S 0flgy:
Ozx 0 0 0 0 S/\exx
ER3
B= ———
12(1 - v?)
_ Ehk
T 2(1+4v)
Der Schubkorrekturfaktor k wird nach Reissner wie folgt verwendet (vgl. z. B. Krdtzig/
Bagar /42/):
5
k=-
6

Abschliefend sollen hier noch die Grundgleichungen der Plattentheorie angegeben
werden (vgl. Bild 3.18 und Bild 3.19). Wer Néheres dariiber wissen mochte, moge das
ausgezeichnete Buch von Gross et al. /39/konsultieren. Beachten Sie hierbei bitte, dass
die Benennungen in der Plattenrechnung abweichend vom Standard sind: Hier be-
zeichnet beispielsweise M, das zu o, gehorende Moment, wahrend sonst M, das um
die x-Achse drehende Moment darstellt.

Querkrafte Ox = / Txz AZ Qy = / Ty dz
Biegemomente My = / oxz dz My = / oyzdz

Torsionsmomente Myy = Myx = / Txy Z2dz
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Bild 3.18
2 Krafte und Momente an der
v Platte
TXZ
o[\
y Gyy 1:xy é
x ‘vz Tyx
-
Bild 3.19
'z

Spannungen an der Platte

Fur die Spannungen lésst sich bei Rechteckplatten aus isotropem Material Folgendes
aussagen (vgl. Pilkey /38/). Dort finden sich sehr viele verschiedene Plattenformeln
tabelliert:

12z 12z 12z
GX = h_BMx, Gy = h_3My, Txy = h_BMXy

2 2
_ 30x z _ 30y z
T 1‘(@) ST i ¥

3.3 Thermo-mechanische Beanspruchung

Fur die Entwicklung von Bauteilen bzw. Baugruppen ist eine Betrachtung von ther-
mischen Auswirkungen, wie z.B. eine thermo-mechanische Verformung durch Krie-
chen, mittlerweile vielfach unerlésslich geworden. Denn eines ist vielen aus Erfah-
rung klar: Bauteile nehmen im Betrieb Warme auf oder geben diese ab. Und genau
das kann wiederum Auswirkungen auf die Verformung und Haltbarkeit haben (Pahl/
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Beitz /134/). Eine Erweiterung und Weiterentwicklung in der FEA eroffnet somit neue
Felder in der Simulation, womit Bauteile und -gruppen die Belastungen im Betrieb
besser abbilden kénnen und aus diesem Grund eine genauere Festigkeitsanalyse
durchgefihrt werden kann.

Die Analyse von thermischen Problemen gehort zum Bereich der Multiphysics bzw.
zu den Feld- und Potenzialproblemen. Das bedeutet, es konnen mit dem Verfahren
der Finite-Elemente-Analyse neben Warmefliissen, Elektro- und Magnetfeldern oder
allgemeinen Differenzialgleichungen auch gekoppelt verlaufende Prozesse (z. B. ther-
mo-mechanisch oder magneto-mechanisch) berechnet und dargestellt werden (vgl.
Miiller/Groth /135/).

In diesem Abschnitt wird das Hauptaugenmerk auf die stationdre Warmeleitung mit
deren Randbedingungen gelegt. Ein wichtiger Punkt, der auch erwdhnt werden muss,
ist die mechanische Auswirkung der Temperatur auf ein Bauteil. Die resultierenden
thermischen Dehnungen, die aufgrund der Warmeentwicklung entstehen, ergeben
Verschiebungen und Spannungen, die mit einer elastostatischen Problemstellung
uberlagert werden kénnen.

Die generelle Grundlage von Temperaturberechnungen ist der 1. Hauptsatz der Ther-
modynamik. Dieser besagt, dass bei physikalischen oder technischen Prozessen keine
Energie verloren gehen kann, sondern nur ihre Erscheinungsform sich dndert. Die
Warmeiibertragung oder auch Warmeleitung ist der Transfer der Energieform Warme
aufgrund einer Temperaturdifferenz. Fiir eine Berechnung der Warmetbertragung
im stationédren Fall gilt das allgemeine Warmeleitungsgesetz nach Fourier:

oT

qx = —Ax 8_X

Dabei ist g, die Warmestromdichte, A, die Warmeleitfahigkeit und T die Temperatur des
Korpers jeweils am Punkt der Ortskoordinate x. Dieses Gesetz besagt, dass die Warme-
stromdichte proportional zum Temperaturgradienten in Normalenrichtung ist. Das ne-
gative Vorzeichen beruht auf der Konvention aus der Thermodynamik und besagt, dass
die Warme in Richtung der abfallenden Temperatur fliefst (vgl. von Béckh/Wetzel /136/)
Dies kann man sich ganz einfach anschaulich vorstellen: Offnet man im Winter (wir
gehen von einem durchschnittlich kalten Winter in Deutschland aus) das Fenster sei-
ner gut beheizten Wohnung, so wird es relativ schnell kalt. Das liegt daran, dass die
Wiérme den Drang verspirt, zum Kalten zu ,wandern®. Subjektiv hat man das Gefiihl,
in der Wohnung wird es kélter, und denkt, dass die Kélte von aufsen in die Wohnung
eindringt, aber es ist genau umgekehrt. Die Warme fiihlt sich vom Kalten ,angezogen*.

Gehen wir jetzt einen Schritt weiter. Nun fordern wir, die Energie bzw. der Warme-
strom im Inneren eines Kérpers muss im Gleichgewicht sein. Dies beschreibt die all-
gemeine Poisson’sche Gleichung fir den Fall der stationdren Warmeleitung:

] aT ] oT ] aT
— A=+ A=+ |2 | +qw=0
ox ox ay ay 0z 0z
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Die allgemeingiiltige Quellgrofie q,, ist die pro Volumeneinheit erzeugte Warmemenge
bzw. die Warmequellendichte eines orthotropen Materials. Orthotrop bedeutet rich-
tungsabhéngig. In diesem Fall ist die Warmeleitfahigkeit der einzige Materialparame-
ter, der orthotrop ist.

Fiir einen Ubertrag der allgemeinen Wérmeleitungsgleichung in die FEA wird ein
Funktional IT gebildet:

n- /V//g((Axg) ()« () v - [[rowav - [ racan

Dabei beschreibt g die Warmestromdichte an der Oberfldche des Korpers. Die Forde-
rung, dass I stationdr wird, mit T als einziger Variable, liefert die Gleichung

[//(aaT) )—dV ///STquV +//TquA

wobei

oT _[ T T T ]
Oy ox dy oz

ax
bzw.
Ax 0 0
A=|0 Ay O
0 0 A

sind und § ,Variation von“ bedeutet. Fir eine detailliertere Beschreibung wird hier
auf Bathe /4/ verwiesen. Durch Kiirzen und Umformulierung ergibt sich daraus das
fiir die FEA allgemeingltige Elementgleichungssystem

KW,elemTelem = Qelem

Kyelem beschreibt dabei die Elementwéarmeleitfdhigkeitsmatrix und ist definiert als

Ky elem = /// BYABdv
\Y

Der Vektor T, reprasentiert die gesuchten Knotentemperaturen und Q. ist der all-
gemeine Warmestromvektor. Er beschreibt die effektiven Knotenwarmestrome, die
sich aus den thermischen Randbedingungen, d.h. der Warmequellendichte im Volu-
men und der Warmestromdichte an der Bauteiloberfliache, ergeben, und ist definiert

S
Qelem:ﬂ NqudV+/ NTqu
\% A
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Thermo-mechanische Simulation

Zu Beginn von Abschnitt 3.3 haben wir die rein thermische Warmeleitung betrachtet.
Doch das Interessante, die Berechnung der thermo-mechanischen Verschiebung, ken-
nen wir noch nicht. Dies wollen wir jetzt nachholen. Im Allgemeinen treten aufgrund
des Temperaturunterschiedes in einem Bauteil Dehnungen und Verformungen auf.
Wir erinnern uns kurz an Kapitel 2. Das bereits bekannte allgemeine Hooke’sche Ge-
setz

KU =F

bestehend aus der Elementsteifigkeitsmatrix

K= /V// B'cBav

der Verschiebung U und der Kraft F sind die Grundlage fir die Berechnungen in der
Elastostatik. Neben der Verzerrungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix B tritt in
der Steifigkeitsmatrix die Materialmatrix C auf, die sowohl den Elastizitdtsmodul als
auch die Querkontraktion bertcksichtigt.

Wie kénnen wir nun die thermo-mechanischen Auswirkungen simulieren? Wir miiss-
ten irgendwie die thermische mit der mechanischen Berechnung koppeln (Bild 3.20).
Aber wie? Eigentlich ganz einfach: iiber die thermische Dehnung oder die thermische
Verschiebung, die dann als neue Randbedingung in die elastostatische Berechnung
eingeht (Stichwort: inhomogene Randbedingungen).

Die thermische Dehnung €., wird aus der Temperaturdifferenz AT der benachbar-
ten Knoten und dem Proportionalitdtsfaktor o, dem Warmeausdehnungskoeffizient,
berechnet.

Etherm = AT

Da wir von isotropem Materialverhalten ausgehen, kann der Warmeausdehnungs-
koeffizient als Skalar betrachtet werden. Durch Umformulieren von

Etherm = BUtherm

ergibt sich die thermische Verschiebung u;,n, wobei mit B, wie vorangehend er-
wahnt, die partiellen Ableitungen der Formfunktionen der Elastostatik, die Verzer-
rungs-Verschiebungs-Transformationsmatrix, bezeichnet ist. Aus der thermischen
Verschiebung wird dann wiederum eine thermische Kraft berechnet:

Ku¢herm = Ftherm

Die Gesamtkraft ergibt sich schliefflich aus der Summe der einzelnen Kréfte der Ele-
mentanzahli.

F = Z Fi,elem
i
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Dieser Kraft kann man nun die Kraft aus der statisch-mechanischen Rechnung tber-
lagern, sofern man das mdchte, und wiederum in das Hooke’sche Gesetz einfiigen,
womit man letztendlich die thermo-mechanischen Verschiebungen und Spannungen
berechnen kann.

Temperatur

v

therm. Dehnung

\

therm. Verschiebung

mech. Kraft +

i el mech. Verschiebungen

¢ Bild 3.20
Ku=F Kopplung thermisch-mechanische
Simulation

3.4 Eigenschwingung

Gerade im Maschinenbau sind Bauteile hdufig schwingenden Belastungen ausgesetzt.
So schwingt beispielsweise jede Komponente im Antriebsstrang eines Autos zumin-
dest mit der Drehzahl des Motors — Verbindungen mit umliegenden Bauteilen oder
die Tragheitskrafte des Teils selbst haben dann immer eine wechselnde Last zur
Folge. Um unter diesen Umstédnden trotzdem noch Aussagen tiber die mechanische
Tragfdhigkeit machen zu koénnen, werden in der Praxis hdufig zwei verschiedene
Analysen durchgefiihrt, die beide zum Erfolg fithren miissen. Zundchst muss natiir-
lich, genau wie bisher auch, die statische Tragfahigkeit nachgewiesen werden, wozu
die ubliche Finite-Elemente-Analyse der elastostatischen Mechanik zum Einsatz
kommt. Wenn dies geschehen ist, sollte eine sogenannte Modalanalyse durchgefiihrt
werden, um zu priifen, ob eine sogenannte Eigenfrequenz des Bauteils im Frequenz-
band der schwingenden Kraft liegt. Wenn das der Fall ist, ist Vorsicht geboten! Denn
Eigenschwingungen haben die Eigenschaft, dass sie sich quasi selbststdndig aufrecht-
erhalten. Unter Vernachldssigung von Dampfungseffekten stehen die Kréfte durch
die elastische Deformation und die Massenkrafte infolge der Tragheit genau im
Gleichgewicht, es bedirfte also nicht einmal einer kontinuierlichen Anregung, damit
das Bauteil seine Bewegung fortsetzt. Natiirlich kann man die dimpfenden Material-
eigenschaften nicht einfach ignorieren - allerdings kann eine ldnger anhaltende zyk-
lisch wirkende Kraft in der Praxis durchaus zu ansteigenden Schwingungsamplitu-
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den fithren. Auf dem Sprungbrett am Schwimmbecken in Bild 3.21 macht man sich
das zu Nutze; beim berithmten Fall der Opernsingerin und des zerspringenden Wein-
glases wird allerdings die technische Problematik dieses Zusammenhangs deutlich.

\ AN

statische Belastung LMAN schwingende Belastung LMAN

Bild 3.21 Elastische Verformung eines Sprungbretts beim Betreten (links) und beim
Schwungholen fir den Sprung (rechts)

Mathematische Modellierung

Wie auch in der Einfiihrung in die Elastostatik in Kapitel 2 soll die Systemgleichung
fir schwingfahige Korper zundchst im Eindimensionalen hergeleitet werden. Stellen
wir uns dazu eine punktférmige Masse m vor, deren Verschiebung u(t) von einer Fe-
dergleichung r(¢) = k- u(t) bestimmt wird (Bild 3.22). Die GrofSe r(t) bezeichne hier eine
dufdere Kraft, die wie auch die Verschiebung als zeitabhingig angenommen wird. Die
Eigenschaften Steifigkeit k und Masse m (und eigentlich auch Ddmpfung), die im Prin-
zip alle einem einzelnen gewdhnlichen Zugstab zugeordnet sind, wurden hier zur
besseren Ubersichtlichkeit bewusst getrennt.

I_> u=u(t)

| k
N AYAYAY; D gl
Bild 3.22
L - ( ) ( ) - Einfaches Feder-Masse-Schwinger-
NN NN S system

Wenn sich die Masse nun seitlich nach rechts bewegt, folgt nach dem zweiten New-
ton’schen Axiom fiir die Tragheits- bzw. Massenkraft Fy,s,. =m-a. Sie wirkt entlang
der Bewegungsrichtung, also hier ebenfalls nach rechts. Ein einfaches Aufstellen der
Kraftebilanz am Massenpunkt liefert

Freder + FMasse + 7 =0

denn auch die Federkraft wirkt hier (noch) nach rechts. Das Einsetzen der bereits be-
kannten Zusammenhénge sowie der tUblichen Schreibweise

dt?
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fihrt zur gewtiinschten Systemgleichung fiir den Einmassenschwinger:
k-u+m-ii+r=20

Wie bereits erwdhnt, sind die Frequenzen, die es in erster Linie zu vermeiden gilt, die
der sogenannten freien Eigenschwingung. Sie charakterisieren Schwingungen, bei
denen sich der Einfluss der Federkraft und der Tragheitsterm gerade die Waage hal-
ten. Eine kontinuierliche dufSere Anregung r(t) ist also hier gar nicht notwendig fiir
eine dauerhafte Schwingung; sie wird bei freien Eigenschwingungen zu null gesetzt —
ubrig bleibt eine gewdhnliche Differenzialgleichung (DGL) mit konstanten Koeffizien-
ten:
d2u(t)
k-ut)+m- 1 =0

Aus der Mathematik sind Ansatzfunktionen fiir die allgemeine Losung bekannt, die
schon einen zyklischen Bewegungsverlauf erahnen lassen:

u(t) =i -sin(w - t)

Die Grofie @ bezeichnet dann die Amplitude, w die sogenannte Kreisfrequenz der
Schwingung. Deren Einheit ist rad/sec und kann mit f= w/(2 - m) in Hertz umgerechnet
werden. Durch Einsetzen der Ansatzfunktion in die DGL erhdlt man schlie8lich die
Eigenfrequenz des Einmassenschwingers.

k-ii-sin(w-t)—m-it-w? sin(w-t) =0
und umgeformt:
w = k/m

Um diese Erkenntnisse nun auch im FE-Kontext nutzen zu konnen, sollen in der DGL
die einzelne Federkonstante k durch die fertig compilierte Gesamtsteifigkeitsmatrix K
und die einzelne Punktmasse m durch eine sogenannte Massenmatrix M ersetzt wer-
den. Die Verschiebung u wird analog nun vektoriell und enthdlt zeilenweise die ge-
wohnte Anordnung der Knotenverschiebungen in x-, y- und z-Richtung.

d?u(t)

K- -u(t)+M - - 0 mit  u(t) =i sin(w - t)

Die Ansatzfunktion behdlt dann immer noch ihre Gultigkeit. Aber was geschieht an-
schliefSend beim Einsetzen zur Berechnung der Eigenfrequenzen?

0=K-@t-sin(w-t)-M-it-w? -sin(w-t)= (K-w? M) -@t

Das ist ein Eigenwertproblem — und somit nicht mehr durch lineare Gleichungssys-
teme zu lésen! Nun soll es noch in die iibliche Standardform A - ¢ = A - @ umgeschrie-
ben werden, damit es fiir numerische Losungsalgorithmen leicht zu verarbeiten ist.
Dazu behilft man sich mit einem Trick: Man zerlegt ndmlich zunéchst die Massenma-



48

3 Grundlagen

trix mittels des Cholesky-Verfahrens aus Abschnitt6.1 und setzt die Faktorisierung
M=L - L" statt M in die Gleichung ein.

K-a=w*L-LT -2

Nun wird von links (die Reihenfolge der Faktoren spielt bei Matrix-Multiplikationen
ja durchaus eine Rolle) mit L™ multipliziert

LV Ka=w? LV L LT -a=0?- LT -0
und noch @ durch den neuen Vektor L™ - ¢ substituiert:
LVK LT p=0? LT LT . 0=0w? o

Das Ergebnis ist wie gewtiinscht: Links steht eine Matrix (L™ + K - L™) mal dem Eigen-
vektor ¢, rechts steht ein Eigenwert (w”*) mal dem Eigenvektor ¢. Sogar die Symmet-
rie der Matrix (K und M sind von Haus aus symmetrisch) ist erhalten geblieben, was
den Berechnungsaufwand und die Abspeicherung wiederum positiv beeinflusst. Fiir
die technische Interpretation der Berechnungsergebnisse werden die Eigenwerte w’
anschliefiend in Eigenfrequenzen umgerechnet. Die Eigenvektoren ¢ repréasentieren
nach der Riicktransformation mit i = L" - ¢ die sogenannten Eigenschwingungsform-
vektoren, die Aufschluss tiber die Verformung infolge der jeweiligen Schwingungsfre-
quenz geben. Im ndchsten Abschnitt werden wir uns mit der numerischen Behand-
lung des Eigenwertproblems (EWP) befassen.

Die vorgestellte Herleitung ist tibrigens nicht der einzige Weg, die DGL mit der An-
satzfunktion in ein EWP zu uberfiithren. Man findet in der Literatur (z.B. in /127/)
auch andere - algebraisch einfachere - Umformungen. Diese eignen sich jedoch héiu-
fig nicht sonderlich gut fiir die programmtechnische Umsetzung. Wie in Abschnitt4.11
sichtbar wird, hélt sich der numerische Aufwand fiir die soeben hergeleitete EWP-Ma-
trix in engen Grenzen, was mit der vorteilhaften Struktur der Massenmatrix zusam-
menhdngt.

3.5 Nichtlineare Berechnungen

Die bisherigen Betrachtungen gingen immer von linearen Beziehungen aus, beispiels-
weise bei der Definition der Dehnungen oder bei dem Zusammenhang zwischen
Spannungen und Dehnungen. Meistens ist diese Annahme véllig ausreichend, in be-
stimmten Anwendungen der Technik ist es jedoch erforderlich, auch nichtlineares
Verhalten zu bertcksichtigen. Stets sollte aber zunéchst eine lineare FE-Berechnung
durchgeflihrt werden, die spiter zur Beurteilung der Ergebnisse der nichtlinearen
Analyse herangezogen werden kann. Denn ein grofses Problem der Nichtlinearitét ist
das mogliche Vorhandensein mehrerer Losungen, aus denen die richtige ausgewahlt
werden muss. Meistens findet sich die technisch-physikalisch sinnvolle Lésung mit-
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hilfe der linearen Analyse, mit analytischen Nebenrechnungen oder Plausibilitats-
prifungen nach gesundem Ingenieurverstand.

Generell wird in der Literatur zwischen drei verschiedenen Arten von Nichtlinearita-
ten unterschieden /120/:

= geometrische Nichtlinearitaten
= physikalische Nichtlinearitdten (Materialnichtlinearitdten)

= Nichtlinearitdten aufgrund von Randbedingungen

3.5.1 Geometrische Nichtlinearitaten

Die geometrische Nichtlinearitdt begriindet sich auf Steifigkeitsverdnderungen der
Struktur, die infolge grofser Verschiebungen auftreten. Typisches Beispiel ist die elas-
tische Verformung einer Tellerfeder, wie sie in Bild 3.23 gezeigt ist. Insbesondere bei
groflem Verhdltnis von Stiilphohe zu Dicke ergibt sich eine stark nichtlineare Feder-
kennlinie, die in der FEA allein durch Erfassung geometrischer Nichtlinearitdten be-
stimmt werden kann /139/.

Bild 3.23
Modell einer Tellerfeder, Darstellung in Creo
Parametric

Die geometrische Nichtlinearitit kann unter Verwendung spezieller Verzerrungs-
mafle rechnerisch bestimmt werden. Diese Mafde unterscheiden sich von der techni-
schen Verzerrung oder Dehnung & dadurch, dass keine Kleinwinkelndherungen bei
der Definition getroffen werden. Vertreter sind beispielsweise die Lagrange’sche Ver-
zerrung A oder die Euler’sche Verzerrung n, die sich bei Formulierung der Kinematik
in materiellen (Lagrange’schen) oder raumlichen (Euler’schen) Koordinaten ableiten
lassen. Weiteres Beispiel ist die Hencky’sche Dehnung, die ein logarithmisches Deh-
nungsmaf darstellt und in speziellen Bereichen wie der Umformtechnik zum Einsatz
kommt. Eine Ubersicht der wichtigsten DehnungsmaRe gibt Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1 Verschiedene Dehnungsmale

Technische Dehnung €
Lagrange’sche Dehnung A

Euler'sche Dehnung n
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Fir die Erfassung geometrischer Nichtlinearitédten ist die Unterscheidung von materi-
ellen und rdumlichen Koordinaten notwendig. Materielle Koordinaten werden im
Folgenden grofd geschrieben, rdumliche Koordinaten klein. Die nachstehende Glei-
chung zeigt den Ortsvektor eines Punktes im unverformten Zustand (X) und im ver-
formten Zustand (x).

X X
X=|Y xX=|y
Z z

Zur Verdeutlichung betrachten wir ein Beispiel: Bild 3.24 zeigt einen Punkt im Bauteil,
einmal im unverformten Bauteil und einmal im verformten Bauteil. Die Lage dieses
Punkts im unverformten Bauteil wird durch den Ortsvektor X beschrieben, die Lage
im verformten Bauteil durch den Ortsvektor x. Bei der Formulierung in materiellen
Koordinaten werden nun alle Gréfen auf den unverformten Zustand bezogen, ent-
sprechend bei rdumlichen Koordinaten alle auf den verformten Zustand.

Y,y Lage des Punkts im
& verformten Bauteil

Bild 3.24 Koordinaten eines Punkts im unverformten und im verformten Bauteil

Tabelle 3.2 Lagrange’sche (materielle) und Euler'sche (rdumliche) Beschreibungsweise

Beschreibungsweise Beispiel: Verschiebungsfeld

Lagrange (LG) X u’=u(x)

Euler (EV) X u™ = u® (x)

Gemaf Tabelle 3.2 ist also z.B. das Verschiebungsfeld bei Lagrange’scher Beschrei-
bung eine Funktion der unverformten Koordinaten. Betrachten wir dazu ein eindi-
mensionales Zahlenbeispiel. Wir betrachten einen Punkt mit den Koordinaten X = 2.
Im verformten Zustand habe dieser die Koordinaten x = 5. Das Verschiebungsfeld sei
in der materiellen Beschreibungsweise durch
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1
uC=24+2.%
2

gegeben. An der Stelle X = 2 muss sich hier eine Verschiebung von 3 ergeben. Die Kon-
trolle ergibt

1
uLG(2)=2+E~2=3

Das Verschiebungsfeld in rdumlichen Koordinaten sei geméafd der nachfolgenden For-
mel zu berechnen.
2
u”’ =1+--x
5
Hier muss sich nun definitionsgeméaf$ die Verschiebung von 3 an der Stelle x = 5 erge-
ben. Die Kontrolle zeigt

2
uEU(5)=1+§-5=3

Dieses Beispiel macht auch deutlich, warum die Verschiebungsfunktionen durch ih-
ren hochgestellten Index verschieden bezeichnet sind: Es sind unterschiedliche Funk-
tionen.

Da wir fortan nur noch in materiellen Koordinaten arbeiten, lassen wir den hoch-
gestellten Index allerdings weg. Im Folgenden wird zur Veranschaulichung die
Lagrange’sche Verzerrung auf geometrischem Weg definiert (Bild 3.25).

x(X + dX)
unverformtes
Linienelement

Ndx

verformtes
Linienelement Bild 3.25
, X Geometrische Interpreta-
sV .
tion des Lagrange'schen
X,x Verzerrungsmalles

Dazu betrachten wir ein beliebig aus unserem Bauteil herausgegriffenes Linienstiick
der infinitesimal Kleinen Linge dL = VdX - dX + dY - dY + dZ - dZ. Dieses sei durch
einen Vektor
ax
dX =|dy
dz
gemaf Bild 3.25 beschrieben. Die Endpunkte des Linienelements sind charakterisiert
per Koordinaten X und X+ dX. Durch die Belastung findet eine Verformung statt. Es
gibt eine Starrkorperbewegung, die sich aus Verschiebung und Verdrehung des Lini-
enstlicks zusammensetzt, sowie eine Ladngendnderung. Fur die Verzerrung ist ledig-
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lich die Langendnderung relevant, aufgrund des vektoriellen Charakters betrachtet
man daher das Skalarprodukt, welches dem Quadrat der Lange entspricht:

drL* = axTax

Im verformten Zustand, wenn die Koordinaten der Endpunkte x(X) und x(X+ dX)
sind, kann das Quadrat der Lange wie folgt berechnet werden:

dr? = dxTdx

Hier bendtigen wir fiir das weitere Vorgehen eine Taylor-Entwicklung der Koordinate
x(X+dX), die das verformte Linienelement oder spater das verformte Bauteil be-
schreibt.
ox  9x  9x
ax X X oy oz |[dX
— - - 9y 9y 9y
x(X+dX)_x(X)+aXdX_ Y+l % Y
9z 9z 9z |\dZ
X oY oz
Daraus erhalten wir flr die Ldnge des verformten Linienelements einen Ausdruck,
der von der Linge des unverformten Linienelements abhéngt:

0.
dx = x(X + dX) - x(X) = ﬁdX - FdX

Die Grofde F nennt man Deformationsgradient; sie stellt gewissermafSen eine Trans-
formationsmatrix dar, die zwischen Grofien (wie vorangehend der Lidnge eines Li-
nienelements) im Unverformten und im Verformten vermittelt /720/. Schlief8lich dient
bei der Lagrange’schen Dehnung nicht wie bei der technischen Dehnung die Langen-
anderung, sondern die Anderung der Lingenquadrate zur Definition. Der Grund ist
eine einfachere mathematische Behandlung, denn anderenfalls kimen ,unhandli-
che“ Wurzeln vor. Die Anderung der Lingenquadrate ist

di? —dr? = dx' dx — dxT dx
= (FdX)"Fdx - dxTdx
=dX"FTFdx - dx" dx
=dX"{FTF -1}d

Die Anderung der Lingenquadrate hingt also ab von dem urspriinglichen (unver-
formten) Linienelement, dargestellt durch dX" und dX, und der Grofie {F' F - 1}. Ein
Quotient aus der Lingenquadratinderung und dem Quadrat der urspriinglichen
Lange lasst sich aufgrund des Matrizencharakters der Symbole nicht bilden, dennoch
entspricht der Term {F" F -1} einer Relation dieser beiden Gréfen und kann damit als
Maf fir die Verzerrung herangezogen werden. Dementsprechend erfolgt die Defini-
tion der Lagrange’schen Dehnung:

T
1 1
A :—{PTF—l}:—{(a—x) a—x—1}
2 2 |\ox) ox
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Setzt man in diese Gleichung den Zusammenhang zwischen den Ortskoordinaten der
unverformten Struktur, denen der verformten Struktur und dem Verschiebungs-
vektor

u=x-X
oder
u X X
v |I=l Yy |-|Y
w z VA

ein, so kann der gesuchte Ausdruck fiir A erhalten werden.
1]|du ou\T ou\T ou
A=-s—=+|=] +|=| =
2 |6X 0X 0X | 90X
Bei Formulierung der Koordinaten X des unverformten Zustands als Funktion der Ko-
ordinaten x des verformten Zustands (also umgekehrt zu Bild 3.25) kann auf dhnli-

chem Wege das Euler’sche Verzerrungsmafs i abgeleitet werden. Hier sei nachfolgend
nur das Ergebnis gezeigt.

1 {au (au)T (3u)T Bu}
n=-v24tl521 57 32
2 | ox ox ox | dx
Prinzipiell kann sowohl in Lagrange’schen als auch in Euler’schen Koordinaten wei-
tergearbeitet werden; jedoch entscheiden wir uns im Folgenden fiir die Lagrange’sche
oder materielle Beschreibungsweise, weil diese aus Ingenieursicht praktischer ist.
Bisher haben wir die Verzerrung A bzw. n als 3x3-Matrix geschrieben. Da beide Gro-
Ben wie die technische Dehnung symmetrisch sind, ist es fir die Finite-Elemente-Ana-
lyse sinnvoll und effizient, diese genau wie die technische Dehnung als sechsdimen-

sionale Vektoren zu schreiben. Wenn wir die FE-Notation gleich der im gesamten
788-System realisierten wéhlen, ergibt sich folgende Schreibweise:

A1
A2z
A33
A =
2 M Alz
2 M AZB
2 . Agl

Das Verzerrungsmaf$ steht damit, als Ndchstes muss ein Spannungsmafs eingefiihrt
werden. Davon gibt es insgesamt 16 Stiick /121/, jedoch ist die Auswahl nicht frei, son-
dern muss ein zueinander arbeitskonjugiertes Paar aus Verzerrungs- und Spannungs-
mafl ergeben /121/. Fir den hier vorliegenden Fall ist die 2. Piola-Kirchhoff’sche Span-
nung S zu wahlen /41/. Diese basiert auf der Definition von Scheinkréiften und macht
es deswegen notig, fir die Aufstellung der Kréftebilanz zunéchst die 1. Piola-Kirch-
hoff’sche Spannung P zu verwenden. Betrachten wir dazu ein beliebig aus unserem



54

3 Grundlagen

Bauteil herausgegriffenes, infinitesimal kleines Volumenelement dV = dX - dY - dZ ge-
maf Bild 3.26. Die Seitenkanten des unverformten Volumenelements sollen parallel
zu den Koordinatenachsen liegen; die des verformten liegen dann zwingend nicht
mehr parallel.

A
verformt

unverformt

»Y
x, X

Bild 3.26 Volumenelement, Lage der Eckpunkte

Der Ubersichtlichkeit halber zeigt erst Bild 3.27 die Kréfte, die auf die einzelnen Sei-
tenflichen wirken. Dabei sind ebenso aus Griinden der Ubersichtlichkeit lediglich die
Krafte der positiven Seitenfldchen, also der Flachen, deren Normalenvektoren in po-
sitive Koordinatenrichtungen zeigen, eingezeichnet.

Der Index der jeweiligen (infinitesimalen) Kraft in Bild 3.27 kennzeichnet nicht die
Richtung der Kraft, sondern die Seitenflache, zu der sie gehort. Schliefdlich bendtigen
wir noch die Normalenvektoren der einzelnen Seitenflachen — diese sind in Bild 3.28
zu sehen. Ahnlich zur Bezeichnung der Koordinaten stehen auch hier Kleinbuchsta-
ben fiir die Grofien des verformten Bauteils und Grofibuchstaben fir die Gréfien des
unverformten Bauteils.
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BE u(X,Y +dv,7)

verformt
unverformt
nY
x, X

Bild 3.27 Krafte der positiven Seitenflachen

N,
o
verformt

unverformt
»¥
x. X
Bild 3.28 Lage der Normalenvektoren der Seitenflachen (nur bei positiven Seiten-
flachen gezeigt)
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Die 1. Piola-Kirchhoff’sche Spannung bezieht die Kréfte auf die unverformte Struktur,
daher erhélt man den Spannungsvektor T (nicht zu verwechseln mit dem sechsdi-
mensionalen Spannungsvektor der FE-Notation) durch Matrix-Vektor-Multiplikation
mit dem Normalenvektor N der unverformten Struktur.

Tx P13 P12 P13
T=| Ty |=P N=| Py Py Py3s |N
T P3; P3p P33

Diese Beziehung werden wir gleich fiir die Ableitung der fiir die Finite-Elemente-Ana-
lyse notwendigen schwachen Form der Kréftebilanz gebrauchen. Zunéchst stellen
wir aber die Kréafte- oder Impulsbilanz am Volumenelement auf, wenden also das
2. Newton’sche Axiom (,F =m - a“) an:

dFy(X +dX,Y,Z) + dFy(X,Y + dY,Z) + dF;(X,Y,Z + dZ) - dFx(X,Y,Z) — dFy(X,Y,Z)

—-dF;(X,Y,Z)y=dma=0

Da wir uns ausschliefslich fiir statische Berechnungen interessieren, haben wir den
Tragheitsterm auf der rechten Seite gleich null gesetzt. Ganz allgemein lassen sich die
Kréfte F mithilfe des Spannungsvektors T berechnen:

dF =T dA

In dieser Gleichung ist dA das Flachenelement der unverformten Fldche, z.B.
dA = dX - dY. Dadurch kann folgender Zusammenhang gewonnen werden:
Ty (X +dX,Y,Z)-dY -dZ+Ty(X,Y +dY,Z)-dX - dZ+T;(X,Y,Z +dZ) - dX - dY
~Tx(X,Y,Z)-dY -dZ -Ty(X,Y,Z)-dX -dZ - T;(X,Y,Z)-dX - dY = 0
Mit der bereits eingefiihrten Relation zwischen Spannungsvektor und 1. Piola-Kirch-
hoff’schen Spannungen lasst sich der nachfolgende Ausdruck erhalten.

P(X +dX,Y,Z)Nx-dY -dZ+P(X,Y +dY,Z) Ny -dX -dZ+P(X,Y,Z+dZ) N, - dX - dY
—~P(X,Y,Z)Nx-dY -dZ-P(X,Y,Z)Ny-dX -dZ - P(X,Y,Z)N, -dX-dY =0
Da wir eingangs die Koordinatenrichtungen derart gewahlt haben, dass sie parallel

zu den Kanten des Volumenelements liegen, zeigen die Normalenvektoren genau in
die jeweilige Normalenrichtung.

1 0 0
Ny=| 0 |, Ny=[ 1|, N,=| 0
0 0 1

Die Betrachtungen gelten trotzdem fiir beliebige Anordnungen des Koordinatensys-
tems, da ein infinitesimales Volumenelement vorliegt, dessen Orientierung, die ohne-
hin lediglich fiir gedankliche Betrachtungen relevant ist, letztendlich egal ist und da-
her immer parallel zu den Koordinatenrichtungen gedreht werden kann.

Schliefllich wird wieder eine Taylor-Entwicklung gebraucht:
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oP

P(X +dX,Y,Z) = P(X,Y,Z) + —dX
oP

P(X,Y +dY,2) = P(X,Y,2) + —-dY

oP
P(X,Y,Z+dZ) = P(X,Y,Z) + - dZ

Setzen wir dies ein und fithren aufSerdem noch die Matrix-Vektor-Multiplikationen
aus:

8Py 8Py Py
0X oy oz
Pul.dx-dy-dz+| %2 |.dx -dy-dz+| %z |.dx-dy-dz=0
3Py 3Py 3P3
0X ()4 /4

Die Langen des Volumenelements kirzen sich heraus.

9P 9P1p 9P13

0X Y 0z

9Py dPyo dPy3 | _
ax |t |t a7 [=0
OP3q dP3y P33

0X )4 0z

Die so erhaltene Gleichung ist die starke oder lokale Form der Kréftebilanz. Fiir die
Finite-Elemente-Analyse mussen wir von dieser Gleichung noch die schwache Form
ableiten. In der Technischen Mechanik und der Mathematik wird an dieser Stelle
gern die Divergenz eingefiihrt; in diesem Zusammenhang verwenden einige Autoren
die Grofischreibung Div oder DIV des Differenzialoperators, um den Bezug auf die
Lagrange’schen Koordinaten zu symbolisieren /120//121/.

DIV(P) =0

Da diese Schreibweise bei Matrizen allerdings nicht eindeutig ist, werden wir sie
fortan nicht einsetzen.

Als Nachstes bendétigen wir etwas Variationsrechnung, um zu der schwachen Form
der Kréftebilanz zu kommen. Wir verwenden daher die virtuelle Verschiebung
Su
Su=| v
sw
welche definitionsgemaf (infinitesimal) klein, beliebig gewdhlt und gedacht ist. Mit
dieser multiplizieren wir die lokale Form der Kréftebilanz einfach skalar durch und
erhalten
dP11 , 9P1p , P13 \T

ax t v t oz Su
9Py | 8Py | 9Pa3 _
ax Ty Tz 6v|=0
dP3q + dP3y + 8P33 Sw

0X Y oz
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Die Gleichung werten wir nun an verschiedenen Stellen aus und summieren auf —

sprich, wir integrieren.

0P1y 0Py 0P13 T

X Tty taz | (Su

9Py, 9Py , 9Py3 _
/f/ e k= Sv|dv=0
4 9P31 , 90P3p +3P33 Sw

X Yty Yoz
Etwas anders geschrieben ergibt sich
oP oP oP oP
12 22 32 4 P13 o

P oP 3P
/f/ 1, 2 6 31 sw + Su + v+ w
0X oY )4 )4 0z

L oP oP
Z 288y 4 ﬁsw dv =0
EYA

Als Néachstes kommt ein mathematischer Taschenspielertrick zur Anwendung: Wir

wenden die Produktregel riickwaérts an.
0 9 0 d 0
ax (P16 + o (P218V) + o (P518W) + — - (P1au) + - (P226V) + - (P326w)
oP oP oP oP
W su+ Z2sv+ ZLsw+ “L2su

+ — (P136u + — (Py36v + — (P338w) = 6 6
( 136U) ( 236V) ( 336W) = e X e iz
oP oP opP oP oP oéu o6V obw
2y T2y Z 8 sy T B sy Z 385y + P11 + P91 — + P31 ——
)4 )4 0z 0z 0z 6)X 0X 0X
+P oéu +P obv +P 86W+P obu +P o6v P abw
12 tP o + P2 1375~ 2375, 3837,

Dadurch erhalten wir
/// (P118U) + 2= (Py18V) + 2= (Pay W) + = (P1a6U) + = (Pypsv) + = (Pay6w)
11 ox 21 X 31 Y 12 oY 22 Y 32

obu oSV oSw odu
+—P6+—P6+—P6 Pli o — Py — Py — Py
(P136u) (P236V) (P336w) — P11 % Tugy “Pagy 125y

P aév P aéw aéu P aév p aéw av=o0
2275y 325y 13757 23757 33757
Auf die Terme mit positivem Vorzeichen kann der Gauf$’sche Integralsatz angewendet
werden /118/.

/// p asu +P asv +p asw +p asu L p asv . p asw L p asu L p asv
1y N5y 315y 125y 25y 325y 13757 28757
osw Py1 Piz Pg3

+ P33—— | dV = ‘#‘ 6(6udvéw)| Pa Pn Py |NdA
0z P31 P3;  Ps3
sV
T

Nach einigen Schritten Variationsrechnung unter Beriicksichtigung der Definition
der Lagrange’schen Dehnung und des Deformationsgradienten sowie Beachtung der
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Momenten- bzw. Drallbilanz ergibt sich schliefilich die nachfolgende, schwache Form
der Kréftebilanz.

3 3 3
/]/ZZSijSAijdVZﬂZTisuidA
\4 i=1 ]:1 A i=1

In dieser Gleichung findet sich das Prinzip der virtuellen Arbeit wieder, welches in
Abschnitt4.1 genauer beschrieben wird. Die 2. Piola-Kirchhoff’schen Spannungen S
konnen wie folgt umgerechnet werden /121/:

S=F'p=JF 'eF "
Darin bezeichnet o die Cauchy-Spannungen, die auch als wahre Spannungen bezeich-

net werden, da sie die Kraft auf die verformte Querschnittsfliche beziehen. J ist die
Determinante des Deformationsgradienten.

dF =onda

In dieser Gleichung ist da das Flachenelement der verformten Fliache, n der zugeho-
rige Normalenvektor (vgl. Bild 3.28) und dF die Kraft.

Am Ende tibertragen wir auch das Spannungsmaf S, welches aufgrund der Drehim-
pulsbilanz symmetrisch ist, auf die in Z88 realisierte FE-Notation und fithren den
sechsdimensionalen Spannungsvektor ein.

Die schwache Form der Kraftebilanz bekommt dadurch folgende Gestalt:

/‘,//gSiMi:-A//gTiauidA

Diese Gleichung ist Ausgangspunkt fiir die Ableitung der Elementmatrizen bei nicht-
linearen Analysen und damit die Grundlage fiir Abschnitt4.12.

3.5.2 Materialnichtlinearitaten
Eine gezielte konstruktive Ausnutzung eines Werkstoffes ist nur durch die genaue

Kenntnis dessen mechanischer Eigenschaften méglich. Diese sind gerade bei Werk-
stoffen mit nichtlinearem Materialverhalten stark vom Herstellungsprozess, den Um-
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gebungsbedingungen und den eintretenden Lastfdllen abhéngig und zumeist inner-
halb eines Bauteiles nicht homogen. Materialien, welche fiir strukturmechanische
Berechnungen verwendet werden konnen, weisen vier Arten des Materialverhaltens
auf:

elastisch
= plastisch
= viskoelastisch

= viskoplastisch

Wenn zu jeder Verformung eine eindeutige Dehnung zugeordnet werden kann, ist
das Material elastisch. Dabei kann der Verlauf der Spannungs-Dehnungs-Beziehung
linear (linear-elastisch) oder nichtlinear (hyperelastisch) sein. Das Material verhélt
sich wie eine Feder. Das Bauteil reagiert auf eine duflere Last mit einer Verformung
und speichert die aufgewendete Energie. Diese wird bei Entlastung unmittelbar frei-
gesetzt. Die Belastungsgeschwindigkeit ist bei elastischen Materialien nicht von Be-
deutung.

Sobald ein Bauteil mit einer bleibenden, nicht reversiblen Verformung auf eine Belas-
tung reagiert, ist das Materialverhalten plastisch. Dabei wird die Verformungsenergie
in Warme umgewandelt. Der Vorgang der irreversiblen Verformung wird als FliefSen
bezeichnet. Die Verformung ist zeitunabhéngig und nur von der Belastungshéhe ab-
héngig. Viele Metalle verhalten sich erst elastisch und ab der sogenannten Flief3-
grenze plastisch. Dieses Verhalten bezeichnet man als elastisch-plastisches Material-
verhalten. Dabei geht der elastische Teil der Verformung nach Entlastung wieder
zuruck, der plastische Anteil bleibt bestehen.

Viskoelastische und viskoplastische Materialien verhalten sich zeitabhéngig. Die Ver-
formung ist abhingig von der Dauer der Belastung und ist entweder reversibel (Vis-
koelastizitdt) oder irreversibel (Viskoplastizitdt). Kunststoffe (Polymerwerkstoffe)
sind Materialien, die sowohl elastisches als auch plastisches und viskoses Verhalten
zeigen. Dies resultiert aus dem organischen Aufbau der Kunststoffe, welcher durch
rheologische und thermische Einfliisse wahrend des Herstellungsprozesses beein-
flusst wird. Dies macht die Festigkeitsherechnung schwierig.

Trotz dieser nachteiligen mechanischen Werkstoffeigenschaften sind Bauteile aus
Kunststoffen kostengiinstig mit hohem Automatisierungsgrad, selbst bei komplexen
Geometrien, produzierbar. Bei der schrittweisen Substitution von Metallen durch
Kunststoffe stehen neben Kosteneinsparungen besonders das geringe spezifische Ge-
wicht und die niedrige Warmeleitfahigkeit von Polymerbauteilen im Vordergrund.

Auf den ersten Blick erscheint die Verwendung von Materialgesetzen, die den nicht-
linearen Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung abbilden, in der Finite-
Elemente-Analyse von nichtlinearen Materialien zwingend notwendig. Trotzdem
sind linear-elastische Berechnungen viel schneller und einfacher durchzufiihren.
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Betrachtet man etwa das Verhalten nichtlinearer Werkstoffe bis zur dauerhaft plasti-
schen Verformung, existiert bei Beachtung gewisser Randbedingungen ein linearer
Bereich der Materialeigenschaften. Selbst tiber dieses Gebiet hinaus kann die Rech-
nung mit E-Modul und Querkontraktionszahl so lange erfolgen, bis der dadurch ver-
ursachte Fehler in der bestehenden Anwendung nicht mehr toleriert werden kann.
Durch reversible zeitabhédngige (viskoplastische) Verformungen kann ein Bauteil
Uberlastungen ausgleichen. Dies ist ebenfalls fiir die lineare Auslegung giinstig. Ver-
tiefende Arbeiten /107/ zeigten, dass bei kleinen Dehnungen und unter der Vorausset-
zung, dass Temperatur, Belastungsart und -geschwindigkeit in der Norm liegen, line-
are Berechnungen verléssliche Ergebnisse liefern.

Selbst bei der Verwendung eines nichtlinearen Materialgesetzes existieren bis zu ei-
nem konkreten ,Umschaltwert, welcher im linearen Bereich der Spannungs-Deh-
nungs-Beziehung liegt, nur lineare Berechnungsergebnisse. Bis zu diesem Zeitpunkt
ist eine lineare Berechnung genauso aussagekraftig wie eine nichtlineare. Oberhalb
dieses Punktes existieren teils erhebliche Unterschiede in den Ergebnissen beztglich
Spannung und Dehnung. Der Fehler, der durch ein bewusstes Ignorieren des nichtline-
aren Zusammenhangs begangen wird, muss kritisch abgeschétzt werden (Bild 3.29). Je
starker anisotrop ein Material, desto grofder ist demzufolge der resultierende Fehler.

Das Vorgehen zur linearen Berechnung von nichtlinearen Materialien sollte wie folgt
vonstattengehen: Anhand der resultierenden Spannungen einer ersten Uberschlags-
rechnung mit der FEA sollte man sich verdeutlichen, welches Materialverhalten bei
dieser auftretenden Belastung vorherrscht, lineares oder bereits nichtlineares Ver-
halten.

Danach ist die resultierende Ungenauigkeit, also der auftretende Fehler durch die li-
neare Berechnung, zu beriicksichtigen und es sind gegebenenfalls Sicherheiten mit
einzubeziehen. Mit dieser Vorgehensweise konnen gute Abschitzungen in sehr kur-
zer Zeit getroffen werden.

lineare
Annégherung

nichtlineares
Materialverhalten

Bild 3.29

Resultierender Fehler aus der Verwen-

dung einer linearen Spannungs-Deh-

nungs-Beziehung trotz nichtlinearem
€ Materialverhalten

resultierender Fehler
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Faserverstiarkte Polymere lassen sich beispielsweise durch Kenntnis der Faserorien-
tierung und trotz der vorhandenen Anisotropie im Material hinreichend linearisiert
berechnen, da die meisten auftretenden Belastungen notgedrungen im elastischen
Bereich des Materials stattfinden. Dies resultiert aus den materialtypischen geringen
vertretbaren Dehnungen, die bei faserverstdrkten Materialien ohne katastrophalen
Bruch erreichbar sind. Vergleichsrechnungen zeigten, dass bei der Verwendung von
linearen Berechnungen und Materialmodellsimulationen keine nennenswerten Unter-
schiede bei kleinen Verformungen gefunden werden konnten. Die anisotropen Eigen-
schaften faserverstarkter Kunststoffe lassen sich nur mit gekoppelten Struktur- und
Prozesssimulationen, in welchen die Faserorientierung darstellbar ist, beriicksichtigen.

Fir die Abschédtzung, welches Modell zur Berechnung gewéhlt werden sollte, ist der
Rechenaufwand fiir Materialmodellberechnungen oder gekoppelte Struktur- und
Prozesssimulationen nicht zu unterschétzen. Sowohl die Prozesssimulation als auch
die Berechnung mithilfe eines Materialmodells dauert etwa 6- bis 8-mal langer als
eine lineare Berechnung. Dasselbe gilt in verstiarktem Mafde fiir den notwendigen
Arbeitsspeicher.

Allgemein gilt, dass die Ergebnisse einer Simulation umso ndher an den tatsadchlichen
Gegebenheiten liegen, je exakter die verwendeten Parameter (Materialparameter,
Struktur, Randbedingungen, Diskretisierung) sind /107/.

In Z88Aurora sind derzeit sechs nichtlineare Materialmodelle integriert:
= linear-elastisches Materialverhalten: Hooke (St. Venant) oder Hencky
= elastisch-plastisches Materialverhalten: von Mises

= elastisch-plastisches Materialverhalten, andere Querkontraktionszahl im plasti-
schen Bereich: Wehmann

= Schaum: Simplefoam oder Hyperfoam

3.6 Kontaktberechnung

Die bisher isolierte Betrachtung von einzelnen Bauteilen ist oftmals aufgrund der feh-
lenden Interaktion mit benachbarten Komponenten nicht realitdtsnah, weshalb kom-
plexe numerische Simulationen von Baugruppen herangezogen werden miissen /62/.
Die Abbildung der gegenseitigen Wechselwirkung entspricht dabei einer nichtlinea-
ren Randbedingung, da sich abhéngig von den Zustandsgrofien der Status zwischen
den Kontaktzonen (offen oder geschlossen) wahrend des Rechenlaufes &ndern kann.
Dieser technisch-physikalische Effekt 1asst sich in nahezu jedem technischen System —
beispielsweise einer Zahnradpaarung oder einem Kettentrieb — beobachten, weshalb
dessen Beriicksichtigung flir die Ergebnisgiite einer Finite-Elemente-Analyse eine
grofde Rolle spielt. Der berechenbare Detaillierungsgrad reicht dabei je nach Model-
lierungsvariante von der alleinigen Abbildung des globalen Systemverhaltens bis hin
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zur Auflosung lokaler Reibungskréfte innerhalb der Kontaktzone /150/. Diese (un)er-
winschte Kraftiibertragung zwischen den einzelnen Komponenten wird im Wesent-
lichen durch die vorherrschenden geometrischen Verhéltnisse — also den aktuellen
Verformungszustand der Korper — beschrieben, die aus der Hauptgleichung der Fini-
te-Elemente-Analyse KU = F resultieren.

Die nachfolgend physikalisch formulierte Rechtfertigung dieser Gleichung, die sich
dabei aus Extremalprinzipien ergibt, erleichtert spater die Beschreibung einer Kon-
taktberechnung.

Prinzip vom Minimum des Gesamtpotenzials

Die Energieformulierung des Prinzips vom Minimum des Gesamtpotenzials ist bei
Problemen der Strukturmechanik hdufig die Grundlage fiir die Naherungslosung des
unbekannten Verschiebungszustandes /83/. Das Gesamtpotenzial eines Systems II,
kann dafiir allgemein in der Elastostatik als die Summe des inneren Potenzials IT;,
(oder auch Forménderungs- bzw. Verzerrungsenergie) und des Potenzials der dufse-
ren Kréfte 1., angegeben werden /149/ /45/:

Iy = Iint + Hext

Formelméflig ergeben sich fir das innere und dufdere Potenzial des mechanischen
Feder-Modells aus Bild 2.1 bzw. Bild 2.2 folgende Beziehungen /148/:

1 2
ITint = - KU

2
Ilext = —FU

Die grafische Darstellung dieser Energieformulierungen beziglich der Zustands-
grofie U (Bild 3.30) veranschaulicht das Prinzip vom Minimum des Gesamtpotenzials,
nach welchem gilt, dass der Potenzialausdruck bei einem linear-elastischen Problem
von allen geometrisch méglichen (zuldssigen) Verschiebungszustdnden fiir die exakte
Losung U ein Minimum (II, » Min.) annimmt /152//83/.

Energie
N

Tint

Bild 3.30

Schematische Darstellung
der Energieformulierungen
des mechanischen Feder-
Modells aus Bild 2.1 in
Anlehnung an /142/

> Verschiebung
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Die dquivalenten, mathematischen Bedingungen hierzu lauten /2/ /4/:

oIy

—=KU-F=0
ou
BZHO
=K>0
U2

Die somit vom Gesamtpotenzial abgeleitete Gleichgewichtsbedingung, welche das
Federsystem beherrscht, kann auf ein einzelnes FE-Stabelement und aufgrund der
skalaren, additiven Eigenschaft der Forménderungsenergie (ITy, = Y IT; ) ebenfalls
auf das gesamte FE-Modell iibertragen werden /4/ /45/ /145/:

1
Iy = ITin¢ + Mext = EUTKU - UTF - Min.

I,

ZO_KU-F=0

ou
Die Losung der erhaltenen Hauptgleichung einer Finite-Elemente-Analyse liefert
dementsprechend im Falle linear-elastischen Verhaltens den Verschiebungszustand

des Systems, der das elastische Potenzial minimiert.

Wechselwirkung von Festkérpern

Die von der Finite-Elemente-Analyse unabhédngige, allgemeine Formulierung der
Wechselwirkung zwischen Kontaktkorpern basiert im Falle von Festkorpern auf der
Undurchdringlichkeitsbedingung, nach der die gegenseitige Durchdringung von Kor-
pern verboten ist /152/. Die Einhaltung dieser Bedingung steht in Korrelation zu dem
Abstand gy zwischen den Kontaktpartnern, welcher je nach Vorzeichen und Wert die
drei Kontaktstatus ,kein Kontakt“ (gy>0), ,idealer Kontakt“ (gy = 0) und (unzuléssige)
y,Durchdringung® (gy<0) definiert. Die Erweiterung des mechanischen Zugfedermo-
dells aus Bild 2.1 um ein starres Hindernis, welches die maximale Ausdehnung der
Feder auf den Initialabstand gy, beschrankt (Bild 3.31 links), veranschaulicht den Zu-
sammenhang zwischen den mdglichen Kontaktstatus und der Abstandsfunktion
(hier: gy = gno — U) /151/. Die Verschiebungslésung des durch die Kontaktungleichun-
gen beschrankten Federsystems ergibt sich nach dem eben beschriebenen Prinzip
vom Minimum des Gesamtpotenzials aus dessen Energieformulierung (Bild3.31
rechts), bei der allerdings der Losungsraum — also die geometrisch mdéglichen (zulés-
sigen) Verschiebungszustdnde — nach oben begrenzt ist.

Die Losungsfindung muss daher als Folge der Ungleichungsbedingungen schrittweise
durch eine inkrementell-iterative Lastaufgabe erfolgen, sodass im mdglichen Kon-
taktfall (gy = 0) eine entsprechende Zwangsbedingung (hier: U = gy,) aktiviert und
zum Gesamtpotenzial IT, (Abschnitt 5.3.7) hinzugefiigt werden kann.



