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Vorwort

Die Tétigkeiten und Verantwortungsbereiche von Wirtschaftsingenieuren sind ge-
pragt von komplexen technischen und wirtschaftlichen Aufgaben- und Problemstel-
lungen. Das Studium vermittelt dazu fundierte naturwissenschaftlich-technische und
betriebswirtschaftliche Kenntnisse und Fahigkeiten. Grundlage und Voraussetzung
hierfiir ist die Mathematik. Zusétzlich zu den Gebieten und Problemstellungen der
Ingenieurmathematik spielen fiir Wirtschaftsingenieure auch die Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik sowie weitere mathematische Gebiete wie z.B. die lineare
Optimierung eine wichtige Rolle. Weder Lehrbiicher der Ingenieurmathematik noch
Lehrbiicher der Wirtschaftsmathematik behandeln alle diese Gebiete. Es besteht der
Bedarf an einem Mathematiklehrbuch fiir Wirtschaftsingenieure, welches alle fir das
Studium und die Berufspraxis relevanten Gebiete der Mathematik mit technischen
und wirtschaftlichen Anwendungsbeispielen behandelt.

Mit diesem Buch soll ein solches Lehrbuch bereitgestellt werden. Es ist als Lehr- und
Ubungsbuch konzipiert, mit dem man sich vorlesungsbegleitend oder im Selbststu-
dium die von Wirtschaftsingenieuren benétigte Mathematik erarbeiten kann. Dabei
spielen die Ubungsaufgaben mit Musterlosungen sowie eine klare, aufeinander auf-
bauende Struktur eine wichtige Rolle. Durch diese klare Struktur und durch tber-
sichtliche Hervorhebungen der wichtigsten Ergebnisse und Formeln eignet sich das
Buch aber auch als Nachschlagewerk fiir die Praxis. Hauptzielgruppe dieses Buches
sind Studenten des Studienganges Wirtschaftsingenieurwesen an Fachhochschulen.
Da die Ingenieurmathematik einen Teil des Inhalts bildet, eignet es sich aber auch fiir
reine Ingenieurstudiengange an Fachhochschulen. Entsprechend dieser Zielgruppe
ist eine strenge, durchgingige und vollstindige Beweisfithrung nicht das oberste Ziel
dieses Buches, weshalb auf eine Aneinanderreihung von Sitzen und Beweisen ver-
zichtet wird. Auch aus didaktischen Griinden wird viel Wert auf die Darstellung des
Anwendungsbezuges gelegt. Anwendungsbeispiele werden nicht nur als Abschluss,
sondern oft am Anfang eines Gebietes vorgestellt, um dann induktiv in das Thema
einzudringen und Aussagen herzuleiten. Sitze erscheinen dann als Ergebnisse dieser
Ausfithrungen und nicht einfach hingeschrieben, um anschlief}end bewiesen zu wer-
den. Entsprechend der Zielsetzung des Buches kann und soll nicht alles bewiesen
werden. Manche Herleitungen werden nur skizziert, anderes wird nicht in voller All-
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gemeinheit hergeleitet, manches bleibt unbewiesen. Trotzdem kann und soll jedoch
nicht auf Herleitungen und Beweise verzichtet werden. Mathematik als Werkzeugkas-
ten, aus dem man lediglich Werkzeuge (Formeln) herausnimmt und anwendet, reicht
als Grundlage fiir das Studium und die Berufspraxis nicht aus. Vielmehr muss man in
der Lage sein, die Funktionsweise und Einsatzmoglichkeiten der Werkzeuge zu ver-
stehen und ggf. selbst Werkzeuge zu entwickeln, d.h. Ergebnisse herzuleiten.

Es war eine Herausforderung, die Fiille der fiir Wirtschaftsingenieure relevanten ma-
thematischen Gebiete in einem einbindigen Werk zu behandeln. Ein sinnvoller und
geeigneter Weg im Spannungsfeld von mathematischer Prézision und Verstindlich-
keit, Abstraktion und Anschaulichkeit, Ausfiihrlichkeit und prignanter Darstellung,
Theorie und Anwendungsbezug musste gefunden werden. Da in der Praxis mathema-
tische Problemstellungen oft den Einsatz von Computern erfordern, widmet sich ein
eigenes Kapitel der Losung mathematischer Probleme mit dem Computer. Am Bei-
spiel des Mathematik-Softwaresystems Maple® wird gezeigt, wie die in diesem Buch
behandelten mathematischen Probleme mit Hilfe eines solchen Systems gelost wer-
den kénnen. Das System Maple® war (in Verbindung mit der Grafiksoftware Corel®)
auch unerldssliches Werkzeug fiir die Erstellung der Bilder.

In der dritten Auflage wurden Druckfehler korrigiert. Fiir entsprechende Hinweise
bedanke ich mich, ebenso im Voraus fiir weitere Anregungen und Verbesserungs-
vorschlage. Fiir die Arbeit mit diesem Buch wiinsche ich allen Lesern viel Freude an
der Mathematik!

Weiden, im Juli 2017 Christopher Dietmaier
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1 Grundlagen

1.1 Aussagen

Mathematik besteht aus Aussagen und logischem Schliefen und basiert damit auf der
Aussagenlogik.

Eine Aussage ist eine Behauptung, die entweder wahr oder falsch ist.

Entscheidend ist nicht, dass man feststellen kann, ob die Behauptung wahr oder
falsch ist, sondern dass feststeht, dass sie genau eines von beiden ist. Aussagen werden
durch Zeichen (hier: Groflbuchstaben) dargestellt. Diese Zeichen als Platzhalter fir
Aussagen heiffen Aussagevariablen. Jede Aussage besitzt also genau einen der zwei
Wahrheitswerte ,,wahr oder ,,falsch“. Der Wahrheitswert ,,wahr* wird durch die 1,
der Wahrheitswert ,,falsch® durch die 0 dargestellt. Im folgenden Beispiel handelt es
sich bei der Behauptung C nicht um eine Aussage. Die Behauptung B ist eine Aussage,
auch wenn der Wahrheitswert sich vielleicht niemals feststellen lasst. Die Behauptung
A ist eine (falsche) Aussage.

Beispiel 1.1

a) A:Die Zahl mist eine rationale Zahl.

b) B:In anderen Galaxien (auflerhalb der Milchstraf3e) gibt es Lebewesen.

c) C:Mathematik ist das schonste Fach im Studium Wirtschaftsingenieurwesen.

Aussagenoperationen bzw. Aussagenverkniipfung machen aus einer Aussage eine
neue Aussage bzw. verkniipfen zwei Aussagen zu einer neuen Aussage. Die elemen-
tarsten Aussagenoperationen und Aussagenverkniipfungen sind die folgenden:

Negation: A »hicht A“
Konjunktion: AAB »A und B¢
Disjunktion: AvB »A oder B¢
Implikation: A=B »aus A folgt B

Diese Aussagenoperation und Aussagenverkniipfungen lassen sich dadurch definie-
ren, dass man fiir alle moglichen Wahrheitswerte von A bzw. von A und B angibt,
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welchen Wahrheitswert die neue Aussage haben soll. Dies geschieht in einer Wahr-

heitstabelle:
A B A AAB | AVB | A=B
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1

Vielleicht nicht intuitiv unmittelbar einleuchtend sind die ersten zwei Werte in der
Definition der Implikation. Intuitiv einsehbar ist jedoch die Gleichwertigkeit der
Aussage ,,Wenn A gilt, dann gilt auch B“ mit der Aussage ,,Wenn B nicht gilt, dann
gilt auch A nicht®. Diese Gleichwertigkeit von A= B mit B= A lasst sich mit der
Wabhrheitstabelle zeigen:

A B A=B B A B=A
0 1 1 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1

Fiir jede mogliche Kombination der Wahrheitswerte von A und B hat die Aussage

A= B immer den gleichen Wahrheitswert wie die Aussage B=> A . Wire der erste
Wert in der Definition der Implikation 0 statt 1, so wére diese Gleichwertigkeit nicht
mehr gegeben. In der folgenden Tabelle werden zwei weitere Verkniipfungen, die
Aquivalenz A< B und das ausschlieflende Oder A v, B (,entweder oder®, ,exclusi-

ve or“) definiert:

A B Av,B | AB
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Fiir diese Verkntipfungen gilt:

A B=(A=B)A(B= A)
Av,B=(AAB)V(AAB)

Das Gleichheitszeichen ist so zu verstehen, dass fir alle moglichen Kombinationen
der Wahrheitswerte der eingehenden Aussagenvariablen die Aussagen links und
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rechts des Gleichheitszeichens immer den gleichen Wahrheitswert haben. In diesem
Sinne gelten auch die folgenden Gleichungen, die sich mit Wahrheitstabellen leicht
beweisen lassen:

AAB=AVB (1.1)
AVvB=AAB (1.2)
AV(BAC)=(AVB)A(AVC)
AA(BVC)=(AAB)V(AAC)

Eine Gleichheit zweier Aussagen wie z.B. A= B=B=> A kommt auch dadurch zum
Ausdruck, dass die Aquivalenz der beiden Aussagen immer wahr ist. Man nennt dies
auch eine Tautologie:

A B A=B | B=>A | (A=>B) < (B=A)
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Die Gleichheit A= B=B= A findet Verwendung beim indirekten Beweis. Statt aus
einer wahren Aussage A eine Aussage B zu folgern nimmt man an, dass B nicht gilt
und schlief}t daraus, dass dann auch A nicht gilt.

Beispiel 1.2 Indirekter Beweis

Wir beweisen, dass \/5 keine rationale Zahl ist. Wire \/5 eine rationale Zahl, so lief3e sich

\E als Quotient teilerfremder natiirlicher Zahlen darstellen. Es soll nun bewiesen werden,
dass dies nicht moglich ist.

A: pund q teilerfremde natiirliche Zahlen
B: \/E ¢£
q

Statt der Folgerung A=> B erfolgt beim indirekten Beweis die Folgerung B => A.

2
B. _p _P 2 _~ 2 2 A
B: \/__; = Z—q—2 = p°=2q° = p° gerade = pgerade = p=2p
= pi=4p’* = 2¢° =4p”* = q* =2p"* = ¢ gerade = qgerade = q=2q’
= pund g besitzen den gemeinsamen Teiler2 = A .
In der Mathematik nennt man Aussagen, die als wahr betrachtet, jedoch nicht herge-

leitet werden, Axiome. Ersetzt man in einer Aussage A eine Konstante durch die Vari-
able x, so entsteht eine Aussageform A(x).
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Beispiel 1.3 Aussageform

Ersetzt man in der wahren Aussage A: 3? +4% =5 die Zahl 2 durch eine Variable x, so
entsteht die Aussageform A(x):3" +4* =5". Diese Aussageform ist wahr fiir x=2 und
falsch fiir alle anderen Zahlen x.

Erginzt man eine Aussageform A(x) zu einer der folgenden Aussagen

e A(x) fiiralle x
* Esexistiert mindestens ein x mit der Eigenschaft A(x)

so erhilt man wieder Aussagen. Diese Ergédnzungen heiflen Quantoren. Besonders
wichtig sind die zwei genannten Quantoren:

o .Vx »... fur alle x“
e Jx|.. »Es existiert (mindestens) ein x mit der Eigenschaft ...“

Beispiel 1.4 Quantoren
Die Aussage 3" +4” =5" Vx ist eine falsche Aussage.

Die Aussage E|x|3x +4% =5" ist eine wahre Aussage.

1.2 Mengen

Wir betrachten bestimmte, unterscheidbare Objekte, die durch eine Zugehdorigkeit
zu einer so genannten Grundmenge, gekennzeichnet sind: Alle Objekte gehoren
zur Grundmenge G.

Eine Menge M ist ein Objekt mit folgender Eigenschaft: Bestimmte Elemente aus
der Grundmenge gehoren zu M, alle anderen Elemente nicht.

Die Menge, zu der kein Element gehort, heifdt leere Menge. Mengen werden i.d.R. mit
GrofSbuchstaben, Elemente mit Kleinbuchstaben dargestellt. Zur Beschreibung einer
Menge werden die Elemente in geschweiften Klammern aufgezahlt oder mit Hilfe von
Aussageformen beschrieben:

a) Aufzdhlung der Elemente M={a,,a,,...}
b) Beschreibung mit Hilfe von Aussageformen M ={x|A(x)}

Die leere Menge wird mit dem Symbol { } oder & bezeichnet. Fir die Zugehorigkeit

eines Elementes a zu einer Menge M verwendet man folgende Schreib- bzw. Sprech-
weisen:
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Zugehorigkeit: ae M »a ist Element von M“
Keine Zugehorigkeit: ag M »a ist nicht Element von M*

Die Aussagen Ac B und A=B haben folgende Bedeutung:

AcB&xe B Vxe A A ist Teilmenge von B
A=B& (AcBABCA) Gleichheit von A und B

Mengen werden haufig mit Euler-Venn-Diagrammen anschaulich dargestellt.

Bild 1.1 Euler-Venn-Diagramme

Die folgenden Mengenoperationen werden jeweils durch ein Euler-Venn-Diagramm
veranschaulicht.

Schnittmenge AnB={x|xe Axxe B}  Vereinigungsmenge
AUB={x|xe Av xe B}

Bild 1.2 Bild 1.3
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Differenzmenge A\B={x|xe Anxe B} Komplement A={x|x¢ A}

Bild 1.4

2|

Bild 1.5

Fiir die Mengenoperationen gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetze

Assoziativgesetze
Distributivgesetze
Neutralitdit

Komplementaritdt

De Morgansche Regeln

ANB=BNA

AUB=BUA
AN(BNC)=(ANnB)NC
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC)=(AUB)N(AULCQC)
ANG=A

Auf{l=A

ANnA={}

AUA=G

6=}

Unter einer Produktmenge Ax B zweier Mengen A und B versteht man die Menge

AxB={(a,b)|ac Anbe B}

Beispiel 1.5 R* ={(x, y)|xe RA ye R}

Entsprechend sind Produktmengen mehrerer Mengen definiert:

My XM, X.. XM, ={(x;,...,x

DX EM A AXx, €M}

Beispiel 1.6 R" ={(x,,...x,)|x},....x, € R}
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1.3 Abbildungen und Verkniipfungen

Bei einer Menge M c Dx B mit den zwei Eigenschaften

1. Zujedem xe D gibtesein ye B mit (x,y)e M .
2. Furalle xe D und y,ze B gilt: (x,y)e MA(x,2)e M= y=z

spricht man von einer Abbildung der Menge D auf die Menge B.
Schreibweise: D— B

Bei einer Abbildung D — B ist jedem Element von D genau ein Element von B zuge-
ordnet. Sind D und B Teilmengen der reellen Zahlen, so spricht man von einer Funk-
tion. Die Gleichung y= f(x), die angibt, welche Zahl ye B einer Zahl xe D zuge-

ordnet wird, heiflt Funktionsgleichung.

Beispiel 1.7 D={x|-1<x<1}, B=R, M={(x,y)|xe DA y=y1-x7}
Jedem xe D ist genau ein ye B zugeordnet. Es liegt eine Abbildung vor. Die Funktions-

gleichung lautet )/Zf(x)Z\ll—x2 .

Beispiel 1.8 D={x|-1<x<1}, B=R, M={(x,y)|xe DAx* + y*> =1}
Es handelt sich nicht um eine Abbildung, da jedem xe]-1,1[cD die zwei Elemente

y=tyl-x * zugeordnet sind.

Eine Abbildung M, xM, — M,, die jedem Element (a,b)e M, xM, ein Element
aobe M, zuordnet, heif3t Verkniipfung.

Beispiel 1.9 Das Vektorprodukt

R*xR® 5R®  d,b—axb
a=(a,,a,,a;), b=(b;,b,,b;)

axb=(ayb, —asb,,asb, —a,bs,a,b, —a,b,)

Fiir Verkntipfungen Mx M — M wird Folgendes definiert:

Die Verkniipfung heif3t assoziativ, wenn ao(boc)=(aob)oc Va,b,ce M .
Die Verkntipfung heiflt kommutativ, wenn aob=boa Ya,be M.
e heif3t neutrales Element, wenn aoe=eoa=a Yae M .

a”! heif3t das zu a inverse Element, wenn acal=aloa=e.
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Beispiel 1.10 Addition reeller Zahlen

Die Verkniipfung + (Addition) fiir reelle Zahlen ist assoziativ und kommutativ. Das neu-
trale Element ist die Zahl 0, das zu einer Zahl a inverse Element ist die Zahl —a.

Beispiel 1.11 Vektorprodukt

Das in Beispiel 1.8 aufgefithrte Vektorprodukt ist weder assoziativ noch kommutativ. Es
gibt kein neutrales und damit auch kein inverses Element.

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung o und folgenden Eigenschaften:

* Die Verkntpfung ist assoziativ.
* Esexistiert ein neutrales Element.
* Zujedem ae G existiert ein inverses Element.

Eine Gruppe mit einer kommutativen Verkniipfung heifdt kommutative Gruppe.

Beispiel 1.12
Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet mit der Addition + eine kommutative Gruppe.

Ein Korper ist eine Menge K mit zwei Verkniipfungen + und - und folgenden Eigen-
schaften (e ist das neutrale Element der Verkniipfungen + ):

* Kbildet mit der Verkniipfung + eine kommutative Gruppe.
* K\{e"} bildet mit der Verkniipfung - eine kommutative Gruppe.
* Esgilt das Distributivgesetz: x-(y+z)=x- y+x-z Vx,y,ze K.

Beispiel 1.13

Die Menge Q der rationalen Zahlen bildet mit der Addition + und der Multiplikation - ei-
nen Korper.

1.4 Die reellen Zahlen und Teilmengen der reellen Zahlen

1.4.1 Eigenschaften der reellen Zahlen

Bei der Einfithrung von Zahlenmengen beginnt man hiufig mit der Menge N der
natiirlichen Zahlen. Nach der Erklarung der Addition und Multiplikation stellt man
fest, dass nicht alle Gleichungen, die mit diesen Verkniipfungen gebildet werden
konnen, eine Losung besitzen. Die Forderung der Losbarkeit von Gleichungen und
der Existenz von inversen Elementen fiihrt zu einer Erweiterung der Zahlenmenge
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iber die Menge Z der ganzen Zahlen und die Menge Q der rationalen Zahlen
schliefllich zu der Menge R der reellen Zahlen.

Beispiel fiir Gleichungen,
Zahl M Nicht existent in M
L CEeage diein M nichtlésbar sind reht existentin
Natiirliche Zahlen N 34 x=2 Inverse Elemente fiir Addition
2 B Inverse Elemente fiir Multiplikation
G Zahlen Z
anee f . 3-x=2 Inverse Elemente fiir Multiplikation
Rationale Zahlen Q
x-x=2
|
Reelle Zahlen R xX-x=-2

Dieser Weg von den natiirlichen zu den reellen Zahlen soll hier nicht nachvollzogen
werden. Stattdessen sollen hier die Ergebnisse dargestellt werden: Die grundlegenden
Eigenschaften der reellen Zahlen, aus denen alle weiteren Eigenschaften gefolgert
werden kénnen. Da diese Eigenschaften auch dazu verwendet werden, die reellen
Zahlen axiomatisch einzufiihren, heiflen sie Axiome der reellen Zahlen.

Korperaxiom

Es gibt zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation) mit folgender
Eigenschaft: Die Menge R der reellen Zahlen bilden mit den Verkniipfungen +
und - einen Korper.

Das neutrale Element der Addition bzw. Multiplikation ist die Zahl 0 bzw. 1. Das zu
einer Zahl ae R inverse Element bez. Addition bzw. Multiplikation wird mit —a bzw.

mit a' bezeichnet. Mit den inversen Elementen definiert man die Subtraktion und
Division:

Subtraktion: a—b=a+(-b) Division: %: a-b!

Anordnungsaxiome

Es gibt eine Teilmenge M cR (positive Zahlen) mit folgenden Eigenschaften:

1. Firjede Zahl ac R gilt genau eine der drei Aussagen:
aeM , a=0, —aec M

2. ae M Abe M=a+be M
3. ae M Abe M=a-be M
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Fiir ae M schreibt man a>0. Der Ausdruck a>b bzw. a<b bedeutet a—b>0 bzw.
b—a>0.Die Aussage a=b bzw. a<b istdquivalentzu a>bva=b bzw. a<bva=b.

Die Menge M wird auch mit R* bezeichnet. Die Kérper- und Anordnungsaxiome
beinhalten die bekannten Rechenregeln fiir das Rechnen mit reellen Zahlen.

Vollstindigkeitsaxiom

Eine Menge M heif3t nach oben beschrinkt bzw. nach unten beschrdnkt, wenn es eine
Zahl a gibt (obere Schranke bzw. untere Schranke) mit x<a Vxe M bzw.
x=a Vxe M. Die kleinste obere bzw. grofite untere Schranke einer Menge M heifst
Supremum bzw. Infimum der Menge M und wird mit supM bzw. inf M bezeichnet.

Gehort das Supremum bzw. Infimum zur Menge M, so wird es Maximum bzw. Mi-
nimum der Menge M genannt und mit maxM bzw. minM bezeichnet. Das Voll-
stindigkeitsaxiom lautet:

Jede nichtleere, nach oben beschrankte Menge M — R besitzt ein Supremum a€ R.
Das Vollstindigkeitsaxiom kann auch folgendermaflen formuliert werden:

Fiir jede Zerlegung der Menge R in zwei nichtleere Teilmengen AcR und BcR
mit den zwei Eigenschaften (,,Dedekindscher Schnitt®)

1. AuB=R
2. x<y VxeA,yeB

gibt es genau eine ,, Trennungszahl“ te R mit

x<t<y Vxe A,yeB

Fiir die Menge der rationalen Zahlen gilt das Vollstandigkeitsaxiom nicht. Um dies zu
sehen, zerlegen wir die Menge Q in die Mengen

A={xe Q|x232vx<0} und B={xe¢D|x2 >2Ax>0}.
Fiir diese Zerlegung gilt:

AUB=Q und x<y Vxe A,yeB.
Fir die ,, Trennungszahl“ ¢ = J2 gilt:

x<t<y Vxe A,yeB

Diese Zahl gehort weder zu A noch zu B (s. Beispiel 1.2). Sie liegt ,,zwischen“ den
Mengen A und B. Auf der Zahlengeraden gibt es einen Punkt, der weder zu A noch zu
B gehort. Die Menge der Punkte auf der Zahlengeraden, welche rationale Zahlen dar-
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stellen, hat ,,Liicken®. Das Vollstandigkeitsaxiom driickt aus, dass die reellen Zahlen
im Gegensatz zu den rationalen Zahlen ein ,liickenloses Kontinuum* bilden: Jeder
reellen Zahl entspricht ein Punkt auf der Zahlengeraden und umgekehrt. Es gibt kei-
nen Punkt auf der Zahlengeraden, der keine reelle Zahl darstellt.

1.4.2 Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen

Natiirliche Zahlen N=1{1,2,3,..} N;={0,1,23,...}
Ganze Zahlen Z={x|xeNv-xeNvx=0}
Rationale Zahlen Q={x|x=p/q,pe Z,qe N}
Positive reelle Zahlen R* ={xeR|x>0}

Ry ={xeR|x=0}=R" U{0}

Intervalle

[a,o[={xe R|x>a} la,o[={xe R|x>a}
]—oo,al={xe R|x<a} |—oo,al={xe R|x <a}
[a,b]={xe R|a<x<b} la,bl={xe R|a<x<b}
[a,b[={xe R|a<x<b} la,b]={xe R|a<x<b}

¢-Umgebungen

In der Analysis werden hiufig sog. €-Umgebungen betrachtet. Darunter versteht
man die folgenden Mengen:

€ -Umgebungen U, (x,) von x:
Ug(xy)=1{x|x, —e<x<xy +€}=]x, —&,x, +¢€
Punktierte € -Umgebungen U (x,) von x;:

Ug(x0)=U, (xo)\{xo}=lxg —&,x0[ U Ixg,x, +€]

1.5 Summen, Produkte und vollstandige Induktion

Fiir Summen und Produkte von # Zahlen werden folgende Schreibweisen verwendet:

n n
a1+a2+...+an=2ak a1~a2~...~an=| Iak
k=1 k=1
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Das Summen- bzw. Produktzeichen X bzw. IT kann auch mehrfach verwendet wer-
den. Fiir die Summe bzw. das Produkt der mn Zahlen

4 dp o Ay
. Ay " Oy
Am Ao An

schreibt man

n m
Zzaik =a;, +a, +...+a,, +...+a,, +a,, +...+a,, bzw.
k=1 i=1

n m
I I I Iaik =ap A ey e Ay Ay e Ay

k=1 i=1

Wir schreiben die Summe

n
sn:Zk=1+2+...+(n—1)+n
k=1

zweimal mit verschiedener Reihenfolge der Summanden auf.

S, = 1 + 2 +

+ (n-1) + n
s = n + (n-1) + ... + 2 + 1
+

2s (n+1) + (n+1) +

(n+1) + (n+1)

n

Wir addieren die zwei Reihen und erhalten 2s, =n(n+1) . Es gilt also

S, :Zkzén(n+l)
k=1

Dieses Ergebnis lasst sich auch auf eine andere Weise herleiten. Dazu betrachtet man
eine Aussageform A(n) mit ne N . Will man beweisen, dass A(n) fiir alle ne N gilt, so

muss man zeigen, dass A(n)fir n=1 gilt und dass aus der Giiltigkeit von A(n) die
Giiltigkeit von A(n+1) folgt. Dieses Verfahren heift Beweis durch vollstindige In-
duktion.

Beweis durch volistandige Induktion

Zu beweisen: A(n)VneN
1. Schritt: A1)
2. Schritt: An)= A(n+1)
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Beispiel 1.14

Zu beweisen: A(n):s, =Zk=%n(n+1)
k=1
: 1
1. Schritt: Al):s, =Zk=1=—1~2
k=1 2
2. Schritt: A(n):s, =Zk=ln(n+1)
k=1 2
n+l n 1
:Zkz[ij+(n+l)=En(n+1)+(n+1)
k=1 k=1

Z%(n(n+l)+2(n+1))=%(n+1)(n+2):>A(n+l)

Durch vollstindige Induktion ldsst sich auch der folgende Satz beweisen:

Binomischer Lehrsatz

@+b)" = " s |l | " e | a0 (1.3)
0 1 n—1 n

_ - n n—kbk
>k

n

In (1.3) treten die Binomialkoeffizienten (gj,(?j,,(nj auf. Um die Definition der

Binomialkoeffizienten angeben zu kénnen, miissen wir die Fakultit n! einer Zahl
neN, definieren:

n!=1-2-...-(n—1)-n fiir neN (1.4)

0l=1 (1.5)

Der Binomialkoeffizient (ZJ wird nun folgendermafien definiert:

n n! q
(’sz mit n,ke Ny und k<n (1.6)
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n
Binomialkoeffizienten (kj kann man auch aus dem ,,Pascal-Dreieck® ablesen:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Fiir die Binomialkoeffizienten gelten folgende Beziehungen, deren Giltigkeit man am
Pascalschen Dreieck erkennt und mit (1.6) leicht beweisen kann.

n n
() a

n n
1 :n:(n—lj (9

n n
k :(n—kj (19)

Aus dem Binomischen Lehrsatz erhilt man z.B. die Formeln:

(a+b)* =a* +2ab+b*
(a+b)® =a® +3a’b+3ab* +b°
(a+b)* =a* +4a°b+6a*b? +4ab® +b*
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1.6 Aufgaben

I Aufgabe 1.1

Beweisen Sie mit Hilfe von Wahrheitstabellen die De Morganschen Regeln (1.1)
und (1.2) der Aussagenlogik.

I Aufgabe 1.2

Zeigen Sie: Wahlt man bei der Definition der Implikation in der Wahrheitstabelle
die ersten zwei Werte anders, als dies in Abschnitt 1.1 geschehen ist, so gilt entwe-
der die Gleichheit A= B=B=A nicht mehr oder man erhilt die Gleichheit
A=B=B=A.

I Aufgabe 1.3

Beweisen Sie indirekt, dass \/5 keine rationale Zahl ist. Hinweis: Das Produkt

zweier ganzer Zahlen ist genau dann durch 3 teilbar, wenn mindestens ein Faktor
durch 3 teilbar ist.

I Aufgabe 1.4

Zeigen Sie, dass folgende Gleichung gilt:

LAY

|Aufgabe 1.5

Beweisen Sie durch vollstindige Induktion die folgenden Formeln:

a) Zn:kz Z%n(n +1)(2n+1)
k=1

b) Zk3 =lnz(n+1)2
k=1 4

n—1 n
l1-q
9 St =it
k=0 1-q
- 1 n
d =
) kZ:‘k(kﬂ) n+l

e) (I1+x)"=1+nx fir x>-1



2 Komplexe Zahlen und algebraische
Gleichungen

Einfiihrungsbeispiel 2.1 Gitterspektroskopie

Bei der Gitterspektroskopie wird ein optisches Strichgitter mit Licht bestrahlt. Um Spekt-
roskopie betreiben zu konnen, muss man die Lichtintensititsverteilung hinter dem Gitter
verstehen. Durch die Verwendung von komplexen Zahlen wird die Berechnung dieser In-

tensitdtsverteilung enorm vereinfacht. Dies wird im Abschnitt 2.1.5.2 demonstriert.

Bild 2.1 Lichtintensitatsverteilung bei Beugung am Gitter

Einfiihrungsbeispiel 2.2 Interner Zinssatz

Bei einem der dynamischen Verfahren der Investitionsrechnung erfolgt die Bewertung ei-
ner Investition durch Vergleich des internen Zinssatzes mit dem Kalkulationszinssatz. Hat
man eine Normalinvestition mit einer einmaligen Zahlung in der H6he A zu einem be-
stimmten Zeitpunkt und n Rickfliissen in der Héhe B; (i=1,...,n) in regelmifligen

(i.d.R. jahrlichen) Abstinden, so ist der interne Zinssatz z;,, eine Losung der folgenden

Gleichung:
B, B, B, ) )
A+ + T+t =0 mit A<O0 und B; >0 fur i=1,...,n
I+z (1+2z2) (1+2)"
1
Mit g= lautet diese Gleichung
I+z

A+B,q+B,q> +...+B,q" =0

Dies ist eine algebraische Gleichung vom Grad n. Die Berechnung des internen Zinssatzes
bedeutet die Losung einer algebraischen Gleichung.
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2.1 Komplexe Zahlen

2.1.1 Einfiihrung

Bei dem im Abschnitt 1.4.1 skizzierten Weg von den natiirlichen zu den reellen Zah-
len trat bei den natiirlichen, ganzen und rationalen Zahlen das Problem auf, dass
bestimmte Gleichungen, bei denen Zahlen mit den Verkniipfungen + und - ver-
kniipft werden, nicht 16sbar sind. Dieses Problem hat man auch bei den reellen Zah-
len. So gibt es z.B. keine reelle Zahl x, welche eine der folgenden Gleichungen 16st:

e x’=-1
o x’+2x+2=0
o x*+2x®+3x2+2x+2=0

Veranschaulicht man reelle Zahlen als Punkte auf der Zahlengeraden, so gibt es kei-
nen Punkt auf der Geraden mit der Eigenschaft, dass die entsprechende reelle Zahl
eine dieser Gleichungen 16st. Will man trotzdem ,,Zahlen“ haben, die diese Gleichun-
gen l6sen, so muss man - anschaulich ausgedriickt - die reelle Zahlengerade ,,verlas-
sen“ und sich in die ,,Zahlenebene® begeben.

A

X

Bild 2.2

Die ,,neuen Zahlen® entsprechen Punkten in der Ebene. Sie heilen komplexe Zahlen.
Jedem Punkt in der Ebene entspricht genau eine komplexe Zahl z und umgekehrt.
Komplexe Zahlen bestehen damit aus reellen Zahlenpaaren (x, y). Jede reelle Zahl x

soll nach wie vor dem zugehorigen Punkt auf der reellen Zahlengeraden entsprechen.
Damit ist eine reelle Zahl x eine komplexe Zahl (x,0). Die Zahlen (0, y) heiflen ima-

gindre Zahlen. Die imagindre Zahl (0,1) heif3t imagindre Einheit und wird mit i be-

zeichnet.

i=(0,1)
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Da in der Elektrotechnik mit dem Buchstaben i auch der elektrische Strom bezeichnet
wird, verwendet man fiir die imagindre Einheit auch den Buchstaben j. Es sollen nun
zwei Verkntipfungen + und - so definiert werden, dass fiir reelle Zahlen (x,0) die

bekannten Eigenschaften dieser Verkniipfungen erhalten bleiben und es eine Losung
der Gleichung z*> =-1 gibt, d.h. eine Zahl z mit der Eigenschaft
z-z=(-10)

Dies ist der Fall fiir die folgenden Definitionen der zwei Verkniipfungen + und - :

zy 42y = (%0, 1)+ (X0, y2) = (%) + X5,y + )
22y =(x5 1) (%5 y2) = (%1% = 91 V25X Y5 + X3 91)
Damit gilt z.B.
(x1 )0) + (xz )0) = (xl + xz )0)
(xl )0) ‘ (X2 10) = (xl : x2 10)
(0,1)-(0,1)=i" =(-1,0)
z=(x,)=(x,0)+(0,1)(y,0)
Daraus folgt, dass sich jede komplexe Zahl z folgendermaflen darstellen lasst:
z=x+iy
wobei x und y jeweils reelle Zahlen sind. Aus der Definition der beiden Verkniipfun-
gen + und - folgt, dass man mit komplexen Zahlen in dieser Darstellung mit den

gleichen Rechenregeln wie bei reellen Zahlen und der Zusatzregel i* =—1 rechnen
kann. Oft fithrt man die komplexen Zahlen in dieser Form ein und postuliert dabei
eine Zahl i mit der Eigenschaft i* =-1.

Menge C der komplexen Zahlen
C={z=x+iy|x,yeRAi* =—1} (2.1)

Die Zahl x heifdt Realteil, die Zahl y heiflt Imagindrteil der komplexen Zahl z. In die-
ser Darstellung der komplexen Zahlen ist die Addition und Multiplikation folgen-
dermaflen gegeben:

zZ;+ 2z, =(x; +iy) +(x, +iy,)=(x +x,)+i(y; + ¥,)
2y -2y =(x) +iy))- (x5 +iyy) = (x5 =y p2) +ilx Y, + %, 1)

Mit diesen Verkniipfungen besitzt nun z.B. auch die Gleichung z* +2z+2=0 kom-
plexe Losungen. Man kann leicht iiberpriifen, dass die Zahl z=-1+1i eine Losung ist:
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22 +2z42=(-141)(-1+1)+2(-1+1)+2=1-2i+i* —=2+2i+2=0

Wegen i?=-1 schreibt man auch i=+/-1. Wurzeln aus negativen Zahlen wurden
rein formal bereits im 16. Jahrhundert von Cardano (1501 - 1576) bei der Lsung

algebraischer Gleichungen verwendet. Das Symbol i wurde 1777 von Euler einge-
fuhrt.

2.1.2  Grundbegriffe

Jede komplexe Zahl z=x +1y ldsst sich als Punkt in der Ebene mit den Koordinaten x
und y in einem kartesischen Koordinatensystem darstellen oder als Pfeil vom Ur-
sprung des Koordinatensystems zu diesem Punkt. Diese Ebene wird Gauf$sche Zah-

lenebene oder komplexe Zahlenebene genannt. Einige wichtige Grundbegriffe werden
in der folgenden Tabelle definiert und in Bild 2.3 dargestellt.

Tabelle 2.1 Grundbegriffe

Begriff Symbol Bedeutung

Komplexe Zahl z z z=x+1y mit x, ye RAi?=-1

Realteil von z Re(z) Re(z)=x

Imaginérteil von z Im(z) Im(z)=y

Konjugiert komplexe Zahl ~ z* z"=x—iy

Betrag von z |Z|=7 |Z|=r=1lx2+y2

Argument von z arg(z)=0 = Winkel zwischen Realteilachse und Pfeil z
Im(z)

Bild 2.3
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2.1.3

Rechenoperationen

Die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen wurden bereits definiert.

Rechenoperation

Addition

Multiplikation

Definition

zZ; +z, =(x; +iy; ) +(x, +iy,)

=(x, +x,)+i(y, +y,) (2.2)
zy 25 =(x; +iyy) - (x, +iy,)
=(x1 Xy = y1y2) +ilx; y, +x,91) (2.3)

Fiir beide Rechenoperationen gibt es ein neutrales Element:

Rechenoperation Neutrales Element Eigenschaft
Addition 0+i0=0 z+0=0+z=z
Multiplikation 1+i0=1 z-1=1-z=z

Bei der Addition existiert fiir alle z=x+1iy ein inverses Element —z=—x—iy . Bei der

Multiplikation muss das zu einer Zahl z=x +iy inverse Element z ™' =a+ib folgende

Gleichung erfiillen:
z-z7 =(x+iy)-(a+ib)=1+i0=1
Daraus folgt das Gleichungssystem

xa— yb=1
xb+ya=0

mit der Losung

_x p=—e 2
x2+y2 x2+)}2

a=

Damit hat man folgende inverse Elemente:

Rechenoperation | Inverses Element zu z=x +1iy Eigenschaft
Addition —z=—x—1y z+(=2)=(-2)+2z=0
ES
o -1 X ) z
Multiplikation z == > 13 2T z-z'=z"".z=1fiir z#0
x4y x“+y° 2|

Die Rechenoperationen Subtraktion und Division werden mit Hilfe dieser inversen

Elemente definiert:
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Rechenoperation Definition
. z, —z, =(x; +iy;)—(x, +iy,)

Subtraktion .
=(x; —x,)+i(y; —y,) (2.4)
z X, +1 ~
—1=1—,yl=(x1 +iy; )(x, +iy,) !
Z; X t1y,

Division

_ S b npe e =)

2 2 2 2
X2 +)/2 X5t

fur z, 20 (2.5)
Es lasst sich zeigen, dass die Menge der komplexen Zahlen C mit den Verkniipfungen
+ und - ein K&rper ist. Fiir eine konjugiert komplexe Zahl z* gilt

z-2" =z =rt =x? + y? (2.6)

Fiir die Division gilt

ES
z _ z 1
_1=21221=Zl_22=_22123‘ (2.7)
2y |z, | r

Beispiel 2.3 Rechenoperationen mit komplexen Zahlen
z;=1-21 z,=2+i

a) z,+z,=(1-20)+(2+1i)=3-i

b) z,—z,=(01-2i))—(2+i)=-1-3i

Q) z,-z,=(1-2i)-Q+i)=2+i—-4i+2=4-3i

d) z =1+2i

e) z,=2-1i

f) ”1:|21|:\/m:\/g

g ”2:|22|:\/F:\/g

Z

h) :é(l—Zi)-(2—i):é(2—i—4i—2):—i

%)

z 1 . L1 .. .
) Z2=—(2+1)-(1+2)=—Q2+4i+i-2)=i
z, 5 5

Beispiel 2.4 Losen einer quadratischen Gleichung

22 +2z+10=0

21;2:%(—2iM)=%(—2i 736 )= (226371 )=—143i
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Zwei weitere Rechenoperationen sind das Wurzelziehen und das Potenzieren einer
komplexen Zahl.

Rechenoperation Definition
. Z"=z-z-...z
Potenzieren —
nFaktoren
Wurzel ziehen Losen der Gleichung w" =z

Auf diese beiden Rechenoperationen wird im folgenden Abschnitt eingegangen.

2.1.4 Exponentialdarstellung von komplexen Zahlen

Ein Punkt (x,y)e R? und damit auch eine komplexe Zahl z=x+iy lasst sich durch
Angabe der Polarkoordinaten r und ¢ identifizieren. Dabei ist r die Linge des Pfeils,
der die komplexe Zahl reprisentiert und @e[0,2n[ der Winkel (in Bogenmaf}) zwi-
schen der Realteilachse und dem Pfeil (s. Bild 2.4).

» Re(z)

Bild 2.4

Es gelten die Beziehungen

X=rcos@ y=rsin@ tan(pzZ r:1/x2+y2
x

Eine komplexe Zahl z=x+iy kann damit folgendermaflen dargestellt werden:
z=rcosQ+irsin@=r(cos@+isin@) (2.8)

Die Berechnung des Winkels @ aus den kartesischen Koordinaten erfordert eine Fall-
unterscheidung. Die Gleichung tan@= y/x gilt in allen vier Quadranten. Im ersten

Quadranten mit 0<@<m/2 kann sie nach ¢ aufgelost werden:

0= arctan[lj (2.9)
x
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In den anderen Quadranten ist @>7/2 . Die Beziehung (2.9) kann hier nicht gelten,
da die Arkustangensfunktion die Wertemenge |—7/2,mt/2[ hat. Im zweiten Quadran-
ten gilt z.B. (s. Bilder 2.5 und 2.6)

tanot=tan(n—@)= AN 0= arctan(Lj =— arctan(lj == arctan(lj +7
-x

- X X
tan(o)
A
iarctan(y/x) iarctan(y/x)ﬂt > ¢
v " L
ylx
Bild 2.5
Im(z)

/A y

- a R » Re(z)

x Bild 2.6

Eine entsprechende Uberlegung ergibt fiir den vierten Quadranten

0= arctar\(zj +27.
X
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In der folgenden Ubersicht sind die Formeln zur Umrechnung von Polarkoordinaten
in kartesische Koordinaten und umgekehrt zusammengefasst.

LO—x,y X=7CosQ (2.10)
y=rsin@ (2.11)

XY =70 r=+x%+y? (2.12)

arctan fir 0<@<m/2

@=Jarctan| = [+ fiir ®W/2<Q<3m/2 (2.13)

arctan +2m fir 3m/2<e<2m

7 N/ N\~

R R R

DR R

Beispiel 2.5 z=-2+ 12

12 2
r=+4+12=4, (pzarctan(—gJ+nzarctan(—\/g)+n=g7c

In Abschnitt 5.3.8 (Trigonometrische Funktionen) wird folgender wichtiger Zusam-

menhang zwischen der Exponentialfunktion e* und den trigonometrischen Funkti-
onen cos(x) und sin(x) hergestellt:

e =cosx+isinx (2.14)

Aus dieser Gleichung, die Eulersche Gleichung genannt wird, und der Gleichung (2.8)
folgt die Exponentialdarstellung einer komplexen Zahl x +1iy .

z=rel® (2.15)

Aufgrund der besonderen Eigenschaften der Exponentialfunktion sind die Rechen-
operationen Multiplikation, Division, Potenzieren und Wurzelziehen in der Expo-
nentialdarstellung besonders einfach.

Multiplikation

2,2, =1, P 1, =rr,el®1192) (2.16)
Division

21 Tl i 10yl e Sl e, T i —0,)

—=2zz, =re" (rne™?) " =nre’'r, e " =—te (2.17)

2 5]
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Potenzieren
2" =(rel®)" =¢"l"® (2.18)
Wurzelziehen

Eine n-te Wurzel w aus einer komplexen Zahl z ist eine Losung der Gleichung w" =z .

Mit der Exponentialdarstellung z=re® erhilt man als eine n-te Wurzel die Zahl

@
w=%re !

Dies ist jedoch nicht die einzige Losung der Gleichung w" =z. Weitere Wurzeln
erhilt man, wenn man z folgendermaflen darstellt:

z=re' @ mit k=0,1,2,...

Fiir die folgenden Zahlen w, gilt wy =z

i(9+k2—n)
n n

w,=4lre mit k=0,1,2,...,n—1 (2.19)

Die Zahlen w, sind fiir verschiedene Werte von k voneinander verschieden und

stellen damit n verschiedene n-te Wurzeln aus z dar.

Beispiel 2.6 Multiplikation

Produkt z;z, mit z; =141 und z, =3 +3i

|z, |=n =2, |z, |=1, =412 =243
0 3 T
=arctan(l)=—, ¢, =arctan| — =arctan(\/§)=—
(Pl 4 (PZ [\/EJ 3

. LT
o i—

. 4 . 3
z,=re® =\2e , z,=re® =243e
(n rtj 7
lan
2,2, =hhe i@r02) = \[224/3e =2./6e
Beispiel 2.7 Divsion

z . .
Quotient ~= mit z,=1+1 und z, =3 +3i
21
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T g

i il
. 4 . 3
z,=re® =y2e , z,=re% =23e

(T I 1

il ——— i—mn
Z, Ty g 24/3 (3 4) 12
2 — 2 el((Pz @) — e ,66

2 N \/z
Beispiel 2.8 Potenzieren

Potenz z® mit z=1+i
T

4

i
z=re® =\2¢
. iég i’n
28 =r%"% =2 ¢ =8e
Beispiel 2.9 Wurzelziehen

Vierte Wurzeln aus der Zahl z=-2+1+/12

lzler=va+12=4, ¥r=Ya=\2

2
(p:arctan(—\/§)+n=§n, %:E

6
i($+k2—nj
4 4
w,=4lre mit k=0,1,2,3

2 7 .
— -7 1—7

T .
1— 1—TC
w, =\/2e6 , W =\/2e3 , W =\/2e6 , Wy =4/2¢€
0 1 2 3

Im(z)
A

wy

Wy

» Re(z)

"3 Bild 2.7
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2.1.5 Anwendungen

Wechselstromkreise

Bei einem Wechselstromkreis mit ohmschem Widerstand R ohne Induktivitdt und
Kapazitit sind Spannung und Strom in Phase.

U(t)=U, cos(wt)
I(t)=1, cos(mt)

Fir U(t) und I(¢) bzw. fiir U, und I, gilt das ohmsche Gesetz.
U(t)=RI(t) bzw. U, =RI, (2.20)

In einem Wechselstromkreis, bei dem ein ohmscher Widerstand R, eine Kapazitit C
und eine Induktivitit L in Reihe geschaltet sind, hat man eine Phasenverschiebung
zwischen Spannung und Strom.

U(t)=U, cos(wt)
I(t)=1, cos(wt + @)

| O~ O

Die Analyse bzw. Berechnung dieses Stromkreises fiihrt zu dem Ergebnis

Bild 2.8

U, . 1 oL
I(t)= cos(mt +¢) mit tanQ=—————
(®) — (0t +¢) = 2eC R
R? +(coL—j
oC
Daraus folgt
U
I,= 0 (2.21)
2
R? +(mL—1j
oC
U, =21, (2.22)

2
) 1
mit Z:\/Rz +(0)L——j
oC
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Die Gleichung (2.22) hat die Form des ohmschen Gesetzes (2.20). Die Grofle Z heif3t
Scheinwiderstand oder Impedanz. Die Beziehung (2.21) erhilt man auf einfache Wei-
se aus einer komplexen Rechnung. Dabei werden Spannung, Strom und Scheinwider-
stand durch komplexe Grof3en dargestellt.

U(t) = Ue @) =ye® mit U =U,e'®

1(t) — I, @) = [l mit [ =1,e'

Die Spannung U(¢) bzw. der Strom I(t) ist der Realteil von U,e!®*®) bzw. der Real-

i(ot+o,

teil von Ije ). Die Maximalspannung U, bzw. der Maximalstrom I, ist der

Betrag von U bzw. der Betrag von I . Fiir den Scheinwiderstand Z gilt

Ohmscher Widerstand: Z,=R (2.23)
. 1
Kapazitit: Z~= 2.24
P = ioC 224)
Induktivitit: Z, =iol (2.25)

Es lasst sich zeigen, dass fur die Groflen U,I,Z die gleichen Gesetze gelten wie im

Gleichstromkreis, d.h. es gelten das ,,ohmsche Gesetz*
U=z1 (226)

und die bekannten Gesetze fiir den Gesamtscheinwiderstand Z bei einer Reihen-
oder Parallelschaltung von zwei Scheinwiderstinden Z, und Z,:

Reihenschaltung: Z=7,+7, (2.27)
Parallelschaltung: it (2.28)
Z Z, %,

Fiir eine Reihenschaltung von Kapazitit, Induktivitit und ohmschem Widerstand
erhdlt man

ZZZR +Zc +ZL =R+

iwC

2
|g|=\/R2+(a)L—Lj =Z
oC

Fiir die Maximalspannung U, erhilt man

+i0L = R+i(mL—LJ
oC

Up=IUI=IZIIH ZIII]= 2|1y = Z 1,
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2
1
U, =\/R2 +(mL——J I,
oC

Wellenoptik

Bei der Berechnung der Lichtintensitat fiir ,,Vielstrahlinterferenz bzw. fiir Beugung
am Gitter (s. Einfithrungsbeispiel 2.1) muss man die Summe der folgenden n Wellen-
funktionen bilden.

fo(r,t)=Acos(kr —mt)= Acos() mit ¢=kr—ot
f1(r,t)=Acos(kr — @t +8)= Acos(¢+0)
f>(r,t)=Acos(kr — ot +28)= Acos(d +20)

Sy (rst)=Acos(kr — ot +(n—1)8) = Acos($+ (n—1)d)

Diese Summenbildung ist sehr umstandlich und kann durch Verwendung komplexer
Zahlen sehr stark vereinfacht werden. Dazu benutzt man folgende Darstellung der
Kosinusfunktion, welche aus der Eulerschen Gleichung folgt:

cosx =Re(e™)
Damit gilt
fo(r,t)=Acos(¢p)= Re(Ae'®)= ARe(e'?)

f,(r,t) = Acos(0+8) = Re(Ae'®¥) = ARe(ee™)
f,(r,t) = Acos(9+28) = Re(Ae "% = ARe(el%?d)

fu(rt)=Acos(d+(n—1)9) = Re(Ae! @13y = ARe(el%e!(" 1)

Fiir die Summe der n Wellenfunktionen erhilt man

for,t)+ fir,t)+ fL(r,0)+...+ f,_, (r,1)

= ARe(e®)+ ARe(e®e®)+ ARe(e%e'?) +...+ ARe(e%e!" )
= ARe(e'® +e%e® + %2 1 4el0%iI("10)
= ARe(eiq’(l rel® 4Py 4+ ei(”_l)a))

= ARe(ei¢ (1 +e +(e®)? 4. +(e®) ))
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Mit der Summenformel fiir die geometrische Reihe (s. Aufgabe 1.5¢ in Abschnitt 1.6)

n—1 1— n
qu=1+q+q2+...+qn_1= 1
k=0 1-q

erhdlt man mit g=e®

o 1_(e18)n B 1_e1n6 z ﬁel(pl

: BRI
1—e¢'

1+e® +(eP)? +...+(e0) :
1-e° z, ne®

Daraus folgt
fort)+ fi(rt)+ fL(rt)+...+ [, (r,1)

= ARl [1+¢® + (P +...+ ()"

= ARe ei¢ r_lei((Pl_(P2> :Ar_lRe(ei(¢+(P1_(pz>)
p) p

= AL cos(0+ @, —¢,)=A"cos(kr 0t + ¢, ~¢,)
p)

Dies stellt eine Welle dar mit der Amplitude

’ 1"1
A =A—
)

Die Lichtintensitit I ist proportional zum Quadrat der Amplitude A”.

2
’

2 2N
I~A"=A"—
2

1)

Wir berechnen die Quadrate der Betridge r, und r, der zwei komplexen Zahlen

z,=1- e =1—(cos(nd) +isin(nd)) = (1—cos(nd))—isin(nd)
z, = 1-e® =1—(cosd+isind) = (1—cosd)—isind
Fiir r, erhilt man

s =|z, |*=(1—cos8)* +(sind)* =1—2cosd+ (cosd)* +(sind)*

2
=2-2c0s0= 4(sin[gD
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Auf die gleiche Art und Weise erhilt man fiir 7’

ol

Damit erhalten wir folgende Formel fiir die Lichtintensitat:

2
2 sin(nfj
I~A" =A“—2= A
r; (8
sin| —
2

Auch wenn diese Rechnung etwas kompliziert erscheinen mag, so ist sie doch erheb-
lich einfacher als eine rein reelle Rechnung. Wer davon nicht tiberzeugt ist, versuche
einmal, das Ergebnis dieser Rechnung mit einer rein reellen Rechnung zu erhalten.

2.2 Algebraische Gleichungen

Die letzte Gleichung im Einfithrungsbeispiel 2.2 ist ein Beispiel fiir eine algebraische
Gleichung.

Algebraische Gleichung
Die Gleichung
a,x" +a, \x""+...+a,x+a, =0 (2.29)

mit einer Unbekannten x und reellen oder komplexen Zahlen 4, (k=0,...,n) und
a, #0 heif3t algebraische Gleichung vom Grad n.

Nicht jede algebraische Gleichung besitzt reelle Losungen. Im Abschnitt 2.1.1 wurden
einige Beispiele fiir algebraische Gleichungen aufgefiihrt, die keine reellen Losungen
besitzen. Es ldsst sich jedoch zeigen, dass eine algebraische Gleichung immer komple-
xe Losungen besitzt. Diese Aussage macht der Fundamentalsatz der Algebra.

Fundamentalsatz der Algebra

Eine algebraische Gleichung vom Grad n besitzt mindestens eine und hochstens n
verschiedene komplexe Losungen und es gilt

a,x" +a, x" "+, +ax+a;=a,(x—x)(x—x,)...-(x—x,) (2.30)

mit den komplexen Zahlen x,,...,x, , die nicht alle verschieden sein miissen.
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Bezeichnet man die verschiedenen Losungen mit x,...,x,, (1<m<n ), so kann man

auch schreiben:

a,x" +a, x" "+ . +ax+a,=a,(x—x)" (x—x,)" .. (x—x, )k (2.31)
Die Zahlen k,,...,k,, heiSen Vielfachheiten der Losungen und es gilt

ki +k,+... 4k, =n (2.32)

Fiir 1<n<4 existieren Losungsformeln fiir algebraische Gleichungen vom Grad n, fiir
n>4 ist es nicht mehr moglich, eine allgemeine Losungsformel anzugeben.

Die lineare Gleichung
Die algebraische Gleichung
ax+b=0

heifdt lineare Gleichung. Sie besitzt die Losung

X=——
a

Die quadratische Gleichung
Die algebraische Gleichung
ax® +bx+c=0 (2.33)

heif3t quadratische Gleichung. Sie besitzt die Losungen
X1 :zi(—bi\/bz —4ac) (2.34)
a

Die Gréfle D=b? —4ac heifdt Diskriminante. Sind die Zahlen a,b,c reell, so gilt:

D>0 = Zwei verschiedene reelle Losungen
D=0 = Eine zweifache reelle Losung
D<0 = Zwei konjugiert komplexe Losungen

Fir D<O0 ist \/5:\/(—1)-(4ac—b2)=\/—_1\/4ac—b2 =i\/4ac—b2 .

Fiir reelle Zahlen a,b,c und D<0 erhilt man die zueinander konjugiert komplexen

Losungen:

Z1 =i(—bii\/4ac—b2)
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Anwendungsbeispiel 2.10 Gedampfte Schwingung

Die Losung der Bewegungsgleichung fiir eine Federschwingung mit einer zur Geschwin-
digkeit proportionalen Reibungskraft lautet (s. Abschnitt 12.3.1)
x(t)=c e +c, e

Hier sind ¢;,c, komplexe Zahlen und A;,A, Losungen der folgenden quadratischen

Gleichung:
A +28)+op =0

Die Faktoren & und ®, haben folgende Bedeutung:

LI \E
2m m

m ist die schwingende Masse, D ist die Federkonstante, k ist der Reibungskoeffizient. Die
Losungen der quadratischen Gleichung sind nach der Losungsformel (2.34) gegeben durch

Ay, =—8£4/8% —

Bei starker Reibung (8% > 0)3) sind beide Losungen reell und negativ. Man erhilt einen

exponentiell abklingenden Verlauf der Funktion x(¢) und keine Schwingung.
x(t)=c,eM +c, e mit A, <0

Fiir schwache Reibung (8 <] ) hat man zwei konjugiert komplexe Losungen:

Ay, =—8tiyJwy —8* =—8tim mit =4 w; -8’

Diese komplexen Losungen der quadratischen Gleichung fiithren zu einem qualitativ vollig
andersartigen Verlauf der Funktion x(f) :

x(t) :Clexlz +Czexzr — Cle—81+imt +Cze—51—iu)z — e—St (Cleimz +Cze—imt)
Mit der Eulerschen Gleichung erhilt man
x(1)=e"¥((c, +¢,) cos(wr) +i(c, —c,)sin(or))

Werden die Zahlen c,,c, so gewihlt, dass die Zahlen a, =c, +¢, und a, =i(¢c; —¢,)

reell sind, so lautet die Losung der Bewegungsgleichung
x(t)= e (a1 cos(mt)+a, sin(u)t))

Dies stellt eine gedimpfte Schwingung dar.
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Die kubische Gleichung
Die algebraische Gleichung
ax’ +a,x* +a,x+a, =0 (2.35)

heif3t kubische Gleichung. Durch Division der Gleichung durch a; erhdlt man die

kubische Gleichung in Normalform.
x° +ax® +bx+c=0 (2.36)

Wir verwenden die Abkiirzungen

_3b-a’

9

a> ab ¢
q=—_-——+—
27 6 2
D:ps—i-q2

u=31/—q+\/5
v=3-g-+D

Von den 3. Wurzeln miissen die gewahlt werden, fiir die uv = —p ist. Dann lauten die
Losungen von (2.36) bzw. (2.35)

X, =u+v—% (2.37)
+ —
xy=—V 2BV (2.38)
2 3 2
u+v a u—v
PO 3 2.39
3 573 3 (2.39)

Die Grole D=p> +q* heifit Diskriminante. Sind die Zahlen a; alle reell, so gilt:

D>0 = Eine reelle Losung und zwei konjugiert komplexe Losungen
D=0 = Zwei reelle Losungen (fiir g # 0) oder eine reelle Losung (fiir g =0)
D<0 = Drei verschiedene reelle Losungen

Beispiel 2.11 x° —3x* +4x-2=0

1 1
a=-3,b=4,c=-2, p:;, q=0, D=—

27

1 1 2 u—v
—,V=——=, utv=0, u-v=—F1, \/gzl
NE) NE) B2

x; =1, x, =1+1, x3=1-1

u=
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Die Anwendung der Losungsformeln (2.37) - (2.39) ist im Allg. (anders als im Bei-
spiel 2.11) sehr umstandlich. In der Praxis werden Losungen meistens numerisch
bzw. mit dem Computer berechnet (s. Kapitel 17, Abschnitt 17.1 und die Beispiele
17.1und 17.2).

Anwendungsbeispiel 2.12 Berechnung des internen Zinssatzes

Die Investitionssumme und die Ruckfliisse fir eine Investition betragen (in Euro):

Investition zur Zeit ¢ : A, =-10000
Riickfluss nach einem Jahr: B, =5300
Riickfluss nach zwei Jahren: B, =5000
Riickfluss nach drei Jahren: B; =5000

Die Gleichung zur Berechnung des internen Zinssatzes lautet
A, +B,q+B,q° +B;q° =0

~10000+ 53004 +5000g> +5000g> =0

—100+53q+509> +50g° =0

Die drei Losungen dieser Gleichung lauten

4 9 13, 9 13.

=—,q,=——+—1, g3 =————1
D= T 0 BT T 0 10

Aufgrund der Unhandlichkeit der Losungsformeln (2.37) - (2.39) wurden diese Losungen
mit einem Computeralgebrasystem berechnet (s. Beispiel 17.2 in Kapitel 17). Den internen
Zinssatz z erhdlt man aus der reellen Losung:

4 45 1
q9=q, =§:>q ! :Z:1+Z:>Z:Z:0’25 bzw. 25%

Algebraische Gleichungen vom Grad n>4

Fiir algebraische Gleichungen vom Grad n=4 existiert eine Losungsformel bzw. eine
Losungsmethode, auf die hier wegen ihrer Komplexitit nicht eingegangen wird. Sie
ist in umfangreicheren Formelsammlungen zu finden. Die Anwendung dieser L§-
sungsmethode ist im Allg. sehr umsténdlich. Fiir algebraische Gleichungen vom Grad
n>4 gibt es keine Losungsformeln. Die Losungen lassen sich nicht allgemein in ge-
schlossener Form darstellen. In der Praxis werden Losungen numerisch bzw. mit dem
Computer berechnet (s. Kapitel 17, Abschnitt 17.1 und die Beispiele 17.1 und 17.2).
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2.3 Aufgaben

I Aufgabe 2.1

Gegeben sind die folgenden komplexen Zahlen:
zy=1-31, z, =2+2i, z; =-3+1i

Berechnen Sie die folgenden Zahlen:

a) 21(222—23) b) (zl+z3*)zz_1
-1
C) 2 d) 2
z,-z, z,—2,
e) 22y 232,
z3 ((z,-23)")"
IAufgabe 2.2

a) Berechnen Sie alle Losungen der algebraischen Gleichung z* +3z° —10=0.
b) Losen Sie die algebraische Gleichung z° —6z° +16z-16=0 mit der Losungs-
formel fiir kubische Gleichungen.

I Aufgabe 2.3

a) Berechnen Sie alle dritten Wurzeln aus der Zahl —4+/2 + i44/2 .
(8—244/3)—(24+843)i
—1+3i
(3-243)-(2+33)i
@+30)(-)7)"

b) Berechnen Sie alle Zahlen z mit der Eigenschaft z*

¢) Berechnen Sie alle sechsten Wurzeln aus der Zahl

| Aufgabe 2.4

Berechnen Sie wie in Abschnitt 2.1.5.2 mit einer komplexen Rechnung die Summe

17 T P
Zcos(—+ k—) .
pan 2 6

Verwenden Sie dabei Ergebnisse aus Abschnitt 2.1.5.2.
| Aufgabe 2.5

Berechnen Sie die Impedanz Z =|Z| eines Wechselstromkreises, in dem die Paral-

lelschaltung einer Induktivitdt mit einer Kapazitit in Reihe mit einem ohmschen
Widerstand geschaltet ist. Hinweis: s. Abschnitt 2.1.5.1.
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Einfliihrungsbeispiel 3.1 Geschwindigkeit und Kraft

Andert ein (als Massenpunkt idealisierter) Korper seinen Ort, so sind zur Beschreibung
dieser Bewegung (Ortsidnderung) zwei Informationen von Interesse: Die ,,Schnelligkeit*
der Ortsianderung und die Richtung, in die sich der Kérper bewegt. Beide Informationen
kénnen zu einer Grofle zusammengefasst werden, die mathematisch einen Vektor darstellt
und durch einen Pfeil veranschaulicht werden kann. Die Linge des Pfeils ist ein Maf3 fiir
die ,,Schnelligkeit“, die Richtung des Pfeils ist die Richtung, in die sich der Kérper bewegt.
Wirkt auf den Korper eine Kraft, so ist diese gekennzeichnet durch zwei Eigenschaften: Die
»Stirke“ der Kraft und die Richtung, in welche die Kraft wirkt. Auch diese beiden Eigen-
schaften kénnen zu einer Grofle zusammengefasst werden, die einen Vektor darstellt und
durch einen Pfeil veranschaulicht werden kann. Die Linge des Pfeils hat die Bedeutung der
»Stirke“ der Kraft, die Richtung des Pfeils ist die Richtung, in welche die Kraft wirkt.
Bild 3.1 zeigt die Bahn eines Korpers (bzw. Massenpunktes) bei einem schragen Wurf (un-
ter Vernachldssigung der Luftreibung). Die auf den Korper wirkende Kraft F und die Ge-
schwindigkeit v des Korpers sind fiir einige Stellen der Bahn durch Pfeile bzw. Vektoren
dargestellt.

Bild 3.1 Schrager Wurf

3.1 Einfiihrung und Grundbegriffe

Geschwindigkeit und Kraft sind Beispiele fiir Gréf3en, die gekennzeichnet sind durch
einen Betrag und eine Richtung. Solche Gréfen kénnen durch Pfeile veranschaulicht
werden. Als Symbol fiir einen Vektor wird deshalb ein Buchstabe mit einem Pfeil
dariiber verwendet (s. Bild 3.2).
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Bild 3.2

Die Lange des Pfeils ist der Betrag, die Richtung des Pfeils die Richtung der Grof3e.
Man spricht von gerichteten Griffen und definiert anschaulich:

Gerichtete Grofien heiflen Vektoren.

Zwei Vektoren sind gleich, wenn sie den gleichen Betrag und die gleiche Richtung
haben. Das bedeutet, dass alle Pfeile mit gleicher Linge und Richtung den gleichen
Vektor reprasentieren. Ein Pfeil ist ein Objekt in der Ebene oder im Raum und kann
mit Hilfe eines kartesischen Koordinatensystems beschrieben werden. Ein ebenes
bzw. raumliches kartesisches Koordinatensystem wird aufgespannt von zwei bzw.
drei senkrecht aufeinander stehenden Koordinatenachsen. Bei einem Rechtssystem
sind die Koordinatenachsen so orientiert, wie es in Bild 3.3 gezeigt ist.

z
A

Bild 3.3

Verschiebt man einen Pfeil, der einen Vektor 4 reprisentiert, im kartesischen Koor-
dinatensystem unter Beibehaltung seiner Richtung (Parallelverschiebung) so, dass
der Pfeilanfang im Ursprung des Koordinatensystems liegt, so nennt man die kartesi-
schen Koordinaten a, ,a y bzw. a,,a P der Pfeilspitze die (kartesischen) Koordi-

naten oder Komponenten des Vektorsa (s. Bilder 3.4 und 3.5). Jeder andere Pfeil, der
den gleichen Vektor reprisentiert, fithrt zu den gleichen Komponenten.
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Y z
A A
............................................. a
“ i a,
: > x
aX
Bild 3.4 Bild 3.5

Ein Vektor in der Ebene bzw. im Raum kann also als ein Zahlenpaar bzw. als Zahlen-
tripel dargestellt werden. Diese Darstellung heift die Koordinatendarstellung oder
die Komponentendarstellung eines Vektors.

Komponentendarstellung von Vektoren in der Ebene und im Raum

Darstellung als Zeilenvektor:  a=(a, a,) bzw. a=(a, ,a,,d;)

Q

X

y

a
Darstellung als Spaltenvektor: a :(ax J bzw. a=|a
y

a,

Zahlenpaare bzw. Zahlentripel sind Elemente des R* bzw. R’. Es ist nahe liegend,
die Definition von Vektoren zu verallgemeinern und nicht nur Elemente des R* und
R? sondern auch Elemente des R" Vektoren zu nennen, auch wenn man fiir n>3
diese Elemente nicht mehr durch Pfeile veranschaulichen kann.

Vektoren als Elemente des R"

Darstellung als Zeilenvektor:  a=(a,,a,,...,a,)
a;

a
Darstellung als Spaltenvektor: d=| . a,,d,,....d4, €R

a,

Sofern man nicht mit Matrizen rechnet (s. Kapitel 4) und Vektoren nicht als Matrizen
betrachtet, spielt es keine Rolle, ob Vektoren als Zeilenvektor oder als Spaltenvektor
dargestellt werden. Im Folgenden wird aus Platzgriinden meistens die Darstellung
eines Vektors als Zeilenvektor bevorzugt.
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Gleichheit von Vektoren

Zwei Vektoren d=(a,,...,a,) und b =(b,,...,b,) sind gleich, wenn sie die gleichen

Komponenten besitzen.

i=boa, =b, Yi=l,...,n

1

3.2 Rechnen mit Vektoren

3.2.1 Addition von Vektoren und Multiplikation mit einer Zahl

Die Summe bzw. die Addition zweier Vektoren ist folgendermaflen definiert:
Addition von Vektoren
d+b=(ay,....a,)+(by,....b,)=(a, +b,,...,a, +b,) (3.1)

Fiir Vektoren in der Ebene bzw. im Raum kann man sich die Addition zweier Vekto-
ren folgendermafien durch Pfeile veranschaulichen: Der Vektor b wird durch Paral-
lelverschiebung so verschoben, dass der Anfangspunkt von b bei der Pfeilspitze von
d ist. Der Pfeil vom Anfangspunkt von & bis zur Pfeilspitze von b auf der Diagona-

len desvon @ und b aufgespannten Parallelogramms reprisentiert den Vektord +b .

a

a

Bild 3.6

Bei der Addition von Vektoren gibt es ein neutrales Element, den Nullvektor
0=(0,0...,0), dessen Komponenten alle Null sind und fiir den gilt

i+0=ad
Zujedem d=(ay,...,a,) gibtesauch ein inverses Element —d =(—a;,...,—a, ) mit
i+(-a)=0

Damit kann man die Subtraktion von Vektoren definieren.
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Subtraktion von Vektoren

i—b=(a,,....a,)—(by,....b,)=d+(-b)=(a, —b,,...,a, —b,) (3.2)

Die Vektoraddition ist kommutativ und assoziativ, d.h. fiir 4,b,ce R" gilt

i+b=b+a
(a+1§)+5=a+(1§+5)
Die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl ist folgendermafien definiert:

Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl

ra=May,...,a,)=(ra,,..., a,) AreR (3.3)

Fiir Vektoren in der Ebene bzw. im Raum hat diese Multiplikation folgende anschau-
liche Bedeutung: Die Linge des Vektorpfeils von Aa ist das |A|-fache der Lange des

Vektorpfeils von 4. Ist A positiv, so sind Ad und a gleichgerichtet, ist A negativ, so
sind Aad und a4 entgegengesetzt gerichtet.

a
/ ra

Fir w,Ae R und E,I;e R" gilt
wra)=(ur)a
(W+A)a=pa+Aa
MG +b)=Ad +\b

Bild 3.7

Die Menge R" mit den hier definierten Verkniipfungen (Addition von Vektoren und
Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl) stellt einen Vektorraum dar.

3.2.2 Skalarprodukt und Betrag von Vektoren

Das Skalarprodukt G-b zweier Vektoren d und b ist folgendermafien definiert:
Skalarprodukt zweier Vektoren

a-b=(a,....a,)-(byr....b,)=a,b, +a,b, +...+a,b, (3.4)
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Anwendungsbeispiel 3.2 Arbeit

Wird auf einen Korper entlang eines geradlinigen Weges von einem Ort 7, zu einem Ort

7, =T, + AT eine konstante Kraft F ausgeiibt, so ist die dabei geleistete Arbeit W das Ska-

larprodukt der Kraft F mit dem Vektor AF .

W=F-AF

Anwendungsbeispiel 3.3 Leistung

Wird auf einen Korper mit der Geschwindigkeit v eine Kraft F ausgeiibt, so ist die Leis-

tung P gegeben durch das Skalarprodukt der Kraft F mit der Geschwindigkeit v .

P=F-7

Mit dem Skalarprodukt definieren wir den Betrag oder die Norm|d| eines Vektorsa :

Betrag eines Vektors

|dl=va-d=+aj +...+a} (3.5)

Fiir Vektoren in der Ebene bzw. im Raum ist der Betrag eines Vektors die Lange eines
Pfeils, der den Vektor reprasentiert. Im Folgenden wird der Betrag |d| eines Vektors

a oft einfach mit a bezeichnet. Bei der Darstellung des eines Vektors a als Pfeil
schreiben wir das Symbol a oft bei der Pfeilspitze und das Symbol |d| bzw. a neben

dem Pfeil hin (s. Bild 3.8). Fiir alle d,beR” und LeR gilt

|a|=0

ld|=0= d=0

|Aa|=|A][a]l

la+b|<|a|+|b| (3.6)

Die Ungleichung (3.6) heif3t Dreiecksungleichung.
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Bild 3.8

3.2.3  Winkel zwischen Vektoren, Zerlegung von Vektoren

Fiir zwei Vektoren 4,be R? gilt (s. Bild 3.9)

a=(a,,a,)=(acosa, asino) mit a=|a|

gZ(bx,by)=(bcosB, bsinB) mit b=|b|

o bzw. B ist der Winkel zwischen der x-Achse und dem Vektor @ bzw. b .

Bild 3.9

Fiir das Skalarprodukt @-b erhilt man damit
d-b =abcoso.cosP +absinasin = ab(cosacosP + sinousinB)

Mit einem Additionstheorem fiir trigonometrische Funktionen (s. Abschnitt 5.3.8)
cosacosP +sinasinf = cos(ot— )

erhilt man

d-b=abcos(0.—B)=abcos(B—o)=abcosp=|d||b|cos ¢
ab

— (3.7)
|allo]

cosQ=
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©=PB— o ist der Winkel zwischen den Vektoren a und b . Die Gleichung (3.7) erhalt

man auch fiir Vektoren 5,5 eR®. Allgemein gilt fir Vektoren 5,5 eR"” und Zahlen
Aue R

|G +ub |P=\d+ub)-(Ad+ub)=A2a-d+20 M a-b+u2b-b=0
Setztman A=b-b und p=-a-b , so erhilt man

|Ad+ub |>=Mb-b)(a-a)—2Ma-b)(@-b)+(@-b)*r
MG -b)@-d)-Ma-b)? =w@-a)b-5)-@-5)? )20

Fiir b#0 ist A>0 und es folgt

Daraus folgt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

|a-b|<|al|b] (3.8)
die natiirlich auch fiir b=0 gilt. Aus dieser Ungleichung folgt fiir d,b #0
_1< fb_ <1 (3.9)
|allb]

Aufgrund der Ungleichung (3.9) kann man auch fir n>3 einen Winkel ¢€[0,7]

zwischen zwei Vektoren a,beR” definieren, auch wenn man diesen nicht mehr als
Winkel zwischen zwei Pfeilen veranschaulichen kann.

Winkel zwischen Vektoren

Fiir den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren  und b gilt

Q1
S

a-b=|dl||b|cosp cosQ= a-b

(p=arccos (3.10)

6]

QY
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Fiir den Winkel B zwischen dem Vektor d und der y-Achse und fiir den Winkel vy
zwischen dem Vektor 4 und der z-Achse erhélt man entsprechende Beziehungen:

a a
cosp=—2 cosy=—%
a a

Daraus folgt fir die Richtungswinkel o,y

2 2 2 2 2 2 -2

a a a a,+ta;, +a a
coszoc+cosz[3+coszy=—’2c+—z+—§= a )2/ z=|ﬂ|2 =1 (3.11)

a® a® a a |a|
z
A

a
v &P g
o
Bild 3.10

Stehen zwei Vektoren a,b senkrecht aufeinander (wir driicken dies durch die

Schreibweise @ Lb aus), so heiflen sie orthogonal zueinander. Fiir diese Vektoren gilt

cosQ=

Orthogonale Vektoren
ilbeab=0 fir a,b#0 (3.12)

Betrachtet man zwei Vektoren E,l; in der Ebene oder im Raum, die weder orthogonal
zueinander noch parallel sind, so kann man den Vektor b zerlegen in einen zu a

parallelen Vektor b,, und einen auf @ senkrecht stehenden Vektor b,

b=b +b,.

lla
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Bild 3.11

Fiir den Winkel @€]0,7t/2[ zwischen den Vektoren 4 und b inBild 3.11 gilt

b . - -
cos0=2"2 und coso=2"C mit a=|d|, b=|5|, b, =|b,, |
b ab
Daraus folgt
b =5 =5 - ~ Dz =
a _4b_, _ab_p _aba_dabg
b ab a a a g

Zerlegung/Projektion eines Vektors

Zerlegung eines Vektors b in einen zu einem Vektor a parallelen Vektor b,

la

und einen auf @ senkrecht stehenden Vektor b,

b=b,, +5 b =2G b,=b-b

lla _W lla

i (3.13)

3.2.4 Basisvektoren

n Vektoren b,,...,b, eR" werden Basis des Vektorraums R" genannt, wenn sich

jeder Vektor aeR" als Linearkombination ¢,b, +...+c,b, der Vektoren b,,....b,

darstellen lasst.
Beispiel 3.4 Basis des R
Die Vektoren I;I =(1,1) und l;z =(1,-1) sind eine Basis des R2.

Basisvektoren é,,...,e, des R" mit der Eigenschaft

e -e

B 0 furi#k
KT fari=k

heiflen Orthonormalbasis des R” . Die Basisvektoren einer Orthonormalbasis haben
alle den Betrag 1 und sind orthogonal zueinander.



