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D I E T E R L E U S C H N E R 

Operatoren bei der biokybernetischen 
Modellbildung an Pflanzen 

Eingegangen 4. Mai 1970 

Einleitung 

In einer früheren Arbeit [LEUSCHNER (i. Druck)] wurde der Begriff des Systems 
in mathematisch präzisierter Form auf die Dynamik von Pflanzen angewendet. 
Dabei spielten die Relationen eine grundlegende Rolle. In dieser Arbeit soll die 
Problematik der Modellbildung bei Pflanzen von einem anderen mathematischen 
Standpunkt her gesichtet werden. Grundlage ist der Begriff der Operation. Wir 
stoßen dabei wie bei der Relationenalgebra in [ L E T J S C H N E R (i. Druck)] auf eine 
topologische Interpretat ion der algebraischen Sachverhalte: Kategorien lassen 
sich wie Systeme durch Graphen darstellen. 

1. Räume 

Um zum Begriff des Operators zu gelangen, ist es nötig, einiges zu den Räumen 
der Funktionalanalysis zu sagen. Es ist für die Belange dieser Arbeit gerecht-
fertigt, von den allgemeinsten Räumen der Mathematik, den topologischen 
Räumen (vgl. z. B. KLAUA [1964]), abzusehen. Fü r die naturwissenschaftliche 
Anwendung, speziell in der Dynamik der Pflanzenbiologie, scheint es zunächst 
sinnvoll, einen best immten HiLBERT-Raum zu benutzen. Deshalb soll etwas zu 
den metrischen Räumen bemerkt werden, damit eine weitere Spezialisierung 
zum HiLBERT-Raum führen kann. 

Eine Menge X von Elementen . . . heißt eine lineare Menge, wenn gilt 

itj, .r, £ X => x, + x2 e X 

.t'i t A ' ^ x a'j c X (/. = reelle oder komplexe Zahl) 

so daß folgende Axiome erfüllt s ind: 
L 1: + x2) + x= .r, + (x-, + assoziatives Gesetz der Addition 
L 2: + x = x., + ,! | kommutat ives Gesetz der Addition 
L 3: 3 0 £ X, so daß V . i : £ X = ^ 0 - i c = o 

(Es bedeutet : 3 = „es existiert", Vx — „für jedes X",p=$> q = 
„aus p folgt q", £ „enthalten in") 

31* 
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L 4 : (x + X) x = xx + X x 
X (xL + x2) = X xi X x-, d i s t r ibut ive Gesetze 

L 5 : (x X) x = x (X x) assoziatives Gesetz der Mult ipl ikat ion 
L 6 : 1 - i = .T 

Eine lineare Menge heißt normier t , wenn jedem x £ X eine nichtnegat ive reelle 
Zahl ||a;[|, die Norm von x, zugeordnet wird bei Gült igkeit folgender Axiome 

N 1: ||a;|| = 0 ^ £ = o (A<=> B b e d e u t e t : „genau dann A, wenn B") 
N 2 : \\Xx\\ = |A| ||x|| 
N 3: \\xx + x-,\\ < 11rv, 11 + ||a.'2|| (Dreiecksungleichung) 

Dami t auf die bisher behandel ten Mengen der funkt ionalanaly t i sche R a u m -
begriff sauber angewendet werden kann , m u ß noch eine Bemerkung über die 
Konvergenz von Elementfolgen eingeschaltet werden, die bei der prakt ischen 
Anwendung meist nicht in den Vordergrund t r i t t : E ine Folge (xn) von Elementen 
aus X heißt konvergent gegena;0 9 X (geschrieben: xn —» a;0),wenn \\xn — x0\\ —>• 0 
gilt . Dami t k a n n in nunmehr mathemat i sch e inwandfreier Weise in folgenden 
von R ä u m e n gesprochen werden. 
Als nächstes wird mi t dem Begriff der Volls tändigkei t der BANACH-Raum ein-
geführ t . Dazu de f i l i e r t m a n : Eine CAUCHY-Folge (manchmal auch Fundamen ta l -
folge genannt) ist eine Folge xn £ X mi t 

lim \\xn — xm\\ = 0 . 
n, m ' OO 

Ein R a u m X heißt vollständig, wenn zu jeder CHAUCHY-Folge (xn) aus X ein Element 
i « e l mit exist iert . 
Nunmehr k l i n die D j f i i i t i o n „Ein l inearer normier te r vollständiger R a u m ist 
ein B A N A C H - R I U T U " angegeben werden. Durch E i n f ü h r u n g des eine N o r m defi-
nierenden Ska la rprodukts en t s teh t ein HiLBERT-Raum, indem formul ier t wird : 
E in vollstä idiger l inearer R a u m mi t Ska la rp roduk t he iß t ein HILBERT-Raum. 
Fü r das Skalarprodukt (x, y) zweier Elemente i , i / £ l (HiLBERT-Raum) gilt dabe i : 

H 1 ; (x, y) = (x, y) 
(Die Überstreichung bedeute t den Übergang zur konjugier t kom-
plexen Zahl) 

H 2 : (Xxt + xx2, y) = X{XL, y) + x{x2, y) 
H 3: (x, x) ;> 0 ; {x, x) = 0 <=> a- = o 

Die mit te ls des Ska la rprodukts definierte N o r m l a u t e t : 

IMI = V(x, x). 

Weil wir später die Kategorie der metr ischen R ä u m e e inführen wollen, soll je tz t 
noch gjzeigt wird3n, inwiefern wir es bei HiLBERT-Räumen mi t metr ischen 
R ä u m e n zu t u n haben . 
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Ein metrischer Raum R liegt genau dann vor, wenn es eire Merge M u r d eine 
F u n k t i o n / v o n M X Min die Menge P der reellen Zahlen gibt, so daß B = [M,f] 
ist und für beliebige a, b, c £ M gilt: 

Ml :f(a, b) = 0<^a=b 

M 2: f(a, b) = f(b, a) 
M 3 :f(a, b) + f(b, c)>f(a, c) 

(Die eckige Klammer bedeutet dabei „geordnetes P a a r " u r d die Merge M X M 
ist die Produktmenge von M mit sich, d. h. die Merge der geordneten Paare 
aus M). 

Es ist leicht ersichtlich, daß durch die Norm des HiiBERT-Rarircs eire Abstards-
funkt ion definiert werden kann, die dann den drei eben ai.fge schrieberen Grur d-
axiomen einer Metrik genügt, ir.dem gesetzt wird : 

/(«, b) = \\a-b\\ 

Durch Anwendung von N 1 bis N 3 wird gezeigt, daß die so dt f i r ie i le Metrik 
M l bis M 3 genügt. 
Zum Abschluß dieses Abschnittes soll noch ein Beispiel für eir er l inBEKT-Raum 
gegeben werden, das dann für die Anwendurg in der I f l a i zei tiokg'ie wichtig 
sein wird. Der R a u m Iß> [a, 6] (p — 2) der auf dem Ir.tervall [a, 6] meßbaren 
Funkt ionen mit 

b 
J ].x-(i)|2 dt < co i s t e i n HiLBEBT -Raum. 
a 

Es gelten die Linearitätseigenschaften für Funkt ionen ur.d die Eigenschaften 
des Skalarprodukts werden mit 

6 
(x, y) = \x(t)y(t) dt 

a 
erfüllt. Die Beschränkung auf eir.dimersionale Furktior .en geschah nur aus 
Gründen der Einfachheit . 

2. Operatoren 

Der Raumbegriff macht eine Typisierung mathematischer Objekte möglich, 
während zur dynamischen Systematisierung einer Pflanze, d . h . zur Typisierurg 
biologischer Objekte, der von der Mathematik bereitgestellte Operatorer begriff 
unerläßlich scheint. Die verbale Formulierung des Operators, die sich auf Räume 
bezieht, lau te t : Eine definierte Zuordnung, die jedes Element x eines Raumes X 
eindeutig auf ein Element y eines i. a. von X verschiedenen Raumes Y abbildet. 
Auf dem Wor t Abbildung liegt hierbei der Ton. Es besteht nun in der Mathematik 
keine einheitliche Meinung bei der Definition der Abbildung. Einmal kann man 
den Abbildungsbegriff als den allgemeinen auffassen und daraus den Relations-
begriff aussondern, zum anderen wird die Relation als das Allgemeine und die 
Abbildung als eine spezielle Relation verstanden. Da wir in L e t t s c h n e r (1970) 
schon einen mengentheoretischen Relationsbegriff verwendet haben, soll hier der 
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zweite Weg gegangen werden. Es wird wiederholt, was unter einer zweistelligen 
(nur diese sind zunächst von Interesse) Relation zu verstehen ist. Es seien M i 

und M2 zwei i. a. verschiedene Mengen. Dann heißt jede Teilmenge R (nicht zu 
verwechseln mit dem Symbol für Raum) von Mi x M2 eine zweistellige oder 
binäre Relation zwischen Mi und M2. 
Man schreibt dann \xi, x2] G R, d. h. das geordnete Paar ist Element von R, oder 
R{x1} x2j und sagt „xit x2 stehen zueinander in der Relation R". 
Damit kann man folgendermaßen definieren: Eine Abbildung A von Mt in M2 

ist eine eindeutige Relation A zwischen Ml und M2, Es gilt also für A: 

0 1: Vx VyL Vy2{[x, */,] £ A A O, y-A € A ^ yY = y2) 
mit x G J i j; i/j, y22 G M 
0 2 :yx(x G My 3 y([x, y] G A), y G M2) 

Das bisher Gesagte gilt auch für die Räume X und Y als spezielle Mengen. Man 
nennt dann A in der Funktionalanalysis einen Operator und schreibt bei x G X, 
y G Y (X und Y seien zwei metrische Räume): 

y = A(x) (funktionale Schreibweise) 
y — A x (Operatorschreibweise) 
y = Ax (Indexschreibweise) 

Die Operatorschreibweise wird von uns verwendet. Der Operator muß sich nicht 
unbedingt auf alle Elemente der Räume X und Y beziehen. Man nennt die Teil-
mengen (ci heißt „Teilmenge von") 

Da<=X 
WA: = A (Da) = {y = Ax-.x EDA},WA<^Y 

(: = bedeutet „per definitionem"), für die der Operator gilt, den Definitions-
bereich Da und den Wertebereich Wa- Auch bei Anwendungen in der Biologie 
kann vorausgesetzt werden, daß Da eine lineare Menge ist. Zusätzlich ist zu 
bedenken, daß in verschiedenen Fällen X mit Y zusammenfallen kann. 
Je tz t wirdein einfaches Biispiel für einen Operator A angegeben. X sei der Raum 
der Polynome höchstens n-ten Grades, Y sei der Raum der Polynome höchstens 
3 w-ten Grades, wobei x G X und y G Y die entsprechenden Polynome sind. Es 
ist dann durch 

y = A x = ciy x:'(t) — 3 a2 x (t) 

ein Operator von X in F definiert. 
Eine praktisch wichtige Gruppe von Operatoren muß noch herausgestellt werden. 
Es sind die linearen Operatoren, die sowohl homogen als auch additiv sind, d . h . 
es gilt 

A (a x) = a Ax (x G Da , oc komplex oder reell) 
A (xy + x2) = A xL + A x2 

Zu dieser Gruppe zählt z. B. die in LEUSCHNER (1970) aufgeschriebene Integral-
transformation . 


