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DIETER LEUSCHNER

Operatoren bei der biokybernetischen
Modellbildung an Pflanzen

Eingegangen 4.Mai 1070

Einleitung

In einer fritheren Arbeit [LEUSCHNER (i. Druck)] wurde der Begriff des Systems
in mathematisch prézisierter Form auf die Dynamik von Pflanzen angewendet.
Dabei spielten die Relationen eine grundlegende Rolle. In dieser Arbeit soll die
Problematik der Modellbildung bei Pflanzen von einem anderen mathematischen
Standpunkt her gesichtet werden. Grundlage ist der Begriff der Operation. Wir
stoflen dabei wie bei der Relationenalgebra in [LEUSCcHNER (i. Druck)] auf eine
topologische Interpretation der algebraischen Sachverhalte: Kategorien lassen
sich wie Systeme durch Graphen darstellen.

1. Réaume

Um zum Begriff des Operators zu gelangen, ist es nétig, einiges zu den Raumen
der Funktionalanalysis zu sagen. Es ist fiir die Belange dieser Arbeit gerecht-
fertigt, von den allgemeinsten Rédumen der Mathematik, den topologischen
Raumen (vgl. z. B. Knava [1964]), abzusehen. Fiir die naturwissenschaftliche
Anwendung, speziell in der Dynamik der Pflanzenbiologie, scheint es zunéachst
sinnvoll, einen bestimmten HILBERT-Raum zu benutzen. Deshalb soll etwas zu
den metrischen Rdumen bemerkt werden, damit eine weitere Spezialisierung
zum HriBeRT-Raum fithren kann.

Eine Menge X von Elementen x,, x,, x; . . .. . heillt eine linearc Menge, wenn gilt

y,heX=>rn+aeX
rp € X = A « X(2 = reelle oder komplexe Zahl)
so daf} folgende Axiome erfillt sind:
Li:(a) + xy) + @3 = ) + (s + x;) assoziatives Gesetz der Addition
L2 +x=x+ 0 kommutatives Gesetz der Addition
L3:30cX, sodaBVeeX =20 2=0
(Es bedeutet: 3 = ,es existiert”, Va = ,fir jedes X“, p= ¢ =
waus p folgt ¢, € ,enthalten in")

3+
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Le:(x+ANe=2x+ Ao

Ay + ay) = A, + 2a,  distributive Gesetze
L3:(xla=x(lx) assoziatives Gesetz der Multiplikation
Lé6:1.x=u

Eine lineare M2nge heiBt normiert, wenn jedem z € X eine nichtnegative reelle
Zahl ||#[|, die Norm von #, zugzordnet wird bei Giiltigkeit folgender Axiome

Ni:]jz||=0&2=0 (4< B bedeutet: ,genau dann 4, wenn B“)
N2: x| = [A] ]
N3:llay + @l < ||@ |l + [[as]]  (Dreiecksungleichung)

Damit auf die bisher bzhandelten M2ngen der funktionalanalytische Raum-
bagriff sauber ang:wandet werden kann, mufl noch eine Bemerkung tiber die
Koaverganz von Elam2ntfolg:n eingsschaltet werden, die bei der praktischen
Anwzsndung mzist nicht in den Vordargrund tritt: Eine Folge (x,) von Elementen
aus X hziBtkonvergznt gegenax, £ X (g2schrieben: ay, — x,), wenn ||xp — x| — 0
gilt. Damit kann in nunmzhr mathematisch einwandfreier Weise in folgenden
von Rinmen gasprochen warden,
Als néchstes wird mit dem Bo:griff der Vollstandigkeit der BanacH-Raum ein-
gafithrt, Dazu d:fiert man: Eine CavcHy-Folge (manchmal auch Fundamental-
folge genannt) ist eine Folge 2, € X mit
lim llay — apl = 0.
1, M = oo
Bin Raum X h2iBt vollstdndig, wenn zu jeder CHAUCHY-Folge (x5) aus X ein Element
T € X mit &y — x4 existiert.
Nunm:shr kyain diz D:fiarition ,Ein linearer normierter vollstandiger Raum ist
ein BawacH-Rwum® ang:g:ban warden. Durch Einfiihrung des eine Norm defi-
nizranden Skalarprodukts entsteht ein HiLBERT-Raum, indem formuliert wird:
Ein vollstddig:r linearer Raum mit Skalarprodukt heiflt ein HrLserT-Raum.
Fiir das Skalarprodukt (#, y) zweier Elemente x, y € X (HiLsErT-Raum) gilt dabei:
Hi; (v, ) = (v, 9)
(Die Ubarstreichung bedeutet den Ubergang zur konjugiert kom-
plexen Zahl)

H2: (Aay +xay, y) = Axy, y) + =2(v2, )
H3: (x,2) = 0;(z,2) =0 a=0

Die mittels des Skalarprodukts definierte Norm lautet:
=l = Vi, 2).

Weil wir spiter diz Katsgorie der matrischen Riume einfilhren wollen, soll jetzt
noch gz3igh wird:n, inwisforn wir es b2i HiuBErT-Rédumen mit metrischen
Réumen zu tun haben.



Archiv fiir Gartenbau, XVITI. Band, Heft 8, 1970 419

Ein metrischer Raum R liegt genau dann vor, wenn es eire Merge M urd eire
Funktion fvon M x M in die Menge P der reellen Zahlen gibt, so dafl R = [M, f]
ist und fiir beliebige a, b, ¢ € M gilt:

Mi:f(a,b)=0&a=0
M2: f(a, b) = f(b, a)
M3: f(a,b) + f(b, ¢) = f(a. c)

(Die eckige Klammer bedeutet dabei ,,geordnetes Paar* urd die Merge M x M
ist die Produktmenge von M mit sich, d. h. die Merge der geordreten Paare
aus M).

Es ist leicht ersichtlich, daB durch die Norm des HirBERT-Rauvmes eire Abstar ds-
funktion definiert werden kann, die dann den drei eben aufgeschrieberer Grurd-
axiomen einer Metrik geniigt, irdem gesetzt wird:

fla,b)=jla—1bl

Durch Anwendung von N1 bis N3 wird gezeigt, da} die so dcfirierte Metrik
M1 bis M3 geniigt.

Zum AbschluBl dieses Abschnittes soll noch ein Beispiel fiir eir er i BgrT-Ravm
gegeben werden, das dann fiir die Anwendurg in der Fflar zer Liclcgie wichtig
sein wird. Der Raum L2 [a, b] (p = 2) der auf dem Irtervall [a, b] meBbaren
Funktionen mit

b
Jla(t)|2dt < oo ist ein HILBERT-Raum.

[/3
Es gelten die Linearititseigenschaften fiir Furktionen urd die Eigerschaften
des Skalarprodukts werden mit

b
(@, y) = [=(@) §(t) dt

@
erfiillt. Die Beschrinkung auf eirdimersionale Furktioren geschah nur aus
Griinden der Einfachheit.

2 Operatoren

Der Raumbegriff macht eine Typisierung mathematischer Objekte méglich,
wihrend zur dynamischen Systematisierung einer Pflanze, d. h. zur Typisierurg
biologischer Objekte, der von der Mathematik bereitgestellte Operatorer begriff
unerldBlich scheint. Die verbale Formulierung des Operators, die sich auf Riaume
bezieht, lautet: Eine definierte Zuordnung, die jedes Element x eines Raumes X
eindeutig auf ein Element y eines i. a. von X verschiedenen Raumes ¥ abbildet.
Auf dem Wort Abbildung liegt hierbei der Ton. Es besteht nun in der Mathematik
keine einheitliche Meinung bei der Definition der Abbildurg. Einmal kann man
den Abbildungsbegriff als den allgemeinen auffassen und daraus den Relations-
begriff aussondern, zum anderen wird die Relation als das Allgemeine und die
Abbildung als eine spezielle Relation verstanden. Da wir in LEUscHNER (1970)
schon einen mengentheoretischen Relationsbegriff verwendet haben, soll hier der
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zweite Weg gegangsn werden. Es wird wiederholt, was unter einer zweistelligen
(nur diese sind zundchst von Interesse) R:lation zu verstehen ist. Es seien M,
und M, zwei i. a. verschiedene Mengen. Dann heillt jede Teilmenge R (nicht zu
verwechseln mit dem Symbol fir Raum) von M; x M, eine zweistellige oder
bindre Rzlation zwischen M; und M,.

Man schreibt dann [z, ©y] € R, d. h. das geordnete Paar ist Element von R, oder
R{w,, @y} und sagt ,x;, x, stehen zueinander in der Relation R,

Damit kann man folgendermafien definieren: Eine Abbildung 4 von M, in M,
ist eine eindeutige Rzlation A zwischen M und M,, Es gilt also fiir 4:

O1l: Vevy Vipllz, ] €4 N[ ppled =Dy =)
mith.Ml;yl,yngM
O2:ya(x€ My= Jy(v, yl € A), y € M)

Das bisher Gesagte gilt auch fiir die Réume X und Y als spezielle Mengen. Man
nennt dann 4 in der Funktionalanalysis einen Operator und schreibt bei o € X,
y €Y (X und Y seien zwei metrische Raume):

3 = A(x) (funktionale Schreibweise)
y= Aax (Operatorschreibweise)
Y = A» (Indexschreibweise)

Die Operatorschreibweise wird von uns verwendet. Der Operator mul} sich nicht
unbedingt auf alle Elemente der Riume X und ¥ bezichen. Man nennt die Teil-
mengen (C heifit ,, Teilmenge von*) '

DsS X
Wa=ADy) = {y = Ax:a E_D_,q}, Wi Y

(: = bedeutet ,per definitionem*), fiir die der Operator gilt, den Definitions-
bereich D4 und den Wertebereich W 4. Auch bei Anwendungen in der Biologie
kann vorausgesstzt warden, dall D4 eine lineare Menge ist. Zusitzlich ist zu
bedenken, daB in verschizcdenen Fillen X mit ¥ zusammenfallen kann.

Jetzt wird ein einfach2s Bispiel fiir einen Operator 4 angegeben. X sei der Raum
der Polynome hochstens n-ten Grades, ¥ sei der Raum der Polynome hochstens
3 n-ten Grades, wobzi @ € X und y € ¥ die entsprechenden Polynome sind. Es
ist dann durch

y=Av=a x3t) — a,x (t)

ein Operator von X in ¥ definiert.
Eine praktisch wichtigz Gruppz von Opzratoren mull noch herausgestellt werden.
s sind die linearen Opzratoren, die sowohl homogen als auch additiv sind, d. h.
es gilt

A(xx) =0dx (z € D4, o komplex oder reell)

Ay + ay) = Az + Ay

Zu dieser Gruppe zihlt z. B. die in LEuscHNER (1970) aufgeschriebene Integral-
transformation.



