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C H A P I T R E X I I I 

LE MOMENT CINÉTIQUE 
EN MÉCANIQUE Q U A N T I Q U E 

I Introduction 

Les propriétés de symétrie des équations d'évolution jouent un très grand 
rôle en Mécanique Quantique comme en Mécanique Classique. Un examen 
systématique et général des symétries et de leurs conséquences sera fait au 
chapitre XV. Le présent chapitre est consacré à l'un des types de symétrie 
les plus importants, celui des symétries par rapport aux rotations. Comme 
en Mécanique Classique, la rotation d'un système en Mécanique Quantique 
fait intervenir son moment cinétique et l'invariance par rotation des équa-
tions d'évolution s'exprime par le fait que le moment cinétique est une cons-
tante du mouvement. Les différences avec la Mécanique Classique viennent 
de ce que le moment cinétique est un opérateur vectoriel et non pas un 
vecteur ordinaire et que ses trois composantes ne commutent pas deux à deux. 

Dans la section I, nous définissons le moment cinétique par les relations 
de commutation de ses composantes Jx, Jy, Jc (relations (3)) et nous résol-
vons le problème de valeurs propres de J 2 et Jc en nous basant uniquement 
sur ces relations et sur le fait que ces trois composantes sont des observables. 
La méthode utilisée, due à Dirac, présente de grandes analogies avec le trai-
tement de l'oscillateur harmonique exposé au chapitre XII. 

La section II est consacrée à un cas particulier, celui du moment ciné-
tique orbital d'une particule et à la construction des fonctions propres 
correspondantes, les harmoniques sphériques. 

Dans la section III nous établissons le lien entre moment cinétique et 
rotations ; la rotation d'un système physique est réalisée par un certain 
opérateur dépendant des composantes du moment cinétique total de ce 
système et dont l'expression est donnée par la formule (60). Nous démontrons 
ensuite que l'invariance par rotation des équations d'évolution du système 
équivaut à la condition que son Hamiltonien commute avec les trois compo-
santes de son moment cinétique ; d'où la loi de conservation du moment 
cinétique. 

L'expérience montre que la plupart des particules possèdent un moment 
cinétique intrinsèque, le spin. La notion de spin est examinée dans la sec-
tion IV. 
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La section V est consacrée à l'important problème de l'addition des 
moments cinétiques. 

Les différents opérateurs de la Mécanique Quantique peuvent être carac-
térisés par leur loi de transformation par rotation. On définit notamment 
les opérateurs scalaires (c'est-à-dire invariants par rotation), les opérateurs 
vectoriels et, plus généralement, les opérateurs tensoriels irréductibles, dont 
la loi de transformation est particulièrement simple. Ces opérateurs sont 
aussi bien caractérisés par des règles de commutation très simples avec les 
composantes du moment cinétique. De ces règles découlent certaines pro-
priétés des représentations des opérateurs tensoriels irréductibles (Théorème 
de Wigner-Eckart). Celles-ci sont exposées, ainsi que leurs principales appli-
cations dans la sixième et dernière section de ce chapitre. 

Ce chapitre est complété par l'Appendice C dans lequel ont été rassem-
blées les principales formules et les principales propriétés des différents 
coefficients associés aux manipulations sur les rotations et sur la composition 
des moments cinétiques. 

I. — VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES 
DU MOMENT CINÉTIQUE 

2. Définition du moment cinétique 

Nous avons déjà rencontré l'opérateur moment cinétique dans le traite-
ment de systèmes quantiques à une particule. Par définition, le moment 
cinétique / de la particule est 

l = r x p (1) 

r et p étant respectivement le vecteur de position et l'impulsion de ladite 
particule. En Mécanique Ondulatoire, / est représenté par l'opérateur vec-
toriel (*) (— i) r x V. Les trois composantes de ce vecteur sont des opérateurs 
différentiels vérifiant les relations de commutation 

[ix,iy] = a*, [iy,i*] = i k . y = i h- (2) 

Chacune d'elles commute avec le carré scalaire du moment cinétique, 

i» - 4 + £ + & 
soit 

[/, P] = o. 

Ces propriétés ont déjà été démontrées (§ V.18). Rappelons que la dernière 
d'entre elles est une simple conséquence des relations (2). 

(') Dans le présent chapitre, nous choisissons les unités de telle sorte que il = 1. 



XIII-2 LE MOMENT CINÉTIQUE EN MÉCANIQUE QUANTIQUE 435 

r,p et / sont des opérateurs vectoriels. Avant de poursuivre, précisons bien 
ce que l'on entend par là. Un opérateur vectoriel B est défini par ses compo-
santes Bx, By, Bc suivant trois axes rectangulaires ; Bx, Bu, Bs sont des opé-
rateurs au sens ordinaire du terme. La donnée de ces trois composantes 
particulières permet de définir la composante Bu de B suivant une direction 
arbitraire u de l'espace défini par le vecteur unité « (ux, uu, uz), à savoir 

Bu = (u. B) = usBx + uy B,, + ut Bz. 

On définit ainsi les composantes de B suivant n'importe quel autre système 
d'axes orthogonaux. Les différentes manipulations d'algèbre vectorielle 
(somme, produit scalaire, produit vectoriel, etc.) s'appliquent sans change-
ment aux opérateurs vectoriels, moyennant quelques précautions concernant 
l'ordre des opérateurs (cf. § IX.2). 

Ceci dit, considérons un système quantique de N particules. On peut 
définir comme plus haut le moment cinétique de la nième particule 
/<») = r(n> x p{n)- Le moment cinétique total du système est la somme vecto-
rielle des moments cinétiques des N particules qui le composent 

A 

L = J/ ' " » . 
n = l 

Comme chaque moment cinétique partiel vérifie les relations de commu-
tation (2) et comme les composantes du moment cinétique d'une particule 
commutent avec chacune de celles du moment cinétique de n'importe quelle 
autre, on a 

^ la = 2 2 n=2 fc"' w - £ ̂ =1L-
n n' n n 

On obtient de même façon les deux relations qui s'en déduisent par permu-
tation circulaire. Par conséquent, les composantes du moment cinétique total 
obéissent aux mêmes relations de commutation que celles des moments 
cinétiques individuels. 

Nous sommes donc conduits à adopter la définition suivante du moment 
cinétique : l'opérateur vectoriel J est un moment cinétique si ses compo-
santes *JX9 Jyj Je sont des observables vérifiant les relations de commutation : 

[Jx, Jy] = i Jz, [J„, Je] = i Jx, [J„ Jx] = i Jy. (3) 

Ces trois relations entraînent des relations analogues entre les compo-
santes de J suivant tout autre système d'axes. Soient Ju, Jo, Jw les compo-
santes de J suivant trois axes orthogonaux dont les vecteurs unité, u, v, w, 
sont orientés de telle sorte que w = u x v. On vérifie aisément la rela-
tion [Ju, Jv] = i Jw et les deux relations qui s'en déduisent par permutation 
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circulaire (2). Plus généralement, si a et b sont deux vecteurs quelconques 
(ou deux opérateurs vectoriels qui commutent entre eux et commutent 
avec J), on a 

[*.j,b.j]=i((axb).j). (4) 

3. Relations algébriques caractéristiques 

Le carré scalaire du moment cinétique, 

P = J-x+J'l + Ji 

commute avec les trois composantes. Cette propriété est une conséquence 
des relations de commutation (3) et se démontre de même façon que la pro-
priété analogue concernant le moment cinétique / introduit au § 2. Nous 
écrirons symboliquement 

[J, PI = 0 (5) 
cette propriété de J2. Il en résulte que J* commute avec toute fonction des 
composantes de J. 

Introduisons les deux opérateurs hermitiques conjugués 
J+ = Jx + i Jy, J- = Jx — i Jy. (6) 

La donnée des trois opérateurs J+, J_ et Jx définit complètement l'opéra-
teur vectoriel J et il se révèle plus commode d'effectuer toutes les manipu-
lations algébriques au moyen de ces trois opérateurs plutôt que d'utiliser 
les composantes Jx, Jy et Jz- Leurs relations de commutation se déduisent 
des relations (3) : 

[Jz, J+] = J+ (7 a) 
[J*, J-] J- (7 b) 
[J+, J-] = 2J t . (7 c) 

D'autre part, suivant l'équation (5), 
[J2. = fJ2. J-) = [J2, Jr) = 0 (8) 

J* est d'ailleurs donné par l'expression 

P = \(J+ J_ + J_ J+) + J\ 

(') Ces relations s'écrivent aussi bien sous forme condensée (i, j, k = u, o ou w) 

[J„ Jj] = i Jt ou encore JiJj=i J* 
* 'j 

où tIJk désigne le tenseur complètement antisymétrique à trois indices : 

Î
O si 2 des indices sont égaux. 

+ 1 si i, i, k se déduit de u, v, w par permutation paire, 
— 1 si i, / , k se déduit de u, v, w par permutation impaire. 

La seconde forme équivaut à l'équation entre opérateurs vectoriels 
J x J = iJ. 
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dont on déduit, en se servant de l'équation (7 c), les deux identités 

4. Spectre de p et Jc 

Puisque P commute avec chaque composante de J, il est possible de 
former un système complet de vecteurs propres communs à J 2 et à l'une 
de ses composantes, J- par exemple. Le fait que Jx, Jy et Jz soient hermiliques 
et obéissent aux relations de commutation (3) impose au spectre de valeurs 
propres de sévères limitations. 

P est un opérateur hermitique défini puisque c'est une somme d'opéra-
teurs hermitiques définis (s). Ses valeurs propres sont nécessairement posi-
tives (ou nulles). Nous conviendrons désormais de les écrire sous la forme 
/(/ + 1) e t de les étiqueter avec le nombre quantique réel / ( > 0). 

Soit |//n> un vecteur propre de J2 et Jz correspondant aux valeurs pro-
pres /(/ + 1) et m respectivement. Nous dirons couramment que |/m> repré-
sente un état de moment cinétique (j m). Si P et Jz ne forment pas un ensemble 
complet d'observables qui commutent, il peut exister plusieurs états (jm) 
linéairement indépendants. Dans ce cas |/m> est un vecteur ket particulier 
choisi une fois pour toutes dans le sous-espace de moment cinétique (jm) ; 
l'argument qui va suivre est valable quel que soit le vecteur ainsi choisi. 
Les seules conditions imposées à |//n> sont : 

Examinons les vecteurs J+ |/m> et J_ | jm>. 
Suivant les identités (9 a) et (9 b), on a 

J_ J+1 jm> = [/(/ + 1) — m(m + 1)] |/m> ^ (/ — m) ( j + m + 1) |/m> (10 a) 

J+J- |jm> = [/(/ + 1) — m(m- 1)] | j m > = (/ + m) (j—m + 1 ) \ j m > . (10b) 

Par suite, les vecteurs J+ |/m> et J_ |7'm> ont respectivement pour normes 

< / m | J- J+ | / m > = ( / — m) ( j + m + 1) <jm\jm> 
<jm\ J+ J_ |/m> = (j + m) (j — m + 1) </m|/m>. 

Conformément à l'un des axiomes fondamentaux de l'espace de Hilbert, 
ces normes ne peuvent être négatives, donc 

0' — m)(j + m + 1) > 0 , ( j m) ( j — m + 1) > 0, 

(•) C'est une conséquence de l'hermiticité de Jx, Jy et Ji. Quel que soit |u>, <u| J; |u> 
est la norme du vecteur </x|u>, c'est donc une quantité > 0. Les valeurs moyennes de 
et J l possédant la même propriété, on a bien <u| J ' |u> > 0 quel que soit |u>. 

J- J+=P — Jz (Jz + 1) 

J+ J- =P — Jz (J: — 1). 

(9 a) 

(9 b) 

P I/'"> = i ( j + 1) |/m>, 
Jz |/m> = m I jm>. 
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soit encore 
— / < m < /. 

De plus, comme la nullité de sa norme est une condition nécessaire 
et suffisante de la nullité d'un vecteur, J+ |/m> = 0 si, et seulement 
si, (j — m) (j + m + 1) = 0 ; de même J_ |/m> = 0 si, et seulement 
si (j + m) (j — m + 1) = 0. Puisque m se trouve nécessairement dans 
l'intervalle (— j, + /), ces conditions de nullité se réduisent à m = / 
et m = — / respectivement. 

Si m ^ /, le vecteur (non nul) J+ |/m> est un vecteur de moment ciné-
tique (j, m + 1). En effet, suivant la règle (8) 

P I jrn> = J.y p | /m> = 7(7 + 1) J + | /m> 
et, comme d'après la relation de commutation (7 a), 

J,J+ = J+(J, + 1) ( l i a ) 
on a 

Jc J+ |jm> = J+(J, + 1) |/m> = (m + 1) J+ |/m>. 

En utilisant le fait que J - commute avec J 2 et que, d'après la relation (7 b), 
Jc J- = J- (Jz — 1) (11 b) 

nous obtenons un résultat analogue pour J_ |/m>. 
En conclusion, nous avons l'important théorème : 
Si 17'm> est un vecteur de moment cinétique ( j m) et de norme N : 

(i) nécessairement — / < m < / ; (12) 

(¿0 si m = /, J+ |/m> = 0 ; 
si m ^ /, J + | /m> es/ nécessairement un vecteur de moment cinétique 

( j , m + 1 ) eZ de norme [j(j + 1) — m(m + 1)] N ; 

(m) si m = — 7', J_ |7'/n> = 0 ; 
si m ^ —7', J- \jm> est nécessairement un vecteur de moment cinéti-

que (j, m—1) et de norme [j(j + 1) — m(m — 1)] N. 

Considérons donc la suite de vecteurs obtenus par application répétée 
de l'opérateur J+ sur |/m> 

J+ |/m>, J ; 1/ m> Jp
+ \jm>, ... rt3) 

Nous savons que — / < m < /. Si m = j, J+ | j m> — 0. Si m < j, J+ |/ m> 
est un vecteur non nul de moment cinétique (j, m + 1). Il possède donc les 
propriétés (i), (ii) et (iii) caractéristiques de tout vecteur propre commun 
à J2 et Js : nécessairement m + 1 < / ; si m + 1 = /, J+| / /n> = 0 ; 
si m + 1 < / , J'I \jm> est un vecteur non nul de moment cinétique (j, m+ 2) 
et possède donc lui aussi les propriétés (i), (ii) et (iii) caractéristiques de 
tout vecteur propre commun à J 2 et Jz. On peut ainsi poursuivre de proche en 
proche l'analyse des propriétés des vecteurs de la suite (13). Il est clair que 
les vecteurs de cette suite doivent tous s'annuler à partir d'un certain rang ; 
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dans le cas contraire, nous aurions réussi à former des vecteurs propres 
de Jz dont la valeur propre est plus grande que tout nombre donné à l'avance, 
contrairement à la condition (12) selon laquelle les valeurs propres de J r ne 
peuvent être supérieures à /. Il existe donc un entier p ( > 0) tel que |/m> 
soit un vecteur non nul de moment cinétique (/, m + p) et que l'action de J+ 
sur ce vecteur donne 0 ; on a donc m + p = /. En conclusion, / — m est 
entier ( > 0) et les p vecteurs 

J+ 1/ m>, J ; 1/ m> |/m> (14) 

représentent des états de moment cinétique déterminé correspondant tous 
à la même valeur propre /(/ + 1) de J2 et aux valeurs propres 

m + 1, m + 2, m + p = /, 

de Jt respectivement. 
L'examen des vecteurs obtenus par l'application répétée de J_ sur |/m> 

nous permet de conclure de même façon que / + m = q est aussi un entier > 0 
et que les q vecteurs 

J_|/m>, Ji|/m> Jq_ |/m> 

représentent des états de moment cinétique déterminé correspondant tous 
à la même valeur propre /(/ + 1) de J2 et aux valeurs propres 

m — 1, m — 2, m — q — — /» 

de Jz respectivement. D'ailleurs, puisque p et q sont deux entiers non négatifs, 
leur somme p + ? = 2/ possède la même propriété. 

Rassemblant tous ces résultats, nous obtenons le théorème fondamental 
suivant : 

A ) Les seules valeurs propres possibles de J2 sont de la forme j ( j + 1), où 
/ est un nombre entier ou demi-entier non négatif : / = 0, 1, §, 2, . . . , oo. 

B ) Les seules valeurs propres possibles de Js sont les entiers- et les demi-

entiers : 
m = 0, ± £ , ± 1 , ± f, ± 2 , . . . , ± o o . 

C) Si f ( j + 1) et m sont les valeurs propres respectives de J2 et Js corres-

pondant à un état propre commun à ces deux opérateurs — c'est-à-dire un état 
de moment cinétique (/m) — les seules valeurs possibles de m sont l'une 

des (2/ + 1) quantités 

— />—/ + 1 +/• 

5. Vecteurs propres de J2 et J,. Construction des sous-espaces 
invariants 8(-" 

Partant d'un vecteur |/ m> de moment cinétique déterminé, nous sommes 
à même de construire en tout (2/ + 1) vecteurs de moment cinétique déter-
miné par application répétée des vecteurs J+ et J— Ces vecteurs ne sont en 
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général pas normalisés à l'unité. Mais il est très facile de construire par cette 
méthode des vecteurs propres de norme 1. Nous pouvons procéder de la 
façon suivante. 

Supposons la norme de |/ m> égale à 1. J+ |/ m> est nul si m — /' ; si m < /', 
c'est un vecteur de moment cinétique (j, m+1). Désignons par |/ m+l> le 
vecteur de norme 1 défini par 

J+ |/m> = cm 1/ m+l>. 
Suivant l'expression de la norme de J+ |/ m> donnée plus haut, 

I Cm I2 = [/(/ + 1) — m(m + 1)]. 
Convenons de fixer la phase de |/ m+l> de façon que cm soit réel et positif ; 
cette convention achève de définir ce vecteur : 

J + |jm> = \ / j ( j + l) — m(m + l) |/ /n+l>. 
En multipliant les deux membres de cette relation par J_, il vient également, 
compte tenu de la relation (10 a), 

J_ 1/ m+l> = \Ji<j + 1) — m Un + 1) | j m>. 

Les manipulations précédentes peuvent être répétées sur le vecteur 
1/ m+l>. Il suffit de remplacer partout m par m + 1. Si m + 1 = /', 
J+ 1/ m+l> = 0. Sinon, on forme le vecteur |/ m+2> de moment ciné-
tique (/', m+2) et de norme 1 ; une convention analogue à celle qui a été 
donnée plus haut fixe sa phase. Et ainsi de suite jusqu'à |//>. 

De même façon, par application répétée de J_, on forme de proche en 
proche les vecteurs |/ m—1> |/ —/> de moment cinétique respectif 
(j, m—1), . . . , ( / , —f) e t de norme 1 ; leur phase est fixée par une conven-
tion identique. 

Ainsi, partant du vecteur |/ /n>, nous formons une suite de (2/ + 1) vec-
teurs orthonormes 

l / / > l / / - t > . . . |/m> . . . 1/ - / > (16) 
satisfaisant aux équations aux valeurs propres 

J 2 I / » = N + 1) l 7 » 07) 
= (18) 

et dont les phases relatives ont été choisies de telle sorte qu'ils se déduisent 
les uns des autres par les relations 

J+ |/>> = \ / j ( j -f 1) —n(|i + 1) 1/ (H" 1> (19) 

J- 1/ = v//0' + l ) - t ^ - D 1/ f*-l >• (20) 
En particulier 

J+ 1/ /> = J- 1/ - / > = 0. (21) 

Ces (2/ + 1) vecteurs sous-tendent un certain sous-espace S(A Comme 
les opérateurs J+, J_, Jz transforment ces vecteurs les uns dans les autres, 
ils transforment n'importe quel vecteur de 8(-/) en un vecteur de 8(-,) ; autre-
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ment dit, ils laissent 8u> invariant. Toute fonction F(J) des composantes 
de J , étant fonction des seuls opérateurs «/+, J_ et Jz, laisse également 
S0* invariant. Nous verrons dans la section III que toute rotation d'ensemble 
du système quantique se traduit par l'application d'un opérateur du type F(J) 
sur son vecteur état ; par conséquent, toute rotation d'ensemble laisse 
&J> invariant. 

6. Représentation standard \ P Je \ 

Lorsque J2 et Js ne forment pas un ensemble complet de variables compa-
tibles, il existe un grand nombre de systèmes de base communs à ces deux 
opérateurs. D'ailleurs même dans le cas contraire, la phase de chaque vec-
teur de base peut être arbitrairement choisie. 

Cependant, parmi toutes celles où J2 et Jz sont diagonaux, certaines 
représentations sont préférables parce que toutes les manipulations concer-
nant le moment cinétique y sont particulièrement simples. Nous conviendrons 
de les appeler représentations standard ) P Je Ce sont celles dont les vec-
teurs de base correspondant à une même valeur du nombre quantique / 
peuvent être groupées en une ou plusieurs séries de (2j + 1) vecteurs se 
déduisant les uns des autres conformément à la loi (19-20). A chaque série 
correspond un sous-espace 8(-/) et l'espace de Hilbert tout entier est formé 
par la réunion de sous-espaces de ce type. 

Pour former une représentation standard, on peut procéder de la façon 
suivante. Parmi les vecteurs propres de J* correspondant à la valeur pro-
pre j(j + 1), considérons ceux pour lesquels Jz = /. Ils forment un certain 
sous-espace 5r(-') de l'espace de Hilbert qui peut selon les cas avoir une, 
plusieurs ou une infinité de dimensions. Il est toujours possible de faire choix 
dans d'un système complet de vecteurs orthonormés | t / /> . L'indice t 
permet de distinguer les uns des autres ces vecteurs'de moment cinétique (j j) ; 
il peut prendre selon les cas une, plusieurs ou une infinité de valeurs (dis-
crètes ou continues, nous les supposerons discrètes). On a par hypothèse 

A chacun de ces vecteurs |t/'/>, on peut associer les 2/ vecteurs obtenus 
par application répétée de J_ conformément à la méthode du paragraphe 
précédent et former ainsi un sous-espace 8<-') à (2/ 4- 1) dimensions ; afin de 
distinguer les uns des autres chacun des sous-espaces ainsi construits, nous 
les désignerons par 8(t j). Ainsi, les (2/ + 1) vecteurs de base du sous-
espace 6(t j) sont 

Ces vecteurs sont orthonormés et satisfont aux relations fondamentales 

<T/7K/7> = &TT" 

|T//>, | t / /—1> |T/ —/>. 

J * I T / » = /(/ + 1 ) 1 - 7 » 
Jz | t / » = (Jl | t / » 

(22) 

(23) 
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J+ | r/ fx> = V 7( / + 1) — Hfa + 1) | T/ |X+ 1> (24) 

j - IVy.> = v//0' + l ) - ^ - l ) I ( ^ - 1 > (25) 
Notons en passant les importantes relations 

M = \ / < 2 6 > 

•T/ = \ / ( 2 / ^ - 1 ) 1 ^ | T / <27> 

que l'on déduit aisément des équations (24) et (25) (Problème 1). 
Il est facile de s'assurer que les sous-espaces 8(x/) ( j donné, t variable) 

sont deux à deux orthogonaux et que leur réunion forme le sous-espace 
de la valeur propre /(/ + 1) de p . 

En effet, les vecteurs de base |t/[a> et |t'/!J-'> des sous-espaces S (r/) 
et £(t' /) (t t ) sont certainement orthogonaux si (A ^ (x' puisqu'ils corres-
pondent à des valeurs propres différentes de Je ; ils le sont également 
si (i = |jl', puisque l'on a, par application répétée de l'équation (24) : 

<t '7>|t /» = <t'/ |i+l|T/ (x+l> = . . . = <t7/|t//> = 
D'autre part, tout vecteur propre de p correspondant à la valeur propre 
/'(/' + 1) e s t une combinaison linéaire des vecteurs |t/[a> ( t et fi variables, 
j fixe); pour s'en convaincre, il suffit de montrer que tout vecteur |m/(i> 
de moment cinétique (/(*) est une combinaison linéaire des vecteurs de 
base |t/[a> de même moment cinétique. Si (i = /, ceci résulte de l'hypothèse 
de départ. Si (A ^ /, on se ramène au cas précédent en appliquant au vec-
teur \m y » l'opérateur et en faisant usage des relations (26) et (27). 

En conclusion, partant d'un système orthonormal complet de vecteurs 
de moment cinétique (j j), nous sommes parvenus à construire les vecteurs 
de base d'une représentation standard j P Js\ dans le sous-espace £j de la 
valeur propre j(j + 1) de p. En répétant la même opération pour toutes 
les valeurs propres possibles de p , nous obtenons une base standard pour 
l'espace de Hilbert tout entier. 

Notons la forme particulièrement simple des matrices représentant les 
composantes de J dans une telle représentation (cf. Problème 2). Suivant 
les équations (23), (24) et (25), on a 

<T/>| J , | t ' ; V > = ^ „ ' ^ . , 8 ' 
/ (28) 

<^/>| J* |t'/V> = \//(7 + D - w*' *Jf 

7. Conclusion 

L'étude précédente des propriétés du moment cinétique est exclusivement 
basée sur les relations de commutation de cet opérateur vectoriel et sur le 
fait que ses composantes sont des opérateurs hermitiques d'un espace de 
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Hilbert. Ces seules hypothèses nous ont permis de conclure que le nombre 
quantique / ne peut prendre que des valeurs entières ou demi-entières et 
qu'à chaque valeur propre /(/ + 1) de J* correspondent une ou plusieurs séries 
de (2/ + 1) vecteurs linéairement indépendants, les vecteurs d'une série se 
déduisant les uns des autres par application des opérateurs J_ et J+ et cor-
respondant à chacune des (2/ + 1) valeurs possibles du nombre quantique m : 

—/, —7 + 1 + / • 

Ces hypothèses ne suffisent cependant pas à résoudre complètement le 
problème de valeur propre. Il reste à préciser 

(i) quels sont parmi les nombres entiers ou demi-entiers ceux qui font 
effectivement partie du spectre de j ; 

(if) combien de séries linéairement indépendantes de (2j + 1) vecteurs 
correspondent à chacune de ces valeurs de /. 

La réponse à ces questions dépend du problème particulier que l'on exa-
mine. Si l'on se fonde sur les relations de commutation seules, rien ne s'oppose 
à ce que j ne puisse prendre qu'une seule valeur, entière ou demi-entière, et 
à ce qu'il n'y ait qu'une série de (2/ + 1) vecteurs linéairement indépendants 
correspondant à cette unique valeur propre, l'espace des états n'ayant dans 
ce cas que (2/ -f 1) dimensions ; nous rencontrerons un exemple de cette cir-
constance dans la section IV, à propos du spin. 

Un autre cas particulier important est celui du moment cinétique / 
d'une particule, tel qu'il est défini dans l'équation (1). Nous verrons dans la 
section II, où ce cas est examiné en détail, que le spectre de f est alors formé 
de l'ensemble des entiers depuis 0 jusqu'à + oo, toute valeur demi-entière 
étant exclue (4). 

II. — MOMENT CINÉTIQUE ORBITAL 
ET HARMONIQUES SPHÉRIQUES 

8. Le spectre de P et h 

Reprenons le système quantique à une particule évoqué au § 2. Pre-
nant l'axe des z pour axe polaire, on peut exprimer les composantes de / et 
l'opérateur P en fonction des angles polaires (8, <p) et de leurs dérivées 
(équ. (B.82-84)). Dans tout ce qui suit, la variable radiale peut être ignorée. 

(') Le problème 15 traite un autre cas dans lequel J» et Jt forment un ensemble complet 
d'observables qui commutent (une seule série de (2/ + 1) vecteurs par valeur de j) et dans 
lequel / peut prendre toutes valeurs entières ou demi-entières. Du fait mime de la présence 
simultanée de valeurs entières et demi-entières dans ce spectre, le fait d'assimiler 
J au moment cinétique oblige à faire certaines réserves sur la signification physique des 
différentes observables du système (cf. $ 15). 
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Nous nous proposons de iormer les fonctions F " 1 (8, <p) satisfaisant aux deux 
équations aux valeurs propres 

/ » i f (6, 9) = * ( /+ 1) ¿ T ( 8 , 9) (29) 

L F ? 0 , 9 ) = m i ? r (0,9). (30) 

Comme toute fonction d'onde est une fonction uniforme de r, F ? ( 8 , <p) 
doit rester inchangé lorsqu'on y remplace 9 par 9 + 2 n (8). L'équation (30) 
a déjà été examinée (§ V.12). Puisque l t = — iD/Dç, F"1 (8,9) est nécessaire-
ment de la forme /¿m(6) e""9 avec m entier. Puisque m est entier, le nombre 
quantique l ne peut prendre lui aussi que des valeurs entières : il n ' y a p a s 
de moment cinétique orbital d e m i - e n t i e r . 

Afin de déterminer parmi les entiers ( > 0) les valeurs propres de l et 
leur dégénérescence, cherchons à former les fonctions propres F j ( 0 , 9) corres-
pondant au moment cinétique (l l). Une telle fonction est définie par les équa-
tions 

L F j ( d , ? ) = l F i ( 6 , 9 ) (31) 

1 + F i ( d , < p ) = 0. (32) 

Ce système équivaut bien au système d'équations (29-30) dans le cas m = l . 
Suivant l'identité (9 a ) en effet, 

P = l z ( l : + l ) + l _ l + . 

Par suite l'équation (32), jointe à l'équation (31), entraîne l'équation (29) 
et réciproquement. Le système (31-32) est un système d'équations aux déri-
vées partielles du premier ordre que l'on résout aisément une fois explicités 
les opérateurs différentiels U et /+ (équ. (B.82-83)). L'équation (31) donne 

Substituant cette expression dans l'équation (32), on obtient l'équation diffé-
rentielle 

( ¿ - i c o t g e)/,(6) = 0 

dont la solution est sin' 8 à une constante près. En définitive, il existe pour 
toute valeur entière ( > 0) de l une et une seule fonction propre (définie à 
une constante près) de moment cinétique (l l), la fonction 

sin' 8 e"9. 

Par conséquent, le spectre de /2 est formé par la suite des nombres 1(1 + 1), 
où l prend toutes valeurs entières d e p u i s 0 j u s q u ' à + 00. A chaque valeur 
propre 1(1 + 1) correspondent (21 + 1) valeurs propres m de l z : ce sont 
les (21 + 1) entiers compris dans l'intervalle (— /, + l ) . A chaque couple ( l m ) 

(») D'autre part, F f (0,9) et F f ( n , 9) ne dépendent pas de 9. Ces conditions se trouvent 
automatiquement réalisées dans les solutions propres obtenues ci-dessous. 
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ainsi formé correspond un et un seul état propre (si on se limite aux fonctions 
des angles 0 et <p) : le spectre de P et Zs est entièrement non dégénéré. 

9. Définition et construct ion des harmoniques sphériques 

La fonction propre commune à /2 et correspondant au couple de nom-
bres quantiques (Z m) est définie à une constante près. En exigeant qu'elle 
soit normalisée à l'unité et en adoptant une convention de phase convenable, 
on la définit de façon unique. On obtient ainsi l'harmonique sphérique 
d'ordre (l m), que l'on désigne par la notation Yf (6, <p). 

Les fonctions Yf (0, <?) forment un système orthonormal de fonctions de 0 
et <p, étant bien entendu que l'élément de volume dans l'intégrale du produit 
scalaire est d£2 = sin 0 d0 dtp. Nous admettons sans démonstration que ce 
système est complet. 

La convention de phase que nous adoptons est la suivante (•). En premier 
lieu, nous exigeons que les Y™ forment une base standard. Il suffit pour cela 
qu'flles obéissent aux équations (24-25) écrites dans Ja représentation j 0 <p ! 
(équ. (B.89)). Les phases relatives des (21 + 1) harmoniques sphériques cor-
respondant à la même valeur de Z se trouvant ainsi fixées, il reste à fixer 
la phase de l'une d'entre elles, celle de Y? (6, <p) par exemple. A cet effet, 
nous imposons à Y? (0, 0) la condition d'être réel et positif. 

Si l'on désigne par | Z/n> les vecteurs ket que représente l'harmonique 
sphérique Y f (0 ,9 ) dans la représentation j 0 <p j, les différents vecteurs ainsi 
définis satisfont aux équations (24-25) ; on a donc (équ. (26)) 

(2Z)!(Z + m ) l 
Autrement dit 

- \ / 5 
(/ — m) I l + m |Z —Z>. 

V f (6 ,9) = y / ~ ( l — m) 1 l ~ m Y ' <6> ( 3 3 ) 

( 3 4 ) 

Les opérateurs différentiels Z_ et Z+ sont explicitement donnés en Appen-
dice (équ. (B.83)). De leurs expressions, on déduit que 

U e'W/(8) = T e ^ ^ ' ^ s i n 1 ^ 0 - d - ^ ) S i n ^ 0 ) /(0). 

(•) Cette convention est celle qu'adoptent la plupart des auteurs. Elle se révèle 
particulièrement commode. Cependant, dans les discussions où intervient l'invariance 
dans le renversement du temps, il est préférable d'utiliser les fonctions D7(9> 9) = i' Y!"(0,ç) 
lorsqu'on manipule les fonctions d'onde de l'espace de configuration (cf. § XV.22). 
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Quel que soit /(6), l'expression entre parenthèses du second membre doit être 
considérée comme un opérateur agissant sur la fonction /(0) qui se trouve à sa 
droite. Par suite, l'action répétée de 1+ ou de /_ sur la fonction e'(Xip /(0) donne 
((a et s entiers) 

W f W = ( T y e ^ ' ^ s i n ^ e ^ ^ sin^o)/(0). (35) 
Suivant les déductions du § 8, nous savons que 

y|(6, <p) = Cl sin'e e"9 

expression dans laquelle cf est une constante dont le module est fixé par. la 
condition de normalisation de Y\, ce qui donne 

et dont la phase reste à déterminer en accord avec la convention adoptée 
plus haut. 

En substituant cette expression de Y\ dans l'équation (33), on obtient, 
compte tenu de l'identité (35), 

yr(e,9) - * y / , « " - s i n - 6 d ( ^ - m s i n * 6. (37) 

Lorsque m = — I, cette formule donne, tous calculs faits, 
17'(6, <p) = (—y d e~u<f sin' 6. (38) 

Substituant cette expression de Yjl dans l'équation (34) et utilisant à nou-
veau l'identité (35), on obtient une nouvelle expression de Y™ équivalente 
à la précédente 

TO9) = < - r « V p Î w S i e ' m 9 s i n m 6 d I c S ^ S * * ( 3 9 ) 

Lorsque m = 0, ces deux expressions sont identiques 

On retrouve, à une constante près, le polynôme de Legendre PL (cos 6) 
(équ. (B.71)) : 

Y?<6,*) = < - y ^ = P , ( cosô) 

= < - ) ' [ ! j v / ^ p ' ( c o s 6 ) -

La condition que Y° (0,0) soit réel et positif nous impose le choix de phase 
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Les expressions (37) et (39) de Y,m(0,9) se trouvent ainsi complètement 
spécifiées. 

La plupart des propriétés dos harmoniques sphériques citées dans l'Appen-
dice B se lisent directement sur les formes condensées (37) et (39). Observons 
notamment que 

v r m (0 . <P) = ( - r yr*(e, 9), 

que Y™ est le produit de e""9 sin'7™' 0 par un polynôme de degré l — | m | 
et de parité (—)i—|m| en cos 0 et que la parité de cette fonction (Problème 4) 
est (—)l, soit 

YT(« - e, 9 + 7T) = ( _ ) ' YT(8, ?). 

III. — M O M E N T C INÉTIQUE ET ROTATIONS 

10. Définition des rotations. Angles d'Euler 

Rappelons dans ce paragraphe certaines propriétés des rotations de l'es-
pace (le mot « espace » étant pris dans son sens ordinaire). 

Par définition, une rotation autour d'un point donné O est un déplacement 
d'ensemble des points de l'espace, dans lequel O reste fixe. Dans un tel 
déplacement, chaque point P de l'espace vient occuper une nouvelle posi-
tion P ' et la correspondance entre le point P et son transformé P' est biuni-
voque. On peut également définir une rotation autour de O comme une 
correspondance biunivoque entre les points de l'espace dans laquelle le 
centre O se correspond à lui-même et qui conserve à la fois les longueurs 
(donc les angles) et le sens des trièdres (7). 

Un vecteur u de longueur 1 et un angle 9 définissent une rotation parti-
culière dl^iç), la rotation d'angle 9 autour de l'axe orienté défini par u (le 
sens positif de rotation autour de cet axe est défini suivant la convention 
habituelle). Cette façon de spécifier une rotation particulière n'est pas unique. 
Pour que l'on ait ^ ( 9 ) = il«, (9) en effet, il faut et il suffit que 

[ «! = « \ «! = — u 
< ou < (n entier quelconque) 
( 9i = 9 + 2niz ( 9i = — 9 + 2/17T. 

La rotation est dite infinitésimale si 9 = e est un infiniment petit. Il est 
facile d'écrire le transformé V d'un vecteur V dans une rotation infinité-
simale ^ ( e ) : 

V ~ V + e(u X V) (e < 1). (40) 

Une autre façon de spécifier une rotation consiste à se donner ses angles 
d'Euler a, p, y. Soient Oxyz un trièdre (trirectangle droit), OXYZ le trièdre 

(') par opposition aux réflexions qui conservent les longueurs mais renversent le sens 
des trièdres. 
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obtenu lorsqu'on lui applique la rotation en question, Ou l'un des deux axes 
orientés perpendiculaires à OzZ (fig. 1). Les angles d'Euler sont (8) 

« = (Oy, Ou), p = (Oz, OZ), y = (Ou, OY). 

La rotation résulte de la succession des trois rotations suivantes : 
(i) rotation A-(a) d'angle a autour de Oz (Og vient en Ou) ; 

(iï) rotation Jt,,((3) d'angle p autour de Ou (Oz vient en OZ) ; 
(iii) rotation rRz(y) d'angle y autour de OZ (Ou vient en OY). 

Nous désignons la rotation résultante par 31 (a ¡3 y) et écrivons 

tt(aPY) = (41) 

Fia. 1. — Délinition des angles d'Euler. 

Les angles a, (3, y sont des quantités algébriques comptées positivement 
ou négativement suivant que les rotations correspondantes autour des axes 
orientés Oz, Ou, OZ sont positives ou négatives. Le trièdre Oxyz étant choisi 
une fois pour toutes, la même rotation peut être définie par plusieurs jeux 
d'angles d'Euler différents. Pour que l'on ait i l (a ¡3 y) = px Yi)> il faut 
et il suffît que : 

! « ! = « + 27î na i = a + n + In n a 

p! = p + 2tt np ou J px = — p + 2*fip (42) 
Yi = T + 27t n y ( Yi = Y —71 + 27t n y 

(na, np, n y entiers quelconques). 

On peut associer à chaque rotation Jl une certaine matrice 3 x 3, définie 
de la façon suivante. Soient Oxyz un trièdre (trirectangle droit) d'axes de réfé-
rence choisis une fois pour toutes, ax, a2, aa les vecteurs unitaires respectifs 

(*) La définition adoptée ici diffère légèrement de celle que l'on adopte couramment 
dans la théorie du gyroscope. 
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de Ox, Oy, Oz. Dans la rotation envisagée, ceux-ci se transforment respecti-
vement en trois nouveaux vecteurs Alt A^, A3 formant le trièdre trirectangle 
droit OXYZ. Chacun des vecteurs Aj est une combinaison linéaire des vec-
teurs ax, a2, a3 (») : 

Aj = 5l[ay] = a¡ 5t¡j, SLij = (a¡.Aj). 
Les coefficients 51// des 3 combinaisons linéaires ainsi formées sont les élé-
ments d'une matrice 3 x 3 , que nous désignerons désormais par la même 
lettre 51 que la rotation elle-même. Cette matrice définit la rotation complè-
tement. En effet, soit V = aj Vy un vecteur quelconque de l'espace défini 
par ses coordonnées (Vlt V2, V3) suivant les axes Oxyz. Son transformé par 
rotation est le vecteur 

V - *[V] = Aj Vj = a, V,. 
C'est le vecteur dont les coordonnées suivant Oxyz sont 

VJ = 51 ij Vj. (43) 
Elles se déduisent de celles de V par application de la matrice il . 

Puisque les A¡ forment un trièdre trirectangle droit, la matrice réelle 51 
est orthogonale et unimodulaire : 

51 = 51*, £ = 51" \ dét 51 = 1. 

Le trièdre d'axes Oxyz étant choisi une fois pour toutes, la matrice associée 
à une rotation est définie de façon unique. Réciproquement, à toute matrice 
réelle, orthogonale, unimodulaire correspond une et une seule rotation. 

Les éléments de la matrice associée à la rotation 5l(a (3 y) sont donnés 
explicitement en fonction de ses angles d'Euler dans l'Appendice C (for-
mule (C.45)). A titre d'exemple, donnons la loi de transformation des coor-
données du vecteur V envisagé plus haut dans une rotation (a) d'angle « 
autour de Oz : 

Ví = Vj cos a — V2 sin a 
V'i = Vx sin a -f V3 cos a (44) 
v; = v3 

Le produit de deux rotations 5l„ 5^, c'est-à-dire la transformation 
51 = 5tj 5li obtenue en effectuant successivement la rotation 5^ puis la rota-
tion 5^, est également une rotation. La relation (41) nous fournit un exemple 
d'un tel produit. Il n'est pas facile d'écrire les angles d'Euler de 51 en fonc-
tion de ceux de 5^ et de Par contre sa matrice associée est très facile à 
obtenir ; c'est le produit des matrices associées à Jl^ et 1 

51 = 51* Jlp 

(•) Dans toute cette section, nous adoptons systématiquement la convention de som-
mation sur les indices muets ; ainsi : 

Qi Aij = «1 Aij + o i Jt i) + dj Jty. 
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I I . Rotation d'un système physique. Opérateur de rotation 

Lorsqu'on discute d'une rotation donnée en relation avec un problème 
physique — ce qui va suivre est aussi vrai de n'importe quelle transformation 
de l'espace — on peut adopter deux points de vue qu'il convient de bien dis-
tinguer. Le premier consiste à effectuer ladite rotation sur le système d'axes 
de référence, chaque point P de l'espace ainsi que les grandeurs physiques 
attachées à chaque point restant fixes. Le deuxième consiste à garder les 
axes fixes et faire tourner le système physique lui-même. Les deux points de 
vue sont équivalents : que l'on fasse tourner les axes de référence ou que 
l'on fasse tourner en sens inverse le système physique lui-même revient stric-
tement au même. Dans la suite, nous adopterons, sauf avis contraire, le 
second point de vue (rotation du système physique). 

Précisons bien ce que l'on entend par rotation d'un système physique. 
Cette notion est plus délicate à définir en Théorie Quantique qu'en Théorie 
Classique, car la relation entre états dynamiques et variables dynamiques 
y est beaucoup moins directe. Pour simplifier les choses, raisonnons d'abord 
sur une particule. Désignons par a un état dynamique possible de cette par-
ticule et par i)<(r) la fonction d'onde qui représente cet état en Mécanique 
Ondulatoire. Soit a' l'état dynamique obtenu lorsqu'on lui a fait subir une 
certaine rotation 31, <)/(r) la fonction d'onde correspondante : 

a' - 3L[a], <j/(r) - *[<Kr)]. 

Dire que a' se déduit de l'état a par la rotation Jt signifie que, quelles que 
soient les observations que l'on entreprenne sur le système dans l'état a', 
les résultats de ces observations se déduisent par la rotation R de ceux que 
donneraient les mêmes observations effectuées sur le système dans l'état a. 
Considérons, par exemple, une mesure de position. Les distributions statis-
tiques relatives aux états a et a' sont respectivement | <Kr) P et | <J/(r) 
D'après ce qui vient d'être dit, la deuxième se déduit de la première par la 
rotation 31, c'est-à-dire que la valeur prise par la seconde fonction en un point 
donné r est égale à la valeur prise par la première au point rt qui se transforme 
en r par la rotation 31 : 

I V<T) I2 = I <K'i) I2. r1 = 3 t - i r . (45) 

De même façon, <p(J>) et <p'{p) étant les fonctions d'ondes de l'espace des 
impulsions correspondant respectivement à <J< et <{/, on doit avoir 

I 9'iP) I2 = I 9ÌPi) I2. Pi = K-'P- (46) 

Pour remplir toutes ces conditions il suffît évidemment que la valeur prise 
par la fonction <j/ en r, soit égale à celle que prend la fonction <|> en rlt soit 

+ ' ( ' ) - * [ + ( ' ) ] - M * " 1 ' ) • (47) 
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On peut montrer — et nous l'admettrons — que cette relation est également 
nécessaire (10) ; la fonction d'onde est donc définie sans ambiguïté. 

La relation (47) établit une correspondance biunivoque entre ^ et <]/. 
Il est clair que cette correspondance est linéaire. Autrement dit, il existe 
un opérateur fi tel que 

«I»' = fi <\>. 
Cet opérateur est unitaire car les normes de <{; et 4/ sont égales : 

f |«|/(r)|«dr = f |+(Jl-»r)|«dr = f l+Ci)!2«^ 

(pour obtenir la dernière intégrale on a effectué le changement de variable 
rx = Jlr1 r et utilisé le fait que l'élément de volume dr se conserve dans la 
rotation 

Tout ceci se généralise sans difficulté à un système de N particules, la 
fonction d'onde ^(r*1), r(2> r<jV)) se transformant dans la rotation Si en 

Jl[<Kr<'), . . . . rW)] = (JKJl-1 r<»>, . . . , 51"1 rW) = R«|»(r<«> rW). (48) 
L'opérateur de rotation R étant, comme plus haut, linéaire et unitaire. 

De façon générale, à toute rotation 31 d'un système physique donné est 
associé un opérateur unitaire R ; l'action de Jl sur le vecteur |a> représen-
tant l'état dynamique du système avant rotation donne le vecteur |a'> 
représentant son état dynamique après rotation : 

fifit = fit R = 1 (49) 
\a'> = R |a>. (50) 

De cette loi de transformation, on déduit aisément celle de l'opérateur 
densité. Il suffit de se reporter à la définition même de cet opérateur. Soit p 
l'opérateur densité représentant un certain état dynamique (cas pur ou 
mélange) du système, p' l'opérateur représentant celui qui se déduit de ce 
dernier par la rotation Jl. On a 

p' ^ J t[p] = fi p fit. (51) 

12. Rotation des observables 

A côté de celle du système physique proprement dit, on peut aussi envi-
sager la rotation des instruments qui permettent de l'observer. Après avoir 
défini la loi de transformation des vecteurs états, nous devons donc définir 
celle des observables qui représentent les différentes opérations de mesure 
que l'on peut faire sur le système. 

Soit Q une observable, Q' = JL[()] sa transformée dans la rotation A. 

( u ) La démonstration générale sera donnée au § XV.6. En toute rigueur, la fonc-
tion I¡I' n'est définie par ces conditions qu'à un facteur de phase près. L'arbitraire de 
phase est levé si l'on exige que les opérateurs R définis plus bas forment un groupe 
isomorphe aux rotations ; c'est ce qui est fait ici. 
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Physiquement, l'observable Q représente une opération de mesure et la trans-
formation de Q en Q' correspond à la rotation en bloc de l'instrument de 
mesure. Par conséquent la valeur moyenne des mesures de Q effectuées sur 
le système dans l'état |a> est égale à celle des mesures de Q' effectuées sur le 
système dans l'état |a'> = 5l[|a>], soit 

<a|G|a> = <a'|0'|a'>. 

Comme |a'> = R |a>, cette relation s'écrit 
<a|0|a> = <a|fit Q' R\a>. 

Comme elle doit être vérifiée quel que soit |a>, on a (cf. § VI 1.5) 

6 =-Rt Q'R 
c'est-à-dire 

Q' = RQRf. (52) 
Autrement dit, les observables se transforment dans la rotation & suivant 

la même transformation unitaire que les vecteurs états. 

En particulier si une observable S représente une grandeur scalaire — 
c'est-à-dire une grandeur invariante par rotation ( u ) — elle possède la pro-
priété 

S' = JRSfit = S 

quel que soit R. Puisque R est unitaire, ceci s'écrit aussi bien 

[fl, S] = 0. (53) 
Donc une observable invariante par rotation commute avec tous les opé-
rateurs de rotation. 

Un autre cas particulièrement intéressant est celui des opérateurs vecto-
riels. Reprenons les notations du § 10 et désignons par K un opérateur vecto-
riel de composantes K¡ = (K.a,). Si l'on applique la rotation 51 à l'opéra-
teur Kv composante de K suivant Ox, l'opérateur K\ que l'on obtient est la 
composante de K suivant OX. Plus généralement, on a 5l[K.a] = K.a', 
avec a' = 5l[a] ; et notamment 

K'¡ - = K.Ai = KjSLJ,. 

La loi de transformation des composantes cartésiennes de K est donc 

K] R K¡ fit = 10 Kj, (54) 
«v 

On notera, qu'à la différence de la loi (43), c'est la matrice 51, inverse de 51, 
et non la matrice 51 elle-même qui intervient ici : les composantes de K se 
transforment dans la rotation 51 comme celles d'un vecteur dans la rota-
tion 51" 

(") Cette définition des scalaires sera adoptée dans tout ce chapitre. Ultérieurement 
nous classerons les grandeurs invariantes par rotation en scalaires et pseudo-scalaires. 
Les premières sont conservées dans une réflexion, les secondes sont multipliées par — 1. 
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13. Moment cinétique et rotations infinitésimales 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir la relation fondamentale 
entre le moment cinétique d'un système et ses opérateurs de rotation infi-
nitésimale. 

Reprenons d'abord le cas d'une simple particule envisagé au § 11. Suivant 
la loi (47), la rotation Jt r(a) d'un angle a autour de Oz transforme la fonc-
tion y, z) (cf. équ. (44)) en 

Jlîfa) y, z)] = ^(x cos a + y sin a, — x sin a + y cos a, z). 

En particulier, la rotation infinitésimale &r(e) donne, si l'on s'en tient aux 
termes du premier ordre en s dans le développement de Taylor du second 
membre autour du point (x, y, z) : 

R:(e) [<Kx, y, z)] ~ <J>(x + y e, — xe + y, z) 
l ¡>4» î><JA 

~ (1 — ieh)<\>(x,y,z). 

La dernière ligne s'obtient en utilisant la définition même de l'opérateur 
différentiel l t (fi = 1). L'opérateur de rotation infinitésimale se met donc sous 
la forme : 

Rz(e) ~ 1 — iels. 

Le même argument appliqué à la rotation infinitésimale autour de u donne 

Ru(e) = 1—i «(/.«). 

On trouve le même résultat pour un système de N particules. Il suffit de faire 
sur la loi (48), la même manipulation que celle qui vient d'être faite sur la 
loi (47). On trouve 

51, (e) ~ 1 — ieLj 
et plus généralement 

Ru(e) - 1 — ie(L.u), 

expressions dans lesquelles L est le moment cinétique total du système. 

En conclusion, 
Si J est le moment cinétique total d'un système, sa composante suivant un 

axe quelconque u est liée à l'opérateur de rotation infinitésimale autour de cet 
axe par la relation : 

Ru(z) ~ 1 — ie(J.u) (55) 

Cette relation fondamentale sert de définition au moment cinétique 
total, lorsque le système ne possède pas d'analogue classique. 
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Pour que cette définition soit cohérente, il faut s'assurer que l'opéra-
teur (J.u) est bien la composante suivant u d'un certain opérateur vectoriel J. 
Pour cela, il suffit d'admettre (") qu'à chaque rotation infinitésimale it„(e) 
correspond un et un seul opérateur de rotation infinitésimale Bu(e)- En effet, 
suivant la loi (40) de transformation des vecteurs, l'opération it«(e) équivaut, 
au premier ordre en e, au produit d'opérations it^(eux) &y(euy) ïic(eur) ; par 
suite : 

Ru(e) ~ Rx(tux) Ru(.euy) R,(euz) 
Si 1—i e(uxJx + Uyjy + UzJ3) 

Suivant cette définition, tout opérateur scalaire S commute avec les 
composantes de J (équ. (53)) : 

[(u.J),S] = 0. (56) 

Nous tirons également de cette définition les relations de commutation 
des composantes de J avec celles d'un opérateur vectoriel quelconque K. 
Soit Ka = K.a, la composante de K suivant un vecteur unitaire donné a. 
Par définition, sa transformée dans la rotation Ru(e) est 

K'a - Ru{z) Ka *+(«) ~ K a - ie[Ju, Ka]. 

Cependant suivant la loi de transformation du vecteur a (équ. (40)), 

K'a = K.a' si K.[a + e(« X d)\ 

En écrivant que les termes du premier ordre en e dans ces deux expressions 
sont égaux, on trouve 

[Ju,Ka] = iK.(u x a) 
soit encore, 

[(«.J),(a.K)] = i((« X a).K) (57) 

Substituant à K, l'opérateur J lui-même, nous retrouvons les relations de 
commutation caractéristiques du moment cinétique (équ. (4)). 

La définition du moment cinétique total qui a été donnée plus haut est 
équivalente à la définition suivante : 

Si un système a pour observables fondamentales une suite d'opérateurs 
scalaires Sj, S2, . . . et les composantes d'une suite d'opérateurs vecto-
riels J^, 2C2 le moment cinétique total de ce système est par définition 
un opérateur vectoriel J dont les composantes commutent avec tous les S 
et vérifient avec les composantes des K les relations de commutation (57). 

Si les relations (57) ne sont vérifiées que par une partie de la suite de 
vecteurs Klt J n'est pas le moment cinétique total du système, 
même s'il vérifie les relations de commutation (4) caractéristiques d'un opé-

(u) Ceci revient à supposer que les opérateurs de rotation forment un groupe. 
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rateur moment cinétique. Ainsi, dans le cas de N particules envisagé au § 11, 
tout opérateur vectoriel obtenu en effectuant la somme d'un certain nombre 
de moments cinétiques individuels /*'> vérifie les relations (4) ; cependant 
seule la somme L de tous les l<>> répond à la définition du moment cinétique 
total. 

14. Construction de l'opérateur R(a p y) 

Toute rotation finie peut être considérée comme une succession de rota-
tions infinitésimales. L'opérateur de rotation correspondant à une rotation 
finie est égal au produit des opérateurs de rotation infinitésimale corres-
pondants. Puisque ceux-ci sont des fonctions bien déterminées du moment 
cinétique total (équ. (55)), tout opérateur de rotation fini peut aussi s'expri-
mer en fonction du moment cinétique total. 

Considérons la rotation &„(<p). C'est une succession de rotations infini-
tésimales autour de l'axe « . On a notamment : 

*«.(? + d<p) = ^(d<p) 31« (Ç). 

Si l'on pose Ju = (J.m) et si l'on applique la formule (55), ceci donne 

Ru{<? + d?) = Ru(d9)Ru(9) 
= (l—iJud<f)Ru(<f), 

soit encore 

^ « » ( ? ) = - i JuR«(<?) (R«(0) = 1). 

Cette équation différentielle s'intègre aisément et donne 

Ru(<p) = (58) 

Considérons maintenant la rotation 31 (a ¡3 y) définie par ses angles 
d'Euler (a, p, y). Nous avons vu au § 10 qu'elle peut être considérée comme 
la succession de rotations d'angle a, p, y autour des axes Oz, Ou, OZ respec-
tivement (fig. 1). Nous avons donc 

L'équation (58) permet d'exprimer les trois rotations du second membre 
en fonction des composantes Jz, Ju et J~ du moment cinétique, d'où 

R(a p y) = e" iay\ (59) 

Il faut bien noter l'ordre des trois exponentielles au second membre. 
Nous allons remanier cette expression de façon à n'y faire figurer que les 

composantes du moment cinétique suivant les axes de coordonnées. L'opé-
rateur Ju se déduit de l'opérateur Ju par la rotation (a). Suivant la loi (52) 
de transformation des opérateurs, 

Ju = Rt(«) Jy Rt ( « ) = e",ay> Jy e+ia/*. 
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Par suite, 
e " ^ « = e - i a / l e - ^ » e + i a / \ 

Substituant cette expression au second membre de (59), il vient 

R(*Py) = e~:0U> e-P'*, 

de même façon, Jz se déduit de Js par application successive des rota-
tions Jlf (a) et Ru ((3). Effectuant sur Jz une manipulation analogue à celle qui 
vient d'être effectuée sur Ju, on obtient finalement : 

Y) = e~ i a / l e " ^ » (60) 

15. Rotations de 2n et moments cinétiques demi-entiers 

Suivant l'équation (58) 
Ru(2n) = 

Bien qu'une rotation de 2K autour d'un axe u nous ramène au point de départ, 
l'opérateur de rotation qui lui correspond n'est pas nécessairement égal à 1. 
En effet, cet opérateur est diagonal dans une représentation où Jtt est dia-
gonal et ses éléments diagonaux sont + 1 ou — 1 selon que la valeur propre 
correspondante de Ju est entière ou demi-entière. 

Introduisons l'observable D, fonction de J s , dont les valeurs propres sont 
égales à 1 ou — 1 selon que / est entier ou demi-entier. 

Notons que : 
(i) £(1 + D) est le projecteur sur le sous-espace de / entiers ; 

(ii) £(1 — D) est le projecteur sur le sous-espace de / demi-entiers ; 
(m) D2 = 1 ; 
(iv) D commute avec tous les opérateurs de rotation : 

[D, fl] = 0. 
Ceci posé, nous voyons que 

Ru(2n) = D. (61) 

Pour que l'on ait 2?M(27r) = 1 il faut que le moment cinétique ne puisse 
prendre que des valeurs entières. Par contre, on a toujours : 

Ru(4n) = D* = 1. 

En réalité, le fait qu'il y ait une correspondance biunivoque entre les 
rotations infinitésimales et les opérateurs R infiniment voisins de 1 (défi-
nition (55)), n'implique nullement qu'il en soit de même des rotations finies. 
En effet, il existe une infinité de manières de mettre une rotation finie sous la 
forme d'un produit de rotations infinitésimales ; les opérateurs Ru($) et 
fl(« ¡3 y) que nous venons de construire correspondent chacun à l'une de ces 
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formes ; il n'y a aucune raison a priori qu'une autre forme redonne le 
même opérateur. 

On peut montrer — nous l'admettrons ici — qu'à chaque rotation finie 4L 
correspondent en tout deux opérateurs, R' et R", différant l'un de l'autre 
par une « rotation de 2n » : 

R" = DR'. (62) 

Dans les systèmes physiques rencontrés jusqu'ici, le moment cinétique 
total ne peut prendre que des valeurs entières ; dans ce cas D = 1, R' = R", 
donc à chaque rotation 31 correspond un et un seul opérateur de rotation 
des vecteurs kets. Par contre, si le système possède des états de moment 
cinétique demi-entier, les opérateurs R' et R" sont distincts l'un de l'autre. 

Le fait de disposer de deux opérateurs distincts pour représenter la même 
rotation appelle certains commentaires. Qu'une rotation de 2n d'un vecteur 
ket ne rédonne pas le même vecteur ne présente en soit aucune difficulté 
de principe, du moment qu'il ne résulte de cette rotation aucun effet obser-
vable. En effet, on ne saurait modifier les résultats d'une expérience en faisant 
subir au préalable une rotation de 2n à certains des instruments d'observation : 
deux appareils de mesure identiques occupant la même position donneront 
nécessairement les mêmes réponses. Par conséquent, si une observable Q 
représente effectivement une grandeur mesurable, elle est nécessairement 
invariante dans une rotation de 2n ; plus généralement, si l'on fait subir 
à cette observable une certaine rotation SL, l'observable obtenue ne doit 
pas dépendre du chemin particulier que l'on a suivi pour effectuer cette 
rotation : 

R'QR'i = R"QR"+. 

L'invariance dans une rotation de suffit d'ailleurs à assurer cette propriété 
plus générale. Elle s'écrit formellement 

[D, Ç] = 0. (63) 

Par définition, une observable est un opérateur hermitique possédant un 
système complet de vecteurs propres. Tout opérateur représentant une 
grandeur physique est une observable : c'est une condition nécessaire de 
cohérence de la Théorie Quantique. Mais celle-ci n'exige nullement que la 
réciproque soit vraie. Nous appellerons observable physique une observable 
représentant une grandeur physiquement mesurable. Suivant l'argument qui 
vient d'être développé, toute observable physique obéit nécessairement à la 
relation (63) (ls). Dans la pratique, on fait toujours implicitement l'hypo-
thèse de travail que les observables du système que l'on étudie sont toutes 
des observables physiques ; cette hypothèse facilite souvent les discussions, 

(") Les observables de tous les systèmes physiques étudiés dans ce livre vérifient toutes 
la relation (63). La distinction entre observable et observable physique reste dans 
ces conditions purement académique. Cependant, on peut imaginer des systèmes dont 
les observables ne vérifient pas toutes la relation (53) ; le Problème 15 en fournit un 
exemple. 



458 S Y M É T R I E S E T INVARIANCE XIII-16 

mais elle n'est pas essentielle et peut être remplacée par une hypothèse plus 
restrictive sans que l'interprétation de la théorie ait à en souffrir. La rela-
tion (63) est précisément l'une de ces restrictions ; nous en rencontrerons 
d'autres à propos des systèmes de particules indiscernables (14). 

Ceci précisé, aucun principe de la Mécanique Quantique ne s'oppose à 
l'existence de moments cinétiques demi-entiers. Ceux-ci sont effectivement 
observés dans la nature. 

16. Sous-espaces invariants irréductibles. Matrices de rotation fl^) 

On vérifie sur l'expression (60) que tout opérateur de rotation est une 
fonction des composantes du moment cinétique total, comme cela avait été 
annoncé à la fin du § 5 ; les vecteurs d'un espace S*-7' (1S) du type de ceux 
qui ont été construits dans ce paragraphe, se transforment donc les uns dans 
les autres par rotation : l'espace est invariant par rotation. 

Qui plus est, si |u> est un vecteur choisi arbitrairement dans cet espace, 
l'ensemble des vecteurs i ï |u> qui se déduisent de |u> par rotation sous-
tend l'espace S17' toujt entier : on dit d'un espace qui possède cette propriété 
qu'il est irréductible par rapport aux rotations. Si, par contre, il existait dans 
cet espace au moins un vecteur |i>> tel que l'ensemble des vecteurs iî|z>> 
ne sous-tende qu'une partie de l'espace, l'espace serait réductible par rapport 
aux rotations. 

L'irréductibilité de S(/) se démontre de la façon suivante. Soit S'/* l'espace 
sous-tendu par l'ensemble des vecteurs R\u>. J+|u> fait partie de E'/'; en effet 

J+ |u> = (J x + iJy) |u> = 1 (1 — i + ii?z(e) — Ry(e)) ;u>. 

Il en est de même de J_ |u>. Plus généralement, tout vecteur obtenu par 
application de J+ ou J_ sur un vecteur de S1/' appartient à Z[J\ Ceci dit, consi-
dérons le développement |u> = \ JM> <JM\u> et désignons par m la plus 
petite valeur de M pour laquelle < JM\u> ^ 0. Suivant la méthode de construc-
tion du § 5, le vecteur m |u> est un vecteur non nul et proportionnel à | J Jy -, 
donc | J J> fait partie de Z'fK Mais comme tous les vecteurs | J M > se déduisent 
de | J J> par application répétée de J-, ils font également partie de &\J\ 
Z'f' contient donc une Suite complète de vecteurs de base de £ ( / ) : ces deux 
espaces sont identiques. C. Q. F. D. 

Suivant les indications du § 6, l'espace des vecteurs kets d'un système 
physique est formé de la réunion d'un certain nombre de sous-espaces 8(T J) 
à (2J + 1) dimensions. Rappelons que T désigne l'ensemble des nombres 
quantiques permettant de distinguer les uns des autres ceux d'entre eux qui 

(") Pour une discussion générale des relations du type (63) et de leurs conséquences 
(règles de supersélection), cf. W I C K , W I G H T M A N et W I G N E R , Phys. Rev., 88, 1 0 1 ( 1 9 5 2 ) . 

(") Nous utiliserons désormais les majuscules J, M pour désigner les nombres quan-
tiques du moment cinétique total. 
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Correspondent à la même valeur propre de J*. Chacun des 8(T J) est un sous-
espace invariant irréductible par rapport aux rotations. Dans une représenta-
tion standard | J 2 Jt |> les composantes de J sont représentées dans chacun 
de ces sous-espaces par des matrices très simples indépendantes de T. De 
même façon, chaque opérateur de rotation R(a^y) e s t représenté dans cha-
que sous-espace 8(T J) par une certaine matrice à (2J + 1) dimen-
sions, P Y), dépendant de J mais indépendante des nombres quantiques T. 
Par définition : 

R % > ( * P Y) - < T J M | FL(A p Y ) | T J M ' > 

^ <JM\ é~'y/' \JM'>. (64) 

Ces matrices constituent une représentation particulièrement commode 
des opérateurs J?(a P Y) ET sont couramment utilisées chaque fois qu'il est 
nécessaire d'effectuer un changement d'orientation des vecteurs état ou des 
observables. Elles portent le nom de matrices de rotation. Leurs principales 
propriétés et la forme explicite de certaines d'entre elles sont données dans 
l'Appendice C (section IV). 

Suivant la définition même de ces matrices, les (2 J + 1) vecteurs de base 
d'un sous-espace 6( t J ) se transforment dans une rotation donnée (a (3 y) 
suivant la loi 

fí(apY)M M> = 2L T J M'y RÏÏ.J* p Y). (65) 
M' 

Il est facile de démontrer la propriété réciproque : 

Si (2 J + 1) vecteurs |u.,/> (M = — J, — J + 1 + J) se transfor-
ment les uns dans les autres par rotation suivant la loi 

R ( x P Y ) | " J / > = 2 | « A T > * ! & / ( « P Y) ( 6 6 ) 
M' 

ils vérifient les équations aux valeurs propres 

P K > = J(J + l)|u„>, J , | uv> = M\uu> 

et se déduisent les uns des autres par action de J+ et J_ conformément aux 
relations (24)-(25). 

17. Invariance par rotation et conservation du moment cinétique. 
Dégénérescence de rotation 

L'invariance d'une quantité par rapport aux rotations peut toujours 
s'exprimer par une propriété particulière du moment cinétique. En effet, 
comme toute rotation peut être considérée comme un produit de rotations 
infinitésimales, il suffit qu'une grandeur soit invariante par rapport aux rota-
tions infinitésimales pour qu'elle le soit par rapport à toutes les rotations. 
Par le biais de la relation (55), le moment cinétique intervient directement 
dans la condition d'invariance par rapport aux rotations infinitésimales 
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Ainsi, pour qu'une fonction d'onde ou qu'un vecteur ket|> soit invariant 
par rotation, il faut et il suffit que l'application de l'une quelconque des 
composantes du moment cinétique total donne zéro : 

J l> = 0. 
En fait, il suffit que l'on ait 

F\> = 0. (67) 

C'est le cas des fonctions d'ondes d'une particule dans l'état s ; les fonctions 
de ce type ne dépendent que de la variable r. C'est également le cas des fonc-
tions d'onde de plusieurs particules qui ne dépendent que des distances 
mutuelles des particules ou des angles que font leurs vecteurs de position 
les uns par rapport aux autres (14). 

De même, pour qu'une observable S soit invariante par rotation (condi-
tion (53)), il faut et il suffit qu'elle commute avec l'une quelconque des compo-
santes du moment cinétique 

[J, S] = 0. (68) 

L'invariance de l'Hamiltonien par rotation mérite un examen particulier. 
Si, en effet, 

[R, H] = 0 quel que soit R, (69) 

les équations du mouvement sont invariantes par rotation : deux vecteurs états 
se déduisant l'un de l'autre par une certaine rotation à l'instant initial 
conservent cette propriété au cours du temps. Ceci est bien évident car, 
si |<J>(<)> e s* solution de l'équation de Schrôdinger, on a, quel que soit R, 

( t f ^ - t f ) Rm> = R(m%-t-H)m> = o 

donc i?|ij;(/)> est aussi solution de l'équation de Schrôdinger. 
De même si |> est vecteur propre de H, tout vecteur i?|> qui s'en déduit 

par rotation est également vecteur propre de H et correspond à la même 
valeur propre. Autrement dit, le sous-espace de chaque valeur propre de H 
est invariant par rapport aux rotations. 

Toutes les conséquences de l'invariance par rotation des équations du 
mouvement sont contenues dans les relations 

[J, H] = 0 (70) 
exprimant l'invariance de H par rapport aux rotations infinitésimales. 

Lorsque ces relations sont vérifiées, les opérateurs J2, Jz et H commutent 
deux à deux et la résolution du problème de valeurs propres de H se simplifie 
considérablement : il suffit de rechercher les fonctions propres de H parmi 
les fonctions propres communes à J 2 et Jz. De plus, les spectres d'énergie 
correspondant à la même valeur de J sont les mêmes, les fonctions propres 

( " ) Ceci est à rapprocher de la propriété ( / + /') Pi (cos a) qui sert dans la démons-
tration du théorème d'addition (Problème 5). 
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correspondant aux (2J + 1) valeurs possibles de M se déduisant les unes des 
autres par application répétée de J+ ou J Autrement dit, les valeurs propres 
de l'énergie sont indépendantes de M ; à chaque valeur propre Ej corres-
pondant à une valeur donnée de J , correspondent une ou plusieurs séries 
de (2J + 1) vecteurs propres, les vecteurs d'une même série se déduisant 
les uns des autres par application répétée de J+ ou J_ et sous-tendant un 
sous-espace invariant irréductible par rapport aux rotations. Ce type de 
dégénérescence porte le nom de dégénérescence de rotation. 

Le cas d'une particule dans un champ de force central (chap. IX) illustre 
bien tout ce qui vient d'être dit. Il est évident que l'Hamiltonien d'une par-
ticule dans un champ de force central doit être invariant par rotation ; on 
vérifie directement qu'il commute avec les trois composantes du moment 
cinétique /. La méthode de résolution du chapitre IX consiste précisément 
à chercher les fonctions propres de H parmi les fonctions propres commu-
nes à /* e t l z correspondant aux valeurs propres 1(1 + 1) et m respectivement, 
c'est-à-dire parmi les fonctions de la forme 

Un tel problème se réduit à la résolution d'une équation différentielle du 
second ordre en r. Comme, de plus, m ne figure pas dans cette équation, on 
peut construire en tout (21 + 1) fonctions propres de H correspondant à la 
même valeur propre avec chacune des fonctions radiales ainsi déterminées. 

Comme cela a déjà été dit, on constate sur ce point une analogie frap-
pante entre Mécanique Classique et Mécanique Quantique. Lorsque les équa-
tions du mouvement d'un système classique sont invariantes dans une rota-
tion quelconque du système d'axes, le moment cinétique total de ce système 
est conservé. Cette propriété de conservation permet d'obtenir des intégrales 
premières du mouvement et de simplifier considérablement la résolution des 
équations. De même façon, l'invariance par rapport aux rotations des équa-
tions du mouvement en Mécanique Quantique, entraîne la conservation du 
moment cinétique total ; toutefois, la loi de conservation ne peut pas s'expri-
mer de façon aussi simple qu'en Mécanique Classique, du fait que les trois 
composantes du moment cinétique ne commutent pas deux à deux. 

IV. — LE SPIN 

18. L'hypothèse du spin de l'électron 

Telle qu'elle résulte de l'application pure et simple du principe de corres-
pondance, la Théorie de Schrôdinger ne rend pas compte des propriétés des 
atomes complexes, même si on laisse de côté les corrections relativistes. 
Deux importantes modifications doivent y être apportées, qu'aucune analogie 
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avec la Mécanique Classique ne permettait de prévoir. L'une consiste à ne 
retenir parmi les solutions de l'équation de Schrôdinger que celles qui possè-
dent certaines propriétés de symétrie bien déterminées dans une permutation 
des coordonnées des électrons (principe de Pauli) ; elle sera étudiée au cha-
pitre XIV et peut être entièrement passée sous silence dans la présente dis-
cussion. L'autre est l'hypothèse du spin de l'électron. 

Les principaux arguments en faveur de cette hypothèse proviennent de 
l'étude du comportement des atomes complexes dans un champ magnétique 
(effet Zeeman, expérience de Stern-Gerlach). 

L'équation de Schrôdinger d'un atome de Z électrons (sans spin) a déjà 
été écrite (équ. (11.30)). Si l'on suppose le noyau infiniment lourd, ce dernier 
reste confondu avec le centre de masse et l'Hamiltonien de l'atome dans le 
système du centre de masse est simplement 

1=1 i <j 

Pour obtenir l'Hamiltonien H du même atome plongé dans up champ magné-
tique statique dérivant du potentiel A(r), il suffit de remplacer chaque pi 
par pi—e A (r,) /c dans cette expression. En particulier, s'il s'agit d'un 
champ magnétique constant 3C,A = J ( 3 6 X f ) ; par suite 

(P-~CAJ =p*-L(A.p +p.A) + ÇA* 

expression dans laquelle désigne le carré de la projection de r sur le 
plan perpendiculaire au champ K. Il vient donc 

i—i 

L est le moment cinétique total des Z électrons : L = 2< (ri x A)- Dans les 
phénomènes que nous allons examiner, la contribution du troisième terme 
de cette expression de l'Hamiltonien est tout à fait négligeable ("). On a 
donc, à une très bonne approximation 

H = <72> 

(") Ce terme est le principal responsable du diamagnétisme atomique. On peut éva-
luer son ordre de grandeur, (Ze,/12mc') Je» < r ' >, sachant que < r*> ~ 10-" cm'. Le rapport 
de cette quantité à la distance des niveaux eftje/2mc trouvée plus loin est environ 
10-' Z Je (gauss), quantité infime même pour un champ très fort et un atome tris lourd. 
Le fait de l'avoir négligé ne peut donc en aucune manière être tenu pour responsable des 
désaccords trouvés plus bas. 
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Tout se passe comme si, en circulant sur leurs orbites, chaque électron 
induisait un moment magnétique 

proportionnel à son moment cinétique, le rapport de proportionnalité (rap-
port gyromagnétique) étant précisément égal à la valeur e/2me que donne la 
théorie classique de cet effet. Dans cette hypothèse, le moment magnétique 
total de l'atome est égal à la somme des Z moments magnétiques individuels, 
soit 

Par suite, l'énergie de l'atome dans le champ 36 diffère de son énergie en 
l'absence de champ par le terme d'énergie magnétique 

— (<Mt. 36). 
Un certain nombre de propriétés très remarquables peuvent être déduites 

du simple examen de l'expression (72), si l'on tient compte du fait que H0 
est invariant par rotation et commute par conséquent avec les trois compo-
santes de L. 

Prenons la direction de 36 pour axe des z. H0, L2 et L- possèdent une suite 
complète de vecteurs propres communs | nLM> ; les valeurs propres de H0 
qui leur correspondent, E$L sont indépendantes de M et (2L + 1) fois dégé-
nérées (18). 

Suivant l'équation (72), H est fonction de H0 et de Ls ; il possède donc 
la même suite de vecteurs propres, la valeur propre du vecteur \nLM> étant 

EnLM = E«L — M (jia Je. (73) 
Nous avons posé 

eh [iB = (magnéton de Bohr). (74) 

Puisque M peut prendre toutes valeurs entières de — L à + L, chaque 
niveau El ' ' du spectre de l'atome se scinde, sous l'effet du champ 3e 
en (2L -f 1) niveaux équidistants répartis suivant la loi (73). Nous aboutis-
sons donc aux prévisions théoriques suivantes (fig. 2) : 

(i) chaque niveau E"L du spectre de l'atome se scinde sous l'effet du 
champ 36 en un « multiplet » de (2L + 1) niveaux équidistants ; 

(ii) ceux-ci se répartissent de part et d'autre de E"L de telle sorte que la 
valeur moyenne de leur distance à E^L reste nulle ; 

(¿fi) la distance de deux niveaux voisins est une quantité indépen-
dante de l'atome considéré et proportionnelle à X. 

(") Si, par accident, plusieurs d'entre ces valeurs propres sont confondues (comme cela 
se produit dans l 'atome d'hydrogène), la dégénérescence est plus élevée. Supposons que 
l'on ait = E'%' ; la dégénérescence est d'ordre (2L + 1) + (2L' + 1). Dans ce cas, 
l 'argument qui suit doit subir quelques modifications de détail. Cependant, les conclusions 
que l'on en tire sont strictement valables pourvu qu'on remplace partout L par la plus 
grande des deux quantités L et L'. En particulier, le résultat suivant lequel chaque « mul-
tiplet > Zeeman contient un nombre impair de niveaux équidistants n'est pas modifié. 



464 SYMÉTRIES E T INVARIANCE XIII-18 

Ces prévisions de la théorie sont confirmées par l'expérience sous deux 
importantes réserves : 

(a) dans les atomes de 2 impair, les multiplets sont tous pairs, tout se 
passe comme si L était demi-entier ; 

(b) la distance entre voisins d'un même multiplet est gy.B 3t, le facteur g 
(facteur de Landé) pouvant varier d'un multiplet à l'autre dans d'assez 
larges limites. 

FIG. 2. — Effet Zeeman sur un état D (L = 2). 
A gauche, niveau d'énergie en champ nul ; 

à droite, niveaux correspondants lorsque X # 0. 

L'existence de moments cinétiques demi-entiers est directement mise en 
évidence par l'expérience de Stern et Gerlach (§ 1.10). Comme les atomes 
qui composent le jet se trouvent pratiquement tous dans leur état fonda-
mental, le nombre des taches observées sur l'écran est égal à la multiplicité 
de l'état fondamental. Avec des atomes d'argent, on observe en tout deux 
taches : le fondamental de l'atome d'argent a donc un moment cinétique 
Plus généralement, les atomes de Z impair donnent invariablement un 
nombre pair de taches, résultat caractéristique d'un moment cinétique 
demi-entier. 

Les points (a) et (¿>) sont simultanément mis en évidence dans l'étude 
de l'effet Zeeman anormal ; les données spectrales permettent en général de 
déterminer à la fois la multiplicité des états entre lesquelles s'effectuent les 
transitions optiques et leur facteur de Landé respectif. 

Pour lever ces difficultés, il est nécessaire d'introduire dans la théorie des 
moments cinétiques demi-entiers et des rapports gyromagnétiques diffé-
rents de e/2mc. C'est ce que réalise très simplement l'hypothèse du spin de 
l'électron (Uehlenbeck et Goudsmit, 1925) : 

Chaque électron possède un moment cinétique intrinsèque ou spin s, de 
grandeur (spin auquel est associé le moment magnétique 

(75) 
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g, est une constante ajustable. La théorie est en excellent accord avec l'expé-
rience si l'on prend 

9s 2. (76) 
La théorie relativiste de l'électron (chap. XX) permet d'expliquer cette 

valeur de gs. 
L'expérience montre que les nucléons, protons et neutrons, possèdent, 

eux aussi, un spin que l'on peut déceler directement par la mesure du 
moment magnétique qui lui est associé (19). 

Dans le reste de cette section, nous développons la théorie non relativiste 
des particules de spin | (Théorie de Pauli). 

19. Spin £ et matrices de Pauli 

Soit s le moment cinétique intrinsèque (ou vecteur spin) d'une particule 
de spin Par hypothèse, j2 a pour unique valeur propre s (s + l) = £ x f = f . 
Chaque composante, sz par exemple, peut prendre l'une ou l'autre des deux 
valeurs + $ ou — Celles-ci sont supposées non dégénérées. Par conséquent 
les composantes de' s sont des opérateurs agissant dans un espace à deux 
dimensions dont une base possible est constituée par les deux vecteurs propres 

| + > - l * + * > . I — > - | * - l > 
de s3 et sz. 

Si l'on adopte cette base, il est facile d'écrire les matrices représentant les 
opérateurs sx, su, s r qui sont des matrices Jx, Jy, Jz particulières et leurs élé-
ments sont donnés par les équations (28). 

Outre les relations de commutation caractéristiques du moment ciné-
tique, les composantes de s vérifient les relations remarquables 

= ^ = 4 = s ; = s i = 0. 
Comme 

s" = (s + i s,)2 = (s* — s2) 4- i (s s 4 - s s ). + v x 1 y' \ x yl ' v x y ' y x> 

On en déduit que 
sx sy + sy sx = 0, 

donc que les opérateurs sx, stj, anticommutent deux à deux (20). 

Il est commode d'introduire les matrices de Pauli a = (ox, <sy, az) définies 
par 

s = i a (77) 

(") Si (ip, sp, Mp désignent respectivement le moment magnétique, le spin et la masse 
du proton, on a (cf. équ. (75)) : 

= 9 p d h i f " 
On a une formule analoguç pour le neutron. L'expérience donne gp = 5,59 et gn = — 3,83. 

(«•) Deux opérateurs A, B anticommutent si l'on a : AB + BA = 0. 



466 SYMÉTRIES ET INVARIANCE XII1-19 

et dont les formes explicites sont 

ax -C D' "H! o)* -i)-
Leurs principales propriétés se déduisent de leurs définitions ; on les vérifie 
aisément sur leur forme explicite. Elles sont résumées par les équatipns 
suivantes 

<V = v = «V = 1- (78) 
rsx Gy = — o,j ax = iir. (79 a) 
ay G- = <Jz Gy = icsx. (79 6) 
Or a j = — ax <*z = i (79 c) 

Gx Gy as = i. (80) 
Tr ax = Tr ay = Tr gz = 0. (81) 

dét gx — dét Gy = dét as = — 1. (82) 
On en déduit l'importante identité (Problème 9) 

(a.A) (a. B) = (A.B) + io . (A x B) (83) 
A et B étant deux vecteurs quelconques (n). 

Puisque s est le moment cinétique, l'opérateur de rotation Jï£'(9) effec-
tuant la transformation des vecteurs de cet espace dans la rotation 51« (9) 
est, suivant la formule (58) : 

avec ott = (u.a). Développant l'exponentielle et sommant séparément les 
termes pairs et impairs en au à l'aide des relations (cf. équ. (83)) 

2p -, Ip+l 
Gu = 1, au = Gu, 

on obtient l'expression très simple 

Ru ( f ) = cos | 9 — io„ sin \ 9. (84) 

On note que l'opérateur de rotation de 2n est égal à — 1, en conformité 
avec les résultats du § 15. 

L'opérateur représentant la rotation 51 (a [3 y) est, suivant la formule (60) : 

i?(s) (« p Y) = e-*ioto' e-*!30* e-*™. (85) 

Sa forme explicite se calcule de même façon que celle de Ru(9). Elle est don-
née en Appendice (formule (C.74)). 

(") ou deux opérateurs vectoriels pourvu que leurs composantes commutent avec 
celles de o. Dans ce cas, il faut respecter l'ordre de succession de A et S aux deux membres 
de cette identité. Exemple : 

(o.r) (o./>) = (r.p) + 1 a.(r x p). 
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Les vecteurs de l'espace considéré ici présentent une certaine analogie 
avec ceux de l'espace ordinaire. Ces derniers sont des êtres géométriques à 
trois composantes se transformant les uns dans les autres par rotation suivant 
une loi bien déterminée. Il en est de même de ceux qui nous occupent ici 
(loi de transformation (85)), à ceci près qu'ils ont deux composantes au lieu 
de trois. On les appelle des spineurs. 

20. Observables et fonctions d'onde d'une particule de spin Champs 
de spineurs 

Considérons une particule de spin h 
Ses variables de base se classent en deux catégories, les variables orbi-

tales et les variables intrinsèques ou variables de spin. Les premières sont 
les composantes de sa position r et de son impulsion p ; elles vérifient les 
relations de commutation fondamentales (fi = 1) : 

[r„ P j ] = i 

Les secondes sont celles du spin s ; elles vérifient les relations de commutation 

['t. sj] = ie¡jk s* 
et sont soumises à la condition supplémentaire s2 = f . 

Comme les variables orbitales commutent avec les variables de spin, 
l'espace 8 des états de la particule est le produit tensoriel 

g == S(0> ® 8(ï) 

de l'espace S(0) défini par les variables orbitales seules et de l'espace 8(s) 

défini par les variables de spin seules (cf. § VIII.7). 8(0) est l'espace des états 
d'une particule sans spin, 8<s) est l'espace à deux dimensions construit au 
paragraphe précédent. 

Pour représenter les vecteurs de 8, on se place habituellement dans la 
représentation où r et sz sont diagonaux ; chaque vecteur |<J/> est alors repré-
senté par la fonction d'onde 

<|»(r,|d ez < r ^ > . (86) 

C'est une fonction des variables continues r = (x, y, z) et de la variable dis-
crète (jl, représentant la valeur propre de s* et pouvant prendre en tout deux 
valeurs, + $ et — 

Le moment cinétique total de la particule est 

j - l + i . (87) 
En effet, les variables de base forment en tout trois opérateurs vecto-
riels r, p, s et il est bien clair que l'opérateur j vérifie avec chacun de ces 
opérateurs les relations de commutation (57) caractérisant le moment ciné-
tique total, puisque l = r x p vérifie ces relatioas avec r et p et commute 
avec s, et que s vérifie ces relations avec lui-même et commute avec r et p. 

L'opérateur de rotation R(<x. p y) s ' e n déduit sans difficulté (équ. (60)). 
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En fait, comme / et s commutent, il se met sous forme d'un produit de deux 
opérateurs qui commutent : 

R ( « p Y ) = m ( « p Y ) J?<°) ( « p y ) ( 8 8 ) 

R{s)(a p y) défini par l'équation (85) agit sur les variables de spin sçul et 
effectue la rotation du spin. R^ (« p y) défini par 

fí(0)(«pY) = e - ' ^ e - ' ^ e - ' ^ 
agit sur les variables orbitales seules et effectue la rotation de l'espace ordi-
naire. 

Comme R{0] = 1 et R's) = — 1 dans une rotation de 2n, les vecteurs kets 
changent tous de signe dans une telle rotation. Cependant, les observables 
de base sont toutes invariantes dans une rotation de 2n, de sorte que, suivant 
la discussion du § 15, leur interprétation physique ne présente pas de difficulté. 

Il est souvent commode de poser 

Ur, ± h) = «M') 
et d'écrire la fonction d'onde ^(r, ¡i.) sous la forme d'une fonction d'onde à 
deux composantes : 

* V M ' ) / 
Pour chaque valeur de r, ^ représente un vecteur ket de l'espace S( ,), à savoir 

< r - -K (r) | + > + <]<- (r) | - > . (89) 

Autrement dit, la fonction d'onde peut être regardée comme un champ 
de spineurs (M). 

L'extension de toutes ces considérations à un ensemble de Z particules 
de spin i ne présente pas de difficulté. L'espace des états du système total est 
le produit tensoriel de l'espace des états de chaque particule prise indivi-
duellement. En particulier, l'espace des spins est un espace à 2Z dimensions, 
produit tensoriel des Z espaces de spin individuels. On introduit alors un 
système de matrices de Pauli, o'1', pour chaque spin individuel. La rotation 
de l'ensemble de tous les spins s'exprime à l'aide du spin total : 

S = ¿ Í>«> . (90) 
¿=i 

Une rotation de 2n de l'ensemble des spins est représenté par l'opérateur (—)z . 

( u ) Dans une rotation &(a p Y)> I e champ de spineurs <|> se transforme en 

Ceci découle directement de l'expression (88) de l'opérateur rotation ; i?!'/*) est la matrice 
de rotation correspondant à J = J . On comparera cette formule de transformation à la 
formule (47) relative à un champ scalaire ; on a une formule analogue pour un champ de 
vecteur, mais avec ü<<> au lieu de fie/') (cf. § 21). 
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21. Champs de vecteurs et particules de spin 1 

Il convient de souligner le parallélisme entre la notion de champ de spi-
neurs et la notion plus familière de champ de vecteurs. 

Soit A (r) un champ de vecteurs attaché à la description d'un système phy-
sique. Ce peut être, par exemple, le champ électrique ou le champ magnétique, 
ou aussi bien, comme nous allons le voir, la fonction d'onde d'une particule 
de spin 1. 

Examinons la loi de transformation de ce champ par rotation. Soit A'(r) 
le champ déduit de A (r) dans une rotation d'ensemble 31 du système physique : 

A' = Jl [A]. 

Le champ A' au point r s'obtient en appliquant la rotation 31 au vecteur 
A (rx) représentant le champ A au point rx = i l - 1 r. Autrement dit (cf. équ. (43) 
et (47)) : 

A\{r) = &u AjiXr* r) ( i = x , y, z). 

Ainsi, pour une rotation d'un angle a autour de Oz, on trouve (cf. équ. (44)) : 
A' = 3l2(a)[A] rx = (x cos a + y sin a, — x sin a + y cos a, z) 

A'x(r) = Ax(r,) cos a — Ay(r t) sin 
A'y(r) = AairJ sin a + Ay(r,) cos a 
A > ) = A z ( r i ) . 

En particulier, la rotation infinitésimale d'angle e autour de Oz donne : 

= (1 — i «(Z, + s j ) A, (91) 
où lz est l'opérateur différentiel défini précédemment et s, l'opérateur défini 
par : 

[ A x ( r ) \ / — i A y ( r ) \ 

« , U , ( r ) = iAx(r) 
\Az(r)! \ 0 / 

s~ transforme chaque composante du champ en un point donné, en une combi-
naison linéaire particulière des 3 composantes du champ au même point. Le 
vecteur A étant défini par ses trois composantes cartésiennes Ax, Ay et Ai, 
sz est représenté par la matrice : 

0 — i 0\ 
i 0 Oj 
0 0 0/ 

s* = 

On définit de même les opérateurs sx et sy ; leurs matrices représentatives sont 
respectivement : 

/0 0 0\ / 0 0 
s I = 0 0 — i 

\0 i 0/ 

/ 0 0 iv 
= 0 0 0 

\— i 0 0/ 
On constate que sx, sy, sz vérifient les relations de commutation caractéris-
tiques des composantes d'un moment cinétique. Nous désignons ce dernier 
par s ; le calcul de son carré donne : 

t* = 2 

ce qui correspond à un moment cinétique s = 1. x est par définition le moment 
cinétique intrinsèque ou spin du champ de vecteurs. 
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Un champ tel que A (r) est susceptible de décrire une particule de spin 1. 
Posons : 

A;(r) = A(r, i) (i = x,youz) 

A(r, i) est une fonction d'onde dépendant non seulement des variables de 
position, mais d'un indice i qui peut prendre 3 valeurs et constitue une variable 
interne permettant de décrire l'orientation de la particule. Le produit scalaire 
de deux fonctions d'onde de ce type est : 

< B, A > ̂  ^ A < r ' 0 dr = f (B*-A) dr- (92) 
i 

Un opérateur tel que / agit sur les variables de position uniquement, tandis 
que s agit sur la variable interne /. Il est clair que / et s commutent, puisqu'ils 
n'agissent pas sur les mêmes variables. L'opérateur de rotation infinitésimale 
autour de l'axe des z est défini par l'équation (91) ; on obtient de même l'opé-
rateur de rotation infinitésimale autour de n'importe quel axe ; en appliquant 
la définition (55), on trouve le moment cinétique total de la particule : 

j ^ l + s 
(cf. équ. (87)). 

Plus généralement, toute transformation linéaire sur les champs de vecteurs 
peut être regardée comme l'action d'un certain opérateur linéaire, que l'on 
peut exprimer en fonction des trois opérateurs vectoriels de base : 

r, p = — iV, s. 
On a notamment l'importante identité : 

rot = s. p (93) 
que l'on vérifie aisément en se reportant à la définition du rotationnel et en 
utilisant la forme explicite des matrices sx, sy, sz donnée plus haut. 

Les notions de produit scalaire, de rotation et, plus généralement, de trans-
formation linéaire, sont indépendantes de la représentation choisie. La fonc-
tion d'onde A (r, i) représente l'état dynamique de la particule dans une repré-
sentation où les vecteurs de base de la variable interne correspondent aux 
vecteurs unitaires sur chacun des 3 axes Ox, Oy, Oz ; ces vecteurs de base, 
\x>, \y>, |z> sont respectivement vecteurs propres de sx, stJ, sz pour la valeur 
propre 0 (cf. Problème 10). Il est souvent plus commode de prendre pour base 
les vecteurs propres de sz, |+>, |0>, |—>, correspondant respectivement à la 
valeur propre + 1, 0, — 1, et se déduisant les uns des autres conformément 
à la loi standard définie au § 6. Dans cette nouvelle représentation, sx, sy et st 
sont représentés par des matrices vérifiant les relations (28) (avec / = y" = 1) ; 
le ket IA> associé au champ de vecteurs A y est représenté par la fonction 
d'onde 

A(r, (i) a A^ir) (n = +,0, —) 

suivant la définition (cf. équ. (89)) : 

<r|A> = A+(r) | +> + A0(r) |0> + A_(r) |—>. On a : 
\J2 \ 

A+ = — \ (Ax — iAy) ] 

A , = A, (94) 

A _ = ^ - ( A x + iAy) ) 
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22. Interactions dépendant du spin dans un atome 

Par suite de l'existence du moment magnétique intrinsèque, l'Hamilto-
nien d'un électron dans un champ électromagnétique contient des termes dépen-
dant du spin. 

En présence d'un champ magnétique 36 (>•) notamment, on a le terme 
de couplage direct : 

— |i . 36 (r) = — y.Ba. X 

que suggère le principe de correspondance, (t est le moment magnétique 
intrinsèque défini par les équations (75)-(76). 

Ce n'est pas le seul terme additionnel ; même si le champ se réduit à un 
simple potentiel électrostatique, il est clair que des termes de couplage spin-
orbite doivent exister. Même dans un champ purement électrostatique, en 
effet, l'électron en mouvement « voit » un champ magnétique, lequel peut 
interagir avec (A. Cet argument classique peut servir de guide pour déter-
miner le couplage spin-orbite empiriquement. Cependant, comme il s'agit 
d'un effet relativiste (tendant vers zéro à la limite v c), il est plus correct 
et plus sûr de partir de l'équation relativiste de l'électron ; de cette équation, 
on peut déduire l'interaction spin-orbite en effectuant un développement 
en vjc et en ne retenant que les termes non nuls d'ordre le plus bas. Ce 
problème sera examiné au chapitre XX. Dans un potentiel sphériquement 
symétrique V(r), cette interaction spin-orbite est évidemment invariante par 
rotation : elle commute donc avec les trois composantes du moment cinéti-
que total j ; l'expression que donne la théorie relativiste est 

ft2 1 dV 
7 d ? ' <95> 

Pour les mêmes raisons, l'Hamiltonien H0 des Z électrons d'un atome 
complexe contient, en plus des termes d'interaction coulombienne indiqués 
dans l'équation (71), des termes d'interaction spin-orbite. Ceux-ci commutent 
avec le moment cinétique total 

J=L + S 

mais, à l'inverse du reste de H0, ils ne commutent pas avec L et S séparément. 
Aussi, bien que leur contribution à l'énergie totale soit relativement très 
faible — sauf pour les atomes les plus lourds — leur présence entraîne une 
modification qualitative (levée de dégénérescence) du spectre de l'atome et 
ne peut donc jamais être ignorée (23). 

En présence d'un champ magnétique constant 36, l'Hamiltonien H de 
l'atome s'obtient en effectuant sur l'Hamiltonien en champ nul H0 la même 
manipulation qu'au § 18, et en ajoutant les termes d'interaction magnétique 

('*) Pour être complet, il faudrait mentionner également les modifications dues à l'exis-
tence du moment magnétique du noyau de l'atome (structure hyperflne). 
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directe — 2/ P '̂' • Si l'on néglige, comme dans l'expression (72) de la 
théorie sans spin, le « terme diamagnétique » en JE2, on trouve : 

H = H 0 - ~ ( X . ( L + 2S)). (96) 

23. Interactions nucléon-nucléon dépendant du spin 

Comme autre exemple d'interaction dépendant du spin, considérons 
l'interaction de deux nucléons, neutrons ou protons. Soit M0 la masse des 
nucléons, r = rx — r2 leur position relative, p—\ {p\ —/»2) leur impulsion 
relative, Jo x et §a2 leurs spins respectifs. Le mouvement du centre de masse 
se sépare complètement du mouvement relatif. Les états dynamiques et les 
variables dynamiques dont il sera question désormais se réfèrent exclusive-
ment au mouvement relatif. Le moment cinétique orbital est 

L = r xp, 
le spin total 

S = + ®2> (97) 
et le moment cinétique total 

J = L +S. (98) 
L'Hamiltonien est de la forme 

H = + V. M 0 

Les quatre types les plus couramment proposés d'interaction invariante 
par rotation sont 

Vx(r) (99 a) 
V.(0(®i-<*> (99 b) 
Va(r)(L.S) (99 c) 

a x .a 2 j . (99 d) 

Les opérateurs dépendant du spin qui figurent dans les trois dernières 
expressions y sont donnés sous leur forme traditionnelle. On peut les écrire 
différemment. Ainsi, prenant le carré scalaire des deux membres de l'équa-
tion (97) et utilisant l'identité o i 2 = c2* = 3, il vient 

o1.O2 = 2S2—3. (100) 

Prenant le carré scalaire des deux membres de l'équation (98), il vient 

L . S = i ( J i — I<i — S*)' (101) 

Enfin, on a, suivant l'équation (97) 
( .S.rf = i ( ( C l . r ) + (o2.r))• = J ( ( « . . r )* + (o2 . r ) ' + 2(o x . r ) (o2 . r ) ) 

= i ( ( a 1 . r ) ( o 2 . r ) + r = ) . 
Donc 

(ox.r)(o,.r)=2(S.rr—i* 


