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Vorwort

Dieses Buch enthélt den Stoff einer zweisemestrigen Vorlesung im Umfang von insge-
samt acht Semester-Wochenstunden, in denen die Grundlagen der Quantenfeldtheorie
und des Standardmodells der Elementarteilchenphysik vermittelt werden. Die Zielgrup-
pe der Vorlesung sind Studierende im Masterstudium und Doktoranden, die sich auf
Teilchenphysik spezialisieren. Es gibt bereits eine Reihe von Lehrbiichern iiber die hier
behandelte Thematik, insbesondere in englischer Sprache. In den meisten Fallen stei-
gen sie tiefin die Materie ein und diskutieren ausfiihrlich die zahlreichen interessanten
Themen, die der fortgeschrittene Student oder Forscher kennen lernen méchte. Der An-
spruch des vorliegenden Buches ist anders. Es soll sich um einen ersten Einstieg in das
Gebiet handeln, der die Grundlagen verstdndlich vermittelt, und dem Leser, der mehr
wissen mochte, die Basis fiir ein vertieftes Studium bereitet.

Gewohnlich wird die Quantisierung von Feldern im Operator-Formalismus einge-
flihrt. Ich halte das fiir sinnvoll und mache es ebenso. Im weiteren Verlauf jedoch fiihre
ich baldméglichst die Quantisierung mittels Funktionalintegralen ein, die fiir eine mo-
derne Darstellung unverzichtbar ist, und leite die Stérungstheorie und Feynman-Regeln
in diesem Rahmen her. Dazu eignet sich besonders gut das skalare Feld. Aus diesem
Grund ist dem skalaren Feld ein umfangreiches Kapitel gewidmet, welches viele Kon-
zepte entwickelt, bevor diese nachfolgend auf andere Felder angewandt werden.

Voraussetzung fiir das Verstandnis der Thematik dieses Buches ist die Kenntnis
der Quantenmechanik. Speziell werden die in meinem Lehrbuch ,Quantentheorie®
(Munster, 2020) behandelten relativistischen Wellengleichungen und die Pfadintegral-
Formulierung der Quantenmechanik vorausgesetzt. Verweise auf dieses Buch sind im
hier vorliegenden Text mit ,,QT* gekennzeichnet.

Dem leider frith verstorbenen Dr. Burkhard Echtermeyer bin ich dankbar fiir die
Erstellung von Vorlesungsskripten, welche den Ausgangspunkt fiir dieses Buch bildeten.
Herrn Fabian Joswig danke ich fiir eine kritische Durchsicht des Manuskripts.

Miinster, im Marz 2019 Gernot Miunster
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Vorwort zur 2. Auflage

Nachdem dieses Lehrbuch einen erfreulichen Zuspruch erfahren hat, ist es Zeit gewor-
den fiir eine zweite Auflage. Dies bietet die Gelegenheit fiir Ergdnzungen und Korrektu-
ren. Da in diesem Buch den begrifflichen und strukturellen Grundlagen der Quanten-
feldtheorie ein besonderes Augenmerk gilt, war es angebracht, einen neuen Abschnitt
uber die Dyson-Schwinger-Gleichungen einzufiigen. Diese Gleichungen driicken den In-
halt der Feldgleichungen im Kontext der Green’schen Funktionen aus. Sie fliefien auch
in die Herleitung von Ward-Identitdten der QED ein, und folglich wurde auch der ent-
sprechende Abschnitt erganzt. Die Abschnitte tiber masselose Fermionen und Majorana-
Fermionen wurden merklich erweitert und dem letzten Kapitel tiber die Physik jenseits
des Standardmodells wurde ein neuer Abschnitt tiber Majorana-Neutrinos, die als Op-
tion fiir massive Neutrinos diskutiert werden, hinzugefiigt.

Jedes Kapitel wurde mit einer Kapiteleinstiegsseite versehen. Eine Reihe neuer
Ubungsaufgaben und Fragen zum Nachdenken wurde eingefiigt, die Literaturliste
aktualisiert und ein paar Druckfehler berichtigt. Das Layout wurde durch farbige Un-
terlegung mehrerer Elemente und Logos im Seitenrand aufgewertet.

Miinster, im Dezember 2025 Gernot Miinster
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1 Einleitung

Gibt es fundamentale physikalische Gesetze? Gibt es eine eine umfassende Beschrei-
bung der physischen Bausteine der Welt und der Wechselwirkungen zwischen ihnen,
also eine Art von ,Weltformel“? Wir wissen es nicht. Der Teilbereich der Physik, der sich
mit den kleinsten Teilchen, den Elementarteilchen, beschéftigt, versucht, Erkenntnisse
zu gewinnen, die uns den obigen Fragen naherbringen.

In diesem Abschnitt soll ein erster grober Uberblick iiber den Zoo der Teilchen und
ihre Wechselwirkungen gegeben werden. Weitere Einzelheiten werden in spédteren Ka-
piteln behandelt. Die Vielfalt von Phdnomenen und experimentellen Erkenntnissen im
Bereich der Elementarteilchenphysik ist nicht Gegenstand dieses Buches. Stattdessen
soll es um die theoretischen Grundlagen ihrer Beschreibung im Rahmen des Standard-
modells mit den Mitteln der Quantenfeldtheorie gehen.

Die heute bekannten fundamentalen Teilchen und deren Wechselwirkungen (bis
auf die Gravitation) werden vom Standardmodell der Teilchenphysik auf hervorragen-
de Weise beschrieben. Unzahlige experimentelle Ergebnisse stimmen mit den theoreti-
schen Aussagen des Standardmodells bestens tiberein. Grundlage des Standardmodells
sind Eichtheorien. Diese beschreiben die Wechselwirkungen zwischen den Elementar-
teilchen auf der Grundlage eines Symmetrieprinzips, ndmlich der lokalen Eichinvari-
anz, welche eine unendlich-dimensionale Symmetriegruppe beinhaltet.

Das theoretische Fundament des Standardmodells bilden quantisierte Felder. So-
wohl die fundamentalen Konstituenten der Materie als auch die Wechselwirkungen
werden durch Felder beschrieben. Thre quantentheoretische Behandlung erfolgt im
Rahmen der Quantenfeldtheorie. Dort zeigt sich ihre Doppelnatur: Die grundlegenden
physikalischen Objekte lassen sich sowohl als Wellen als auch als Teilchen beschreiben.

Gegenstand dieses Buches sind Quantenfeldtheorie und Standardmodell. Diese Ge-
biete der theoretischen Physik sind sehr vielfaltig und ihr vertieftes Studium fiihrt zu
zahlreichen interessanten und anspruchsvollen Themen, die in diesem Buch nicht be-
rithrt werden konnen. Hierin soll es um eine Einfiihrung in die Grundlagen gehen. Wei-
terfithrende Betrachtungen miissen der Spezialliteratur, inshesondere der englischspra-
chigen, tiberlassen werden.

Das Standardmodell der Teilchenphysik stellt sicher nicht die endgiiltige Beschrei-
bung der fundamentalen Physik dar. So beinhaltet es beispielsweise nicht die Gravitati-
on, die im Mikrokosmos keine wichtige Rolle spielt. Weiterhin gibt es eine Reihe offener
theoretisch-struktureller Fragen. Inshbesondere aber weisen experimentelle Entdeckun-
gen auf eine Physik jenseits des Standardmodells. Es hat sich gezeigt, dass Neutrinos
eine von null verschiedene Masse besitzen, wahrend sie im Standardmodell als mas-
selose Teilchen beschrieben werden. Zudem haben astrophysikalische Beobachtungen
gezeigt, dass es im Universum eine noch unbekannte Form von Materie gibt, die soge-
nannte dunkle Materie, die keinen Platz im Standardmodell hat.

https://doi.org/10.1515/9783112222362-001
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1.1 Teilchen

Seit Mitte des vorigen Jahrhunderts wurde sowohl in der Hohenstrahlung als auch in
Beschleunigeranlagen eine immer grofier werdende Zahl von Elementarteilchen ent-
deckt. Fast alle von ihnen sind instabil und zerfallen nach sehr kurzer Zeit. In die grofie
Zahl der Teilchen kann eine Ordnung gebracht werden, indem sie hinsichtlich ihrer Ei-
genschaften klassifiziert werden. Dazu zahlen
— Masse und Spin,

(entsprechend den Darstellungen der inhomogenen Lorentz-Gruppe),
— Lebensdauer,
— weitere Quantenzahlen,

die mit Erhaltungsséatzen verkniipft sind,
— Teilnahme an Wechselwirkungen.

Daraus hat sich die Einteilung der Teilchen in Tabelle 1.1 ergeben.

Tah. 1.1: Klassifizierung der Elementarteilchen.

Leptonen
halbzahliger Spin, schwache und elektromagnetische Wechselwirkung

Teilchen Quantenzahl
Elektrone™  Elektron-Neutrino v,  Elektronenzahl
Myon p~ Myon-Neutrino v, Myonenzahl
Tau Tt Tau-Neutrino v Tauonenzahl
Hadronen
starke, schwache und elektromagnetische Wechselwirkung
Mesonen

ganzzahliger Spin, Baryonenzahl B = 0

o, 7% KKK K, o, 07, 0% U/ ete.
Baryonen

halbzahliger Spin, Baryonenzahl B = +1

n,p, A, 5t 57,5020 =7 At At A% A7, Q7 Yetc,

Quark-Modell der Hadronen

Das Quark-Modell, das auf Gell-Mann und Zweig zuriickgeht, betrachtet die Hadronen
als aus jeweils zwei oder drei der sogenannten Quarks zusammengesetzt. Diese besit-
zen den Spin 1/2. Mesonen bestehen aus einem Quark und einem Antiquark, symbolisch
gekennzeichnet als q g, wahrend Baryonen aus drei Quarks bestehen, symbolisch q qq.
Man kennt sechs Sorten von Quarks und deren Antiteilchen. Diese Sorten werden als
Flavours (Geschmack) bezeichnet. Sie heifden up, down, charm, strange, top und bot-
tom und werden abgekiirzt als
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Einige Beispiele fiir die Zusammensetzung von Hadronen aus u, d und s-Quarks sind
in den Abbildungen 1.1 und 1.2 gegeben. Dabei handelt es sich um Multipletts, die zur
Gruppe SU(3) gehoren. Dies wird spéter noch erklért werden.

K’ =5d K" =3su

o =ud i " =du
_ -0 =
K =us K =ds

Abb. 1.1: Oktett der pseudoskalaren Mesonen.

n = udd p = uud
I~ =dds ‘ = uus
27 =dss 20 = uss

Abb. 1.2: Baryonen-Oktett.

Quark-Confinement

Jedes der sechs Quarks und der sechs Antiquarks tritt in drei Varianten auf, die durch die
Quantenzahl Colour (Farbe) gekennzeichnet sind und als r, g und b bezeichnet werden
konnen. Diese Quantenzahl wurde urspriinglich im Zusammenhang mit dem Q™ -Baryon
postuliert. Das Q = sss besteht aus drei s-Quarks und besitzt Spin 3/2. Seine Wellenfunk-
tion ist daher symmetrisch in den Spin-Koordinaten. Da es sich um den Grundzustand
im Sektor mit seinen Quantenzahlen handelt, ist die Wellenfunktion ebenfalls symme-
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trisch in den Ortskoordinaten. Das Pauli-Prinzip kann nur erfiillt sein, wenn sich die
drei Strange-Quarks in einer weiteren Quantenzahl unterscheiden, die als Colour be-
zeichnet wird. Auf die Rolle von Colour fiir die starken Wechselwirkungen der Quarks
wird im Kapitel iber die Quantenchromodynamik genauer eingegangen.

Quarks treten in der Natur offenbar nicht als einzelne, ungebundene Teilchen auf.
Diese Beobachtung hat zur Hypothese des Quark-Confinement (Einschluss) gefiihrt:
Alle Hadronen sind farblose (colour-neutrale) Kombinationen von Quarks.

Drei Generationen von Konstituenten

Leptonen und Quarks stellen im Standardmodell die fundamentalen Konstituenten der
Materie dar. Aufgrund ihrer deutlich unterschiedlichen Massen und der Quantenzahlen
Ladung Q und Baryonenzahl B teilt man sie in drei Generationen ein, welche die gleiche
Struktur aufweisen. Diese sind in der Tabelle 1.2 zusammengestellt. Der Grund, warum
z.B. (ve,€7) und (u, d) zur gleichen Generation gehoéren, und nicht etwa (v,,e”) und
(c,s), wird spater im Kapitel tiber die schwache Wechselwirkung gegeben.

Tab. 1.2: Die drei Generationen von Leptonen und Quarks (die Massen der Quarks sind die sogenannten
Stromquarkmassen).

Masse [MeV] Q B
Ve =0 0 0
e 0,511 -1 0
u ~2 2/3 1/3
d =5 -1/3 1/3
M =0 0 0
W 105,66 -1 0
C = 1270 2/3 1/3
s =93 -1/3 1/3
v =0 0 0
T 1777,0 -1 0
t ~ 173100 2/3 1/3
b ~4180 -1/3 1/3

Eine charakteristische Eigenschaft der Generationen von Leptonen und Quarks be-
steht darin, dass die Summe der Ladungen null betragt:

Y 0;=0,

wie in Abb. 1.3 dargestellt ist. Dabei ist zu beachten, dass die Quark-Flavours jeweils
noch in drei Colours auftreten.
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Q
1 —_4
e Up, Ug, Uy
0 + O Ve
[ J dr: dg) db
-1 + oe
i 1 B
Abb. 1.3: Elektrische Ladungen und Baryonenzahlen in
0 1 einer Generation.
Fragen zum Nachdenken. 2

Nukleonen sind aus Quarks zusammengesetzt und haben eine innere Struktur und Ausdehnung. Elektronen
werden hingegen als punktférmig bezeichnet. Wie vertragt sich das mit der Heisenberg’schen Unscharfere-
lation?

Ubungen. u

1. Beschreiben Sie die Reaktion p + n — 7t~ + 7t im Quark-Modell!
2. Was sind die Antiteilchen von 7° und =°?

1.2 Wechselwirkungen

Eine wichtige Leitidee in der fundamentalen Physik ist die Vereinheitlichung. Dabei geht
es darum, in der Fiille der physikalischen Erscheinungen gemeinsame Prinzipien und
Ursachen zu finden. Insbesondere zieht sich das Bemiihen, die verschiedenen Arten von
Kraften auf gemeinsame Wurzeln zuriickzufithren, wie ein roter Faden durch die Ge-
schichte der Physik. Das Postulat Newtons, dass die Schwerkraft, die uns am Boden hilt,
und die Kraft, die den Mond auf seiner Bahn um die Erde hélt, verschiedene Instanzen
der gleichen Kraft sind, war ein wichtiger Schritt zur Vereinigung der grundlegenden
Krifte in der Natur. Ebenso war es die Vereinigung von Magnetismus und Elektrizitit
durch Faraday und Maxwell, die zu einem neuen Verstandnis des Wesens von Licht fithr-
te, und ein Jahrhundert spater die Vereinigung von Elektromagnetismus und schwachen
Wechselwirkungen der Elementarteilchen.

Heute unterscheiden wir vier fundamentale Wechselwirkungen:
(a) Elektromagnetische Wechselwirkungen.

Sie wirken auf elektrisch geladene Teilchen. Da die elektrostatische Kraft mit dem

Abstand proportional zu 1/r? abfallt, und nicht exponentiell, spricht man davon,

dass die Reichweite der elektromagnetischen Wechselwirkungen unendlich ist. Ein

weiteres Charakteristikum von Wechselwirkungen ist ihre relative Stdirke im Ver-
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gleich zu anderen Wechselwirkungen. Beim Elektromagnetismus ist sie durch Som-
merfelds Feinstrukturkonstante a gegeben.

Reichweite = co 11)
¢ N L
dmeghc 137

relative Starke = a = 1.2)
(b) Schwache Wechselwirkungen.
Sie sind fiir den p-Zerfall und andere Elementarteilchen-Prozesse verantwortlich.

Reichweite ~ 107 m 1.3)
relative Stirke ~ 107 14

(c) Starke Wechselwirkungen.
Sie sind u. a. fiir die Bindung der Quarks zu Hadronen und fir hadronische Wech-
selwirkungen verantwortlich. Die Kernkrafte sind indirekte Auswirkungen der star-
ken Wechselwirkungen.

Reichweite ~ 10"° m 1.5)
relative Stirke = 1 1.6)

(d) Gravitation.

Die Schwerkraft wirkt auf jegliche Art von Materie. Sie ist immer anziehend. Wah-
rend es positive und negative elektrische Ladungen gibt, gibt es keine negativen
Massen und folglich kann die Schwerkraft nicht abgeschirmt werden. Die Reichwei-
te dieser Kraft ist unendlich, wie diejenige des Elektromagnetismus. Wenn man die
Schwerkraft zwischen Proton und Elektron im H-Atom mit deren elektrostatischer
Anziehung vergleicht, findet man, dass die Schwerkraft aufierordentlich schwach
ist.

Reichweite = co .7

relative Stirke ~ 107> 1.8)

Austauschteilchen

In QT, Kapitel 20, haben wir gesehen, dass das elektromagnetische Feld im Rahmen
der Quantentheorie dquivalent zu einem System von masselosen Teilchen, den Photo-
nen, ist. Die elektromagnetischen Wechselwirkungen kénnen beschrieben werden als
Vorgéange, bei denen Photonen zwischen Ladungstragern ausgetauscht werden. Die Pho-
tonen werden daher als Austauschteilchen dieser Wechselwirkungen bezeichnet.
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Dieses Konzept wurde von Yukawa 1935 auf die Kernkréfte zwischen Nukleonen
angewandt. Als Austauschteilchen postulierte er massive Teilchen mit Spin 0. Es zeigt
sich, dass die Reichweite der Wechselwirkung durch die Compton-Wellenldnge der Aus-
tauschteilchen gegeben ist,

Reichweite R = i . 1.9
mc
Zu den oben genannten fundamentalen Wechselwirkungen gehoren ebenso jeweils

Austauschteilchen. Sie haben ganzzahligen Spin und sind somit Bosonen. In Tabelle 1.3
sind diese Bosonen zusammengestellt.

Tab. 1.3: Austauschteilchen der Wechselwirkungen.

Wechselwirkung  Bosonen Spin  Masse, Reichweite

elektromagnetisch  Photony 1 m=0,R=00

schwach wr,wo, 20 1 my =80,4GeV,m; =91,2GeV,R+ 0
stark Gluonen G 1 m=0,R+0

gravitativ Graviton 2 m=0,R=00

Im Fall der Gluonen gilt der Zusammenhang zwischen Reichweite und Masse nicht.
Dies liegt daran, dass Gluonen ebenso wie Quarks dem Confinement unterliegen und
nicht als freie Teilchen vorkommen. Daraus resultiert eine endliche Reichweite der star-
ken Wechselwirkungen.

Dass die Austauschteilchen fiir die ersten drei Wechselwirkungen den Spin 1 besit-
zen, ist eine Konsequenz der Eichtheorien und wird spéter noch ausfithrlicher behan-
delt. Der Spin der Austauschteilchen hingt mit der Frage zusammen, ob die zugehérige
Kraft nur anziehend oder sowohl anziehend als auch abstofiend sein kann. Fiir Spin 1
gibt es Anziehung und Abstoffung, wéhrend im Fall von Spin 0 oder 2 nur anziehende
Krifte auftreten.

Die Existenz des masselosen Gravitons ist eine theoretische Vorhersage, die mogli-
cherweise nie experimentell bestétigt wird. Die Entdeckung von Gravitationswellen war
eine aufSerordentlich schwierige technische Meisterleistung, aber der Nachweis der zu-
gehorigen Quanten wiirde noch ungleich schwieriger sein.

Fragen zum Nachdenken.
Das Pauli-Prinzip verbietet gleichartigen Fermionen, den gleichen Zustand einzunehmen. Bedeutet das, dass
auller den oben genannten Wechselwirkungen eine weitere abstol3ende Kraft im Spiel ist?




8 —— 1 Einleitung

Ubungen.
u 1.

Wie grol ist das Verhaltnis der Coulombkraft zur Gravitationskraft zwischen Proton und Elektron, wenn
sie als klassische Punktteilchen betrachtet werden?

2. Welche Reichweite hat eine Kraft, die durch den Austausch von (a) Z-Bosonen, (b) Pionen vermittelt
wird?

1.3 Theorien

Die Theorien zur Beschreibung der fundamentalen Wechselwirkungen werden in die-
sem Buch noch detailliert eingefiihrt. An dieser Stelle soll bereits ein erster knapper
Blick darauf geworfen werden.

Quantenelektrodynamik

Der Ursprung der Quantenelektrodynamik (QED) liegt im Jahr 1927, als Jordan in ei-
nem Anhang der Arbeit von Born, Heisenberg und Jordan tiber die Matrizenmechanik
das freie elektromagnetische Feld nach den Regeln der Quantentheorie behandelte. Die
Theorie wurde von Dirac, Jordan, Pauli, Heisenberg und anderen weiterentwickelt und
gipfelte vor 1950 im Werk von Tomonaga, Schwinger, Feynman und Dyson. Die Berech-
nung der Lamb-Verschiebung und des genauen Wertes des gyromagnetischen Faktors g
des Elektrons waren Glanzleistungen der QED.

In der QED wird die elektromagnetische Wechselwirkung durch den Austausch von
virtuellen Photonen beschrieben. Graphisch kann das durch Feynman-Diagramme vi-
sualisiert werden, die Beitrdge zur storungstheoretischen Entwicklung nach Potenzen
der Feinstrukturkonstanten a =~ 1/137 darstellen. Zum Beispiel sieht das flihrende Dia-
gramm fiir die Streuung zweier Elektronen aneinander durch den Austausch eines Pho-
tons so aus:

Jeder Vertex trigt einen Faktor e (elektrische Ladung) bei, sodass dieses Diagramm
zu einem Beitrag proportional zu e? oc a gehort.
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Auch die Aushreitung eines einzelnen Elektrons ist durch die Emission und Absorp-
tion virtueller Photonen beeinflusst, wie beispielsweise in diesem Diagramm gezeigt ist:

W

Schwache Wechselwirkung

Die Theorie der schwachen Wechselwirkungen nahm ihren Anfang 1932 in Fermis Theo-
rie des p-Zerfalls. Das Feynman-Diagramm fiir den Zerfall eines Neutrons enthdlt eine
Vier-Fermionen-Kopplung:

Verbesserungen der Theorie des p-Zerfalls von Kernen, welche die Paritatsverlet-
zung berticksichtigen, wurden mit der V-A-Theorie gemacht, allerdings waren diese An-
sdtze mit schweren theoretischen Problemen behaftet. Wahrend in der QED die sto-
rungstheoretische Entwicklung nach Potenzen von a hervorragende Resultate liefert,
flihrt die Storungsrechnung in der Fermi-Theorie zu unendlichen Ausdriicken, die nicht
mit dem Verfahren der Renormierung in endliche Ergebnisse iiberfiihrt werden kon-
nen.

Die Probleme der Fermi- und V-A-Theorie wurden in den Jahren 1961-1968 durch
Glashow, Weinberg, Salam und anderen in der vereinigten Theorie der schwachen und
elektromagnetischen Wechselwirkungen gelost. Die Austauschteilchen in dieser Theo-
rie sind

Vektorbosonen W+, Z° und Photon Y.
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Starke Wechselwirkung

Die starken Wechselwirkungen zwischen Quarks werden durch die Quantenchromody-
namik (QCD) beschrieben, die 1973 von Fritzsch, Gell-Mann und Leutwyler formuliert
wurde, und von 't Hooft, Gross, Wilczek, Politzer und anderen weiterentwickelt wurde.
Thr Name bezieht sich darauf, dass die Ladungen der starken Kréafte durch die Quanten-
zahl Colour gegeben sind. Die Austauschteilchen der starken Wechselwirkungen sind
die Gluonen. Im Unterschied zu den elektrisch neutralen Photonen der QED tragen die
Gluonen selbst Farbladung und wechselwirken untereinander. Aufgrund ihrer Selbst-
wechselwirkung sind sie in der Lage, sogenannte Glueballe als gebundene Zustdnde zu
bilden. Eine reine Gluonen-Theorie ochne Quarks ist bereits nichttrivial und stellt ein
kompliziertes physikalisches System dar.

In den Feynman-Diagrammen der QCD treten drei Arten von Vertices auf, welche
die fundamentalen Wechselwirkungen der Quarks mit den Gluonen und die Wechsel-
wirkungen der Gluonen untereinander darstellen:

Gravitation

Die Gravitation wird in sehr guter Ubereinstimmung mit den Erkenntnissen der As-
trophysik und Kosmologie durch die Allgemeine Relativitatstheorie (ART) Einsteins be-
schrieben. Die ART ist eine nichtlineare Theorie, deren Gleichungen his auf wenige Aus-
nahmen nur ndherungsweise oder mit numerischen Methoden gelost werden konnen.
Eine anerkannte Quantentheorie der Gravitation ist noch nicht bekannt. Mogliche Kan-
didaten dafiir sind die Stringtheorie und die sogenannte Schleifen-Gravitation. Da die
Gravitation im Bereich der Elementarteilchenphysik keine Rolle spielt, wird sie im Fol-
genden nicht weiter behandelt werden.

Das Standardmodell
Mit dem Standardmodell der Elementarteilchenphysik ist die vereinigte elektroschwa-

che Theorie von Glashow, Weinberg und Salam (GWS-Theorie) plus die Quantenchro-
modynamik (QCD) gemeint. Die Lagrangefunktionen fiir die elektroschwachen und fiir
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die starken Wechselwirkungen mischen nicht miteinander, sodass wir nicht von einer
Vereinigung dieser Wechselwirkungen sprechen. Das Standardmodell hat sich aufSer-
ordentlich gut bewéhrt und steht in bester Ubereinstimmung mit den experimentellen
Ergebnissen, bis auf die bereits erwdhnten Hinweise auf die Physik jenseits des Stan-
dardmodells.

Allen Teilen des Standardmodells ist gemeinsam, dass die Wechselwirkungen durch
Austauschteilchen vermittelt werden, die zu Eichfeldern gehoren. Die entsprechenden
Eichtheorien weisen lokale Eichsymmetrien auf, die wir noch genauer betrachten wer-
den. (Ubrigens kann auch die Gravitation als auf einer lokalen Symmetrie basierend
betrachtet werden.) Die Eichsymmetrien gehéren zu bestimmten Gruppen, den Eich-
gruppen. Die Eichgruppe, die das Standardmodell kennzeichnet, ist das direkte Produkt
von drei Eichgruppen, die zu den Wechselwirkungen gehéren:

SUB3)eSUR2) e U(1) . (1.10)
QCD GWS

Die zentralen Prinzipien des Standardmodells sind
- lokale Eichsymmetrie,
- Higgs-Mechanismus.

Der Higgs-Mechanismus geht auf eine Reihe von Physikern zuriick, ndmlich Anderson,
Englert, Brout, Higgs, Guralnik, Hagen und Kibble. Er ist hauptséachlich relevant fiir den
elektroschwachen Sektor. Durch ihn erhalten die Austauschteilchen W*, Z°, aber auch
die Quarks und Leptonen ihre Masse. Der Higgs-Mechanismus erfordert die Existenz
des Higgs-Feldes. Das zugehorige Teilchen, das Higgs-Boson, wurde im Jahr 2012 am Teil-
chenbeschleuniger CERN experimentell nachgewiesen.

Wahrend das Standardmodell ansonsten fermionische Materieteilchen und boso-
nische Austauschteilchen enthilt, fligt sich das Higgs-Feld nicht recht in diese Struktur
ein und ist darin so eine Art ,héssliches Entlein“, dessen Daseinszweck darin besteht,
anderen Teilchen Masse zu geben. Einige Physiker spekulieren, dass das Higgs-Teilchen
nicht elementar, sondern ein gebundener Zustand von noch unbekannten Fermionen
ist.

Ausblick
Die Wechselwirkungen sind im Standardmodell nicht wirklich vereinigt, was sich

darin widerspiegelt, dass die Eichgruppe ein direktes Produkt von einfachen® Lie-
Gruppen ist. Eine Vereinigung der Wechselwirkungen wird in Ansédtzen zu vereinig-

1 Eine Lie-Gruppe heifst einfach, wenn sie keinen nichttrivialen zusammenhéngenden Normalteiler be-
sitzt.
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ten Theorien, Grand Unified Theories (GUT), versucht. In ihnen wird die Gruppe
SU(3) ® SU(2) ® U(1) zu einer einfachen Lie-Gruppe erweitert, beispielsweise SU(5),
SO(10) oder die Ausnahme-Lie-Gruppe Eg. Vereinigte Theorien der Wechselwirkun-
gen sagen den Zerfall der Protonen mit einer sehr grofien Halbwertszeit voraus, und
weiterhin die Existenz mehrerer Higgs-Teilchen.

Fragen zum Nachdenken.
1. Die Gravitation ist extrem viel schwacher als die anderen Wechselwirkungen. Woran liegt es aber, dass
wir im Alltag hauptsachlich die Schwerkraft spiren?
2. Wieso zerfallt das Neutron Uber die schwache Wechselwirkung, obwohl Neutron und eines seiner Zer-
fallsprodukte, das Proton, stark wechselwirken?




2 Feldtheorie

Die Quantenfeldtheorie ist die Theorie quantisierter Felder. Im Unterschied zur Quan-
tenmechanik bilden nicht Teilchen sondern Felder den fundamentalen Gegenstand der
Theorie. In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Feldtheorie behandelt. Zunéchst
wird ein Uberblick iiber die Grenzen und Probleme der Quantenmechanik gegeben,
welche in der relativistischen Quantenfeldtheorie ihre Losung finden. Nach einer Reka-
pitulation der Konzepte der speziellen Relativitatstheorie werden die wichtigsten relati-
vistischen Feldgleichungen eingefiihrt: die Klein-Gordon-Gleichung, die Diracgleichung
und die Maxwell-Gleichungen. Sodann folgt der Lagrange-Formalismus fir Felder, der
fiir ihre theoretische Behandlung eine zentrale Rolle spielt. Hierbei werden die Felder
zundchst als klassisch, d. h. nicht quantisiert, betrachtet. Das Kapitel schliefSt mit einem
ersten Blick auf die Quantisierung von Feldern.

2.1 Die Grenzen der Quantenmechanik

Bei nicht zu grofien Energien wird das Verhalten von Teilchen im Rahmen der Quan-
tenphysik sehr gut durch die nichtrelativistische Quantenmechanik beschrieben. Der
Zustand eines einzelnen Teilchens wird représentiert durch die Wellenfunktion (7, t),
deren zeitliche Entwicklung durch die Schrodingergleichung bestimmt ist. Systeme mit
mehreren Teilchen, z. B. mit einer festen Teilchenzahl N erfordern dagegen eine Wellen-
funktion mit N Ortsvariablen

l/)(?‘l’ ?2> e ?‘N’ t) . (21)

Systeme, die auf diese Weise gut beschrieben werden kénnen, sind beispielsweise
— die Atombhiille,

—  Molekiile,

—  Festkorper (Phononen, Magnonen, Exzitonen),

— AtomKerne.

Es zeigen sich Grenzen fiir den Giiltigkeitsbereich der nichtrelativistischen Quantenme-
chanik z. B. bei der Atombhiille, wie wir in der Quantentheorie (QT) gesehen haben. Die
Feinstruktur der Spektrallinien, die Spin-Bahn-Kopplung, der Darwin-Term und Ener-
giekorrekturen ~ p* sind relativistische Effekte. In der relativistischen Quantenmecha-
nik wird versucht, diese Effekte zu berticksichtigen, indem die relativistische Energie-
Impulsbeziehung, die fiir ein freies Teilchen

EP=mPc* + czp2 2.2)

lautet, zum Ausgangspunkt von Wellengleichungen herangezogen wird und zur Klein-
Gordon-Gleichung und Diracgleichung fiihrt. In QT wird beschrieben, dass in der re-

https://doi.org/10.1515/9783112222362-002
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lativistischen Quantenmechanik grundlegende Probleme auftreten. Die Klein-Gordon-

Gleichung lasst Losungen mit negativen, nach unten unbeschrankten Energien zu, was

die Existenz eines Grundzustandes verhindert. Als weiteres Problem fithrt die Klein-

Gordon-Gleichung sogar zu negativen Wahrscheinlichkeiten. Uberdies kénnen in der

relativistischen Quantenmechanik mit fester Teilchenzahl offenbar keine Teilchen-

Erzeugungs- und -Vernichtungs-Prozesse behandelt werden, die jedoch in der Elemen-

tarteilchenphysik eine wichtige Rolle spielen. Im Fall der Diracgleichung konnte das

Problem der negativen Energien zwar durch Diracs geniale Idee des vollbesetzten Sees

der negativen Zustédnde gelost werden, aber in gewissen Situationen treten ebenfalls

negative Wahrscheinlichkeiten auf (Klein’sches Paradoxon).

Die genannten Probleme erfahren erst in der relativistischen Quantenfeldtheorie
eine befriedigende Losung. Wie wir sehen werden, gehdren negative Frequenzen nicht
zu negativen Energien, sondern zu Antiteilchen. Die Existenz der Antiteilchen hat zur
Folge, dass die Teilchenzahl N als variabel zu betrachten ist.

Die wichtigsten Phdnomene, die von der Quantenfeldtheorie beschrieben werden,
sind
— Die Existenz von Antiteilchen. (Allerdings kann ein Teilchen, das keine Ladungen

tragt, auch sein eigenes Antiteilchen sein, z.B. das Photon oder das hypothetische

Majorana-Neutrino.)

— Variable Teilchenzahl N. In einer Theorie, die Wechselwirkungen beinhaltet, kon-
nen Teilchen erzeugt und vernichtet werden. Die Moglichkeit variabler Teilchen-
zahlen 16st auch das Problem negativer Wahrscheinlichkeiten und von Wahrschein-
lichkeiten, die den Wert 1 tibersteigen.

—  Statistik. Die Bose-Einstein- und die Fermi-Dirac-Statistik werden begriindet, ebenso
der Spin-Statistik-Zusammenhang.

Das Teilchen-Feld-Konzept in der Quantenfeldtheorie

Die klassische Physik kennt als fundamentale physikalische Einheiten zwei grundséatz-
lich verschiedene Systeme: auf der einen Seite die Teilchen und auf der anderen Seite
die Felder — insbesondere als elektromagnetisches Feld (Maxwellfeld). Wahrend ein Teil-
chen durch die Angabe seines Ortes 7(t) als Funktion der Zeit festgelegt ist, ist ein Feld
ein kontinuierliches System mit einer unendliche Anzahl von Freiheitsgraden, welches
mathematisch durch eine oder mehrere Funktionen ¢]~(?, t) beschrieben wird.

In der Quantenmechanik ist diese Zweiteilung nicht aufgehoben. Ein Teilchen wird
durch eine Wellenfunktion (7, t) beschrieben, die nicht als klassische Grofie interpre-
tiert wird, sondern die Wahrscheinlichkeiten fiir das Verhalten des Teilchens liefert.
Felder hingegen treten als &uflere Felder, z. B. als Maxwellfeld, auf und werden als klas-
sische Grofien interpretiert.

In der Quantenfeldtheorie werden die Regeln der Quantentheorie auf Felder an-
gewandt. Das historisch erste Beispiel eines quantisierten Feldes war das Maxwellfeld.



2.2 Relativistische Feldgleichungen = 15

Die Quantisierung des Maxwellfeldes fithrt dazu, dass dieses System sich als dquivalent
zu einer Gesamtheit von Teilchen, den Photonen, erweist. Es kann also sowohl als quan-
tisiertes Feld als auch als quantisierte Theorie vieler Teilchen betrachtet werden. Auf
diese Weise findet der Welle-Teilchen-Dualismus beim Licht seinen vollstdndigen Aus-
druck.

In analoger Weise gelangt man durch die Quantisierung des klassischen Schrodin-
ger-Materiefeldes zu einer Mehrteilchen-Quantentheorie mit beliebiger Teilchenzahl N,
was eine nichtrelativistische Quantenfeldtheorie darstellt.

Die relativistische Quantenfeldtheorie kann schliefilich Objekte der Hochenergie-
physik, also Elementarteilchen und ihre Wechselwirkungen, in einheitlicher Weise be-
schreiben.

2.2 Relativistische Feldgleichungen

2.2.1 Grundelemente der speziellen Relativitatstheorie

Die wichtigsten Begriffe und Notationen der speziellen Relativitatstheorie, die in QT ein-
gefithrt wurden, sollen hier noch einmal zusammengefasst und ergénzt werden. Ereig-
nisse in der Raumzeit werden durch Vektoren in einem Minkowski-Raum représentiert,

x=00xE 53 =04, X0 =ct. 2.3)

Der metrische Fundamentaltensor ist

1.0 0 0
0 -1 0 0

= , 24

=10 0 4 o @
00 0 -1

und das Minkowski-Skalarprodukt wird mit der Einstein’schen Summationskonvention
geschrieben als

X-y = guxty’ = Xy -y = Xy =xty, . (2.5)
Das Herunterziehen eines Index mittels
Xy = gyvxv (2.6)

lasst die Zeitkomponente eines Vektors unverdndert, wahrend die raumlichen Kompo-
nenten ihr Vorzeichen umkehren,

(Xo» X1, Xp> X3) = (X%, —x', =%, —x*) = (ct, %) . 2.7



16 —— 2 Feldtheorie

Eine Lorentz-Transformation A: x — x’ wird durch eine 4 x 4-Matrix beschrieben:
x'H = A 2.8)
Sie soll das Minkowski-Skalarprodukt unverdndert lassen. Durch die Bedingung
BN = 8po » 2.9)
oder in Matrixschreibweise ATgA = g, wird dies garantiert:
X'y = NP Ny =X gy =x-y. (2.10)

Die Menge der Lorentz-Transformationen A bildet die Lorentz-Gruppe £, die sechs
freie Parameter hat. Aufgrund von Gl. (2.9) gilt

|detA] =1. (2.11)

Fir die Physik ist die Menge der eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformationen
wichtig:

cl={rec|A)21detA=+1} . (212)

Dabei bedeutet A% > 1, dass nur Lorentz-Transformationen, welche die Zeitrich-
tung nicht umkehren, betrachtet werden, und detA = +1 lasst nur solche Lorentz-
Transformationen zu, die stetig aus der Identitit hervorgehen — rdumliche Spiegelungen
sind damit ausgeschlossen.

Ein bekanntes Beispiel fiir Lorentz-Transformationen sind die Boosts, die den Uber-
gang von einem Bezugssystem zu einem dazu geradlinig gleichférmig bewegten ande-

ren Bezugssystem bewerkstelligen. Ein Lorentz-Boost in x-Richtung lautet:

Xt =yod = Bety, x'P=x*, X3=x*, ct' =vy(ct-pxh, 2.13)

I

mit f==2, v=(1-§)". (2.14)

In der Matrixdarstellung lautet diese Transformation

Yy -yB 0 0
(A%) = _gﬁ g (1) 8 .15)
0o 0 0 1

Eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe bilden die rdumlichen Rotationen, die charakte-
risiert sind durch

t'=t, ?'=R-T (2.16)
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mit einer 3 x 3 Rotationsmatrix R. Die entsprechende Matrix A ist

110 0 0
aey=[ ° @17)
v 0 R
0
Eine infinitesimale Lorentz-Transformation notieren wir als
A =8 + e’ + O(e”)
A=1+ew+--- (2.18)

mit einem infinitesimalen Parameter €. Aus der definierenden Gl. (2.9) der Lorentz-
Transformationen folgt

gyawup + gpvwvg =0. (2.19)

Durch Herunterziehen eines Index besagt dies, dass die Matrix (w,,) antisymmetrisch
ist:

Wgp =~ (2.20)

po *
Das zeigt, dass w — und damit die Lorentz-Transformationen — durch sechs reelle Para-
meter bestimmt ist. Die sechs Parameter entsprechen drei Freiheitsgraden fiir Lorentz-
Boosts und drei Freiheitsgraden fiir die Rotation. Fiir eine infinitesimale Geschwindig-
keit B ist die zugehorige w-Matrix gegeben durch

0 -8 0 0
(Wh) = 'f g 8 g .21)
0 0 00

Durch das Heraufziehen eines Index wird (w*") antisymmetrisch. Ein infinitesimaler
Lorentz-Boost in einer beliebigen Richtung ist gegeben durch

w=-/®, j=123, 2.22)

dabei sind ¢ w% die drei Komponenten der Geschwindigkeit.
Die infinitesimalen rdumlichen Drehungen mit Drehwinkel € sind

R = 13><3 + 6‘5 . (223)

Hierin ist w eine antisymmetrische 3x3-Matrix, die als Parameter die drei Komponenten
der Drehachse 7 enthalt,
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0 -ng n
o= n 0 -n |, @y=—€5hny. (2.24)
-n, m 0

Fur die Ableitungen verwenden wir die Konventionen:

d 10
d= s @dnondy)=(:5:.9) 2.25)
d 10
B ——,—v), 2.26
9 =g"0, o, @) (cat (2.26)
1 o
0=-9,9" = ~a5a A (2.27)

Der Wellenoperator oder d’Alembert-Operator o ist ebenfalls Lorentz-invariant: a;la’ #=
aua“. Achtung: In einigen Blichern wird er mit dem entgegengesetzten Vorzeichen defi-
niert.

Energie und Impuls eines Teilchens bilden die Komponenten des Vierer-Impulses
oder Energie-Impuls-Vektors,

@ = (g,ﬁ) . (2.28)

Die Lange des Vierer-Impulses ist Lorentz-invariant:

E*
pt= pub" = - pZ=mic. (2.29)
Dies ist die relativistische Energie-Impuls-Beziehung.
In der Stromungsmechanik, der Elektrodynamik und der Quantenmechanik gibt es
Kontinuitatsgleichungen von der Form

op 2

—+V.j=0, 2.30

a v (230)
die lokale Erhaltungssétze formulieren. Mithilfe des Gauf’schen Satzes folgt die globale
Erhaltung der Grofie

do-0. 2.31)

N - S
Q—Jd r p(r,t) = konst, i

In der Maxwell-Theorie bedeuten p(#,t) die Ladungsdichte und 7(?, t) die Dichte des
elektrischen Stromes, in der Quantenmechanik tibernehmen Wahrscheinlichkeitsdich-
te und Wahrscheinlichkeitsstrom im Sinne der Born’schen statistischen Deutung diese
Rollen.

Die relativistische Form der Kontinuitétsgleichungen erhélt man mit

j=cp, 2.32)
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() = (cp.]) - (2.33)
Damit ergibt sich die Kontinuitatsgleichung als Gleichung fiir Vierervektoren
a#j“ =0. (2.34)

Man beachte, dass die globale Ladung Q zu einem festen Zeitpunkt ¢,

Q= j d*x p(x) (2.35)

t, fest

nicht relativistisch kovariant geschrieben ist. Gleichwohl kann man mithilfe des
Gauf$’schen Satzes zeigen, dass die im transformierten Bezugssystem definierte Ladung

Q= J @*x' p(x) 2.36)

ty fest

denselben Wert Q' = Q besitzt, also invariant ist.

2.2.2 Feldgleichungen

Im Rahmen der relativistischen Quantenmechanik wurden in QT die Klein-Gordon-
Gleichung und die Diracgleichung eingefiihrt und diskutiert. Wir wollen diese Glei-
chungen hier noch einmal ins Gedédchtnis rufen. Ihre Interpretation im Rahmen der
Quantenfeldtheorie ist jedoch eine andere: Sie werden zunéchst als klassische Feldglei-
chungen betrachtet, die sodann der Quantisierung unterworfen werden.

2.2.2.1 Klein-Gordon-Gleichung
Bekanntlich fithren die Substitutionsregeln

0 o h
E h—, Y 2.37
—1 3 p— : ( )
von der nichtrelativistischen Energle Impuls-Beziehung fiir ein einzelnes Teilchen in
einem Potenzial V, ndmlich E = ;- + V, zur Schrddingergleichung
K
1h l/)(r t) = ——V +V Y@, e). (2.38)

Die obigen Substitutionsregeln fithren im relativistischen Fall in gleicher Weise von der
Energie-Impuls-Beziehung fiir ein freies Teilchen

E? = p2c? + m¥c* (2.39)
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zur Wellengleichung

2
—hz%(p(?, t) = —-h*PA(F, t) + m*c (T, ) . (2.40)

In Lorentz-kovarianter Schreibweise liest sich das als

Pt — ik, (2.41)
(19,8 - m*)p(x) = 0. (2.42)

Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung. Nun mégen Sie als Leser einwenden, dass diese
Gleichung wohl nicht als Feldgleichung fiir ein klassisches Feld betrachtet werden kén-
ne, da in ihr die (reduzierte) Planck’sche Konstante 4 vorkommt. Dem ist aber nicht
so. Wir konnten hier eine Konstante k = m/h einfithren und damit die Klein-Gordon-
Gleichung ohne Verwendung von #, sondern mit k aufschreiben. Spéter wiirde sich
dann herausstellen, dass die quantisierte Version der Gleichung mit Teilchen der Masse
m = hx zu tun hat. Dort erst wiirde # ins Spiel kommen. Aufgrund des historischen Ur-
sprungs der Gleichung als quantenmechanische Wellengleichung ist es jedoch tiblich,
sie von Anfang an mit m und % zu formulieren.

Fur ein elektrisch geladenes Teilchen mit Ladung ¢ in den dufieren elektromagne-
tischen Potenzialen ®(x) und A(x) sind in obigen Formeln Energie und Impuls folgen-
dermafien zu ersetzen:

E—E-qb, p—p-qaA, (2.43)
bzw. in kovarianter Form
Pt —p" A (2.44)
Die relativistische Energie-Impuls-Beziehung lautet damit
(E - q@)* = (b - qA)*c* + m*c* . (2.45)
In kovarianter Form ist das
(p - q4)* = m?c*. (2.46)
Fiir die Wellengleichung miissen wir entsprechend
ind" — iho" - qA* (2.47)

setzen und erhalten so die Klein-Gordon-Gleichung fiir ein Elektron in einem &ufieren
elektromagnetischen Feld

(ihd, — qA,)(ihd" — gA"Yp = m*c*e . (2.48)
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2.2.2.2 Diracgleichung
Dirac stellte 1928 eine relativistische Wellengleichung auf, die linear in den Ableitungen
d, ist. In der Schreibweise, die analog zur Schrédingergleichung ist,

ihglp =Hpy, (2.49)
ot
lautet der Dirac’sche Hamiltonoperator
I 2 _h . 2
Hp=ca-P+pmc :Tca-V+ﬁmc . (2.50)
Hierin sind a;, k = 1, 2,3, und B hermitesche Matrizen. Diese gentigen den Beziehungen

ajak + akaj = 26]k >
B+ Bay =0, 2.51)

F =1,
um die Giltigkeit der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung in der Form
HE = ¢*P* + m?c* (2.52)

zu gewdhrleisten. Die von Dirac gefundene Losung durch 4 x 4-Matrizen kann in Block-
form mit den Pauli-Matrizen oy geschrieben werden als

(0 o ~ /1 0
ak_<0k 0) (k=1,2,3), ﬁ_<0 _1>. (2.53)

Die Wellenfunktionen haben entsprechend vier Komponenten

(7, 0)
Uy (7, 1)
st t) |7
Yy(F, 1)

Y, = (2.54)

und die Diracgleichung ist ein System von vier linearen Gleichungen. Die sogenannte
kovariante Schreibweise der Diracgleichung verwendet die y-Matrizen

Y =B, Y =By (k=123) 2.55)

und lautet

(Y0, —mc) =0 bzw. (vP,—mc)¢=0. (2.56)
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Die y-Matrizen erfiillen die Antikommutationsregeln
Yy + vy = 281 2.57)

Diese Relationen definieren die Basis einer sogenannten Clifford-Algebra. In der Di-
rac’schen Darstellung haben wir explizit

o (1 0) r ( 0 ok>
- . Yo = : 2.58
y <0 ) Y e o (2.58)

Der Viererstrom j*, der die Kontinuititsgleichung ayj“ = 0 erfiillt, kann mit den Defini-
tionen

A S B (RN (2.59)
Y=y = v, YY) (2.60)

geschrieben werden als
=¥y VY = cv'y. (2.60)

In gleicher Weise wie bei der Klein-Gordon-Gleichung erfolgt die Ankopplung an ein
aufieres elektromagnetisches Feld Au (x) durch die Ersetzungsvorschrift (2.47) und fithrt
auf

(iry"9, - qv*A, -me)yp = 0. (2.62)
Wie bereits bei der Klein-Gordon-Gleichung betont, wollen wir §(x) hier als klassisches

Feld betrachten, in diesem Fall mit vier Komponenten.

2.2.2.3 Maxwell-Gleichungen
Ein weiteres wichtiges System von Feldgleichungen sind die Maxwell-Gleichungen fiir
das elektromagnetische Feld. Bei Anwesenheit von Ladungen und Stromen lauten sie

o P - 1 0oE
vV.E=L, vxB= =, 2.63
0 % ‘u0]+c‘28t ( )
V-B=0, fo+g—lj=0, (2.64)

wobei uy&, = 1/c* gilt. In der Elektrodynamik haben wir gelernt, dass die Feldstirken
sich durch die Potenziale A und ® mittels

B=VxA4d, E=-vo-— (2.65)
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ausdriicken lassen. Die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen sind dann automa-
tisch erfullt.

In der relativistischen Feldtheorie wird gerne das Heaviside-Lorentz-System ver-
wendet, in dem die Konstanten y, und &, nicht vorkommen, und in dem Raum und
Zeit in den Gleichungen explizit gleichberechtigt behandelt werden. Die Umrechnung
geschieht mit

E‘H:\/%E', BH:lB, q)H:\/%q), AH:LA, (266)
Lo Lo
_ 1 :_ 1= (2.67)
PH—\/%I% ]H—\/%]~ .

Den Index H werden wir im Folgenden fortlassen. Die Maxwell-Gleichungen und der
Zusammenhang mit den Potenzialen lauten in diesem System

. -~ 1. 10F
V.E=p, VxB=-j+-— 2.68
p x c]+cat (2.68)
v.-B=0, VXE+18—B= (2.69)
c ot
B-vxi, E=-ve- 1% 270)
c ot

Die relativistisch kovariante Formulierung der Potenziale und Feldstarken ist

4" = (9,4, @.71)
FH = a#4Y — o¥A* | (2.72)
0 -E, -E, -E
ey B0 B B 2.73)
E, B, 0 -B,
E, -B, B, 0
bzw.
i0 1 k..
Ei =F", Bi = —Eeiij (l,],k € {1, 2, 3}) . (274)

Die inhomogenen Maxwell-Gleichungen lauten kovariant
g, F = L (2.75)
uF = j . .
Die homogenen Maxwell-Gleichungen sind identisch erfiillt und nehmen die Form

MFP + 9"FPE + OPF* = 0 (2.76)
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an. Die Potenziale werden durch die Feldstiarken nicht eindeutig festgelegt. Eichtrans-
formationen der Potenziale von der Form

A (x) = A () + 0" AX) .77
lassen die Feldstarken unverandert:
F'™x)=F"x). (2.78)

Durch geeignete Eichtransformationen kann man erreichen, dass die Potenziale gewisse
Bedingungen erfiillen. Haufig verwendete Eichungen sind

Lorenz-Eichung: 0,A
Coulomb-Eichung: V- A
Strahlungseichung: V-

0,
0,
0, ®=0, firj=

Wenn wir eine Feldtheorie des elektromagnetischen Feldes studieren wollen, stellt
sich die Frage, ob die Potenziale A*(x) oder die Feldstiarken F*V(x) als grundlegende
Felder betrachtet werden soll. Es hat sich als giinstig erwiesen, die Potenziale A*(x)
zu wéhlen. Wir bezeichnen dieses vierkomponentige Feld daher als Maxwellfeld. Zu-
néchst gilt es allerdings festzustellen, dass die Zahl der Komponenten nicht der Zahl der
Freiheitsgrade entspricht. Die sechs Feldstirken F*¥ erfiillen vier homogene Maxwell-
Gleichungen, die identisch erfiillt sind. Daher werden durch sie nur zwei Freiheitsgrade
beschrieben. Diese Freiheitsgrade entsprechen den beiden Polarisationen von elektro-
magnetischen Wellen. Folglich miissen in den Potenzialen, aus denen man die Felder
durch Ableiten gewinnt, zwei unphysikalische Freiheitsgrade enthalten sein. Diese kon-
nen durch Eichtransformationen fixiert werden. Betrachten wir das freie Maxwellfeld,
d. h. bei Abwesenheit von Ladungen und Stromen. Die Freiheitsgrade lassen sich dann
gut in der Strahlungseichung aufzeigen, da diese die unphysikalischen Freiheitsgrade
vollig eliminiert. Das sehen wir auf folgende Weise. In der Strahlungseichung gilt

V-A=0, ®=0. (2.79)
Die Feldgleichungen des Maxwellfeldes sind die inhomogenen Maxwell-Gleichungen
au(a“A” -0"A*) =0, bzw. DA"+ ava,,A“ =0. (2.80)

In der Strahlungseichung, in der 6uA“ = 0 gilt, reduzieren sie sich auf die Wellenglei-
chungen

oA, =0, (=0,..,3). (2.81)

Ihre Losungen sind die ebenen Wellen



