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Vorwort.

Dieses kleine Buch will den jungen Ingenieuren und Naturforschern be-
hilflich sein, die Grundbegriffe und Hauptsitze der hoheren Mathematik klar
zu erfassen. Es stiitzt sich auf eine fast 40-jahrige Lehrerfahrung an Uni-
versititen (Leipzig, Greifswald, Bonn, Prag) und Technischen Hochschulen
(Prag, Dresden).

Angesichts der starken Zuriickdringung der Mathematik in den Lehr-
planen unserer hoheren Schulen ist es an den Hochschulen mehr denn je not-
wendig, mit allen Mitteln vereinfachender Darstellungskunst dafiir zu sorgen,
daB wenigstens die Grundkenntnisse der hoheren Mathematik fest an-
geeignet werden, ohne die ein gedeihliches Studium der Technik und Natur-
wissenschaft undenkbar ist. Hierbei mitzuhelfen fithlte ich mich als alter
Diener der mathematischen Lehre verpflichtet.

Dresden, Weiller Hirsch, 1938, Gerhard Kowalewski

Vorwort zur zweiten Auflage.

Diese neue Auflage ist ein fast unverinderter Abdruck der ersten. Auf
Grund einer sorgfiltigen Durchsicht sind alle kleinen Fehler beseitigt.

Prag, Januar 1943. Gerhard Kowalewski



Erstes Kapitel.

Vektorrechnung und Determinantentheorie.

§ 1. Rationale und irrationale Zahlen.

Die positiven und negativen ganzen Zahlen, ebenso die Null, sind jedem
etwas ganz Bekanntes. Er weiB z. B. genau, was bei einem Celsiusthermometer
17 Grad oder — 10 Grad oder 0 Grad bedeuten, was es heifit, 100 M oder
— 80 M oder 0 M zu besitzen, was eine Hohe von 500 m oder — 20 m oder 0 m
iber dem Meeresspiegel besagt.

Aber auch die positiven und negativen Briiche, wie § oder — %, sind
jedem, der eine Schule durchgemacht hat, geldufig. Er weill sie anzuwenden
und mit ihnen zu rechnen.

Alle diese Zahlen werden als rational bezeichnet. Eine rationale Zahl
oder Rationalzahl ist also entweder eine ganze Zahl, wozu auch die Null
gehort, oder ein Bruch, positiv oder negativ.

Man kommt bei allen praktischen Messungen, weil es sich dabei immer
um eine beschrénkte Genauigkeit handelt, mit den Rationalzahlen aus. Eine
Messung besteht darin, daB man feststellt, wie oft eine zugrunde gelegte Ein-
heit in der zu messenden GrioBe enthalten ist, d. h. wie oft sie sich von ihr
fortnehmen ldBt. Bleibt ein Rest iibrig, so teilt man die Einheit in eine An-
zahl gleicher Teile, z. B. in Zehntel, und sieht zu, wie oft die Zehnteleinheit
in dem vorliegenden Rest enthalten ist. Bleibt auch hier ein Rest iibrig, so
teilt man die Zehnteleinheit nochmals in zehn gleiche Teile. Fahrt man in
dieser Weise fort, so wird schlieBlich der Rest unterhalb der Genauigkeits-
grenze liegen. Allen Messungen, wie genau sie auch sein mogen, ist eine natiir-
liche Genauigkeitsgrenze gesetzt, unter die man nicht heruntergehen kann,
weil unsere Sinne, auch wenn wir sie durch Instrumente verfeinern, dem Ge-
setz der Schwelle unterworfen sind. Was unterhalb der Schwelle liegt,
entzieht sich der Wahrnehmung.

Den praktischen Messungen stehen die Messungen der reinen Geometrie
gegeniiber, die absolut genau sein miissen. Bei solchen Messungen hat es sich
gezeigt, daB manchmal die Rationalzahlen nicht ausreichen, um das Messungs-
ergebnis auszudriicken. Wenn man z. B. die Diagonale eines Quadrats, dessen
Seite die Lingeneinheit ist, absolut genau messen will, so 1aBt sich in aller
Strenge beweisen, da die Diagonale kein rationales Vielfaches der Seite ist.
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Wenn ich die Seite in n gleiche Teile zerlege, so wird niemals ein solcher Teil
in der Diagonale ohne Rest aufgehen, wie ich die ganze Zahl r auch wihlen
mag. Zu dieser Erkenntnis gelangte bereits Pythagoras (569—500 v. Chr.).
Er stiitzte sich dabei auf seinen berithmten Satz, daB im rechtwinkligen
Dreieck das Hypotenusenquadrat der Summe der Kathetenquadrate gleich-
kommt. Wire die Diagonale des Quadrats das m-fache eines n-tels der Seite,
so miilte nach dem pythagoreischen Lehrsatz
2
Cpe

n

d. h. m? = 2n? sein. Nun haben die ungeraden Zahlen 1, 3,5, ... die Eigen-
schaft, dafl ihre Quadrate 1,9, 25, ... ebenfalls ungerade Zahlen sind, wih-
rend die geraden Zahlen 2, 4,6,... gerade Quadrate 4,16, 36, ... liefern.
Aus der Gleichung m? = 2n? sehen wir, daB m? gerade ist. Also muB auch m
gerade sein, so daB man m = 2m’ schreiben kann. Setzt man in obiger Glei-
chung m? = 4m'?, so folgt 2m’? = n?, woraus zu schlieBen ist n = 2r’. Der

’

Bruch " 18t sich also durch Kiirzung in rzzT iiberfithren. Setzt man voraus,
n n

daB ” bereits nach Moglichkeit gekiirzt war, so liegt offenbar ein Widerspruch
n

vor. Der schon véllig gekiirzte Bruch miiBte sich noch durch 2 kiirzen lassen.

Die alten Griechen driickten dieses Ergebnis so aus, daB sie die Seite
und Diagonale des Quadrats fiir inkommensurabel erklirten. Es gibt kein
gemeinsames MaB fiir beide, d. h. keine Lénge, die in beiden aufgeht. Eine sehr
wichtige und bemerkenswerte Feststellung.

Will man alle Messungsergebnisse, auch die absolut genauen der Geo-
metrie, durch Zahlen ausdriicken, so ist eine Erweiterung des Zahlbegriffs
ither die rationalen Zahlen hinaus erforderlich. Die Diagonale des Quadrats
von der Seite 1 hat dann eine Lénge, die durch eine Irrationalzahl aus-
gedriickt wird. Rationale und irrationale Zahlen werden zusammen als reelle
Zahlen bezeichnet.

Eudoxos, ein Zeitgenosse Platons (429—348 v. Chr.), gab als erster
eine wissenschaftliche Theorie der Irrationalzahlen. Als solche ist seine Propor-
tionenlehre anzusehen, die Euklid (um 300 v. Chr.) im fiinften Buch seiner
Elemente dargestellt hat. Der Grundgedanke dieser Theorie ist derselbe, den
in unserer Zeit (1872) Dedekind zur scharfen Erfassung des Irrationalen be-
nutzt hat. Die Irrationalzahl wird festgelegt durch eine Einteilung aller Ra-
tionalzahlen in eine Klasse der groBeren (obere) und eine Klasse der klei-
neren (untere Klasse). Uberall, wo eine solche Einteilung der Rationalzahlen,
ein sog. Schnitt, vorliegt und es nicht gelingt, die beiden Klassen durch
eine Rationalzahl gegeneinander abzugrenzen, wird eine irrationale Tren-
nungszahl fingiert, die alle Zahlen der unteren Klasse iibertrifft und von
allen Zahlen der oberen Klasse iibertroffen wird. Diese Einfiigung der Irra-
tionalzahlen zwischen die kleineren und die gréBeren Rationalzahlen ist der
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Angelpunkt der ganzen Theorie. Von hier aus wird dann auch das Rechnen
mit den neuen Zahlen in absolut einwandfreier Weise begriindet, worauf wir
aber in dieser einfithrenden Darstellung nicht eingehen wollen.

§ 2. Punkte und Zahlen,

Descartes, der berilhmte franzésische Philosoph (1596—1650), hat in
seiner Géométrie (1637) gelehrt, wie man die Zahlen durch die Punkte einer
Geraden in einfacher Weise versinnlichen kann. Er wurde dadurch der Be-
griinder der analytischen Geometrie (Geometrie in Zahlen).

Auf einer Geraden kann man in zwei verschiedenen Richtungen fort-
schreiten. Die eine ist in Figur 1 durch einen Pfeil markiert und soll die po-
sitive heifen. Die entgegengesetzte Richtung nennt man die negative. Eine
Bewegung auf der Geraden in positiver Richtung gilt als Vorwérts-
bewegung, eine in negativer Richtung als Riickwirtsbewegung. Nun
sel A, cin erster, A, ein zweiter Punkt auf der Geraden, d die Entfernung bei-
der, gemessen mit einer zugrunde gelegten Langeneinheit (in der Figur mit 1
bezeichnet). Bewegt man sich
auf der Geraden von A, nach 4,,
80 beschreibt man die Strecke

A A,. Hat man sich hierbei A A B B
. 1 2 2 )
vorwirts bewegt, so wird der
Strecke A4, die Mafizahl d )
zugeschrieben. -Hat man sich Fig. 1
1g. 1.

rickwirts bewegt, so gilt —d
als die MaBzahl der Strecke A,4,. Die MaBzahl einer Strecke A4, ist
also die mit einem gewissen Vorzeichen versehene Entfernung der beiden
Punkte A;, A,. Dieses Vorzeichen ist das Zeichen -+, wenn man vom
Anfangspunkt A; zum Endpunkt A, durch eine Vorwirtsbewegung
gelangt, das Zeichen —, wenn der Ubergang vom Anfangspunkt zum End-
punkt der Strecke eine Riickwirtsbewegung erfordert. Wir bezeichnen die

MafBzahl der Strecke 4,4, mit AI_A‘2 In Fig.1 ist z. B. A—;i; = 3, dagegen
BB, = —1.

Wenn man Anfangspunkt und Endpunkt einer Strecke vertauscht, so
kehrt die MaBzahl ihr Zeichen um, d. h. es ist

(1) AjA, = — A,A,.
Wenn wir z. B. durch eine Vorwirtsbewegung von A; nach A4, gelangen, so

kommen wir von A, wieder nach 4,, indem wir um dasselbe Stiick riickwarts
gehen.

_ Eine wichtige Beziehung besteht zwischen
den durch drei Punkte A,, 4;, A; bestimmten
A, A, A;  Strecken. Liegen die drei Punkte wie in Fig. 2,

Fig. 2. s0 sind A,;A,, A,A;, A,A; die Liingen der
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Strecken A,A,, A;A;, 4;4; und es ist klar, daB die Summe der beiden
ersten gleich der dritten ist. Demnach gilt die Beziehung
AsAy + Apdy = A4,
oder mit Riicksicht auf die Eigenschait (1)
(2) Ay, + A45 + 434, =0,

Man kann nun zeigen, dall diese Dreipunkteformel auch fiir jede andere
Lage der beteiligten Punkte gilt. Da man zur Lage in Fig. 2 stets durch Um-
numerierung der Punkte gelangen kann, so brauchen wir nur festzustellen,
daB eine beliebige Vertauschung der Nummern 1, 2, 3 nichts an der Gitltigkeit
der Formel (2) &ndert. Vertauscht man die Nummern zyklisch, d. h. ersetzt
man 1, 2, 3 durch 2, 3, 1, so bleibt offenbar die Gleichung (2) erhalten. Durch
nochmalige zyklische Vertauschung gelangt man von 2, 3, 1 zu 3, 1, 2. Es
bleiben jetzt nur noch die Anordnungen 3, 2, 1 und 1, 3, 2 und 2, 1, 3 zu priifen,
sogar nur die erste, weil die beiden andern durch zyklische Nummernvertau-

schung aus ibr hervorgehen. Ersetzt man 1, 2, 3 durch 3, 2, 1, so verwandelt
sich die linke Seite der Gleichung (2) in

Ay + d3Ay + Ads,

d.h. in — (A;i“2 + A;i, + /IE). Es tritt also nur der Faktor — 1 hinzu.
Die Gleichung selbst bleibt erhalten. Sie stellt demnach eine fiir jede Lage der
drei Punkte giiltige Beziehung fest.

Nach diesen Vorbereitungen 148t sich die Versinnlichung der Zahlen
durch die Punkte einer Geraden, die man die Zahlenlinie nennt, in ein-
fachster Weise durchfiihren. Wir wiihlen auf der Geraden (vgl. Fig. 3) einen

! festen Anfangspunkt 0. Jedem

- Punkt P der Geraden ordnen wir dann
die Zahl! z = OP zu, also die Ma8-

0 E P Q zahl der Strecke OP, die vom An-
Fig. 3. fangspunkt aus nach P fithrt. Dieses =

heit die Abszisse des Punktes P.
Zwei verschiedene Punkte P und @ baben verschiedene Abszissen. Aus

OP = 0_(_) wiirde auf Grund der Dreipunkteformel OP + P‘Q + Q0 = 0 folgen

ﬁQ— = 0, d. h. die Strecke PQ hatte die MaBzahl, mithin auch die Linge Null,
die Punkte P und Q wiren also nicht verschieden. Wenn eine Zahl z gegeben ist,
so 1aBt sich auf der Zahlenlinie stets ein Punkt P finden, dessen Abszisse
den Wert z hat. Ist = 0, so fallt O mit P zusammen. Ist z positiv, so ge-
langt man von O nach P durch eine Vorwirtsbewegung um z, ist  negativ,
s0 muf man, um P zu finden, von O aus um die Lange — z nach riickwérts
gehen. Bei rationalem z gibt es hierbei keinerlei Schwierigkeit. Bei irratio-
nalem z kénnten Zweifel dariiber entstehen, ob es immer eine Strecke gibt,
die eine gegebene irrationale Linge hat. Dies wird allgemein angenommen,
ist aber im Grunde nur ein Axiom.
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Durch die Formel z = O P wird zwischen den Zahlen z und den Punkten P
der Zahlenlinie eine Zuordnung hergestellt, die folgende Eigenschaften hat:
Jedem Punkt P entspricht eine Zahl z, seine Abszisse. Verschiedene Punkte
haben verschiedene Abszissen. Jede Zahl x kommt als Abszisse eines Punktes
vor. Eine solche Zuordnung wird als Abbildung bezeichnet. Es ist also ge-
lungen, die reellen Zahlen durch die Punkte einer Geraden abzubilden.

Der Punkt E mit der Abszisse 1 wird als Einheitspunkt bezeichnet,
so wie man @ auch den Nullpunkt nennt. Die Strecke OF ist die Grund-
strecke oder Einheitsstrecke. Diese Einheitsstrecke beherrscht die ganze
Abszissenbestimmung. Man kann sogar die Gerade verlassen und jeder
Strecke AB im Raume, die zur Einheitsstrecke OF parallel ist, eine MaB-

zahl AB zuschreiben. Sie ist das positive oder negative Langenverhaltnis der
Strecken AB und OE, je nachdem die Strecken AB und OF gleichsinnig oder
gegensinnig gerichtet sind. Dieses mit einem Vorzeichen versehene Léngen-
verhéltnis der parallelen Strecken AB und OF bezeichnet man vielfach kurz
mit gg Offenbar #ndert ein solcher Streckenquotient sich nicht, wenn
man die MabBeinheit anders wihlt. Auch ist er unabhangig von der
Festsetzung der positiven Richtung.

Descartes hat auch gezeigt, wie man die Zahlenpaare z,, z, durch
die Punkte einer Ebene abbilden kann. Es wird ,
in der Ebene ein Anfangspunkt O gewihlt, /
von dem zwei Grundstrecken OE,, OFE, aus- E
gehen, jedoch so, daB die Punkte O, E,, E, /
nicht in gerader Linie liegen (vgl. Fig. 4). Wenn P,
nun irgendein Punkt P der Ebene ins Auge
gefaBt wird, so kann man durch ihn Parallelen
zu den Grundstrecken ziehen. Jede von ihnen
schneidet die andere Grundstrecke oder ihre (. _______[_ ..
Verldngerung in einem Punkte. Auf diese Weise 1 A
gehort zu jedem Punkt P der Ebene ein Fig. 4.
Punktepaar P,, P,. Diese beiden Punkte kann
man nun nach der Abszissenmethode festlegen und dabei OF, und OF,
op, op,
(ﬁl und 2 ZUEZ,
so sind z;, z, die Koordinaten des Punktes P. Die Geraden OE,; und
OE,, auf denen die positiven Richtungen von O nach E, bzw. E, laufen, nennt
man die Koordinatenachsen. Gewd6hnlich wahlt man die Grundstrecken
so0, daB sie senkrecht aufeinanderstehen und spricht dann von rechtwink-
ligen Koordinaten. Auch gibt man meistens beiden Grundstrecken dieselbe
Linge 1. Vielfach wird die eine Achse als Abszissen-, die andere als Or-

dinatenachse bezeichnet. OP, ist dann die Abszisse; OP, oder P,P die
Ordinate (die im Endpunkt der Abszisse aufgerichtete Strecke).

als Einheitsstrecken benutzen. Setzt man =z, =
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Um eine Abbildung der Zahlentripel z,, ,, z; durch die Punkte des
Raumes zu gewinnen, wihlt man im Raume einen Anfangspunkt O, ferner
drei Grundstrecken OF,, OF,, OFE,, die nicht in eine Ebene fallen diirfen.
Ist P irgendein Punkt im Raume, so lege man durch ihn drei Ebenen paraliel
zu den Ebenen OE, E;, OF E,, OE,E,, den sog. Koordinatenebenen. Diese
durch P gelegten Ebenen treffen die Grundstrecken OF,, OE,, OE, oder ihre
Verlingerungen in den Punkten P, P,, P,. Die Streckenquotienten

. _ 0P, oP, op,
‘T OE,’ ™~ 0E, ™~ OF,
sind dann die Koordinaten des Punktes P.
In Fig. 5 ist aus OP;, OP,, OP; ein Parallelepiped oder, wie man viel-
fach sagt, ein Block konstruiert. Mit jeder der drei Grundstrecken laufen
P -vier Blockkanten parallel, von denen
> g cine durch O, eine durch P hindurch-
E, geht. O und P sind Gegenecken des
Blocks, ebenso P, und ¢, P, und Q,,
Q P P, und Q,. Man kann von O nach P auf
sechs verschiedene Arten lings eines aus
drei Kanten gebildeten Weges gelangen.
Zum Beispiel kann man zuerst die Kante
O P, durchlaufen, dann P;Q; und schliel-
lich Q;P. Die beiden letzten Strecken
entstehen durch Parallelverschiebung
£ aus OP, und OP;. Sie sind, wie der
Fig. 5 technische Ausdruck heiit, mit diesen
' Strecken #quivalent. Man pflegt zu
sagen, OP sei die Summe der Strecken OP,, P,Q;, Q3P oder auch der
Strecken OP,, OP,, OP,. Die Streckenaddition vollzieht sich in der
Weise, daB man aus den zu summierenden Strecken mit Hilfe von Parallel-
verschiebungen einen Streckenzug bildet, wo immer im Endpunkt einer
Strecke der Anfangspunkt der nichsten liegt. Die Summe ist dann diejenige
Strecke, die vom Anfang zum Ende des Streckenzuges hinfiihrt. Jede Strecke
im Raum kann als Summe dreier Strecken (Komponenten) dargestellt
werden, die parallel zu den drei Grundstrecken sind. Strecken werden viel-
fach durch einzelne Buchstaben bezeichnet, und zwar durch deutsche. Wenn
man die Grundstrecken e,, e,, e; nennt und, wie iiblich, OP; = z,e,,
OP; = z4¢,, OP, = 7,¢, schreibt, so kann man die Komponentenzerlegung
der Strecke OP durch die Formel
OP = ze, + z4e, + Z3¢4
ausdriicken. Man erhdlt OP, indem man die Grundstrecken mit passenden
Zahlenfaktoren versicht und dann durch Bildung eines Streckenzuges sum-
miert. Die Multiplikation einer Strecke mit einer Zahl bedeutet, daB die Linge
der Strecke mit dem absoluten Betrage der Zahl (Zahl ohne Vorzeichen)

<o

"
o
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multipliziert und, falls die Zahl negativ ist, noch die Richtung der Strecke
umgekehrt wird. So ist z. B. — 3AB nichts anderes als 3BA und dies die
auf dreifache Linge gebrachte Strecke BA.

Die Komponenten O P;, 0 P,, OP, der Strecke OP sind die Projektionen
von OP auf die Geraden OF,, OE,, OF,, wobei die Projektion mit Hilfe von
Parallelebenen zu den Koordinatenebenen bewirkt wird. z;, z,, z; sind die
MaBzahlen dieser Projektionen, wobei die Grundstrecken als Einheits-
strecken dienen. Es ist also

2, =0P;, z3=0P;, z3=00P,.

Auch bei einer beliebigen Strecke AB, die nicht von O ausgeht, gibt es
eine solche Zerlegung in Komponenten. Um z. B. die erste Komponente
von AB zu gewinnen, muBl man durch A und B Parallelebenen zur Koordi-
natenebene OE,E, legen. Diese schneiden die Gerade OF, in zwei Punkten A,,
B, und A4,B, ist die erste Komponente von AB. Ebenso erhilt man die beiden
andern Komponenten A,B, und A,B;. Aus ihnen 1a8t sich durch Parallel-
verschiebungen ein Streckenzug bilden, der bei A anfingt und bei B endigt,
so daB man schreiben kann

AB = A,B, + A,B, + A,B,.
Wir lassen in diesen Betrachtungen allen Strecken Freiheit zu beliebigen
Parallelverschiebungen. Strecken, die diese Freiheit genieBen, werden auch
als Vektoren bezeichnet. Setzt man AB, = z,e,, A, B, = 2,¢,, AgB; =2z,¢,,
so heiBen z;, z,, 2, die Koordinaten von AB.

Wir wollen noch die Frage erdrtern, wie sich die Multiplikation einer
Strecke mit einer Zahl und die Addition zweier Strecken auf die Koordinaten
auswirkt,.

Man iiberzeugt sich leicht an Hand der Fig. 6 von der Richtigkeit der
fiir zwet Vektoren %, B und eine Zahl k geltenden q, R
Rechnungsregel

kY 4 B) =k + £B.
Ist A = PQ, B =0QR, so muB man den Fall eines @ R
positiven und den eines negativen k gesondert be-
trachten. Im Fall eines positiven k sei PQ, = kPQ
und PR, = kPR. Die Strecken PQ, und PR, haben
die k-fache Linge von PQ und PR. Dann hat auch
Q,R, die k-fache Linge von QR und ist zu QR par-
allel, so da8 man schreiben kann Q,R, = kQR.
Nun ist PR, = PQ, +Q.R,, also kPR =kPQ +kQR
oder k(PQ + QR) = kPQ + kQR. Bei negativem k&
treten an die Stelle der Punkte Q,, R; die Punkte
021 Rz-

Eine zweite Regel, auf die wir uns stiitzen &; e,
werden, bezieht sich auf die zweimalige Multipli- Fig. 6.
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kation eines Vektors mit einer Zahl. Wird der Vektor % zuerst mit %,
und dann mit k, multipliziert, so kommt dasselbe heraus, wie bei ein-
maliger Multiplikation mit k;k,. Um den Beweis zu fithren, braucht man
nur an die Bedeutung dieser Art von Multiplikation zu denken. Jedesmal
multipliziert sich die Linge des Vektors mit dem absoluten Betrage des Zahlen-
faktors. Ist der Faktor negativ, so kehrt der Vektor iiberdies seine Richtung
um,. Eine zweimalige Umkehrung der Richtung stellt die alte Richtung wie-
der her.
Nach diesen Vorbemerkungen kionnen wir die erste der gestellten Fragen
bereits beantworten. Ist
AB = z,e; + 250, + 2385,
so wird es bei Multiplikation mit % erlaubt sein, diesen Faktor bei den ein-
zelnen Summanden anzubringen, wo man ihn dann mit dem schon vorhan-
denen Faktor zusammenfassen kann. Es ergibt sich also
kAB = (kzy)e, + (kzo) ey + (Kz;) e,
d. h. die Koordinaten des Vektors kA B entstehen aus denen des Vektors AB
durch Hinzufiigen des Faktors k. Wird ein Vektor mit einer Zahl multi-
pliziert, so multiplizieren sich seine Koordinaten mit dieser
Zahl.
Zur Erledigung der zweiten Frage brauchen wir noch eine dritte Rech-
nungsregel. Sie findet ihren Ausdruck in der Gleichung
W 4 kAN = (k) + k)N
Es sei auf der Geraden, die den Vektor U trigt, PQ = kU, QR =k,
Dann ist PR = k% + k3. Benutzt man ¥ als Einheitsstrecke, so ist
k= PQ, ky = (_)R Aus der Drexpunkteformel PQ + QR + ‘RP =0 ent-
nimmt man PR = PQ + QR, d.h. PR =k, + k,, so daB PR = (k, +k,) %
gesetzt werden kann.
Liegen nun zwei Vektoren xe, + Z,e; 4+ 763 und .05 + ¥ +-¥3es
vor, so lautet ihre Summe
Zyey + Yies + Za€ + Yoo + T8y -+ Ysls
oder nach der soeben bewiesenen Rechnungsregel

(21 + y1)es + (22 + yo)es + (23 + Ys)es.
In Worten: Wenn man zwei Vektoren addiert, so addieren sich
die gleichnamigen Koordinaten.

Wir haben bei der letzten Uberlegung auBer der frither schon erérterten
Vertauschbarkeit der Summanden noch eine zweite Eigenschaft der Vek-
torenaddition benutzt, wonach man Gruppen von Summanden durch ihre
Summen ersetzen darf. Diese Eigenschaft wird sofort evident, wenn man einen
Vektorenzug betrachtet. Es ist z. B.

p,p, + P,P, + P,P,= P,P,.
Ersetzt man hier P,P, 4+ P,P, durch P, P,, so ergibt sich die richtige Glei-
chung P,P, + P,P, = P,P,.
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Die Koordinaten eines Punktes P sind zugleich die Koordinaten des
Vektors OP, der vom Anfangspunkt O nach jenem Punkte hinfiihrt und als
Ortsvektor von P bezeichnet wird. Sind nun zwei Punkte P und Q ge-
geben, deren Koordinaten z,, z,, z; und y,, ¥,, ¥; lauten, so miissen sich die
Koordinaten z,, z,, z; der Strecke PQ durch jene z, y ausdriicken lassen. Wie
lauten diese Ausdriicke? Bedenkt man, daB OQ =OP + PQ ist und die
Koordinaten von OP + PQ, die gleich denen von OQ sein miissen, 2, + z,,
Ty + 23, T3 + 23 lauten, so ergibt sich 2y +2; == ¥y, 2y + 2, = ¥, T3 + 23 =1y,
also

H =Y LT Yo Tgy 23 = Y3 I3.
Man findet also die Koordinaten einer Strecke PQ dadurch, dall man von den
Koordinaten des Endpunktes Q die des Anfangspunktes P subtrabiert. Die
Koordinaten einer Strecke sind mit andern Worten die Koordinaten-
dnderungen, die ein Punkt erfihrt, wenn er vom Anfang zum
Ende der Strecke itbergeht.

§ 3. Das Volumprodukt dreier Vektoren.

Wir betrachten drei Vektoren %, B, €, die wir uns nach demselben Ur-

sprung O verschoben denken, so daf

A=04, B=0B, €=0C

ist. Als Volumprodukt der Vektoren %, 9B, € bezeichnen wir den Inhalt des
durch 04, OB, OC bestimmten Blocks, genommen mit dem Plus- oder Minus-
zeichen, je nachdem die drei Strecken ein Rechts- oder ein Linkstripel
bilden. Ein Rechtstripel liegt vor, wenn OA, OB, OC so zueinander liegen,
wie das rechte Bein, das linke Bein und der Oberkérper eines breitbeinig
sitzenden Menschen. Denkt man sich OC als eine Person, deren FiiBe in O
und deren Kopf in C liegt, so sieht diese Person, wenn sie auf die Ebene OAB
blickt, im Falle eines Rechtstripels die Strecke OA zur Rechten, die Strecke OB
zur Linken. Im Falle eines Linkstripels wird der personifizierte Vektor OC
feststellen, daB OA zur Linken und OB zur Rechten liegt. Daumen, Zeige-
finger und Mittelfinger der rechten Hand bilden ein Rechtstripel. Bei der
linken Hand stellen sie ein Linkstripel dar.

Wenn man in einem Rechtstripel zwei Strecken vertauscht, so entsteht
ein Linkstripel und umgekehrt. Man iiberzeuge sich, daB aus dem Rechts-
tripel ,,Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger der rechten Hand*“ ein Linkstripel
wird, wenn man die Reihenfolge durch Vertauschung zweier Glieder des
Tripels abidndert, d. h. man stelle fest, daB an der rechten Hand folgende
Tripel Linkstripel sind:

Zeigefinger, Daumen, Mittelfinger,
Mittelfinger, Zeigefinger, Daumen,
Daumen, Mittelfinger, Zeigefinger.

Es kommt darauf an, zu bestitigen, daB jedesmal der dritte Finger des
Tripels als Person gedacht, den ersten zur Linken, den zweiten zur Rechten
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liegen sieht. Der Leser wolle die kleine Miihe nicht scheuen, diese Feststellungen
wirklich durchzufiihren.
Wechselt man in den beiden ersten Linkstripeln die beiden letzten Glie-
der aus, so entstehen die Anordnungen
Zeigefinger, Mittelfinger, Daumen,
Mittelfinger, Daumen, Zeigefinger,

die ebenso wie die Anordnung
Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger

Rechtstripel darstellen. Hiermit sind alle sechs Anordnungen, die es bei drei
Dingen gibt, erschopft. Mit den drei ersten Fingern der rechten Hand lassen
sich also drei Rechtstripel und drei Linkstripel bilden. Vertauscht man zwei
Glieder, so geht jedes Rechtstripel in ein Linkstripel iiber und umgekehrt.
Fibrt man mehrere dieser Zweiervertauschungen durch, so bleibt jedes Rechts-
tripel ein Rechtstripel und jedes Linkstripel ein Linkstripel, wenn es sich um
eine gerade Anzahl solcher Zweiervertauschungen handelt. Ist die Anzahl un-
gerade, so geht jedes Rechtstripel in ein Linkstripel iiber und umgekehrt.
Man kann jede Vertauschung oder Permutation durch wiederholte Zweier-
vertauschungen herstellen. Ist die Anzahl dieser Zweiervertauschungen gerade,
80 spricht man von einer geraden Permutation, ist sie ungerade, von einer
ungeraden Permutation.

Bezeichnet man das oben erklirte Volumprodukt der drei Vektoren ¥,
B, € mit [ABE), so wird

[ABE] = [BEA] = [CAB]
sein, weil B, €, A und €, A, B gerade Permutationen von A, B, € sind. Ebenso
wird die Doppelgleichung
[ACB] = [€BU] = [BAC]
gelten, dagegen
[ACB] = — [ABE]
sein, weil die Tripel %A, €, B und A, B, € verschiedenen Charakter haben.

Man sieht, daB das Volumprodukt [ABE] bei allen moglichen Vertau-
schungen der drei Vektoren nur zwei Werte annimmt. Der eine ist das positive,
der andere das negative Volumen des von den Vektoren gebildeten Blocks.
Jeder Wert wird dreimal angenommen.

Wenn man in dem Volumprodukt [ABE] einen der drei Vektoren mit
einem Zahlenfaktor % versieht, so multipliziert sich das Volumprodukt mit
diesem Faktor. Da [¥BC], [BCU], [CAB] denselben Wert haben, geniigt
es, die behauptete Eigenschaft bei dem dritten Vektor zu bestatigen, also fest-
zustellen, daf}

[U, B, k€] = £[ABE]
ist. Bei positivem % hat das Tripel %, B, k€ denselben Charakter wie %, B, €.
Beide Seiten der behaupteten Gleichung haben also dasselbe Zeichen. Auler-
dem ist klar, daB sich das Volumen des Blocks 04, OB, OC mit k multipli-
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ziert, wenn man der dritten Strecke OC die k-fache Lange gibt. Man kann
nimlich das aus OA, OB gebildete Parallelogramm als die Basis des Blocks
betrachten und das von C auf die Ebene OA B gefillte Lot CH als seine Hohe.
Die Basis bleibt, wenn man von OC zu OC, = kOC iibergeht, dieselbe, und
die Héhe CH geht in C,H, = kCH iiber.

Um auch den Fall eines negativen % zu erledigen, bemerke man zunéichst,
daB die Tripe! %, B, — € und %, B, € von verschiedenem Charakter sind
aber inhaltgleiche Blocke bilden, so dafl die Gleichung
stattfindet. Da nun — k positiv ist, so hat man nach den bereits gefundenen
Ergebnissen

[, B, k€] = — k[¥, B, — €] = K[ABE].
Beim ersten Schritt wurde k als Produkt aus — k& und — 1 oder k€ als Pro-
dukt aus — k und — € betrachtet.

Eine weitere leicht feststellbare Eigenschaft der Volumprodukte ist fol-
gende: Wenn in einem solchen Produkt einer der dret beteiligten Vektoren
eine Sumrme ist, so zerlegt sich das Produkt dementsprechend in Summanden.
Auch hier geniigt es, mit dem dritten Vektor zu arbeiten und zu zeigen, daB

(%, B, (51 + @2] == [91%@1] + [%%@2]

ist. Wiirden % und B oder OA und OB in eine Gerade fallen, so wiren alle
drei Volumprodukte gleich Null, die Gleichung also bewiesen. Nehmen wir
an, daB dieser Fall nicht vorliegt, so kénnen wir 04 und OB zusammen mit
einem dritten Vektor OC als Grundvektoren im Raume benutzen und €,, €,
in der Form

€, =aA+ 5B + €,

€, = a ¥ + 5,8 + c,€
schreiben, woraus nach den oben bewiesenen Rechnungsregeln

(;-‘:1 +C=(a,+a) U+ (b +8)B+(c; +¢)C

folgen wiirde. Nach Einsetzung dieser Ausdriicke haben wir es dann mit
Volumprodukten von der Form

[, B, 2% + yB + 2€]
zu tun. Wir denken uns alle Vektoren nach dem Ursprung O verschoben, so
daB % =04, B =0B, 2N + yB + z€ = OP ist. Nun entsteht OP aus dem
Vektor 28 = 0Q dadurch, daB man an den Endpunkt ¢ den Vektor z% + yB
ansetzt, der parallel zur Ebene OAB ist. Betrachtet man wieder das aus OA,
OB gebildete Parallelogramm als die Basis, so haben die mit 04, 0B, OP und
OA, OB, 0Q gebildeten Blécke gleiche Basis und gleiche Hohe. Da sich OP
und 0Q auf derselben Seite der Ebene OA B befinden, so werden die Tripel 04,
OB, OP und 0A, OB, 0Q von gleichem Charakter sein. Es wird daher die
Gleichung

[04, OB, OP] = [0A, OB, 00]
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gelten oder
(A, B, 2% + yB + z2€] = [A, B, 28] = z[ABE].
Hiernach ist nun
[UABE,] = ¢, [ABE),
[UBC,) = ¢, [UBE],
(U, B, € + C,] = (c; + ;) [ABE],
also das dritte Volumprodukt gleich der Summe der beiden ersten.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir an die Aufgabe herantreten,
ein Volumprodukt durch die Koordinaten der beteiligten Vektoren auszu-
driicken. Es handle sich um die drei Vektoren B,, B,, 8B;, die wir auf die
Grundvektoren e;, e,, e; beziechen. Wir setzen

By = zy¢, + Ty08; + Ty3e,

By = Ty €) + Tpg8y + Tyzey,

By = T51€) + Taey + 3563
Bei der Bezeichnung der Koordinaten haben wir nach dem Vorbilde von
Leibniz (1646—1716) Doppelindizes benutzt. Der erste Index gibt die Nummer
des Vektors, der zweite die Nummer der Koordinate. Wenn man nun die
zuletzt bewiesene Eigenschaft in Betracht zieht, die sich unmittelbar auf
mehrgliedrige Summen iibertrigt, so kann man schreiben

[B, B, B;] =2 (21,85 Zaes, Tye].
Die rechte Seite ist eine 27-gliedrige Summe, da jeder der drei Indizes r, s, ¢
die Werte 1, 2, 3 annimmt. Auf Grund der Faktoreigenschaft der Volum-
produkte kann man ,,, z,,, z, vor die Klammer setzen und erhilt auf diese
Weise

2 Ty, To, Ty [e,€5€] -

Sobald r, s, ¢ nicht alle verschieden sind, verschwindet das Volumprodukt
[e.e,e,]. Man braucht also die Summation nur iiber die sechs Permutationen
r, s, tvon 1, 2, 3 zu erstrecken. Ist r, s, t eine gerade Permutation von 1, 2, 3,
also eine der drei Anordnungen 1, 2, 3;2, 3, 1; 3,1, 2,80 wird [e, ¢,¢,] = [e, 5 €3],
ist r, s, t eine ungerade Permutation, also eine der Anordnungen 1, 3, 2; 2, 1, 3;
3, 2, 1, so wird [e,e,e,] = — [e;e,¢,] sein. Wir wollen hier ein Symbol ein-
fithren, das sich als sehr bequem erweist. Dieses Symbol lautet sgn{(r, s, t),
gelesen signum r, s, ¢, und soll die positive oder negative Einheit bedeuten,
je nachdem r, s, ¢ eine gerade oder eine ungerade Permutation ist. Dann gilt
in beiden Fillen die Gleichung

[C, €s et] = [el ezes] sgn (I‘, S, t)'
Setzt man diesen Ausdruck ein, so lautet unser Ergebnis.
[B; B, B3] = [e,e504] Z SgN (r, 8, ) Ty, Toy Tyt -
Das Volumprodukt der Vektoren %B,, 8,, B; unterscheidet sich von dem fest-
liegenden Volumprodukt der Grundvektoren um den Faktor

ngn (l‘, Sy t)xlrxzvxah



