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Einleitung

Der vorliegende Band soll als ein Baustein verstanden wer-
den, der bei der Behandlung der mehrdimensionalen Integra-
tion in den Grundvorlesungen iiber Analysis Verwendung
finden kann. Das Buch setzt sich zum Ziel, in die Theorie des
Lebesgueschen Integrals soweit einzufiihren, daB spezielle,
in den Anwendungen hiufig auftretende Integrale (wie z.B.
die Gamma-Funktion, die GauBsche Glockenfunktion, Po-
tentiale von Massenbelegungen) sowie Volumenberechnun-
gen (z.B. der n-dimensionalen Kugel) und das Transforma-
tionsverhalten von Integralen (z. B. beim Ubergang zu Polar-
koordinaten im RP) behandelt werden konnen.

Zur Erreichung dieses Zieles sollte der betreffende Abschnitt
der Grundvorlesung iiber Analysis nicht zu einer Spezialvor-
lesung iiber MaB und Integral werden. Schon deshalb er-
schien es uns unzweckmiBig, das Lebesguesche Integral von
einer g-additiven Mengenfunktion ausgehend einzufiihren.
Wesentlich besser motiviert erscheint uns das hier gewihlte
Vorgehen:

Bei der Behandlung des Integrals von Funktionen einer Ver-
dnderlichen begniigt man sich mit gutem Grund meist mit
der Einfithrung des Integrals fiir stetige reelle Funktionen
auf einem kompakten Intervall der Zahlengeraden. Durch
Iteration dieses Integrationsprozesses kann man sodann je-
der auf einem kompakten Quader Q =[a,,b,] x ... x [a,, b,]
im RP? definierten stetigen reellen Funktion f das Integral

b, b,
I = (Jfxy, .. %) dxy)... ) dx,
zuordnen. 4, ist dann eine positive Linearform auf dem Vek-

torraum % (Q) der auf Q stetigen reellen Funktionen, also ein
(positives) Radon-MaBl auf Q. Zunichst wird daher der



6 Einleitung

Lebesguesche Integralbegriff nur fiir auf Q definierte Funk-
tionen durch den iiblichen Fortsetzungsproze§ mittels Ober-
und Unterintegral von 4, ausgehend entwickelt. Insbesondere
ist dann jede auf einer iompakten Menge K < Q definierte
stetige reelle Funktion iiber K A,-integrierbar. So erhilt man
auf K durch

Ax()=({xfdig (fe€(X))

das induzierte Radon-MaB A, welches von der speziellen
Wahl des Quaders Q > K unabhingig ist. Lebesguesches
MaB auf dem RP heilt dann die Familie (Ag)g.q, wobei &
das System aller kompakten Teilmengen von R” bezeichnet.
Durch einen einfachen Grenziibergang ergibt sich das Lebes-
guesche Integral von Funktionen iiber Teilmengen des R”.
Dabei lassen sich die zunichst fiir Quader gewonnenen Sitze
miihelos iibertragen. Dies liegt entscheidend an der Vertrig-
lichkeit der MaBe A,: fiir je zwei kompakte Mengen L c K
des R? induziert 1; das MaB A; auf L.

Dieser Einstieg in die Lebesguesche Theorie hat noch weitere
Vorteile. Ohne jede zusétzliche Schwierigkeit kann die Inte-
gration sogleich fiir beliebige (positive Radon-)Mafle auf
dem R’ entwickelt werden. Ein solches MaB ist dabei de-
finitionsgemiB eine Familie (ug)x.q vertrdglicher MaBe:
Jedes py ist ein positives Radon-Ma8 auf K € &, welches auf
jeder kompakten Menge L < K das MaB y,; induziert. Auf
diese Weise lassen sich weitere Beispiele (z.B. das Diracsche
Mab und Mafle mit Dichten) erfassen. Ist aber dieser Stand-
punkt erreicht, so liegt kein Grund vor, den euklidischen
Raum RP” nicht durch einen beliebigen metrischen Raum E
zu ersetzen. Der Student lernt heute ohnedies den Begriff des
metrischen Raumes meist schon im ersten Semester kennen.
Auch durch diesen Schritt der Verallgemeinerung wird die
Darstellung nicht durch zusitzliche Schwierigkeiten belastet.
Sie wird vielmehr durchsichtiger und durch weitere Beispiele
(wie etwa Kurvenintegrale) angereichert; ferner eréffnet sich
die Moéglichkeit eines spédteren Ausbaus der Theorie in Rich-
tung auf die Integralsitze der Analysis durch die Einbezie-
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hung von Mannigfaltigkeiten. SchlieBlich hat der hier ver-
wendete Einstieg in die Lebesguesche Theorie die Annehm-
lichkeit, einer modernen Entwicklung angepaBt zu sein,
nimlich MaBe auf beliebigen Hausdorff-Riumen in analoger
Weise einzufithren.

Das Buch gliedert sich in drei Kapitel. Zunichst wird die Inte-
gration auf kompakten metrischen, sodann auf beliebigen
metrischen Riumen behandelt. Bereits dabei stehen Bei-
spiele zZum Lebesgue-Integral immer im Vordergrund. Das
letzte Kapitel behandelt die geometrische Interpretation so-
wie spezielle Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals, ins-
besondere sein Transformationsverhalten. Ein abschlieBen-
der ,,Ausblick soll der Klarung des eingenommenen Stand-
punktes und der Beziige zu anderen Zweigen der Integra-
tionstheorie dienen.

Stets ist es unsere Absicht, die wichtigen Teile der Theorie
soweit zu entwickeln, daB sich interessante Anwendungen
ergeben. Hingegen wird kein endgiiltiger AbschiuB ange-
strebt.

An Vorkenntnissen wird eine Vertrautheit mit den iiblichen
Begriffen einer zweisemestrigen Vorlesung iiber Differential-
und Integralrechnung bis hin zur Differentialrechnung von
Funktionen mehterer Verinderlichen und der elementaren
Theorie metrischer Ridume vorausgesetzt. Der im Umgang
mit metrischen Rdumen ungeiibte Leser braucht sich jedoch
nicht abschrecken zu lassen: Er denke sich einen im Text auf-
tretenden metrischen Raum E stets durch den R? bzw. im
ersten Kapitel durch eine kompakte Teilmenge des R? er-
setzt.

Den Herren J.Lembcke und G. Nébeling danken wir fiir eine
Reihe kritischer Bemerkungen zu einem Vorentwurf dieses
Buches. Frau H. Dohrmann gilt unser Dank fiir die sorgféltige
Reinschrift des Manuskriptes.






Kapitel 1

Mafe und Integrale auf kompakten metrischen
Riumen

Es sei zunichst noch einmal an den bereits in der Einleitung
prazisierten Ausgangspunkt unserer Untersuchungen er-
innert: Als bekannt wird vorausgesetzt, wie man fir jede
stetige reelle Funktion f auf einem kompakten Intervall
I =[a, b] der Zahlengeraden R das Integral

b
A(f)= I f(x)dx
erklidrt. Dann ist
Aii€(D—R

eine Abbildung, die auf der Menge ¥ (J) aller auf I stetigen
reellen Funktionen definiert ist und Werte in R annimmt.

Ausgehend von der Kenntnis dieser Abbildungen 4, fiir kom-

pakte Intervalle I < R soll nun ein Integralbegriff, nimlich

der des Lebesgue-Integrals entwickelt werden, der es erlaubt,

mdaglichst vielen, auf geeigneten Teilmengen A des R” defi-

nierten Funktionen f ein p-dimensionales Integral |, f(x)dx

.so zuzuordnen, daB

1. die Abhdingigkeit des Integrals von A und fiiberschaubaren
GesetzmiBigkeiten geniigt;

2. die geometrische Interpretierbarkeit des Integrals [, f(x)dx
fiir eine nicht-negative Funktion f als (p + 1)-dimensiona-
les Volumen (oder MaB) der Menge

{(x,x, DER?XR:xe 4,0 x,,; Zf(x)}

ermoglicht wird.
Insbesondere soll fiir die konstante Funktion f=1 das
(p + 1)-dimensionale Volumen [, 1dx der ,,Séule*



10  Kapitel I: MaBe u. Integrale auf kompakten metrischen Réumen
{(x,x,,1)eR?xR:x€4,0=x,,, =1}

mit ,,Basis“ 4 und ,,H6he“ 1 entsprechend der elementar-
geometrischen Berechnung des Rauminhalts einer Sdule aus
Grundfliche und Hohe mit dem p-dimensionalen Volumen
von A < R? identisch sein. Der angestrebte Integralbegriff
soll also insbesondere so beschaffen sein, daBl die Definition
des p-dimensionalen Volumens von A < R? durch {, 1dx fiir
die ersten drei Dimensionszahlen p = 1, 2, 3 mit den elemen-
targeometrischen Begriffen fiir Lange, Fliche bzw. Raum-
inhalt von A iibereinstimmt.

Im ersten Kapitel des Buches wird diese Konstruktion des
Integrals fiir Mengen A < R? durchgefiihrt, welche relativ-
kompakt, d.h. in einem kompakten (achsenparallelen) Qua-
der des R? enthalten sind. Dabei liegt der Nachdruck zu-
néchst auf der Aufgabe 1 und dem zweiten Teil der Aufgabe 2
(Definition des p-dimensionalen Volumens).

Beide Aufgaben werden sogleich in groBerer Allgemeinheit
geldst: An die Stelle eines kompakten Intervalles I wird ein
beliebiger kompakter metrischer Raum E, an die Stelle von
Ay ein geeignet beschaffenes Funktional auf € (E) treten. Da-
bei wird die Beweistechnik durchsichtiger und nicht er-
schwert sowie der Anwendungsbereich der Untersuchungen
verbreitert.

§ 1 Radon-MafBle auf kompakten metrischen Riumen

Fiir jedes kompakte Intervall I der Zahlengeraden hat die
Abbildung 1;:4(]) » R folgende wohlbekannte Eigen-
schaften: Der Definitionsbereich € (J) ist ein Vektorraum
(iber dem Korper R), dessen Operationen durch

(1.1) (f + &) (x) :=f(x) + g(x),
(1.2) (@f ) (x) =af (x) (x€R)

definiert sind. Die Abbildung 4, ist eine lineare Abbildung
in R, d.h. es gilt
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(1.3) M(f+8) =4+ 4(g),

(1.4) Ar(ef) = adi(f)

fiir beliebige f, g € (1) und « € R. Dariiber hinaus ist € (J)
geordnet durch die Relation

(1.5) f<g <= f(x) £gx) fiir alle xel;

Ay respektiert diese Relation:

(16) f=zg = 4(N=A@E (fge€(D).

Weil f< g zu 0 < g — faquivalent und A, linear ist, 148t sich
(1.6) dquivalent umformen zu

D 20 = 4(N20  (fe¥D).

Es wird sich nun zeigen, daB allein diese Eigenschaften von
A zusammen mit der Kompaktheit von I die Konstruktion
des Lebesgueschen Integrals ermdglichen.

Wir fiihren folgende Sprechweisen ein: Ist E eine Menge und
& die Menge aller auf E definierten numerischen Funktionen
f: E— R, so schreiben wir f < g genau dann, wenn

f(x) =g fiir alle xe F

gilt. < ist dann eine Ordnungsrelation auf . Fiir jede Teil-
menge 4 = & sei

g+’={f€g3f20}
die Menge der positiven (d.h. nicht-negativen) Funktionen

aus 4.

¥ < % nennen wir einen Vektorraum reeller Funktionen
auf E, wenn jedes f'e ¥ nur Werte in R annimmt und ¥ be-
ziiglich der durch (1.1) und (1.2) definierten Operationen
stabil ist. Linearform auf ¥ heiBt jede Abbildung : ¥ — R
mit den (1.3) und (1.4) entsprechenden Eigenschaften:

(1.8) p(f+8) =u(f) +u® (f,ge?);
1.9) wlef) = oau(f) (fe7,xeR).
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Gilt dartber hinaus die (1.7) entsprechende Eigenschaft
(1.10) fev, = u()20,

so heiBt u eine positive Linearform.

Ausgangspunkt unserer Integrationstheorie sind positive
Linearformen auf dem Vektorraum € (E) der stetigen reellen
Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum E.

1.1 Definition. Sei E ein kompakter metrischer Raum. Dann
heifle jede positive Linearform u:%(E)— R ein positives
Radon-Maf3 — kurz ein Maff — auf E. M, (E) bezeichne die
Menge aller MafSe auf E.

Dieser MaBbegriff bedeutet: Fiir die Funktionen fe ¢ (FE)
ist das zu definierende Integral in der Form des Funktions-
wertes u(f) von u an der Stelle f'bereits vorgegeben. Hieraus
soll ein Integralbegriff entwickelt werden, der den Anforde-
rungen 1 und 2 des Vorspanns geniigt. In u liegt also die
Keimzelle einer Integrationstheorie vor.

1.2 Beispiele. (1) Fiir jedes kompakte Intervall = [a4,b] = R
b
definiert f+— | f(x)dx die positive Linearform A; auf €(I),

also ein MaB auf I. Dieses heiBt Lebesgue-Maf A; auf I.

(2) Sei E ein kompakter metrischer Raum und a ein Punkt
von E. Dann ist ¢,: ¥ (E) — R, definiert durch

(1.11) &(f)=f(a),
ein MaB auf E. Es heiBt Dirac-MapB oder (MaB der) Einheits-

masse in a.

(3) Sei D eine endliche Teilmenge eines kompakten metrischen
Raumes Fund « : D — R, eine positive reelle Funktion auf D,
Dann wird durch

fo X a(x)f(x) (fe€(B)

xeD

ein MaB u auf E definiert, welches diskretes Maf mit der
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Gewichtsfunktion a: D — R, heiBt. Im Fall D = {a,, ..., a,}
gilt

1.12) p(NH= =Z1 a(a)f(a)

fiir jedes fe € (E).

(4) Ist der kompakte metrische Raum E diskret, so handelt
es sich um eine endliche Menge versehen mit der diskreten
Metrik, welche nur der Werte 0 und 1 fahig ist. In diesem
Fall ist jedes Maf u auf E ein diskretes Maf mit der Gewichts-
funktion a: E— R, definiert durch

o (x) =p(f) (x€E).

(Dabei bezeichnet f, die Funktion auf E, welche in x den
Wert 1 und in allen anderen Punkten den Wert 0 hat. Sie ist
stetig wegen der Diskretheit von E.)

In der Tat: Fiir jedes fe € (E) gilt
f=2X /L%

. xeE
und somit

uw(f) = ZEf ) ulf) = »ZE a(x)f(x).

Aus der Definition einer Gewichtsfunktion folgt sofort, da3
obiges « fiir u e .# , (E) die einzige auf E definierte Gewichts-
funktion ist. Auf diskreten kompakten metrischen Raumen
entsprechen sich also MaBe und auf E definierte Gewichts-
funktionen eineindeutig.

(5) A . (E) ist eine Menge reeller Funktionen auf € (E). Da-
her sind fiir y, ve # . (E) auch g + v und au mit « € R defi-
niert. Offenbar handelt es sich wieder um MabBe auf E, so-
fern « = 0. .# . (E) ist daher ein ,,konvexer Kegel“ im Vek-
torraum aller reellen Funktionen auf € (E). Speziell enthilt
M ,(E) die Nullform 0; diese heiBt Nullmaf auf E.

Ist beispielsweise u ein diskretes Maf3 auf E mit der auf einer
endlichen Menge D definierten Gewichtsfunktiona: D — R,

so gilt
p= Y a(x)e,.

xeD
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(6) Sei T= {ze C:|z| =1} die Einheitskreislinie in der kom-
plexen Ebene C sowie f+ ¢" die iibliche Parametrisierung
¢:[0,2n] — T von T. Durch

(1) o=lsEd  (feE (D)
wird ein MaB o auf T definiert. Es gilt
(1.14) o(f) = 240,2m(f° ®)

fiir alle fe € (T). Im Sinne der folgenden allgemeinen Kon-
struktion ist ¢ das Bild von Ay ,. bei der Abbildung ¢.

1.3 Satz. Sei ¢ : E — F eine stetige Abbildung eines kompak-
ten metrischen Raumes E in einen weiteren derartigen Raum F.
Dann ist fiir jedes Maf§ u auf E

(1.15) S u(feoo)
ein Map ¢ (i) auf F. Dieses heift Bildvon p bei der Abbildung ¢.
Fiir alle fe % (F) gilt somit

(1.16) oW =un(f0).

Der Beweis besteht im einfachen Nachpriifen der Eigenschaf-
ten (1.8) bis (1.10). Man beachte, daB wegen der Stetigkeit
von ¢ fiir fe € (F) bzw. fe % , (F) die Funktion fo ¢ in € (E)
bzw. € . (E) liegt.

1.4 Beispiele. (1) Allgemeiner als im letzten Beispiel sei E
eine Kurve in einem metrischen Raum, d.h. das Bild eines
kompakten Intervalles 7 — R unter einer stetigen Surjektion
¢ : I — E. (Jede solche Abbildung wird eine Parametrisierung
von E genannt.) In Analogie zu (1.14) betrachten wir das
BildmaB ¢(4;). Es heiBt Lebesgue-Maf auf E bei der Para-
meirisierung ¢.

(2) Sei wie in 1.2, Beispiel (6) E die Einheitskreislinie T in C,
¢:[0,2n]— T die dort betrachtete Parametrisierung von T
und ¢ = @ (49, 2)) das Lebesgue-MaB auf T bei dieser Para-
metrisierung, Fiir TeR bezeichne ¢, die (Rotations-)Ab-
bildung
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(1.17) ¢, (2) :=ze" (zeD)
von T auf sich. Es gilt
(1.18) ¢ (6)=0 (zeR).

Man spricht daher von der Rotations-Invarianz von o.
Fiir fe € (T) gilt ndmlich

0N = (>0 = | 120l O}

_ zg F@ Oy d = z"tj“ f(e™)dx

_ zj f(@™)dx + 22j+ f(@)dx = zj f@)dx + g fle 2yt
= Treas + [fend = Trena= o0

wegen der Periodizititseigenschaften von x+— e'*. Damit ist
(1.18) gezeigt.

Mit ¢ ist offenbar auch das MaB o, ==%arotationsin-

variant. Wegen o, (1) = % (1) =1 heiBt o, das normierte
Lebesgue-MaB auf T bei der Parametrisierung ¢ oder das
normierte Haarsche Maf auf T.

MaBe auf E konnen nicht nur mit reellen Zahlen « = 0, son-
dern allgemeiner mit stetigen reellen Funktionen g >0
multipliziert werden. Dies lehrt der folgende Satz.

1.5 Satz. Sei E ein kompakter metrischer Raumundg e €, (E).
Dann ist mit jedem MapB pu auf E auch

(1.19) S u@h)

ein Map auf E. Es wird mit gy bezeichnet. g heiffit Dichte von gu
beziiglich u.
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Somit gilt

(1.20) @ (f)=nlgf) (fe€(E)).

Der Beweis besteht im Nachrechnen der Eigenschaften (1.8)
bis (1.10). Man beachte, daBl mit f auch gf in ¥(E) bzw.
% . (E) liegt.

Ist g konstant mit dem konstanten Wert a e R, so liefert
(1.20) gerade die in 1.2, Beispiel (5) besprochene Multiplika-
tion von p e .# . (E) mit dem Skalar « = 0.

1.6 Beispiel. Sei ¢ : /— RP” eine stetig differenzierbare Ab-
bildung eines kompakten, nicht ausgearteten* Intervalles
I=[a,b] < R, also E:=¢(l) eine stetig differenzierbare
Kurve in R? mit der Parametrisierung ¢. Bezeichnet || x|| die
euklidische Norm (d.h. Linge) eines Vektors x € R?, so ist
t— |} ¢’ (¢)|| eine Funktion ge €, (1), also g; ein MaB auf I.
Das zugehorige BildmaB

(1.21) By =0 (g

heiflt Bogenmaf f, auf der Kurve E bei der Parametrisie-
rung ¢. Fiir fe € (E) gilt somit

(1.22) BN = {119 170 ).

Fiir die konstante Funktion f=1 ergibt sich
b
(1.23) , B,(1) ={llo' (M)l dt,

die sog. Bogenlinge von E. Diese ist bekanntlich das Supre-
mum der euklidischen Langen der E einbeschriebenen Strek-
kenziige.

Im Beispiel 1.2 (6) der Einheitskreislinie 7 und der Para-
metrisierung @:[0,27] > T mit @(t) =¢€" ist f,=0=
(P(i[o,zn])-

* Ein Intervall heit nicht ausgeartet, wenn es weder leer noch ein-
punktig ist.
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AbschlieBend ziehen wir eine einfache, aber wichtige Folge-
rung aus den definierenden Eigenschaften eines MaBes.

1.7 Satz. Jedes Map p auf einem kbmpakten metrischen Raum
E ist isoton, d.h. fiir alle f, g € € (E) gilt:

(1.24) fsg = u(f) Su(.
Ferner gilt
(1.25) MIEYI01) (fe€(E)).

Beweis. Die Isotonie folgt aus der Linearitidt und Positivitit
von 4, da g — />0 und somit u(g) ~u(f/)=u(g—,)=0
ist. Mit f'liegt auch | f], d.h. die Funktion x +— | f(x)| in € (E).
Aus f£|flund —f<|f] folgen wegen der Isotonie u(f) <
p(fD) und —p(N)=p(=f)sp(f), also gilt |u(N|=s
w(f).O

§ 2 Mehrdimensionales Lebesgue-Mall

Die Losung der einleitend erwidhnten Aufgabe 2 erfordert
insbesondere die Definition des Integrals von Funktionen
in mehreren Veridnderlichen. Dem dient die Einfithrung des
mehrdimensionalen Lebesgue-MaBes auf Quadern. Als Vor-
bereitung benotigen wir die beiden folgenden Sitze:

2.1 Satz. Seien X bzw. Y kompakte Teilmengen des R™ bzw.
des R". Fiir jede stetige Funktion fe € (X x Y) und jedes x € X
liegt die auf Y durch y — f(x, y) definierte Funktionf* in € (Y).
Fiir jedes Map pe # ,(Y) liegt die auf X durch x— u(f*)
definierte Funktion g in 4 (X).

Beweis.Seife € (X x Y). Offenbarist f* e €(Y) fiiralle x € X.
Da X x Y abgeschlossen und beschrinkt im R™*", also kom-
pakt ist, ist f gleichmiBig stetig. Folglich existiert zu ¢ >0
ein 6 >0, so daB fiir alle y,, y, €Y und alle x,, x, € X mit
1Ce, 1) — (x2, ¥2) 1| < 6 gilt:

]f(xla yl) _f(x2’ yZ)l é €.
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Dabei bezeichnet ||(x;, y1) — (x3, y»)|| den euklidischen Ab-
stand der Punkte (x,, y,) und (x,, y;) im R™*", Wihlt man
speziell y, = y,, so ergibt sich:

Fiir alle y e Y und alle x,, x, € X mit dem m-dimensionalen
euklidischen Abstand

llxy = %2l = 1 (xy, ) — (x2, M <&
If(x1 9) = f(x2, )| S8,
= Se.
Nach Satz 1.7 ist dann

1g(x1) —gCe)|=[n(f™ =N < n(1f* =) = u(e) =eu(1).
Daraus folgt die Stetigkeit von g. [J

gilt

also

Die Vertauschung der Reihenfolge von Differentiation und
Integration behandelt der folgende Satz.

2.2 Satz. Sei K < R"” kompakt und I — R ein nicht ausgearte-
tes kompaktes Intervall. fe € (I x K) sei eine auf I x K nach
der ersten Variablen partiell differenzierbare Funktion, fiir die
die Abbildung

(x,») Dy f(x,y)
in €(IxK) liegt.* Fiir jedes Maf ue A .(K) ist dann
x> pu(f)

eine differenzierbare Funktion g auf I, deren Ableitunginx e I

durch
g () = u((DLf))
gegeben ist.

Beweis. Fiir alle x € I liegen die Funktionen f*, (D, f)” in
% (K). D, fist auf der kompakten Menge I x K gleichméBig

* D,f(x,y) bezeichne die partielle Ableitung von f nach der ersten
Variablen im Punkte (x, y).
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stetig. Daher existiert zu ¢ > 0 ein § > 0, so daB fiir alle (x, y),
(x,y) e Ix K mit ||(x, y) — (x, y)Il <6 gilt:

D f(x,y) — D f(x, y)| <e.

Seien nun x;, x, € I'mit | x, — x; | < . Nach dem Mittelwert-
satz der Differentialrechnung existiert zu jedem y € K ein x,
zwischen x; und x,, so daB

D f(x,,y)= J(x2,9) = f(x1,9)

x2-—-x1

gilt. Fiir alle y € K ist | x, — x;| < 4, also

(xys ¥) — i M =[x, — x;| <6
und somit

£3£;§EQ—wawﬂﬂmﬂmdrﬂdﬁum<&

Dabher ist nach Satz 1.7

‘ g(x;) —g(xy) _#((le)xx)

Xa — Xy

= ‘ /‘(fxz) - ﬂ(fxl) _ #((le)m)‘

X2 — Xy
é#(

Daraus folgt die Behauptung. []

L=l oy

Xy —

>§M®=w0)

2.3 Satz. Seien[ay, by ], ..., [a,, b,] kompakte IntervalleinR.
Fiir jede Funktion fe € ([a,, b,] x ... X [a,, b,]) und jede Per-
mutationm von {1, ..., n} auf sich existiert das iterierte Integral

®{n)

FUC TGt vy 2 1) Vg

xm) )
Es ist unabhdngig von der speziellen Permutation m.
Beweis. Die Existenz der Integrale ergibt sich durch vollstin-

dige Induktion aus 2.1, angewandt auf die Lebesgue-MafBe
Alauin buw] > -+« » Alawey buo] - ES geniigt, die Unabhéngigkeit fiir



