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Vorwort

Dieses Buch enthdlt den Stoff der Lehrveranstaltungen Stromungslehre oder

Grundlagen der Stromungstechnik fiir Studierende des Maschinenbaus, der Ver-

fahrenstechnik, der Physikalischen Ingenieurwissenschaft, des Verkehrswesens

(Luft- und Raumfahrt), der Energie- und der Umwelttechnik. Konzipiert wurde

es fiir einen Umfang von 8 Semesterwochenstunden (auf zwei Semester verteilt).

Aufgebaut ist das Buch aus einzelnen Lehreinheiten, die grofitenteils auch un-

abhdngig voneinander studiert werden konnen. Aus diesem Grund ist es fiir

Bachelor-Studiengdnge im Rahmen der Grundausbildung genauso geeignet wie

fiir fachliche Vertiefungen im Rahmen von Master-Studiengédngen. Es ist geeignet

fiir Studierende an Hochschulen oder Fachhochschulen und Universitdten.

Zahlreiche Beispiele mit ausfiihrlichen Lésungen und viele Verstdndnisfra-
gen, deren ausfiihrliche Losungen in einem Feedback-Teil gebiindelt wurden er-
moglichen die Selbstkontrolle des eigenen Lernstandes.

Das Buch sollte fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften vom dritten
Semester an verstandlich sein; wir haben uns deshalb darum bemiiht, an Vor-
kenntnissen moglichst wenig vorauszusetzen: aus der Mathematik die Infinitesi-
malrechnung fiir eine und mehrere Variable und die elementare Vektoralgebra,
aulerdem die Grundlagen der Mechanik. Einige Zusatzaufgaben behandeln ge-
wohnliche Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Die Gasdyna-
mik benétigt Grundlagenkenntnisse der Thermodynamik.

—  Das Feedback enthilt zu jeder Ubungsaufgabe die Lésung und gelegentlich
weiterfithrende Erlduterungen. Natiirlich sollte der Leser die Aufgaben zu-
nédchst ohne Zuhilfenahme des Feedbacks zu 16sen versuchen.

— Formeln und Sétze, die der Leser durchaus auswendig lernen sollte, haben
wir eingerahmt.

— Diekleingedruckten Texte stellen weiterfithrende und zum Teil mathematisch
anspruchsvollere Erganzungen des eigentlichen Stoffes dar; auf solches Mate-
rial wird im Folgenden auch wieder nur in kleingedruckten Texten Bezug ge-
nommen. Das Feedback zu diesen Zusatzaufgaben ist etwas knapper gefasst;
elementare Zwischenrechnungen sind hier hdufig weggelassen worden.

In der fiinften Auflage wurden zwei Lehreinheiten Strémungslehre lernen mittels
CFD und Turbulenzmodelle fiir die numerische Simulation erganzt, und somit wer-
den zeitgemé&fle numerische Methoden (Computational Fluid Dynamics) nun di-
daktisch genutzt. Ziel dabei ist nicht die exakte und bestmdgliche Berechnung
einer Strémungskonfiguration. Vielmehr sollen die Leserinnen und Leser unter
Zuhilfenahme der Industriesoftware ANSYS und einer Reihe von YouTube-Filmen
motiviert werden, auch theoretisch noch tiefer in die Materie einzudringen.

https://doi.org/10.1515/9783110641455-201
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VI — Vorwort

Das Buch geht in Auswahl und Anordnung der Kapitel noch auf den 1973
verstorbenen Professor Wille zuriick. Durch zahlreiche Hinweise haben seine
Nachfolger und mehrere Generationen von wissenschaftlichen Mitarbeiterinnen
und Mitarbeitern sowie Studierende des Hermann-Fottinger-Instituts der TU Ber-
lin und inzwischen auch der Hochschule Diisseldorf daran mitgewirkt. Auch in
der fiinften Auflage unterscheidet sich das von Heinz Schade und Ewald Kunz
Ende der siebziger Jahre erdachte und erprobte didaktische Konzept dieses Buchs
von vielen anderen und macht es zu einem noch heute wertvollen Lehrbuch
der Strémungsmechanik. Natiirlich konnten wir in der vorliegenden Auflage auf
Abbildungen zuriickgreifen, die von Frau Schroteler, Herrn Eckardt und ganz
wesentlich von Frau Albert-Kunz bereits 1980 gestaltet wurden. Auch das Kapi-
tel 15 zur Stromungsmesstechnik, seinerzeit von Jorg-Dieter Vagt verfasst, bildet
weiter eine wichtige Grundlage, wurde aber umfangreich iiberarbeitet. Matthias
Pfizenmaier danken wir fiir den sorgfaltigen Transfer des Textes und der Formeln
nach LaTeX. Evelin Kulzer, Dijana Hallmann, Jiirgen Hahn, Tobias Pohlmann und
Martin Mohr haben die zahllosen Verbesserungen an den Grafiken eingearbeitet
und eine Reihe neuer Bilder gestaltet und erstellt. Tobias Pohlmann ist in diesem
Zusammenhang besonders zu danken, da ohne sein Zutun die Lehreinheiten 5.7
und 13.7 zur numerischen Simulation nicht entstanden waren. Auch an Thomas
Gietl geht ein besonderer Dank fiir inhaltliches und redaktionelles Engagement.

Nicht zuletzt danken wir Frau Vivien Schubert vom Verlag Walter de Gruy-
ter fiir das unserer Arbeit entgegengebrachte Vertrauen. Dem Team von VTeX.It
(Ieva Spudulyté, Vilma Vaicelitiniené und Ina Talandiené) danken wir fiir die gu-
te Zusammenarbeit. leva, Ina and Vilma thank’s a lot for solving the tricky LaTeX
problems.

Diisseldorf und Berlin, im November 2021 Frank Kameier
Christian Oliver Paschereit

Die Fotos der Stromungssichtbarmachung auf dem Cover stammen von dem 2018 leider viel
zu friih verstorbenen Jiirgen Wagner, der viele Jahre als Tutor am Institut in Berlin tatig war
und sich u. a. auch mit der kiinstlerischen Verwertung von Strémungstopologien beschéftigt
hat #RIP Jiirgen smart-flow.de.
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Kapitel 1
Eigenschaften von Fliissigkeiten und Gasen

Die Stromungslehre ist die Physik der Fliissigkeiten und Gase. In diesem ersten
Kapitel wollen wir zundchst das Wichtigste iiber den Aufbau der Materie aus Mo-
lekiilen und iiber die Unterschiede zwischen den drei klassischen Aggregatzu-
stinden der Materie zusammenstellen (Lehreinheiten 1.1 und 1.2). Anschlieend
wollen wir das physikalische Modell des Fluids und als dessen Teil das mathema-
tische Modell des Kontinuums und zugleich die Grenzen eines solchen Modells
fiir die Beschreibung realer Fliissigkeiten und Gase kennen lernen (Lehreinheiten
1.3 bis 1.5). Schlief3lich wollen wir drei wichtige physikalische Eigenschaften von
Fliissigkeiten und Gasen, die Dichte (Lehreinheit 1.6), die Zdhigkeit (Lehreinhei-
ten 1.7 und 1.8) und die Grenzflichenspannung (Lehreinheiten 1.9 und 1.10) ndher
betrachten.

Wie haufig ist das einleitende Kapitel nicht das einfachste, weil es die begriff-
lichen Grundlagen fiir alles Folgende zusammenstellt und sowohl in der Auswahl
des Stoffes wie in der Prdzision der Darlegung dem Leser nicht unbedingt ein-
leuchtet. Wem das Schwierigkeiten bereitet, der lese es zunachst nur oberflach-
lich und arbeite es nach der Lektiire einiger weiterer Kapitel noch einmal sorgfal-
tig durch.

LE 1.1 Feste Korper, Fliissigkeiten, Gase (Teil 1)

Wir wollen in den ersten beiden Lehreinheiten die uns allen vertraute Einteilung in feste
Korper, Fliissigkeiten und Gase etwas genauer untersuchen.

Die klassischen Aggregatzustinde

Seit alters teilt man die Korper in feste Korper, Fliissigkeiten und Gase ein: ein
fester Korper hat eine bestimmte Gestalt; eine Fliissigkeitsmenge hat zwar keine
bestimmte Gestalt, aber ein bestimmtes Volumen; eine Gasmenge hat auch kein
bestimmtes Volumen. Seit langem weif3 man auch, dass ein Stoff in allen drei Er-
scheinungsformen (Aggregatzustinden) auftreten kann: bei hinreichend niedri-
ger Temperatur als fester Kérper, bei h6herer Temperatur als Fliissigkeit und bei
noch hoherer Temperatur als Gas.

Die Grenzen zwischen diesen drei klassischen Aggregatzustanden sind je-
doch keineswegs immer eindeutig: Nur einige Stoffe, z. B. Eis, Salze oder Metalle

https://doi.org/10.1515/9783110641455-001
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(man nennt sie kristallin), gehen bei Erwdrmung bei einer bestimmten Tempe-
ratur unter sprunghafter Anderung ihrer Eigenschaften vom festen in den fliis-
sigen Zustand iiber; bei anderen Stoffen, z. B. Wachs oder Pech (man nennt sie
amorph), geschieht dieser Ubergang allmihlich. Stoffe wie Plastilin oder Sand
haben keine bestimmte Gestalt und sind trotzdem keine Fliissigkeiten. Auch die
Unterscheidung von Fliissigkeit und Gas ist bei hinreichend hohen Temperaturen
und Driicken (oberhalb des so genannten kritischen Punktes, s. u.) nicht méglich.
Trotzdem kommen wir auch in der Wissenschaft nicht ohne diese Begriffe aus; sie
entsprechen auch jeweils typischen Erscheinungsformen im Aufbau der Materie.

Intermolekulare Kréfte

Bekanntlich setzt sich jeder Stoff aus Molekiilen zusammen, zwischen denen sehr
starke Krifte wirken. Gréf3e und Richtung der resultierenden Kraft zwischen zwei
Molekiilen als Funktion des Abstands verlaufen im Allgemeinen wie nebenste-
hend skizziert: Bei sehr kleinem Abstand herrscht eine starke abstofiende Kraft,
bei groflerem Abstand eine zundchst mit dem Abstand zunehmende und dann
sehr schnell gegen null gehende Anzie-
hungskraft. Man sieht, dass der Abstand d,
fiir den die resultierende Kraft durch null
geht, eine stabile Gleichgewichtslage der
Abstand» beiden Molekiile darstellt: Presst man sie
J\-/_ starker zusammen, so sind dazu mit ab-
4 nehmendem Abstand sehr schnell wach-
sende Krafte notig, und beim Nachlassen
dieser Krdfte kehren die Molekiile in die
Ausgangslage zuriick. Zieht man sie aus-
einander, so ist dazu eine zundchst mit dem Abstand ebenfalls sehr schnell wach-
sende Kraft notig, bei deren Nachlassen die Molekiile ebenfalls in die Ausgangs-
lage zuriickkehren. Zieht man sie weiter auseinander, so nimmt die Anziehungs-
kraft zwischen den Molekiilen mit zunehmendem Abstand wieder ab und wird
bald so klein, dass sie praktisch keine Rolle mehr spielt. Der stabile Abstand zwi-
schen den Molekiilen liegt im Allgemeinen in der Gréenordnung von 107° m.

Anziehung [Abstoflung

-

Feste Korper und Fliissigkeiten

Bei festen Korpern und Fliissigkeiten befinden sich die Molekiile alle ungefdahr im
stabilen Abstand voneinander, deshalb setzen sie der Verringerung wie der Ver-
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groflerung ihres Volumens grofien Widerstand entgegen. Man sagt dafiir auch,
die Molekiile seien dicht gepackt (und spricht von einem mittleren Molekiildurch-
messer in der Gréf3enordnung von 10710 m), nur darf diese Redeweise nicht zu der
Vorstellung verleiten, der gesamte Raum in einem festen Korper sei dicht mit Ma-
terie angefiillt. In Wirklichkeit ist die Materie auf einen Bruchteil des Raumes kon-
zentriert, namlich im Wesentlichen auf die Atomkerne der das Molekiil bildenden
Atome; die Ausdehnung eines Atomkerns liegt in der Gréenordnung von 107
bis 10 m. Die Molekiile kénnen also um eine Mittellage schwingen und werden
nur im zeitlichen Mittel durch die intermolekularen Krifte der sie umgebenden
Molekiile an ihrem Platz im Molekiilverband gehalten.

In kristallinen Festkdrpern bilden die Molekiile (genauer ihre mittleren Orte)
ein rdumlich geordnetes Kristallgitter, in amorphen Festkoérpern sind sie unregel-
maflig angeordnet; in beiden Fallen dndert sich die mittlere Lage der Molekiile
relativ zueinander praktisch nicht. Es kann zwar vorkommen, dass ein Molekiil
sich einmal besonders weit aus seiner Ruhelage entfernt und dann in eine Leer-
stelle im Molekiilverband {ibertritt oder mit einem anderen Molekiil seinen Platz
tauscht; das geschieht jedoch so selten, dass der Zusammenhalt des Molekiilver-
bandes dadurch nie gefdhrdet wird.

In Fliissigkeiten sind die Molekiile wie in amorphen Festkérpern unregelma-
Rig angeordnet, die Schwingungsamplituden sind aber gréf3er und die Platzwech-
sel hdufiger. Die mittlere Lage der Molekiile zueinander dndert sich also laufend,
man hat eine Fliissigkeit in dieser Hinsicht treffend mit einem Kasten voll Amei-
sen verglichen.

Schmelzen und Erstarren

Ganz allgemein steigt mit wachsender Temperatur die mittlere Geschwindigkeit
und die mittlere Schwingungsamplitude der Molekiile (man kann zeigen, dass die
Temperatur der mittleren kinetischen Energie der Molekiile proportional ist), man
kann sich also gut vorstellen, wie amorphe Kérper mit zunehmender Temperatur
allméahlich vom festen in den fliissigen Aggregatzustand iibergehen. Bei Kristallen
stellt die Gitterstruktur offenbar eine besonders stabile Anordnung dar, die sich
beim Uberschreiten einer bestimmten Temperatur schnell auflst.

Bei einigen organischen Stoffen mit 1anglichen Molekiilen bleiben die Molekiile auch nach
dem Schmelzen zunéchst teilweise in kleinen, lang gestreckten Verbdanden geordnet. Man
spricht dann von fliissigen Kristallen oder kristallinen Fliissigkeiten. Solche Substanzen ha-
ben zwei Schmelzpunkte: einen unteren Schmelzpunkt, bei dem der Stoff vom festen in die-
sen fliissig-kristallinen Zustand iibergeht, und einen oberen Schmelzpunkt, oberhalb des-
sen sich der Stoff wie eine normale Fliissigkeit verhalt.
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Aufgabe 1

Wie unterscheidet sich der molekulare Aufbau von (kristallinen und amorphen)
Festkorpern von dem von Fliissigkeiten?

Aufgabe 2

Wodurch unterscheiden sich amorphe Festkorper und Fliissigkeiten von kristalli-
nen Festkorpern?

LE 1.2 Feste Korper, Fliissigkeiten, Gase (Teil 2)

Gase

In einem Gas liegt der mittlere Abstand der Molekiile bei normalem Druck und
normaler Temperatur etwa beim Zehnfachen des stabilen Abstands, die potenti-
elle Energie der Anziehungskraft der benachbarten Molekiile ist gegeniiber der ki-
netischen Energie ihrer Bewegung zu vernachlassigen. Die Molekiile fliegen also
im Wesentlichen unbeeinflusst voneinander frei umher. Nur wenn sich dabei zwei
Molekiile auf etwa den stabilen Abstand nahe kommen, treten sie in Wechselwir-
kung: Im Anziehungsbereich werden sie zundchst beschleunigt, geraten dann in
den Abstofiungsbereich und werden dort so stark zuriickgestof3en, dass sie insge-
samt in guter Ndherung einen elastischen Stof3 wie zwei Billardkugeln ausfiihren.
Im Normzustand, d. h. bei der Normtemperatur von 20 °C und dem Normdruck
von 1 atm = 101325 Pa = 1,01325 bar, ist die mittlere freie Wegldnge in einem Gas,
also der Weg, den ein Molekiil im Mittel zwischen zwei solchen Zusammenstéfien
zuriicklegt, von der GréBenordnung 10~ m; sie betrdgt damit etwa das Hundert-
fache des mittleren Abstandes der Molekiile.

Verdampfen und Kondensieren

An der Oberflache einer Fliissigkeit kann ein Molekiil bei seinen unregelméfiigen
Schwankungen an eine Stelle kommen, wo seine Geschwindigkeit ausreicht, um
es aus dem Kraftfeld der {ibrigen Molekiile zu befreien, so wie eine Rakete bei ge-
niigend hoher Geschwindigkeit das Schwerefeld der Erde verlassen kann. Ein sol-
ches Molekiil verdampft, d. h. es geht vom fliissigen in den gasférmigen Aggregat-
zustand iiber. Ebenso kénnen in der Ndhe einer Fliissigkeitsoberfliche Gasmole-
kiile von der Fliissigkeit eingefangen werden wie Meteore von der Erde. In einem
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geschlossenen, teilweise mit einer Fliissigkeit gefiillten Gefaf3 bildet sich so ein
Gleichgewicht zwischen der Fliissigkeit und dem Gas dariiber aus. Im Gleichge-
wicht hat das Gas oberhalb der Fliissigkeit einen bestimmten Druck, den man den
Dampfdruck nennt; offenbar steigt der Dampfdruck mit wachsender Temperatur.
Uber einem offenen Gefi kann sich kein Gleichgewicht einstellen: Die Fliissig-
keit verdampft im Laufe der Zeit vollstindig. Herrscht iiber einer Fliissigkeit der
Dampfdruck, so kénnen sich auch im Innern der Fliissigkeit Dampfblasen bilden:
die Fliissigkeit siedet, und die Verdampfung verlduft sehr viel heftiger und schnel-
ler als bei hoherem Aufiendruck. Tabelle 6 enthilt als Beispiel den Dampfdruck
von Wasser fiir einige charakteristische Temperaturen.

Die Bedingungen, unter denen ein Stoff

X
‘:’,‘ in einem geschlossenen Behilter im
—
o fliisssigen und im gasférmigen Zustand
Pk - — existieren kann, veranschaulicht man

Tk sich in einem Zustandsdiagramm. Darin
sind eine Reihe von Isothermen (Kurven
konstanter Temperatur) in ein Dia-
gramm eingetragen, das den Druck {iber

i Temperatur dem spezifischen Volumen' darstellt. Zu
: N @ jedem Wertepaar von spezifischem Volu-
i \\\\\\ men und Druck gehort genau eine Tem-

A i peratur. Als Gedankenexperiment stelle
Vk spezifisches Volumen

man sich eine geeignete Stoffmenge in
einem Gefaf} vor, dessen Volumen sich durch Verschiebung eines Kolbens verandern lasst
und das sich in einem Warmebad befindet. Fiir eine bestimmte Temperatur des Warmebads
und ein bestimmtes Volumen stellt sich dann ein bestimmter Druck ein. Wir wollen die An-
derung des Druckes und des Aggregatzustands beobachten, wahrend wir das Volumen bei
konstanter Temperatur verkleinern. Wir beginnen bei der relativ niedrigen Temperatur T;
und bei einem so grof3en Volumen, dass das Medium vollstdandig gasformig ist, also im Be-
reich I unseres Diagramms, und bewegen uns im Diagramm langs der Isothermen T; nach
links. Der Druck steigt, bis wir den rechten Ast KB der kritischen Kurve AKB erreichen. Ver-
ringern wir das Volumen weiter, so kondensiert ein Teil des Gases zur Fliissigkeit; der Druck
bleibt wahrenddessen konstant. Wenn wir den linken Ast AK der kritischen Kurve erreicht
haben, ist alles Gas kondensiert, und das gesamte Volumen ist mit Fliissigkeit ausgefiillt.
Bei weiterer Volumenverkleinerung steigt der Druck sehr steil an; die Kompressibilitét eines
Stoffes im fliissigen Zustand ist um mehrere Gré3enordnungen kleiner als im gasférmigen
Zustand. Im Bereich I kann der Stoff nur als Gas existieren, im Bereich III nur als Fliissig-
keit. Im Bereich IT (Nassdampfgebiet) existieren der fliissige und der gasférmige Zustand als
zwei Phasen nebeneinander; nur in diesem Bereich gibt es die fiir unser Bewusstsein mit
dem Begriff der Fliissigkeit verbundene freie Oberfldche, welche die beiden Phasen trennt.

1 Als spezifisches Volumen bezeichnet man den Quotienten aus Volumen und Masse eines Kor-
pers oder einer Stoffmenge.



6 —— Kapitel1: Eigenschaften von Fliissigkeiten und Gasen

Das spezifische Volumen der fliissigen Phase entspricht ldngs des gesamten waagerechten
Stiicks einer Isothermen dem Wert im Schnittpunkt a mit dem linken Ast der kritischen Kur-
ve, das spezifische Volumen der gasférmigen Phase entspricht wahrenddessen dem Wert
im Schnittpunkt b mit dem rechten Ast der kritischen Kurve. Mit zunehmender Temperatur
riicken die spezifischen Volumina beider Phasen (die Punkte a und b) immer mehr zusam-
men, fiir die kritische Temperatur T} fallen sie zusammen, die beiden Aste der kritischen
Kurve treffen sich im kritischen Punkt K, zu dem ein kritischer Druck pg und ein kritisches
spezifisches Volumen vy gehort. Unterhalb des kritischen Drucks werden die drei Bereiche
I, I und IIT im Zustandsdiagramm durch die kritische Kurve eindeutig getrennt. Eine physi-
kalisch ebenso eindeutige Grenze zwischen den Bereichen I und III, d. h. zwischen gasfor-
miger und fliissiger Phase, existiert oberhalb des kritischen Drucks nicht. Man sagt haufig,
dass oberhalb der kritischen Temperatur ein Gas nicht verfliissigt werden kann; damit wird
der gestrichelt gezeichnete Ast der kritischen Isotherme als Grenzkurve zwischen den bei-
den Aggregatzustdnden festgelegt.

Aufgabe 1

Stellen Sie die typischen Gré3enordnungen zusammen, die Sie in den ersten bei-
den Lehreinheiten kennen gelernt haben!

mEDOw R

Atomkerndurchmesser

Molekiildurchmesser

Abstand der Molekiile in einem festen Kérper
Abstand der Molekiile in einer Fliissigkeit
Abstand der Molekiile in einem Gas

mittlere freie Wegldnge in einem Gas

Aufgabe 2

Siedet Wasser auf dem Gipfel eines Berges normalerweise

A.
B.
C.

bei héherer Temperatur, O
bei niedrigerer Temperatur, O
bei derselben Temperatur O

wie im Tal? Begriinden Sie Ihre Entscheidung!

Aufgabe 3

Wie kommt es, dass eine Schneedecke auch bei scharfem Frost allmédhlich diinner
wird?
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LE 1.3 Fluide

In den ersten beiden Lehreinheiten haben wir eine Klassifikation der in der Natur vorkom-
menden Korper in feste Korper, Fliissigkeiten und Gase vorgenommen. In dieser Lehreinheit
wollen wir einen anderen Weg beschreiten und uns ein gedachtes Medium mit bestimmten
einfachen (und gegeniiber der Natur vereinfachten) Eigenschaften definieren: das Fluid. In
der Physik ersetzt man haufig die in der Natur vorkommenden Stoffe durch solche Modell-
medien. Das Fluid ist ein Modellmedium, mit dem man viele Eigenschaften von Fliissigkei-
ten und Gasen zutreffend beschreiben kann.

Ein Fluid ist durch zwei Eigenschaften bestimmt:

— Esist ein Kontinuum.

— Es kann in der Ruhe an der Oberflache nur Druckkrifte, also weder Zugkrafte
noch Scherkriéfte (Krifte tangential zur Oberfliche) aufnehmen.

(In der Literatur wird der Begriff Fluid abweichend von dieser Definition hiufig
als blo3er Sammelbegriff fiir Fliissigkeiten und Gase verwendet.) Was mit diesen
beiden Eigenschaften gemeint ist und wie weit wirkliche Fliissigkeiten und Gase
sich durch dieses Modell beschreiben lassen, wollen wir jetzt genauer betrachten.

Die Kontinuumshypothese

Ein Kontinuum ldsst sich mit fiir unsere Zwecke ausreichender Prazision durch

das folgende mathematische Modell erkldren:

— Es besteht aus Teilchen, die wie die Punkte des Raumes keine Ausdehnung
und keine Zwischenrdume haben. Man kann deshalb jedem Teilchen X des
Fluids (in einem bewegten Fluid: zu jedem Zeitpunkt t) einen Punkt x des
Raumes zuordnen:?

x = x(X,t). (1.31)

Wir werden auf diese Art der Beschreibung eines Fluids im Kapitel 3 ndher
eingehen.

2 Fiir ,,y ist eine Funktion von x“ schreibt man haufig y = f(x), d. h. man verwendet fiir die ab-
héngige Variable y und fiir das Funktionssymbol f verschiedene Buchstaben. Wir verwenden im
Allgemeinen beide Male denselben Buchstaben, schreiben also in diesem Falle y = y(x). Da-
bei bedeutet das Funktionssymbol y dann nicht eine bestimmte, sondern eine beliebige Funk-
tion; es kann bei mehrmaligem Auftreten auch verschiedene Funktionen bezeichnen, z.B. in
y =y@x@®) = y(@®.
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Die charakteristischen physikalischen Gréf3en wie Dichte, Geschwindigkeit,
Druck, Temperatur sind Eigenschaften der Teilchen und der Zeit. Wenn also
Y eine solche Grofe ist, dann gilt unter Verwendung von (1.3-1)

lp = l/)(X) t) = lp(X()_(> t)> t) = l/’()_C t),

die Grofle Y lasst sich also wie das Teilchen X als Funktion von Ort und Zeit
darstellen:

¥ =9Yx0). 132

Eine solche Grof3e nennt man eine Feldgréfle.

Im Allgemeinen dndern sich die Feldgrof3en von Teilchen zu Teilchen und da-
mit auch von Punkt zu Punkt stetig; die Funktionen (1.3-2) sind dann stetige
Funktionen. Es soll aber auch zugelassen sein, dass Feldgrof3en auf beiden
Seiten einzelner Fldchen verschiedene Werte annehmen; eine solche Fliche
nennt man eine Diskontinuitétsflache.

Das mathematische Modell einer Diskontinuitdtsfla-
che bendtigt man z.B. zur Beschreibung eines in

die Atmosphire austretenden Triebwerksstrahls: Im
Triebwerksstrahl bewegt sich das Gas ndherungswei-
se wie ein starrer Korper mit konstanter Geschwin-

il

yyvvy

digkeit, in der Umgebung des Triebwerksstrahls kann
man die Luft bei stehendem Triebwerk in guter Na-
herung als ruhend annehmen. Den Mantel des Trieb-

werksstrahls kann man also als eine Diskontinuitédtsfliche beschreiben: auf sei-
ner Innenseite herrscht die Geschwindigkeit des Triebwerksstrahls, auf seiner Au-
BRenseite die Geschwindigkeit null. Da der Triebwerksstrahl in der Regel warmer
als die umgebende Luft sein wird, springt auch die Temperatur beim Durchgang
durch die Mantelfliche, wahrend z. B. der Druck — wie wir spéter sehen werden
— beim Durchgang durch die Mantelfldche stetig bleibt. Es miissen sich an einer
Diskontinuitatsflache also nicht alle Feldgréf3en unstetig andern.

Ein anderes Beispiel fiir die Anwendung von Diskontinuitdtsflichen sind

die Verdichtungssttfie (Stof3fronten), die in Gasen hiufig beim Ubergang von
Uberschall- zu Unterschallstrémung auftreten.
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Die Grenzen der Kontinuumshypothese

Wie weit lassen sich nun die in der Natur vorkommenden Kérper als Kontinuen
beschreiben? Wir haben in den vorigen Lehreinheiten gesehen, dass die Materie
aus Molekiilen besteht, die sich aufgrund intermolekularer Krifte nur bis auf ei-
nen bestimmten Abstand ndhern kénnen. Die Masse der Molekiile ist im Wesent-
lichen in den Atomkernen konzentriert, also keineswegs gleichmaflig iiber den
Raum verteilt. Auch die Geschwindigkeit ist von Molekiil zu Molekiil ganz ver-
schieden, ist also diskontinuierlich verteilt.

Um irgendeine Gréfle zu messen, benétigen wir ein Messgerdt. Ein Messge-
rat misst seine Messgréfie jedoch nicht genau in einem Punkt, sondern mittelt
ihre rdumliche Verteilung iiber ein bestimmtes Messvolumen. Einen charakte-
ristischen Durchmesser dieses Messvolumens nennen wir den Messdurchmes-
ser des Messgerits. Der Messwert, den ein Messgerdt an einem Ort aufnimmt,
héngt offenbar von seinem Messdurchmesser ab. Stellen wir uns etwa ein Dichte-
messgerdt in einer Strdomung vor, so wird seine Anzeige in Abhdngigkeit von sei-
nem Messdurchmesser den nebenstehend skizzierten Verlauf haben: Im Bereich
molekularer Dimensionen zeigt das Mess-
gerit erhebliche Anderungen der Dichte
als Folge der ungleichmafligen Massenver-
teilung. Bereits bei einem Messdurchmes-
ser von 10~ m, also einem Messvolumen
von 107! m3, mittelt das Messgerat bei Luft
.Dichte in einem Punkt”  ynpter Normalbedingungen iiber etwa 3-10*
Molekiile, die molekulare Struktur macht
sich also nicht mehr bemerkbar. Dichteun-
terschiede aufgrund dufderer Einfliisse, et-
wa aufgrund des Schwerefeldes oder eines Temperaturfeldes, werden sich unter
Laborbedingungen vielleicht bei einem Messdurchmesser von 10> m bemerkbar
machen. In unserem Beispiel existiert also ein Bereich von 4 Gréf3enordnungen,
iiber den die Dichte unabhédngig vom Messdurchmesser eines Messgerits ist. Die-
ser Bereich trennt die Anderungen der Feldgréfien im Kleinen aufgrund der mo-
lekularen Struktur der Materie (man sagt dafiir auch: die mikroskopischen An-
derungen) von den Anderungen der Feldgrdfien im Grofen aufgrund der dufle-
ren Einwirkungen, die man untersuchen méchte (die makroskopischen Anderun-
gen). Immer wenn ein solcher Bereich existiert, kann man das Medium durch das
Modell eines Kontinuums beschreiben. In diesem Modell werden die mikrosko-
pischen Anderungen nicht beriicksichtigt, d. h. es wird angenommen, dass der
bei mittlerem Messdurchmesser erreichte Wert der Feldgrof3e auch gilt, wenn der

gemessene Dichte

MeNldurchmesser
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Messdurchmesser gegen null geht: Man spricht in diesem Sinne z. B. von der Dich-
te eines Teilchens des Kontinuums oder von der Dichte in einem Punkt des Kon-
tinuums.

Damit sind gleichzeitig die Grenzen fiir die Giiltigkeit des Kontinuumsmodells
abgesteckt. Wenn man ein Gas z. B. so weit verdiinnt, dass die mittlere freie Weg-
lange der Molekiile nicht mehr klein gegen die Abmessungen eines Flugk6rpers
ist, kann man das Gas nicht mehr als Fluid im Sinne obiger Definition behandeln.
Das ist z. B. bei Raumflugkérpern am dufleren Rand der Atmosphére der Fall. Oder
ein anderes Beispiel: Die Dicke eines Verdichtungsstofles ist von der Gréf3enord-
nung von 10~ m. Interessiert man sich nur fiir die Strémung auf beiden Seiten des
Verdichtungsstofles, kann man den Verdichtungsstofl als Diskontinuitdtsflache
und das stromende Medium als Kontinuum ansehen. Will man die Vorgédnge im
Verdichtungsstof} selbst untersuchen, versagt das Kontinuumsmodell, weil sich
die Vorgdnge in der Gréfenordnung von wenigen freien Wegldngen abspielen.

Die Schubspannungsfreiheit in der Ruhe

Ein Fluid kann definitionsge-
maf in der Ruhe keine Schub-
keine Fluide spannungen aufnehmen: Auch
D /\ N sehr kleine Schubspannungen
Stein Sand Plastilin sollen also zu einer Formadnde-
rung (Bewegung) fiihren, wel-
Fluide che die Schubspannungen ab-
baut. Diese Eigenschaft hat zur
Folge, dass ein ruhendes Fluid
unter dem Einfluss der Schwer-
kraft den waagerechten Boden eines Gefafies stets vollstindig bedeckt: Offenbar
zeigen alle Fliissigkeiten in gréf3eren Mengen und alle Gase diese Eigenschaft. Ein
Wassertropfen breitet sich jedoch in einem trockenen Gefaf nicht iiber den gan-
zen Boden aus. Man kann sich diese Erscheinung erkldren, wenn man annimmt,
dass in der Oberflache des Wassertropfens eine Schubspannung wirkt. Diese Ei-
genschaft von Fliissigkeiten werden wir in den Lehreinheiten 1.9 und 1.10 ndher
behandeln.

Wasser Luft
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Aufgabe 1

Durch welche Eigenschaften ist das physikalische Modellmedium Fluid be-
stimmt?

ja nein

A. Esbesteht aus Teilchen, denen man zu jedem Zeitpunkt einen

Punkt des Raumes zuordnen kann. | m|
B. Die charakteristischen physikalischen Grof3en sind Eigen-

schaften der Teilchen und der Zeit. ] ]
C. Die charakteristischen physikalischen Gréf3en andern sich bis

auf etwaige Diskontinuitatsflichen von Punkt zu Punkt stetig. O O
D. Eskann in der Ruhe keine Schubspannungen aufnehmen. ] ]
Aufgabe 2
Ist eine Diskontinuitatsfliche dadurch definiert, dass
A. alle Feldgréfien, |
B. mindestens eine Feldgrofie oder ]
C. nur eine Feldgrofie m]

auf beiden Seiten dieser Flache verschiedene Werte annimmt?

Aufgabe 3

Warum bedeckt ein ruhendes Fluid unter dem Einfluss des Schwerkraft stets den
ganzen Boden eines Gefidfles?

LE 1.4 Extensive und intensive Grof3en

Die Kontinuumshypothese hat zur Folge, dass wir zur mathematischen Beschreibung der
Fluide die Infinitesimalrechnung verwenden kénnen. Mit ihrer Hilfe lassen sich aus geeig-
neten physikalischen Gréfien andere, fiir Kontinuen typische, Gréf3en definieren. Wir wollen
das an den Beispielen der Masse einer Fluidmenge und der auf die Fluidmenge wirkenden
Kraft erldutern und zugleich die grundlegende Einteilung der physikalischen Gr6f3en in ex-
tensive und intensive Gréf3en darlegen.
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Kontinuumshypothese und Infinitesimalrechnung

Wir betrachten ein abgegrenztes Volumen AV in einem Fluid, dessen Gréfie ge-
rade in dem Bereich liegt, wo sich die mikroskopischen Anderungen nicht mehr
und die makroskopischen Anderungen noch nicht bemerkbar machen; wenn im
Folgenden von einem kleinen Volumen die Rede ist, meinen wir immer ein Volu-
men dieser Gréf3enordnung. Das in dem Volumen AV enthaltene Fluid habe die
Masse Am, dann definiert man die Dichte in diesem Volumen durch

- Am

p = N (14-1)

Solange wir in diesem Bereich bleiben, wo sich die mikroskopischen Anderun-
gen nicht mehr und die makroskopischen Anderungen noch nicht bemerkbar ma-
chen, ist der Wert der auf diese Weise definierten Dichte unabhédngig davon, ob
das gewdhlte Volumen die Form einer Kugel oder eines Wiirfels oder eine ganz
unregelmaflige Form hat, und er dndert sich auch nicht, wenn wir das Volumen
verdoppeln oder halbieren: Er ist unabhéngig von der Form und Grofe des klei-
nen Volumens. Im Sinne der Kontinuumshypothese kénnen wir statt (1.4-1) auch

Am

= lim — 1.4-2
AI}TO AV (1:42)

p:

schreiben. Damit kénnen wir zur Beschreibung eines Fluids die Infinitesimalrech-
nung verwenden, wir koénnen also

dm
= 1.4-
P=av (143)
und insbesondere
dm=pdV, m= deV (1.4-4)

schreiben. Wir nennen dann dV ein Volumenelement und dm ein Massenelement
und rechnen mit diesen Elementen wie mit den Differentialen der Infinitesimal-
rechnung; physikalisch diirfen wir uns unter einem Volumenelement dV aber
nichts anderes, insbesondere nichts Kleineres als unter einem kleinen Volumen
AV vorstellen.
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Dichte und spezifisches Volumen

Neben der durch (1.4-2) definierten Dichte verwendet man haufig das spezifische
Volumen

V= (1.4-5)

1
5

Infolge der Kontinuumshypothese sind beide Gr6f3en (hGchstens bis auf Diskon-
tinuitdtsflichen) stetige Funktionen von Ort und Zeit, also Feldgr6f3en,

p= P()_Q t)) U= U()_(> t)) (1~4'6)

und zwischen einem endlichen Volumen V und der Masse m des darin enthalte-
nen Fluids gelten die Beziehungen

m= Jp dav, V= J vdm. 1.4-7)

Volumenkréfte und Oberflachenkrifte

Die Krafte, die an den Teilchen eines Fluids angreifen, kénnen physikalisch sehr
verschiedene Ursachen haben. Vom Standpunkt der Kontinuumstheorie lassen
sie sich jedoch alle in zwei Gruppen einteilen: die einen greifen an allen Teilchen
einer Fluidmenge an, die anderen nur an den Teilchen an der Oberfliche der Flu-
idmenge. Man fasst die einen als Volumenkraft F, und die anderen als Oberfla-
chenkraft F, zusammen; die gesamte Kraft F auf eine beliebige Fluidmenge ist
dann offenbar die Summe dieser beiden Anteile:

149

Fiir die Krifte, die zwei Korper aufeinander ausiiben, gilt das Wechselwir-
kungsgesetz (auch 3. Newtonsches Axiom oder Prinzip ,,actio = reactio genannt):

Die von zwei Kérpern aufeinander ausgeiibten Krafte (Wirkung und Gegenwirkung) haben glei-
chen Betrag und entgegengesetzte Richtung.

Wenn wir die Kraft zwischen einer Fluidmenge und ihrer Umgebung durch einen
Symbolbuchstaben bezeichnen, miissen wir deshalb festlegen, welche dieser bei-
den Kréafte wir meinen. Wir vereinbaren:
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Wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, bezeichnet F immer die von auf3en auf die
betrachtete Fluidmenge wirkende Kraft.

Threr physikalischen Ursache nach gehdren zu den Volumenkréften zunéchst die
Anziehungskraft zwischen zwei Massen (Gravitationskraft) und die Anziehungs-
und Abstof3ungskrifte zwischen elektrischen Ladungen und elektrischen Stro-
men oder Magnetpolen. Sie alle nehmen mit der Entfernung nur relativ schwach
ab (abgesehen von der unmittelbaren Umgebung der Korper mit dem Quadrat ih-
res Abstands), man nennt sie deshalb Fernwirkungskrifte. Uber die Abmessun-
gen der betrachteten Fluidmengen dndern sie sich im Rahmen der Messgenau-
igkeit oft gar nicht (Schwerkraft). Zu den Volumenkréften gehoren aber auch die
Zusatzkrifte (Scheinkréfte) wie die Zentrifugalkraft und die Corioliskraft, die in
beschleunigten Bezugssystemen zusdtzlich auftreten. Oberflachenkrifte sind zu-
nidchst die intermolekularen Anziehungskrifte. Sie nehmen mit der Entfernung
so stark ab (abgesehen von einem Nahbereich mit der siebten bis achten Potenz
des Abstands), dass sie praktisch nur auf die unmittelbar benachbarten Molekiile
wirken; man nennt sie deshalb Nahwirkungskrafte. Von auf3en wirken sie also nur
aufdie Teilchen an der Oberfldche, und im Inneren heben sie sich nach dem Wech-
selwirkungsgesetz auf. Zu den Oberflachenkriften gehoren aber auch die Druck-
krafte, die Gase und Fliissigkeiten auf Behdlterwande ausiiben. Die Druckkrifte
in Gasen entstehen durch die Impulsdanderungen von Molekiilen, die beim ,,Auf-
treffen” auf eine Wand in den AbstofSungsbereich der intermolekularen Kréfte der
Wandmolekiile geraten und dabei wie bei einem elastischen Stof3 zuriickgestofien
werden. Die hydrostatische Druckkraft auf den Boden eines mit einer Fliissigkeit
gefiillten Behélters riihrt vom Gewicht der auf den Boden lastenden Fliissigkeit
her.

Kraftdichte und Spannungsvektor

Auf ein Volumenelement dV mit der Masse dm wirke die Volumenkraft dF,, dann
definieren wir die (Massen-)Kraftdichte® oder spezifische Volumenkraft ]_f durch

_dEv _1dEy (1.4-9)

L= m = pav

wobei wir bei der letzten Gleichung (1.4-4) ausgenutzt haben.

3 Andere Autoren fiihren statt f die (Volumen-)Kraftdichte k = pf ein.
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Auf ein Oberfldchenelement dA wirke die Oberflachenkraft dF,, dann defi-
nieren wir den Spannungsvektor g durch

dF,

A (1.4-10)

g:=

Nach der Kontinuumshypothese sind Kraftdichte und Spannungsvektor wie-

der (hochstens bis auf Diskontinuitétsflichen) stetige Funktionen von Ort und

Zeit. Der Spannungsvektor hingt jedoch aulerdem noch vom Normalenvektor*
n des Flachenelements ab, auf das er wirkt:

.E = f_-()_(, t)7 o= Q()_(; t, H) (14'11)
Fiir ein beliebiges endliches Volumen in einem Kontinuum erhalten wir aus

(1.4-9) und (1.4-10) durch Integration F, = [fdm, F, = $ 0 dA; fiir die gesamte
Kraft auf das Volumen ergibt sich damit nach (1.4-8)

F- j p[dV+<ﬁgdA. (1412)

——— S———
Ey Fy

Extensive und intensive Groflen

Wenn wir die bisherigen Uberlegungen dieser Lehreinheit iiberblicken, kénnen
wir zwischen zwei verschiedenen Arten von physikalischen Grof3en unterschei-
den: Es gibt einerseits Gréf3en wie die Dichte, das spezifische Volumen, die Kraft-
dichte und den Spannungsvektor, die fiir jeden Punkt des Raums definiert sind,
und es gibt andererseits Gréf3en wie das Volumen, die Flidche (offene Fldche oder
Oberflache), die Masse, die Volumenkraft, die Oberflachenkraft und die (Gesamt-)
Kraft, die nur fiir einen rdumlichen Bereich, d. h. ein Volumen, eine Fldache oder
(was hier nicht vorgekommen ist) eine Kurve definiert sind. Gréf3en, die fiir jeden
Punkt definiert und deshalb mathematische Funktionen des Ortes sind, nennen
wir intensive Gréf3en (manchmal spricht man auch von Qualitédtsgrofien); Grofien,
die fiir einen rdumlichen Bereich definiert sind und die deshalb nicht Funktionen
des Ortes sind, nennen wir extensive Grolen (Quantitéitsgroflen). Dass extensive

4 Zum Begriff des Normalenvektors vgl. Abschnitt 1.11 des Anhangs ,,Zum Rechnen mit Tenso-

«

ren-.
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Grof3en keine Funktionen des Ortes sind, erkennt man auch daran, dass sie mit in-
tensiven Groflen iiber Bereichsintegrale (Volumen-, Flachen- oder Kurvenintegra-
le) zusammenhéngen, vgl. (1.4-7) und (1.4-12), und solche Bereichsintegrale sind
ja bestimmte Integrale iiber die Ortskoordinaten.

Intensive Gréf3en wie die Dichte lassen sich nur in Kontinuen als stetige Funk-
tionen definieren, sie sind sogar die fiir Kontinuen typischen Gréf3en. Meistens
héngen sie aufler vom Ort nur von der Zeit ab, in diesem Falle nennen wir sie auch
Feldgrof3en; dann kann man sie, vgl. Lehreinheit 1.3, als Eigenschaften der kon-
tinuierlich verteilten Teilchen interpretieren. (Diese begriffliche Unterscheidung
von intensiven Grofien und Feldgréflen erscheint uns niitzlich; sie ist allerdings
uniiblich.)

Extensive Grof3en wie die Kraft sind sowohl fiir Kontinuen wie fiir diskonti-
nuierliche Systeme (z. B. Massenpunkte, Systeme von Massenpunkten) sinnvoll.
Aus der Definition von extensiven Grofien als Bereichsintegrale folgt die folgende
wichtige Eigenschaft: Teilt man einen Bereich in mehrere Teilbereiche, so ist die
extensive Grof3e fiir den Gesamtbereich gleich der Summe der extensiven Gréf3en
fiir die Teilbereiche. Man sagt dafiir, extensive Gréf3en seien additiv. Extensive
Grof3en sind haufig anschaulicher als Feldgr6f3en: Masse und Volumen sind an-
schaulicher als die Dichte.

Intensive wie extensive Gro6f3en konnen Skalare (Dichte, spezifisches Volu-
men; Masse) oder Vektoren (Kraftdichte, Spannungsvektor; Kraft) oder Tensoren
hoherer Stufe (Beispiele spéter) sein.

Aufgabe 1

Wie sind extensive und intensive Gréf3en in Kontinuen miteinander verkniipft?
A. Extensive Gréflen sind Bereichsintegrale von intensiven Grof3en. O
B. Intensive Gréf3en lassen sich als Dichtegréf3en schreiben, d. h. als
(Differential-)Quotient einer extensiven Grofie und eines Volumens,
einer Flache oder einer Strecke, vgl. (1.4-3) oder (1.4-10). O

Aufgabe 2
Wie ist die Oberflichenkraft F, definiert?

A. Als Kraft aus der betrachteten Fluidmenge auf ihre Umgebung. O
B. Als Kraft aus der Umgebung auf die betrachtete Fluidmenge. O
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Aufgabe 3

In welcher Beziehung stehen der Normalenvektor eines Flichenelements und der
Spannungsvektor, der an dem Flachenelement angreift, in einem ruhenden Flu-
id?

A. Beide sind parallel. ]
B. Beide stehen aufeinander senkrecht. O
C. Beide kénnen beliebige Winkel einschlief3en. m|

LE 1.5 Der Druck

Durch Betrachtung des Kraftegleichgewichts wird gezeigt, dass der Spannungszustand in
einem ruhenden Fluid durch eine einzige skalare Feldgr6f3e, den Druck, beschrieben werden
kann.

Ein Fluid hat definitionsgemaf3 u. a. die Eigenschaft, dass es in der Ruhe keine
Schubspannungen aufnehmen kann. Das bedeutet, dass die Kraft auf eine belie-
bige Schnittflache in einem ruhenden Fluid immer senkrecht auf dieser Flache
steht. Durch Betrachtung des Kraftegleichgewichts an einem infinitesimalen Pris-
ma ldsst sich dann zeigen, dass der Betrag des Spannungsvektors unabhdngig von
der Orientierung der Fldche ist, an der er angreift.

Wir betrachten ein Volumenele-
ment eines ruhenden Fluids in Form
des skizzierten dreiseitigen Prismas
und wollen die Gleichgewichtsbe-
dingung fiir die x-Komponenten al-
ler daran angreifenden Krifte auf-
stellen. Von den Oberflaichenkraften
haben nur die Kréafte auf die Flache
in der y, z-Ebene und auf die schra-
ge Flache eine x-Komponente; dazu

- odix

kommt dann die x-Komponente der
Volumenkraft.

Wir beginnen mit dem Beitrag der Prismenfldche in der y, z-Ebene und be-
zeichnen die daran angreifende Oberflachenkraft mit dF , , den daran angreifen-

5 Fiir die folgenden Ableitungen werden die in Abschnitt 1.11 des Anhangs dargestellten Zusam-
menhédnge benotigt.
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den Spannungsvektor mit g,, seinen Betrag mit o,, den Fldchenvektor dieser Fla-
che mit dA,, seinen Betrag mit dA,, dann gilt nach (1.4-10) dF,, = 0, dA,.

Nach unserer Konvention sind die Oberflachenkréafte die von aufien an dem
Prisma angreifenden Krafte; weil in der Oberfliche Druck- und nicht Zugkrifte
wirken, sind Oberflachenkraft und Spannungsvektor also nach innen gerichtet.
Der Flachenvektor ist dagegen definitionsgemaf3 nach aufien gerichtet, Oberfla-
chenkraft und Flachenvektor sind demnach antiparallel, es gilt also auch

dF, = —0,dA,.

Der Betrag des Flachenvektors ist offenbar dy dz, seine Richtung —e,, wir erhalten
also schlief3lich

dF,, =o,dydze,.

Wir berechnen nun den Beitrag der schragen Flache. Wir nennen die daran an-
greifende Oberflichenkraft dF,,, den daran angreifenden Spannungsvektor ¢,
seinen Betrag o,,, den zugehdrigen Flachenvektor dA ,, seinen Betrag dA, und sei-
nen Normalenvektor n, dann gilt entsprechend

dy
oS a

dFy, = 0,dA, = —0,dA, = ~Og dzn mit n=(cosa,sina,O0).

Fiir die Volumenkraft dF, schlie8lich erhalten wir nach (1.4-9)

1 .
dFy = pf dV :pfidxdydz mit f = (f.f).f,)-

Die Gleichgewichtsbedingung fiir die x-Komponenten dieser drei Krafte lautet
dann

o,dydz - o,dydz +pfx%dxdydz =0.

Fiir ein infinitesimales Volumen sind offenbar die Oberflichenkréfte von zweiter
Ordnung klein und die Volumenkraft von dritter Ordnung klein, man kann also
die Volumenkrafte gegeniiber den Oberflichenkriften vernachlassigen und erhalt
0, = Op.

Der Betrag o, des Spannungsvektors, der an einer unter dem beliebigen Win-
kel a geneigten Fldche angreift, ist also unabhédngig von a gleich ¢,. Man kann
zeigen, dass er auch gleich 0, und o, ist, wobei o, der Betrag des Spannungsvek-
tors auf ein Flachenelement senkrecht zur z-Richtung ist, vgl. Aufgabe 1 und die
Zusatzaufgabe.
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Der Betrag des Spannungsvektors in einem Punkt ist damit unabhingig von
der Orientierung des Flachenelements, auf das er wirkt. Der Spannungszustand
in einem Punkt eines ruhenden Fluids kann deshalb durch eine einzige skalare
Feldgrofie, den ortlichen Druck p, beschrieben werden, den man zu

p=0,=0,=0,=0, (1.51)

definiert. Dann gilt fiir den Spannungsvektor wegen dF , = 0dA = —0dA = —pdA =
-pndA

152

Setzt man das in (1.4-12) ein, so erhilt man als Spezialfall fiir ein ruhendes
Fluid

F= JpljdV— <j5pndA,

und unter Einfiihrung des vektoriellen Fldchenelements dA nach (A 40)° ergibt
sich fiir die Kraft auf ein endliches Volumen in einem ruhenden Fluid

E-[pfav-$pda (153)

Der Druck hat wie der Spannungsvektor die Dimension Kraft durch Flache,
im internationalen Einheitensystem werden beide Gréf3en also in Newton durch
Quadratmeter (N/m?) oder Pascal (Pa) gemessen:’

1Pa = 1N/m’ = 1kg/(ms?). (1.5-4)

Zur Orientierung iiber die Groflenordnungen dieser Einheiten merke man sich,
dass der atmosphirische Luftdruck etwa 10° Pa betrigt und meist in Hektopascal
(hPa) angegeben wird: 10° Pa = 10° hPa. In der Literatur werden daneben viele
andere Druckeinheiten verwendet, die wichtigsten sind in Tabelle 8 aufgefiihrt.

6 Die Gleichungsnummern mit A beziehen sich auf den mathematischen Anhang.

7 Wo bei der Beschreibung von Dimensionen oder von Einheiten wie in (1.5-4) mehrere Gréf3en
rechts (oder links) von einem schrigen Bruchstrich vorkommen, stehen sie alle im Nenner (bzw.
im Zéhler), ohne dass Klammern gesetzt werden.
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Aufgabe 1

Leiten Sie aus dem Kriftegleichgewicht in y-Richtung an demselben infinitesima-
len Prisma her, dass g, = o, und damit auch g, = o, ist!

Aufgabe 2

Welche der folgenden Aussagen sind in einem ruhenden Fluid richtig?

A. Der Druck steht senkrecht auf dem Flachenelement, an dem er angreift.

B. Der Spannungsvektor steht senkrecht auf dem Flachenelement, an dem er
angreift.

Zusatzaufgabe

An welchem infinitesimalen Prisma kdnnte man zeigen, dass 0y, = 0, ist?

LE 1.6 Die thermische Zustandsgleichung

Die Dichte in einem Fluid l&sst sich nicht nur als Funktion von Ort und Zeit, sondern auch
als Funktion anderer Feldgro3en darstellen, in den meisten Fillen als Funktion des Druckes
und der Temperatur. In dieser Lehreinheit wollen wir drei praktisch wichtige Modelle fiir
diesen Zusammenhang einfiihren.

Die Dichte p und damit natiirlich auch das spezifische Volumen v sind nicht nur
von Stoff zu Stoff verschieden (vgl. Tabelle 1), sondern fiir ein und denselben Stoff
auch noch von der Temperatur T und vom Druck p abhidngig (vgl. Tabelle 2):

p=p(T,p) bzw. v=u(T,p). (1.6-1)

Die Gleichung, die diese Abhdngigkeit beschreibt, nennt man die thermische Zu-
standsgleichung des betreffenden Stoffes. Leider ist die thermische Zustandsglei-
chung fiir keinen Stoff fiir alle Temperaturen und Driicke bekannt. Fiir praktische
Zwecke kommt man im Allgemeinen mit einer der drei folgenden Idealisierungen
(Modellmedien) aus:
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Ideale Gase

Fiir viele Gase gilt im technisch interessanten Bereich von Temperatur und Druck
mit hinreichender Genauigkeit die thermische Zustandsgleichung

=RT,| |pv=RT, (1.6-2)

IS

wobei R eine Materialkonstante (d. h. eine von Stoff zu Stoff verschiedene Kon-
stante) ist, die man spezifische oder spezielle Gaskonstante nennt; ihre Einheit im
internationalen Einheitensystem ist Joule durch Kilogramm und Kelvin (J/kg K).
Sie hdngt mit der molaren Masse M des Stoffes (internationale Einheit:® kg/mol)
und der molaren oder allgemeine Gaskonstante, die unabhédngig vom Stoff den
Wert

R,, = 8,314 J/(mol K) (1.6-3)
hat, iiber die Gleichung
R, = MR (1.6-4)

zusammen. Ein Gas, das der thermischen Zustandsgleichung (1.6-2) geniigt, nennt
man ein (thermisch) ideales Gas.

Fliissigkeiten

Um fiir Fliissigkeiten (iibrigens auch fiir feste Kérper) wenigstens in engen Be-
reichen von Temperatur und Druck zu einer thermischen Zustandsgleichung zu
kommen, definiert man mit Hilfe der beiden partiellen Ableitungen von (1.6-1)
zwei neue Groflen ay und x:

1/0v 1/0ov
==(=], x=-=(=]. 1.6-
v U<6T>p X v<6p>r (1.65)

Man nennt ay den Volumen-Ausdehnungskoeffizienten und y die Kompressibi-
litdt. Nach ihrer Definition sind beide ebenfalls Funktionen von T und p. Der
Volumen-Ausdehnungskoeffizient hat die Dimension Eins durch Temperatur; sei-
ne Einheit im internationalen Einheitensystem ist also Eins durch Kelvin (1/K). Die

8 Die in Gramm durch Mol gemessene molare Masse nannte man frither Molekulargewicht.
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Kompressibilitdt hat entsprechend die Dimension Eins durch Druck; ihre Einheit
im internationalen Einheitensystem ist demnach Eins durch Pascal (1/Pa).

Man kann sich die thermische Zustandsgleichung eines Stoffes als eine Flache
iiber einer T, p-Ebene veranschaulichen. Wenn man nur voraussetzt, dass diese
Flache eine Tangentialebene hat, was physikalisch plausibel ist, kann man die-
se Flache in einer hinreichend kleinen Umgebung eines Punktes durch die Tan-
gentialebene ersetzen. Hat man also fiir ein Wertepaar T, und p, die zugehorigen
Werte ay und x, gemessen, so gilt in einer hinreichend kleinen Umgebung dieses
Punktes die thermische Zustandsgleichung

U —Ug = ayoUo(T — Tp) — XoVo (P — Po)- (1.6-6)

Inkompressible Fluide

Invielen Fallen geniigt sogar der noch einfachere Ansatz, p als Materialkonstante,
also als unabhédngig von Temperatur und Druck anzunehmen:

p = const, v = const. (1.67)

Dieses Modellmedium nennt man ein inkompressibles Fluid. Mit diesem Ansatz
kann man bei Fliissigkeiten fast immer rechnen (bei Wasser dndert sich die Dich-
te bei einer Druckidnderung von Atmosphirendruck auf das 10°-fache nur um
4 %), aber auch bei Gasen, wenn keine grolen Geschwindigkeitsdifferenzen in
der Stromung auftreten, (bei 20 °C und Atmosphérendruck entspricht in Luft eine
Geschwindigkeitsdifferenz von 0 auf 50 m/s einer relativen Dichtednderung von

1%).

Aufgabe 1

Was versteht man unter einem idealen Gas?
A. Esgiltv=v(p, T).
B. Esgilt pv = RT.

Aufgabe 2

Welche Gleichung haben wir als thermische Zustandsgleichung fiir Fliissigkeiten
verwendet?

A. v = const,

B. v -vg = ayouo(T - Tp) = XoVo (P — Po)-
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Aufgabe 3

Kann man Luft unter bestimmten Bedingungen als inkompressibles Fluid behan-
deln?

A. Nein, bei Luft muss man die Kompressibilitét stets beriicksichtigen.

B. Ja, wenn nur geringe Geschwindigkeitsdifferenzen auftreten.

LE 1.7 Die Zdhigkeit

Die Zdhigkeit ist eine charakteristische Eigenschaft der Fliissigkeiten und Gase. Wir wollen
uns in dieser Lehreinheit zundchst die Erscheinung der Zdhigkeit klarmachen; dazu ver-
gleichen wir das unterschiedliche Verhalten eines typischen festen Kdrpers und eines Flu-
ids gegendiiber einer Scherung. Anschlief}end wollen wir die physikalischen Ursachen der
Zahigkeit kennen lernen.

Elastizitdt und Zahigkeit

Materie setzt der Verschiebung ihrer Molekiile gegeneinander einen Widerstand
entgegen. Die einfachste Konfiguration zur Untersuchung dieser Eigenschaft ist
die einfache Scherung: Man bringt die Materialprobe zwischen zwei parallele Plat-
ten und verschiebt z. B. die obere in sich selbst gegen die untere. Diese Verschie-
bung iibertrdgt sich auf die Materialprobe, und deren Widerstand gegen die Sche-
rung lasst sich als Schubspannung in den Platten messen.
Es gibt stets einen spannungsfreien Zu-
£ stand, in dem das Medium in Ruhe und die
1t T Schubspannung null ist. Bei festen Kérpern
hingt die Schubspannung 7 in vielen Fil-
len nur vom Verhdltnis der Verschiebung ¢
aus dem spannungsfreien Zustand zum Plat-
tenabstand H ab. Fiir kleine Verschiebungen
(¢ < H) kénnen wir dieses Verhiltnis mit dem
Scherwinkel f identifizieren; 8 ist der Winkel, um den eine materielle Linie senk-
recht zur Richtung der Scherung aus dem spannungsfreien Zustand durch die
Scherung gedreht wird:

—

=1(%)-r®. (1.79)

Solche Medien nennt man elastisch: Macht man die Verschiebung riickgéngig,
so kehrt das Medium in seine Ausgangslage zuriick, und die Schubspannung
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verschwindet wieder. Im einfachsten Fall ist die Schubspannung zum (kleinen)
Scherwinkel proportional:

T=GB= G%. (1.72)

Solche Medien nennt man linear-elastisch oder in der Terminologie der modernen

Rheologie Hooke-Medien. Die Proportionalitatskonstante G heifit Schubmodul;
sie ist von Stoff zu Stoff verschieden, d. h. eine Materialkonstante.

Bei Fluiden kann eine einmalige Verschie-

U bung der einen Platte nicht zu einer Schubspan-

yh ™ nung fiihren: Sobald die Fluidteilchen ihre neue

[ ‘ Lage eingenommen haben, ist das Fluid wie-
u(y) H der in Ruhe und kann definitionsgemaf3 keine
x ‘ Schubspannung mehr iibertragen. In einem Flu-
— —

id kann eine Schubspannung also nur auftreten,
solange sich die eine Platte bewegt und damit
zwischen den Platten eine Scherstrémung auf-
rechterhdlt. In vielen Fallen hdngt die Schubspannung nur vom Verhéltnis der
Plattengeschwindigkeit U zum Plattenabstand H ab; wegen U = dé/dt, d¢ = Hdf
ist dieses Verhiltnis gleich der zeitlichen Anderung des Scherwinkels, der so ge-
nannten Schergeschwindigkeit = U/H:

T= f<g> =f(B). (1.73)

Solche Medien nennt man viskos oder zdh. Im einfachsten Fall ist die Schubspan-
nung proportional der Schergeschwindigkeit, man fiihrt dann im Allgemeinen
die Querkoordinate y und die Geschwindigkeit u(y) zwischen den Platten ein und
schreibt

T=n—. (1.7-4)

Solche Medien nennt man linear-viskos oder Newton-Medien; wir werden sie,
dem in der Stromungslehre {iblichen Sprachgebrauch folgend, newtonsche Flu-
ide nennen. Die Gleichung (1.7-4) nennt man auch den Newtonschen Schubspan-
nungsansatz. Die Proportionalitidtskonstante n heif3t Viskositdt oder Zahigkeit;
zur Unterscheidung von der haufig verwendeten Grofie

> (1.7-5)
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die man kinematische Zahigkeit nennt, heif3t  auch dynamische oder absolute
Zahigkeit. Auch der Ausdruck Scherviskositét ist gebrduchlich.  ist zundchst von
Stoff zu Stoff verschieden, dariiber hinaus aber auch eine Funktion der Tempera-
tur. Genau genommen hangt n sogar noch vom Druck ab, die Druckabhéngigkeit
kann aber fast immer vernachlédssigt werden.

Aus der Definitionsgleichung (1.7-4) fiir die Zdhigkeit ergibt sich, dass n die
Dimension Druck mal Zeit hat. Ihre Einheit im internationalen Einheitensystem
ist demnach die Pascalsekunde (Pas):

1Pas=1Ns/m’ = 1kg/(m s). (1.7-6)

Die physikalischen Ursachen der Zdhigkeit

Wir wollen im Folgenden die physikalischen Ursachen der Zdhigkeit kennen ler-
nen. Wir werden sehen, dass es zwei verschiedene Mechanismen gibt, von denen
der eine bei Fliissigkeiten und der andere bei Gasen iiberwiegt. Das hat z. B. ein
entgegengesetztes Temperaturverhalten bei Fliissigkeiten und Gasen zur Folge:
Bei Fliissigkeiten nimmt die Zdhigkeit mit zunehmender Temperatur ab, bei Ga-
sen steigt sie, vgl. Tabelle 5. Bei beiden Mechanismen muss man zur Erkldrung
der Zdhigkeit die Vorstellung des Kontinuums verlassen und auf die molekulare
Struktur der Materie zuriickgehen.

Wir haben in Lehreinheit 1.1 gesehen, dass sich die Molekiile auch in einem
dufderlich ruhenden Medium in standiger Bewegung befinden. Man kann zeigen,
dass die mittlere kinetische Energie dieser Bewegung proportional der Tempera-
tur des Mediums ist, man nennt diese mikroskopische Bewegung deshalb auch
thermische oder Warmebewegung. Dass man im Grof3en keine Bewegung wahr-
nimmt, liegt daran, dass sich alle diese Bewegungen im Mittel aufheben, dass al-
so der Mittelwert der Geschwindigkeit aller Molekiile eines Volumenelements null
ist. In einem bewegten Medium ist das anders, und zwar ist das arithmetische Mit-
tel der Geschwindigkeiten ¢, aller N-Molekiile eines Volumenelements gerade die
makroskopische Geschwindigkeit ¢ des Volumenelements:

1
N

M=

€= Sy 1.77)

v=1

Man kann die (mikroskopische) Geschwindigkeit c, jedes Molekiils aufspalten in
die (makroskopische) Geschwindigkeit ¢ des Volumenelements nach (1.77) und
die thermische Geschwindigkeit v, des Molekiils:

c,=C+U,. (1.7-8)
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Wir betrachten wieder eine einfache Scherstrémung zwischen zwei paralle-
len Platten. In einer Fliissigkeit riihrt der Widerstand, der bei einer Scherung iiber-
wunden werden muss, vor allem von der Uberwindung der intermolekularen Kréf-
te zwischen den Molekiilen her; die Molekiile miissen gleichsam gegen diese Kraf-
te auseinander gerissen werden. Mit steigender Temperatur dehnt sich das Fluid
in der Regel® aus, der mittlere Abstand der Molekiile nimmt zu und damit die mitt-
lere Anziehungskraft zwischen ihnen ab. Zugleich wéchst die mittlere Amplitude
der thermischen Bewegung und damit die Haufigkeit von Platzwechseln. Beides
fiihrt dazu, dass die Zdhigkeit mit der Temperatur abnimmt. In einem Gas riihrt
der Widerstand gegen Scherung vor allem von der Querdiffusion der Molekiile
her: Durch die thermische Bewegung quer zur Richtung der makroskopischen Ge-
schwindigkeit gelangen stdandig Molekiile einer bestimmten mittleren Geschwin-
digkeit in Schichten hoherer oder niedrigerer mittlerer Geschwindigkeit und wer-
den dort durch Zusammenst6f3e mit Molekiilen dieser Schicht beschleunigt oder
gebremst. Diese Impulsdnderung wirkt sich als Schubspannung aus. Mit steigen-
der Temperatur nimmt die Querdiffusion und damit auch die Zdhigkeit zu.

Zahlenwerte fiir die dynamische und die kinematische Zdhigkeit verschiede-
ner Stoffe und fiir die Anderung der dynamischen Zihigkeit von Wasser und Luft
mit der Temperatur finden sich in den Tabellen 1 und 5.

Bei den Zusammenst6f3en der Molekiile wird sicher ein Teil der makroskopischen kineti-
schen Energie in mikroskopische kinetische Energie, d. h. mechanische Energie in innere
Energie umgewandelt. Eine solche Umwandlung nennt man Dissipation; Zdhigkeit ist also
stets mit Dissipation, thermodynamisch gesprochen mit einer Entropieproduktion verbun-
den.

Aufgabe 1

Wenn man ein Medium einer einfachen Scherung unterwirft, wird die auftretende
Schubspannung im allgemeinen Fall sowohl vom Scherwinkel als auch von der
Schergeschwindigkeit abhdngen. Wie nennt man das Medium,

A. wenn die Schubspannung nur vom Scherwinkel abhdngt?

B. wenn die Schubspannung linear vom Scherwinkel abhéngt?

C. wenn die Schubspannung nur von der Schergeschwindigkeit abhangt?

D. wenn die Schubspannung linear von der Schergeschwindigkeit abhdngt?

9 Wasser zwischen 0 °C und 4 °C bildet bekanntlich eine Ausnahme.
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Aufgabe 2

Bei einem einfachen Scherver-
£ £ such zwischen zwei parallelen
Platten im Abstand H befinde
sich das zu untersuchende Me-
dium zundchst im spannungs-
freien Zustand. Von der Zeit ¢,
bis zur Zeit ¢, werde die ortlich
> » und zeitlich konstante Schub-

to t, t t t t spannung 7, aufgepragt, danach
sei das Medium wieder span-
nungsfrei. Skizzieren Sie die Verschiebung ¢ als Funktion der Zeit t und berechnen
Sie die maximale Verschiebung
A. fiir ein Hooke-Medium mit dem Schubmodul G,
B. fiir ein newtonsches Fluid mit der Zahigkeit 7!

Aufgabe 3

Man sagt haufig, die Temperatur sei proportional der mittleren kinetischen Ener-
gie der Molekiile. Erh6ht sich demnach die Temperatur in einer Stromung, wenn
man die Stromung unter sonst gleichen Bedingungen beschleunigt?

LE 1.8 Nicht-newtonsche Fluide

In dieser Lehreinheit wollen wir eine Ubersicht iiber verschiedene Klassen von Fluiden ge-
ben, die sich durch ihr Verhalten bei einer einfachen Scherung unterscheiden. Wir nehmen
damit Einblick in die Rheologie, die ganz allgemein die Verformung oder Bewegung der ver-
schiedenen Materialien unter dem Einfluss von Kompression und Scherung untersucht.

Je nach dem Zusammenhang zwischen der Schubspannung 7 und der Scherge-
schwindigkeit B bei einer einfachen Scherung kann man zwei Klassen von Fluiden
unterscheiden: die viskosen und die elastoviskosen Fluide.

Viskose Fluide

Bei den bereits in Lehreinheit 1.7 eingefiihrten viskosen Fluiden (im Gegensatz
zu den elastoviskosen Fluiden spricht man auch von reinviskosen Fluiden) be-
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steht ein eindeutiger Zusammenhang zwischen der an einem Teilchen angreifen-
den Schubspannung 7 und der zur selben Zeit darauf wirkenden Schergeschwin-
digkeit B; es existiert also ein Flief3gesetz der Form

f.p) =0, (1.81)

in das auf3er T und /3 nur noch Materialkonstanten eingehen; diese Material,,kon-
stanten“ kdnnen natiirlich noch von Zustandsgréf3en wie Temperatur und Druck
abhingen. Das Flief3verhalten eines viskosen Fluids lasst sich also (fiir jeden Satz
Zustandsgroflen) unabhingig vom zeitlichen Verlauf der Schergeschwindigkeit
durch eine einzige FlieRkurve T = T(B) beschreiben; auch die Darstellung ﬁ = B(‘r)
ist liblich.

Im einfachsten Fall der newtonschen Fluide ist das Flie3gesetz linear, es gilt

T= rlB (1.8-2)

mit der Scherviskositdt n als einziger Material-
konstante; die FlieSkurve ist eine Gerade durch
den Ursprung. Newtonsches Verhalten zeigen Luft
/ und die meisten anderen Gase, Wasser, viele Ole,
Benzin, Alkohol, Quecksilber und viele andere
technisch wichtige Fliissigkeiten. Alle Fluide mit
einem anderen Flief3gesetz, also die nichtlinear-

b__— viskosen und die elastoviskosen Fluide, fasst man
-
F_ - als nicht-newtonsche Fluide zusammen.

B Auch bei nichtlinear-viskosen Fluiden geht
a newtonsches Fluid die FlieBkurve durch den Ursprung: Wenn die auf
b strukturviskoses Fluid ein Fluidteilchen wirkende Schergeschwindigkeit

c dilotantes Fluid . .
d Bingham-Medium gegen null geht, muss auch die daran angreifende

Schubspannung gegen null gehen. Man bezeich-
net auch hier den Quotienten aus Schubspannung und Schergeschwindigkeit, al-
so die Steigung der Sekante zu einem Punkt der Flie3kurve, als (Scher-)Viskositét
1; sie ist hier eine Funktion von $ (oder 7). Den Grenzwert der Viskositit fiir sehr
kleine Schergeschwindigkeit, also die Steigung der Tangente an die Flief3kurve im
Ursprung, nennt man Nullviskositdt und bezeichnet sie mit r7,. In der Regel strebt
die Viskositit auch fiir sehr grof3e Schergeschwindigkeit einem Grenzwert zu, den
man obere Grenzviskositit'® nennt und mit n_, bezeichnet.

10 Auch obere newtonsche Grenzviskositat, weil die Viskositit fiir grofie Schergeschwindigkeit
praktisch konstant ist und das Fluid sich deshalb in diesem Bereich wie ein newtonsches verhalt.
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Nimmt die Viskositit eines viskosen Fluids mit steigender Schergeschwindig-
keit ab, nennt man das Fluid strukturviskos oder pseudoplastisch. Solches Ver-
halten zeigen z. B. Losungen und Schmelzen vieler hoch polymerer Stoffe sowie
Suspensionen mit langlichen Partikeln wie Kautschuke und Seifenlésungen. Man
kann strukturviskoses Verhalten folgendermaf3en erkldren: Im Ruhezustand sind
die Molekiile oder suspendierten Partikel stark verkettet und setzen deshalb einer
Scherung grofen Widerstand entgegen. Mit zunehmender Schergeschwindigkeit
richten sich die Molekiile aus, und der Widerstand gegen Scherung nimmt ab.

Steigt die Viskositdt mit zunehmender Schergeschwindigkeit, so nennt man
das Fluid dilatant. Dilatantes Verhalten ist seltener, es findet sich z. B. bei einigen
hoch konzentrierten Suspensionen und nassem Sand. Man versucht sich dieses
Verhalten so zu erkldren, dass in der Ruhe die Sandkdrner dicht gepackt und ihr
Zwischenraum vollig mit Wasser ausgefiillt ist. Mit wachsender Scherbeanspru-
chung vergrofiert sich der Abstand der Sandkdrner, so dass die Wasserumhiillung
aufreifit und die Schmierwirkung des Wassers abnimmt.

Besonders im Bereich mittlerer Schergeschwindigkeiten kann man das Flief3-
gesetz nichtlinear-viskoser Fluide durch eine Gleichung der Form

— (183)

approximieren, wobei bei strukturviskosen Fluiden m < 1 und bei dilatanten Flu-
iden m > 1ist.

Es gibt auch Medien, die sich unter dem Einfluss einer Schubspannung unter-
halb einer sog. FlieBspannung 7, wie ein fester Kérper und dariiber wie ein Fluid
verhalten; solche Medien nennt man plastisch. Da sie in der Ruhe eine Schub-
spannung aufnehmen kénnen, gehoren sie nicht zu den Fluiden. Sie werden hier
mitbehandelt, weil sich ihr Verhalten im fluiden Bereich auch durch eine Flief3kur-
ve beschreiben lasst; die FliefSkurve schneidet die Ordinatenachse bei der Flief3-
spannung. Das einfachste Modell eines plastischen Mediums ist das Bingham-
Medium: Es verhilt sich im festen Bereich linear-elastisch und im fluiden Be-
reich linear-viskos, sein Fliefigesetz (das natiirlich nur sein fluides Verhalten be-
schreibt) lautet demnach

T =14 +1p. (1.8-4)

Viele industrielle Schldamme, z. B. Suspensionen von Kalk (Mortel) und Kreide
(Zahnpasta) zeigen dieses Verhalten.
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Elastoviskose Fluide

Es gibt auch Fluide, bei denen die an einem Teilchen bei einfacher Scherung an-
greifende Schubspannung nicht nur von der momentanen Schergeschwindigkeit,
sondern auch von der Schergeschwindigkeit in der Vergangenheit abhdngt. Wenn
z. B. eine scherende Beanspruchung plétzlich aufhért, sinkt die Schubspannung
in solchen Fluiden nicht momentan, sondern erst allmédhlich auf null, was dazu
fiihrt, dass ein Teil der durch die Scherung hervorgerufenen Deformation riick-
gangig gemacht wird. Solche Fluide nennt man deshalb elastoviskos; im Blick auf
die Nachwirkung der Schergeschwindigkeit spricht man auch von Fluiden mit Ge-
déchtnis. (Der Unterschied zwischen viskosen und elastoviskosen Fluiden macht
sich natiirlich nur bei zeitlich verdnderlicher Schergeschwindigkeit bemerkbar.)

Bei elastoviskosen Fluiden ldsst sich der Zusammenhang zwischen Schub-
spannung und Schergeschwindigkeit praktisch immer durch ein Flief3gesetz dar-
stellen, in das auf3er T und ,8 (und Materialkonstanten) auch zeitliche Ableitungen
von 7 und  eingehen:

f(r,t,....5.B,..) =0. (1.8-5)
Ist diese Gleichung in allen Variablen linear, also von der Form
T+ai+--+bf+bf+---=0, (1.8-6)

so spricht man von einem linear-elastoviskosen Fluid.
Der einfachste Fall ist das sog. Maxwell-Fluid, fiir das eine Beziehung

B= (1.87)

+

Ql~

T
n
mit den Materialkonstanten 1 und G existiert. Fiir /5 » /G, also wenn sich die
Schubspannung hinreichend langsam dndert, reduziert sich das Flief3gesetz zu
T= nB, das Fluid verhalt sich also rein newtonsch; fiir 7/n <« 7/G, also wenn sich
die Schubspannung hinreichend schnell dndert, erhélt man = Gf oder 7 = G,
das Fluid verhalt sich also wie ein Hooke-Medium. Sind beide Terme von gleicher
Gréflenordnung, zeigt das Fluid sowohl viskose wie elastische Eigenschaften.
Man kann das elastoviskose Verhalten auch dadurch charakterisieren, wie
sich die Schubspannung und damit die Viskositdt mit der Zeit &ndert, nachdem
dem bisher ruhenden Fluid zur Zeit t = O eine zeitlich konstante Schergeschwin-
digkeit aufgepragt wurde. Nahert sich die Schubspannung dem stationdren Wert
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von oben, wird das Fluid also bei konstanter Scher-
beanspruchung mit der Zeit diinnfliissiger, spricht
man von thixotropem Verhalten; ndhert sich die
Schubspannung dem stationdren Wert von unten,
wird das Fluid also bei konstanter Scherbeanspru-
chung mit der Zeit dickfliissiger, spricht man von
rheopexem Verhalten. Dabei ist jeweils vorausge-
setzt, dass die Anderungen der Viskositit reversi-
t bel verlaufen, dass die Viskositat also bei Aufhoren
a thixotropes Verhalten der Scherbeanspruchung nach einer gewissen Zeit
b rheopexes Verhalten auf ihren Ausgangswert zuriickgeht.

Thixotropie ist uns von vielen Farben und La-
cken vertraut: Beim Riihren mit konstanter Winkelgeschwindigkeit zeigen thixo-
trope Fluide zunéchst einen sehr grofien Widerstand und damit eine sehr gro-
3e Viskositdt, im Laufe der Zeit nimmt der Widerstand und damit die Viskositat
dann deutlich ab. Offenbar muss bei solchen Fluiden die Schergeschwindigkeit
eine Zeit lang wirken, um die Struktur zu zerstoren. Der Endwert der Viskositét ist
bei solchen Fluiden in der Regel um so kleiner, je gréf3er die aufgepragte Scherge-
schwindigkeit ist; bei stationdrer Schergeschwindigkeit verhalten sich solche Flu-
ide also meist wie strukturviskose Fluide. Rheopexie kommt in der Praxis kaum
vor; wie in der Zusatzaufgabe gezeigt wird, ist das Maxwell-Fluid rheopex.

Der Vollstandigkeit halber sei erwédhnt, dass ein Medium mit elastischen und
viskosen Eigenschaften kein Fluid sein muss. Zum Beispiel ist das Kelvin-Medium
mit dem Stoffgesetz T = GB + n ein Modell fiir einen Festkorper: Bei hinreichend
grofler Scherung, vom spannungslosen Zustand aus gemessen, verhalt es sich wie
ein Hooke-Medium. Man nennt solche Medien auch viskoelastisch.
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Zusammenstellung der Einteilung von Medien nach ihrem mechanischen
Verhalten

elastisch viskos
f(.p)=0 fw.p)=0
zum Beispiel 7 = G zum Beispiel 7 = 1 8 (Newton)
(Hooke) oder T = K ™ (nichtlinear-viskos,

z. B. strukturviskos)

viskoelastisch elastoviskos
f(r,t,....8,8,...)=0 f(t,t,....8,8,...)=0
. . ; . o . h T T
zum Beispiel T = G B + a 8 (Kelvin) um Beispiel B = Tt G (Maxwell)
fest fliissig, gasformig
plastisch

f(r,p) =0fiirt <71,
f(r,p) = 0fiirt > 1,
zum Beispiel T = G S fiir 7 < 7
T =1, +n B fiir t > 7, (Bingham)

Normalspannungseffekte

Bei viskosen wie elastoviskosen Fluiden mit nichtlinearem
Flie3gesetz hat eine Schergeschwindigkeit nicht nur eine
Schubspannung zur Folge, sondern sie fiihrt auch zu unter-
schiedlichen Normalspannungen in verschiedenen Richtun-
gen. In der Regel ist die Differenz der Normalspannungen in
Strémungsrichtung und in Scherrichtung positiv und deutlich
grofler als die Differenz der Normalspannungen in Scherrich-
tung und in der indifferenten Richtung. Die auffilligste Folge
der Normalspannungsdifferenzen ist also das Auftreten einer
Zugspannung in Strémungsrichtung. Das fiihrt z. B. dazu, dass
der Fliissigkeitsspiegel an einem Riihrstab steigt (Weiflenberg-
Effekt), und dass ein aus einer Offnung austretender Fliissig-
keitsstrahl sich zundchst aufweitet.
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Aufgabe 1

Was versteht man unter

A. einem viskosen Fluid,

B. einem newtonschen Fluid,

C. einem Bingham-Medium,

D. einem strukturviskosen Fluid,
E. einem elastoviskosen Fluid,
F. einem thixotropen Fluid,

G. einem Fluid mit Gedachtnis?
Aufgabe 2

Wie kann man sich strukturviskoses, wie thixotropes Verhalten erkldren?

Aufgabe 3

Nennen Sie ein Beispiel fiir

A.

B
C.
D.
E

ein Bingham-Medium,

ein newtonsches Fluid,
ein thixotropes Fluid,

ein dilatantes Fluid,

ein strukturviskoses Fluid!

Zusatzaufgabe

Berechnen Sie 7 = 7(t) fiir ein Maxwell-Fluid fiir den Fall, dass das Fluid fiir ¢t < 0 in Ruhe
ist und ihm fiir t > O eine zeitlich konstante Schergeschwindigkeit 8 aufgepragt wird!
Losungshinweis: Fiir konstantes § ist (1.8-7) eine inhomogene lineare Differentialgleichung
in 7 mit konstanten Koeffizienten und der Randbedingung 7 = O fiir t = 0.
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LE 1.9 Die Grenzflichenspannung (Teil 1)

Ein Fluid ist definitionsgemaf3 u.a. dadurch gekennzeichnet, dass es in der Ruhe keine
Schubspannungen aufnehmen kann. Wir haben bereits in Lehreinheit 1.3 darauf hingewie-
sen, dass z. B. die Bildung von Wassertropfen dazu im Widerspruch steht. Auch die Bildung
von Gasblasen in einer Fliissigkeit oder von Fettaugen auf einer Suppe ldsst sich am ein-
fachsten erkldren, wenn man entgegen dem Modell eines Fluids eine Schubspannung in
der Grenzflache zwischen den beiden Stoffen annimmt. Mit dieser Grenzflichenspannung
wollen wir uns in den letzten beiden Lehreinheiten dieses Kapitels beschéftigen.

Die physikalischen Ursachen der Grenzflichenspannung

Zwischen den Molekiilen einer Fliissigkeit
(oder eines festen Korpers) bestehen Anzie-
hungskrafte, die den Zusammenhalt des Kor-

% pers bewirken; diese Erscheinung nennt man

bekanntlich Kohédsion. Im Innern einer Fliis-

sigkeit wirkt injeder Richtung die gleiche in-

termolekulare Kraft, die Resultierende dieser
Kréfte auf ein Molekiil ist also null. An der Oberfliche wirken die intermolekula-
ren Krafte nur ins Innere und ldngs der Oberfldche, sie haben also eine Resultie-
rende in die Fliissigkeiten hinein.

An dieser Uberlegung dndert sich qualitativ nichts, wenn man beriicksichtigt, dass ober-
halb einer Fliissigkeitsoberfldche nicht Vakuum herrscht, sondern sich Dampf bildet, man
also genauer statt von einer Oberfldche von einer Grenzfliche zwischen der fliissigen und der
gasformige Phase spricht: Die intermolekularen Krifte, die von den Gasmolekiilen oberhalb
der Grenzflache auf Fliissigkeitsmolekiile in der Grenzfliche wirken, sind sehr viel kleiner
als die intermolekularen Kréfte, die von den Fliissigkeitsmolekiilen unterhalb der Grenzfla-
che ausgehen; die Resultierende aller dieser Krifte auf ein Molekiil in (oder dicht unter) der
Grenzflache weist also in die Fliissigkeit. Entsprechendes gilt fiir die Grenzfliche zwischen
zwei verschiedenen Stoffen (zwei festen Kérpern, zwei nicht mischbaren Fliissigkeiten oder
einem festen Korper und einer Fliissigkeit): Auch zwischen den Molekiilen verschiedener
Stoffe herrschen intermolekulare Kréfte, die beispielsweise dazu fiihren, dass Kreide an ei-
ner Tafel oder Wasser beim Durchstromen eines Rohres an der Rohrwand haftet; diese Er-
scheinung nennt man bekanntlich Adhésion. Fiir alle Grenzflichen zwischen verschiedenen
Stoffen oder verschiedenen Phasen eines Stoffes gilt also, dass sich die intermolekularen
Kréfte auf Molekiile in der Grenzfldche (oder in ihrer Ndhe) nicht aufheben, sondern sich zu
einer Resultierenden senkrecht zur Grenzfliche zusammensetzen.



LE1.9 Die Grenzflichenspannung (Teill) =— 35

Die Grenzflachenspannung oder spezifische Grenzflichenenergie

Um eine Grenzflache zu vergréflern, muss man Molekiile aus dem Innern an die
Grenzflache bringen. Dabei muss man Arbeit entgegen der resultierenden Kraft
leisten; ein Molekiil an der Oberflache hat also gegeniiber einem Molekiil im In-
nern eine um den Betrag dieser Arbeit gréf3ere potentielle Energie. Diese potenti-
elle Energie nennt man Grenzflichenenergie. Um die Grenzflache um den Betrag
dA zu vergroflern, sei die Grenzflichenenergie dE erforderlich, dann definiert man
die spezifische Grenzflichenenergie durch

dE

Man beachte, dass y nicht die Dimension Energie durch Masse einer spezifischen
Energie, sondern die Dimension Energie durch Fldache hat.

Ist zur Vergroflerung einer Flache eine Arbeit

aufzuwenden, so muss am Rand der Flache eine

/\ > Kraft angreifen, die auf der Randkurve senkrecht

/ steht und tangential zur Flache in die Flache hin-

IL = ein gerichtet ist. Auf ein Element ds der Randkurve

As‘ wirke eine Kraft dF. Verschiebt man dieses Rand-

- kurvenelement gegen diese Kraft um die Strecke

\Ab db nach aufden, so wird die Arbeit dE = dF db

\ geleistet und die Fldche dabei um das Stiick dA =

- ds db vergrofiert. Setzt man beides in (1.9-1) ein, so

erhdlt man

_dF

Y= (19-2)

Die spezifische Grenzflichenenergie lasst sich also auch als Quotient der Kraft,
die an einem Kurvenelement einer Grenzfliche angreift, und der Linge dieses
Kurvenelements ausdriicken. Man nennt y deshalb auch Grenzflachenspannung,
wobei wieder zu beachten ist, dass y nicht die Dimension einer Spannung, nam-
lich Kraft durch Flache, sondern die Dimension Kraft durch Lange hat. Die Ein-
heit von y im internationalen Einheitensystem ist also Joule durch Quadratmeter
(J/m?) oder Newton durch Meter (N/m):

1]/m2 =1N/m=1Pam = 1kg/52. (1.93)

Tabelle 7 enthilt einige charakteristische Werte der Grenzflachenspannung.
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Beriicksichtigt man den vektoriellen Charakter der Kraft, so kann man auch eine vektorielle
Grenzflachenspannung

&%

(1.9-4)

I=
Il

definieren.

Werden die Molekiile eines Stoffes in der Grenzflache starker von den Molekiilen des an-
deren Stoffes als von den eigenen angezogen, ist also die Adhésion stérker als die Kohési-
on, so spricht man von einer negativen Grenzflachenspannung. Bei zwei Fliissigkeiten fiihrt
das dazu, dass beide Stoffe sich vermischen, also gar keine Grenzflache auftritt. Diese Er-
scheinung kann aber auch zwischen einer Fliissigkeit und einem festen Korper auftreten;
in diesem Falle versucht die Grenzflachenspannung, die Grenzflache zu vergroflern, y ist
tangential zur Grenzflache aus der Grenzflache heraus gerichtet. B

Aufgabe 1

Wie ist die spezifische Grenzflachenenergie y definiert?
A. Als Quotient aus der Arbeit, die bei der Bewegung eines Teilchens

langs der Grenzflache aufgewendet werden muss, und der Lange

des zuriickgelegten Weges. O
B. Als Quotient aus der Arbeit, die bei der Bewegung eines Teilchens

aus dem Innern an die Grenzflache aufgewendet werden muss, und

der dadurch bewirkten Vergréf3erung der Oberflache. O

Aufgabe 2

Man kann die spezifische Grenzflachenenergie y auch als Quotient einer Kraft und
einer Lange deuten. Wirkt diese Kraft

A. inder Grenzfldche oder O
B. senkrecht zur Grenzflache? O
Aufgabe 3

Was lasst sich iiber die Grenzflichenspannung zwischen zwei Gasen sagen?
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LE 1.10 Die Grenzflichenspannung (Teil 2)

Randwinkel und Haftspannung

Die Grenzflachenspannung fiihrt zu charakteristischen Erscheinungen an einer
Linie, an der drei Medien zusammenstof3en. Wenn man etwa einen Tropfen Par-
affin6l auf eine Wasseroberflache bringt, nimmt er die Form einer Linse mit schar-
fer Kante an. Dabei bilden sich zwischen den drei Grenzflichen Randwinkel aus,
die nur vom Verhdltnis der drei Grenzflichenspannungen abhangen: Das Kraf-
tegleichgewicht verlangt, dass die vektorielle Summe der drei Grenzflichenspan-
nungen verschwindet. Ein Gleichgewicht ist also nur méglich, wenn jedes der drei
y dem Betrage nach kleiner als die Summe der an-
deren beiden ist. Wenn sich kein Gleichgewicht
Yis (e Y23 3 einstellen kann, breitet sich das Medium 2 (bei
— m@a 1 geniigend grofler Oberfldche) als praktisch mo-
nomolekularer Film auf der Oberflache aus. Dies
Y, ist zum Beispiel der Fall, wenn man statt Paraffin-
é\ﬁz 6l leichteres Mineraldl nimmt; auf dieser Eigen-

schaft beruht die Schmierwirkung von Ol.

Ist das Medium 1 fest, etwa bei einem Was-
sertropfen auf einer Glasplatte, so ist die Rich-
tung der beiden Grenzflichenspannungen y;;

A\ | 2 und y;, festgelegt: Das Kréftegleichgewicht kann
Y13 -Ya2 1 sich nur in Richtung der festen Wand frei einstel-
len. Fiir den Randwinkel a zwischen Fliissigkeit

und fester Wand gilt dann

Y13 — V12 = V3 COs Q. (1.10-1)

Die Grenzflaichenspannung gegeniiber einem festen Medium lésst sich also nur
als Differenz bestimmen; die Grof3e y;3 — y;, heif3t die Haftspannung des Mediums
1gegeniiber der Fliissigkeit 2und dem Gas 3. Man kann nun 4 Falle unterscheiden:
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Y13~ Y12 E Yo3 Formal ergibt sich cosa > 1, praktisch @ = 0°. Wir haben wieder den Fall,
dass kein Gleichgewicht moglich ist: Die Fliissigkeit versucht, die ganze
Wand mit einem diinnen Film zu iiberziehen. Beispiel: Petroleum, Glas und
Luft (mit Petroleumdampf).

0<Y;3" Y1 <Yp3 1> c0osa >0,0" < a < 90" Die Flissigkeit bildet mit der Wand einen
spitzen Winkel, sie steigt also an der Wand hoch. Beispiel: Wasser, trocke-
nes Glas und Luft; o liegt je nach Art des Glases zwischen 0° und 50°. (Bei

vorheriger Benetzung des Glases ist & = 0°.)
0<Y,,"Y13< Va3 0 > cosa > -1,90° < a < 180°. Die Fliissigkeit bildet mit der Wand einen

stumpfen Winkel, sinkt also an der Wand ab. Beispiel: Quecksilber, Glas
k— und Luft; o liegt zwischen 140° und 150°.

Y12~ Y13 Z Yo3 Formal ergibt sich cos a < -1, praktisch a = 180°. Dieser Fall kommt in der

i Natur nicht vor.

Im ersten Fall sagt man, die Fliissigkeit benetze die Wand vollstandig, im zwei-
ten und dritten Fall, die Fliissigkeit benetze die Wand teilweise. Manche Autoren
sagen im dritten Fall auch, die Fliissigkeit benetze die Wand nicht.

Kriimmungsdruck

Ist die Grenzflache gekriimmt, so fiihrt die Grenzflichenspannung zu einem Uber-
druck auf der konkaven Seite, so wie die Spannung in der Hiille eines Luftballons
einem Uberdruck im Innern des Ballons entspricht. Diesen Uberdruck nennt man
Kriimmungsdruck oder auch Kapillardruck, weil er die Ursache dafiir ist, dass
z.B. Wasser in einer Kapillare (einem diinnen R6hrchen) aus Glas héher als in
der Umgebung steigt, vgl. die Zusatzaufgabe in Lehreinheit 2.3.

Der Uberdruck Ap in einem kleinen Fliissigkeitstropfen oder einer Gasblase
vom Radius R 14sst sich bei bekannter Grenzflachenspannung y nach (1.9-1) leicht
berechnen: Die Oberfliche der Blase ist 47R?, aufgrund des Uberdrucks wirkt auf
die Blasenoberfliche von innen die Kraft 47R?Ap. Vergrofert man den Blasenra-
dius um dR, so muss man die Energie

dE = 47R*Ap dR
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aufwenden. Dabei vergroRert sich die Oberfliche A = 47R? um

dA
dA = d_RdR = 8nRdR.

Nach (1.941) erhélt man daraus y = R Ap/2 oder fiir den Kriimmungsdruck

_

R (1.10-2)

Ap

Zu demselben Ergebnis kommt man, wenn man von (1.9-2) ausgeht.
P Nach (1.9-2) wirkt z. B. im ,,Aquator“ der Kugel die Kraft 2Ry senk-
/1Y \‘\ recht zum ,, Aquator*. Diese Kraft muss gleich der Druckkraft ApiR?

é. =T = aufdie ,Aquatorialebene“ sein. Durch Gleichsetzen beider Ausdrii-
Q cke erhdlt man ebenfalls (1.10-2). Eine Seifenblase hat eine innere
\ y 7 und eine &uflere Oberfldche, dafiir gilt also
~_ 4y
fp=—. (1.103)

Die Gleichung (1.10-2) gilt offenbar fiir jedes Oberflichenelement der Kugel oder allgemeiner
fiir jedes Oberflichenelement, das Teil einer Kugelkalotte mit dem Kriimmungsradius R ist.
Fiir ein beliebig gekriimmtes Flachenelement einer Grenzflache gilt, vgl. die Zusatzaufgabe,

1 1
Ap = —+ =, 1.10-
d y( Ry " R, ) (110-9)

wobei R; und R, die Kriimmungsradien in zwei aufeinander senkrecht stehenden Normal-
ebenen des Flachenelements sind.

Aufgabe 1

Berechnen Sie den Randwinkel a, eines Tropfens Paraffindl auf Wasser! (Zahlen-
werte in Tabelle 7.)

Aufgabe 2

Was passiert, wenn zwei verschieden grofie Seifen-
blasen durch ein R6hrchen verbunden werden?

A. Die kleinere wachst auf Kosten der grofieren. O
B. Die grofiere wichst auf Kosten der kleineren. 0O
C. Beide behalten ihre Gréfie. |
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Aufgabe 3

Wie grof3 ist der Uberdruck in einem Regentropfen von 1 mm Durchmesser?

Zusatzaufgabe

Ein gekriimmtes Flachenelement habe in zwei zueinander
senkrechten Richtungen die Seitenldngen ds; und ds,. Der
Kriimmungsradius in der s;-Ebene sei R; und in der s,-Ebene
R,. Die Grenzflichenspannung sei y. Berechnen Sie den
Kriimmungsdruck auf das Flachenelement!




Kapitel 2
Hydrostatik

Die Hydrostatik untersucht Fluide in der Ruhe. Es gelten dann zwei wichtige Aus-

sagen:

- Alle Kréfte, die an einem beliebigen Fluidelement angreifen, miissen im
Gleichgewicht sein, d.h. ihre Summe muss null sein; denn wire das nicht
der Fall, so wiirde ihre Resultierende nach dem 2. Newtonschen Axiom (Kraft
gleich Masse mal Beschleunigung) das Fluidelement beschleunigen, es blie-
be also nicht in Ruhe.

— Das Fluid kann nach Lehreinheit 1.3 keine Schubspannungen aufnehmen.
Der Spannungsvektor steht dann in jedem Punkt senkrecht auf dem Fldchen-
element, an dem er angreift, und sein Betrag ist nach Lehreinheit 1.5 unab-
hingig von der Orientierung dieses Flachenelements gleich dem Druck in die-
sem Punkt.

Mit Hilfe dieser beiden Aussagen wollen wir zundchst eine Differentialgleichung
fiir das Druckfeld in einem ruhenden Fluid aufgrund einer dufieren Volumenkraft
(z. B. des Schwerefeldes) herleiten, das sog. Eulersche Grundgesetz der Hydrosta-
tik; anschlief3end wollen wir diese Differentialgleichung fiir zwei technisch wich-
tige Spezialfille, namlich bei barotroper Schichtung und fiir inkompressible Flu-
ide, integrieren, d. h. wir wollen das Druckfeld aus dem Feld der Kraftdichte be-
rechnen (Lehreinheiten 2.1 bis 2.3).

Aus diesem Druckfeld wollen wir dann die Kraft ausrechnen, die von einem
ruhenden Fluid auf eine Behdlterwand ausgeiibt wird, etwa von einem Stausee
auf die Staumauer (Lehreinheiten 2.4 bis 2.7).

In diesem Kapitel wird zum ersten Male von der Vektorrechnung Gebrauch
gemacht. Wer damit, insbesondere mit dem Rechnen in Koordinatenschreibwei-
se, Schwierigkeiten hat, der sei auf den Anhang ,,Zum Rechnen mit Tensoren*
verwiesen. Die Gleichungen dieses Anhangs werden im Text mit einem A vor der
Gleichungsnummer zitiert.

LE 2.1 Das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik
In dieser Lehreinheit wird zunédchst das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik abgeleitet.

Dann wird daraus die Bedingung gewonnen, die ein dufieres Kraftfeld erfiillen muss, damit
ein Fluid in Ruhe sein kann.

https://doi.org/10.1515/9783110641455-002
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Grundgleichungen

Wir beginnen dieses Kapitel mit der Formulierung einer Grundgleichung, des Eu-
lerschen Grundgesetzes der Hydrostatik. Dabei verstehen wir unter einer Grund-
gleichung eine physikalische Gleichung, die man nicht aus anderen physikali-
schen Gleichungen mathematisch herleiten kann, sondern die man aus einer Viel-
zahl von Beobachtungen und Experimenten als deren gemeinsame Grundlage ge-
wonnen hat. Statt von einer Grundgleichung spricht man im selben Sinne auch
von einem Postulat oder einem Axiom. Haufig, aber keineswegs immer, liegt einer
Grundgleichung ein einfacher Gedanke zugrunde. In der Hydrostatik kann man
ihn so formulieren:

Die Summe aller Krafte auf ein beliebiges Volumen in einem ruhenden Fluid ist null.

Eine solche Aussage nennt man auch ein Naturgesetz. Auch andere Formulierun-
gen desselben Gedankens sind mdoglich, in diesem Falle etwa: In einem ruhenden
Fluid stehen alle Krafte im Gleichgewicht. Eine Grundgleichung herleiten heif3t
dann, eine solche Aussage in eine physikalische Gleichung umsetzen. In diesem
Sinne wollen wir jetzt das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik herleiten.

Die Herleitung des Eulerschen Grundgesetzes

Wir beschreiben die Herleitung des Eulerschen Grundgesetzes sehr ausfiihrlich,
da sie grundlegend fiir das Verstandnis der Hydrostatik ist und der Anfanger hier
haufig Schwierigkeiten hat.
Wir wollen das Kraftegleichge-
Az wicht fiir einen infinitesimalen Qua-
dx | a der ansetzen. Der Mittelpunkt M
. : M 4£2 des Quaders habe die Koordinaten
dz Y i (x,y,z), und der Quader habe parallel
7 zu den Koordinatenachsen die Kan-
z tenldngen dx, dy und dz. Im Mittel-
> punkt des Quaders wirke der Druck
X p(x,y,2z) und die Kraftdichte f(x,y, z)
mit den drei Koordinaten! f,(x,y,z),

1 Zur Unterscheidung zwischen den Komponenten und den Koordinaten eines Vektors vgl. die
Erlduterungen zu (A 2).
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fy(x,y,z) und f,(x,y,z). Kréftegleichgewicht bedeutet, dass die Summe aus der
(von der Kraftdichte herrithrenden) Volumenkraft und den (vom Druck herriih-
renden) Oberflachenkraften null sein muss. Da Krafte Vektoren sind, muss diese
Bedingung fiir alle Koordinatenrichtungen erfiillt sein. Wir setzen sie zunéachst fiir
die y-Richtung an.

Die y-Koordinate der Volumenkraft ist nach (1.4-12)

dFy, = pf, dxdy dz. (2.11)

Da die Oberflachenkréfte auf den Flachen, an denen sie angreifen, senkrecht ste-
hen, liefern nur die beiden in die Figur eingezeichneten Kréfte dF,; und dF, Bei-
trage zum Kréftegleichgewicht in y-Richtung. Sie unterscheiden sich zwar nur um
einen infinitesimalen Betrag, da aber dF; von links und dF, von rechts wirkt, also
ihre Differenz in das Kréftegleichgewicht eingeht, miissen wir diese infinitesima-
le Differenz ermitteln. dF, wirkt im Punkte (x,y - %dy,z); nach dem Taylorschen
Satz der Differentialrechnung herrscht dort der Druck
op dy

ady 2

und damit die Oberflachenkraft
op dy
dF, = (p - E;)dxdzgy.
Entsprechend wirkt im Punkte (x,y + %dy,z) die Oberflachenkraft

dp dy
d£2 = (p + $?>dxdzgy

Die y-Koordinate der Oberflachenkraft erhélt man aus der Addition von dF, und
dF, zu

dFg, = —Z—I;dx dy dz. (2.12)

Aus (2.11) und (2.12) erhélt man dann fiir die y-Koordinate der insgesamt auf
das Fluidelement wirkenden Kraft mit dV = dx dy dz

dF, = <pfy - a—i)dv, (213)
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und eine entsprechende Betrachtung fiir die beiden anderen Koordinatenrichtun-
gen muss aus Symmetriegriinden auf die Beziehungen

3

dF, = <pr - a—i)dv, .1-4)
3

dF, = <pr - £>dv, (2.1:5)

fiihren. Diese drei Gleichungen lassen sich zu der Vektorgleichung
dF = (of - grad p)av,

ap (2.1-6)
dF; = ( pf; - =— |dV,
i (pﬁ ox, )
zusammenfassen.’
Im Gleichgewicht muss diese Kraft verschwinden. Da dV nicht null ist, erhal-
ten wir die Gleichgewichtsbedingung

%)
f )4

= 2.1
Pli= 50 2.17)

pf = gradp,

Dies ist das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik. Man kann daraus ablesen,
dass in einem ruhenden Fluid der Druckgradient in Richtung der Kraftdichte
weist, m.a. W dass die Isobaren’® iiberall auf dem dufleren Kraftfeld senkrecht
stehen.

Die Grundbedingung der Hydrostatik

Im Allgemeinen ist die spezifische Volumenkraft f gegeben und der Druck p ge-
sucht. Die Dichte p ist entweder als Materialkonstante gegeben (inkompressibles
Fluid) oder durch eine weitere Gleichung (die thermische Zustandsgleichung)
mit p verkniipft. Wir haben also eine Vektorgleichung (oder drei Koordinatenglei-
chungen) zur Bestimmung der einen Gr6f3e p, das Problem ist also iiberbestimmt:
Damit eine Losung existiert, d. h. damit im Fluid Ruhe moglich ist, muss f eine
Bedingung erfiillen, und zwar muss die Volumendichte pf der dufleren Kraft als

2 Zu den beiden Schreibweisen von Vektorgleichungen vgl. Abschnitt 1.3 des Anhangs ,,Zum
Rechnen mit Tensoren®.
3 Die Fldchen gleichen Druckes.
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Gradient darstellbar sein. In der Vektoranalysis zeigt man (vgl. Zusatzaufgabe 1),
dass das genau dann der Fall ist, wenn gilt:

rot(pf) =0, eijkaap—ﬁ( =0. (2.1-8)

]

Eine Kraft, deren Volumendichte pj_r rotorfrei ist und die sich deshalb als Gradient
schreiben ldsst, nennt man in der Mechanik konservativ. Es gilt also der Satz: Nur
konservative Krdfte erméoglichen Ruhe!

Aufgabe 1

Schreiben Sie die Gleichungen (2.17) und (2.1-8) in kartesischen Koordinaten!

Aufgabe 2

Was versteht man unter einer konservativen Kraft?
A. Die Volumendichte einer solchen Kraft ist rotorfrei. O
B. Die Volumendichte einer solchen Kraft ldsst sich als Gradient schreiben. O

Zusatzaufgabe 1

Zeigen Sie, dass fiir ein beliebiges Skalarfeld ¢(x) die Gleichung rot grad ¢ = 0 gilt!
Lésungshinweis: Ubersetzen Sie die zu beweisende Gleichung in die Koordinatenschreib-
weise!

Zusatzaufgabe 2

Wir haben das Eulersche Grundgesetz (2.1-7) aus der Gleichgewichtsbedingung dF = O fiir
ein Volumenelement gewonnen. Leiten Sie dieses Gesetz aus der Gleichgewichtshedingung
F = 0 fiir ein endliches Volumen her!

Losungshinweis: Fiir die Kraft auf ein endliches Volumen in einem ruhenden Fluid gilt
(1.53). Wandeln Sie das Oberflichenintegral mittels des Gau3schen Satzes (A 46) in ein
Volumenintegral um!
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LE 2.2 Das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik bei
barotroper Schichtung

Wir wollen untersuchen, was sich aus der soeben abgeleiteten Grundbedingung der Hydro-
statik folgern ldsst, wenn die Kraftdichte f des dufieren Kraftfeldes selbst rotorfrei ist, wie
das z. B. beim Schwerefeld der Fall ist. Wir werden sehen, dass man dann zwei Fille unter-
scheiden kann: die barotrope Schichtung und die inkompressiblen Fluide. In beiden Fallen
konnen wir das Eulersche Grundgesetz integrieren, d. h. aus dem Feld der Kraftdichte das
Druckfeld berechnen. In dieser Lehreinheit wollen wir die barotrope Schichtung behandeln,
in der nachsten die inkompressiblen Fluide.

Der Spezialfall rotorfreier Kraftdichte

Wenn die Massenkraftdichte /ﬁ rotorfrei ist, 1dsst sich ;f als Gradient eines Skalar-
feldes darstellen, vgl. Zusatzaufgabe 1 von Lehreinheit 2.1:

rotf =0 < f=-gradl,
opfy _ou (2.21)
I ax; =0 = f"__axl-'

Die auf diese Weise definierte Groe U nennt man das zu f gehdrige Potential.*
Das Minuszeichen ist zundchst Konvention; wir werden spéter das mit diesem
Vorzeichen in (2.2-1) definierte U als spezifische potentielle Energie anschaulich
interpretieren.

Der technisch wichtigste Spezialfall eines solchen Massenkraftfeldes ist das
Schwerefeld. Wenn die z-Achse entgegen der Schwerkraft orientiert ist und g die
Fallbeschleunigung ist, gilt im Schwerefeld in kartesischen Koordinaten®

f = (0> 0, _g)’ U= 82. TZ (22-2)

Genau genommen ist U = gz + K, wobei K eine beliebige Konstante ist: Das Potential U ist
durch f jeweils nur bis auf eine Integrationskonstante bestimmt. Da diese Konstante physi-
kalisch bedeutungslos ist, setzt man sie im Allgemeinen willkiirlich gleich null, d. h. ldsst
sie weg.

4 Ein Potential ist in der Physik ganz allgemein eine Gréfle, deren Ableitung eine anschauliche
Bedeutung hat.

5 Alle mit einer Nummer versehenen Gleichungen, die nur unter der Voraussetzung gelten, dass
die z-Achse entgegen oder in Richtung der Schwerkraft orientiert ist, werden wir durch eine nach
oben bzw. nach unten weisende z-Achse neben der Gleichung kennzeichnen.
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Nach der Produktregel der Differentialrechnung gilt

opfi f;
eijk% = eijkpa_xl; + eijka_)/:jfk’

oder in symbolische Schreibweise iibersetzt, vgl. (A 35), (A 30) und (A 27),

rot(pf) = protf +gradp x f.

Mit der Grundbedingung (2.1-8) der Hydrostatik, der Bedingung (2.2-1) fiir eine ro-
torfreie Kraftdichte und dem Eulerschen Grundgesetz (2.17) folgt daraus

gradp x gradp = 0. (2.23)

Wenn ein dufleres Kraftfeld vorhanden ist, muss nach dem Eulerschen Grund-
gesetz (2.1-7) grad p von null verschieden sein. Damit (2.2-3) gilt, muss also entwe-
der gradp = O sein, oder grad p und grad p miissen in jedem Punkt des Fluids
parallel sein. gradp = 0 bedeutet p = const, d. h. nach (1.6-7) ein inkompressi-
bles Fluid; diesen Fall wollen wir in der ndchsten Lehreinheit diskutieren. Wir
wenden uns hier zundchst dem Fall zu, dass grad p von null verschieden ist und
damit grad p und grad p iiberall parallel sind.

Barotrope Schichtung

Der Vektor grad p steht bekanntlich in jedem Punkt auf der Flache p = const durch
diesen Punkt senkrecht.® Entsprechend steht natiirlich grad p auf den Flichen
p = const senkrecht, nach (2.2-3) fallen also die Fldchen p = const und die Fla-
chen p = const (die Isobaren) zusammen, d. h. jedem Wert p ist genau ein Wert p
zuzuordnen. (2.2-3) ist dann also gleichbedeutend mit

p=pD), (2.2-4)

wahrend im Allgemeinen eine thermische Zustandsgleichung p = p(T, p) gilt. Eine
Strémung, in der sich die Dichte allein als Funktion des Drucks darstellen ldsst,
nennt man barotrop; in einem ruhenden Fluid spricht man statt von barotroper
Strdmung wohl besser von barotroper Schichtung:

6 Nach (A 31)ist dp = dx - grad p; fiir alle dx, die auf grad p senkrecht stehen, ist demnach dp = 0
und damit p = const.
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Ein Fluid mit ortlich veranderlicher Dichte ist in einem Kraftfeld mit rotorfreier Kraftdichte (z. B. im
Schwerefeld) in der Ruhe barotrop geschichtet.

Setzt man (2.2-1), und (2.2-4) in das Eulersche Grundgesetz (2.1-7) ein, so erhalt
man

1
radU + — gradp = 0.
g o) gradp = 0.

Integriert man diese Gleichung langs einer beliebigen Kurve zwischen zwei Punk-
ten P; und P,, so folgt

2 o) 1
JgradU-d)_H j Egradp~d)£:0,
(O] ()]

und mit (A 31) erhilt man
U2 - Ul + J _— = 0 (2.2‘5)

oder fiir den Spezialfall des Schwerefeldes mit (2.2-2)

)
dp _ z .
gz -2z + J F =0. [ (2.2-6)

M

Dabei ist die z-Achse wie in (2.2-2) entgegen der Schwerkraft zu orientieren. Ist
p = p(p) bekannt, kann man aus (2.2-5) oder (2.2-6) durch eine Integration den
Druck p infolge des dufleren Kraftfeldes berechnen.

Aufgabe 1

Welche der folgenden Grof3en ist ein Potential?

A. Die Kraftdichte. O
B. Ein Gradient.
C. Eine Grof3e, deren Gradient eine anschauliche Bedeutung hat. O

i
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Aufgabe 2

Man kann mit Hilfe der Eulerschen Grundgleichung der Hydrostatik auch die
Druckverteilung in einem stromenden Fluid berechnen, wenn es ein (bewegtes)
Koordinatensystem gibt, von dem aus das Fluid ruht.
Ein Beispiel dafiir ist die Stromung in ei-
| nem teilweise mit Wasser gefiillten zylindrischen
' Topf, der mit der konstanten Winkelgeschwin-
digkeit w um seine Achse rotiert. In einem mit
der Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Koor-
dinatensystem ist das Fluid in Ruhe, und in die-
r r sem System gilt die Eulersche Grundgleichung.
: Man muss allerdings als duflere Kraft dann die
u im mitbewegten System wirksamen Kréfte anset-
zen. Man verwendet zweckmaflig Zylinderkoor-
dinaten. Im ruhenden System wirkt auf jedes Teilchen auf3er der Fallbeschleu-
nigung f -ge, die Zentripetalbeschleunigung f —wzre im mitbeweg-
ten System w1rkt dieselbe Fallbeschleunigung und d1e Zentrlfugalbeschleumgung
f,=f, = ure,
A. Priifen Sie, ob die resultierende Kraftdichte f = w’re, — ge, ein Potential be-
sitzt! -
B. Falls das der Fall ist, berechnen Sie es!

Aufgabe 3

A. Berechnen Sie die Abnahme des Drucks in der At-
mosphédre mit der Hohe H iiber dem Erdboden
unter der Annahme, dass die Luft ein isothermes
ideales Gas ist und am Erdboden der Druck p,
herrscht! (Die gesuchte Formel nennt man die ba-

P=p, rometrische Hohenformel.)

& x® B. In welcher Hohe hat der atmosphdarische Luft-
druck bei einer Temperatur von 20 °C um 3 % ab-
genommen?
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Zusatzaufgabe

Berechnen Sie die Abnahme des Druckes in der Atmosphére mit der Hohe H iiber dem Erd-
boden unter der Annahme, dass eine isentrope Luftschichtung vorliegt und am Erdboden
der Druck p,, und die Dichte p, herrschen!

Losungshinweis: Fiir ideale Gase gilt bei Isentropie p/p* = const.

LE 2.3 Das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik fiir
inkompressible Fluide

In dieser Lehreinheit wollen wir die Druckverteilung in einem ruhenden inkompressiblen
Fluid berechnen

Wir betrachten jetzt inkompressible Fluide, d. h. Fluide, in denen die Dichte p we-
der von der Temperatur noch vom Druck abhéngt, also eine Materialkonstante
ist:

p = const. (2.31)

Das kann man im Allgemeinen bei Fliissigkeiten, aber mit oft ausreichender Nahe-
rung auch bei Gasen bei Hohenunterschieden unter 250 m voraussetzen, vgl. Auf-
gabe 3 B von Lehreinheit 2.2. Dann l4sst sich das Eulersche Grundgesetz (2.17) in
der Form

f = grad p (2.32)
- P
schreiben; in einem inkompressiblen Fluid ist Ruhe also genau dann mdéglich,
wenn die Kraftdichte rotorfrei ist. Fiihrt man in (2.3-2) nach (2.2-1) das Potential U

ein, so erhilt man grad(U + p/p) = 0, oder langs einer beliebigen Kurve zwischen
den Punkten P; und P, integriert,

U,- U + ’% 0. 2.33)

Fiir den Spezialfall des Schwerefeldes erhilt man mit (2.2-2)

gz —2) + I% - 0. [Z (2.3-4)
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Dabei ist die z-Achse wieder entgegen der Schwerkraft zu ori-

entieren. Als Beispiel berechnen wir die Zunahme des Druckes

z in einem Wasserbecken mit der Tiefe, die sog. hydrostatische

Druckverteilung. Dabei ist es iiblich, den Ursprung des Koordi-

natensystems in die Wasseroberfldche zu legen und die z-Achse abweichend von

den bisherigen Formeln in Richtung der Schwerkraft zu orientieren. Mit z; = 0,
z, = 2, p; = Po und p, = p(z) folgt dann aus (2.3-4)

|- @39

Eine Folge dieser Gleichung ist das Gesetz von
den kommunizierenden Gefidfien: Sind zwei mit
T einer Fliissigkeit gefiillte Gefaf3e durch eine Rohr-

H, ] leitung verbunden, so ist die Fliissigkeit in der
l ‘1‘2 Rohrleitung genau dann in Ruhe, wenn der Fliis-
— D sigkeitsspiegel in beiden Gefaflen gleich hoch

ist. Zum Beweis denken wir uns die Rohrleitung
durch ein geschlossenes Ventil unterbrochen. Wenn jetzt, wie in unserer Skiz-
ze, der Fliissigkeitsspiegel links die H6he H; und rechts die Hohe H, < H; hat,
herrscht nach (2.3-5) links vom Ventil der Druck p; = py + pgH; und rechts vom
Ventil der Druck p, = p, + pgH,, d. h. es ist p; > p,. Offnet man das Ventil, strémt
Fliissigkeit vom linken Gefaf3 in das rechte, bis der Druckunterschied ausgegli-
chen, d. h. der Wasserspiegel in beiden Gefafien gleich hoch ist.
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Tabellarische Zusammenfassung der Lehreinheiten 2.1 bis 2.3

Allgemein gilt

’p)j: gradp < rot(pf) = Q.‘

(2.17), (2.1-8)

Gilt auf3erdem

’]_f:—gradU & rotf =0,

(2.21)

so sind zwei Fdlle moglich:

Barotrope Schichtung Inkompressible Fluide
Beispiele: Beispiele:
isotherme Schichtung eines idealen | Fliissigkeiten,

Gases: p/p = const,

isentrope Schichtung eines idealen
Gases: p/p" = const.

Dann gilt:

(2)dp
U—U+J—:
2~ Y P

@

0. (2.2-5)

Ist speziell

Gase bei geringen Hohenunterschie-
den.

’]ﬁz(0,0,—g) = U=gz

dann gilt
()]
glzy—2z) + J v _ 0. % (2.2-6)
@ P
Beispiel:
barometrische Hohenformel (Lehrein-
heit 2.2, Aufgabe 3)

z

X

_sH
p(H) = pge RT

Dann gilt:
U,-U+ 227 P o (233)
L“ (2.22)
gz —2z) + ’% - 0. ]Z 2.3-4)

Beispiel:
hydrostatische Druckverteilung

L

P =Dpo +pgz (2.3-5)



LE 2.3 Das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik fiir inkompressible Fluide =—— 53

Aufgabe 1

Das Eulersche Grundgesetz der Hydrostatik pf = grad p kann nur erfiillt sein,
wenn

A. der Druck p ein Potential besitzt, O
B. die spezifische Massenkraft f ein Potential besitzt und p eine Funktion des

Druckes p und der Temperatﬁr T ist, m|
C. das Produkt p]_f ein Potential besitzt, O
D. f ein Potential besitzt und p = const oder p = p(p) ist. ]
Aufgabe 2

Bestimmen Sie den Druck in einem Wasserbecken in einer Tiefe von 10 m, wenn
der Umgebungsdruck 10> hPa betrigt!

A. 10*mm WS O
B. 28,7PSI 0
C. 1981hPa O

Hinweis: Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Druckeinheiten finden
Sie in Tabelle 8.

Aufgabe 3

Berechnen Sie die Hohendifferenz h,, — hy, die sich in ei-
nem U-Rohr-Manometer einstellt, wenn auf den beiden
Schenkeln die Driicke p, und p, lasten!




