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Ein paar Worte voraus… 

Vor fast acht Jahren erschien unter dem Titel „Taschenbuch der Ingenieurmathematik“ die 
erste Auflage dieses Buches, damals noch im Oldenbourg Verlag. Als dieser vor einigen 
Jahren vom De Gruyter Verlag übernommen wurde, entstand im Zusammenhang mit der 
Neuordnung des Verlagsprogramms die Idee, vier Werke, an denen der erstgenannte Autor 
beteiligt ist, unter dem einheitlichen Rahmen „Mathematik für angewandte Wissenschaften“ 
mit differenzierenden Untertiteln zusammenzufassen. Mit dieser Namensgebung sollte noch 
stärker unterstrichen werden, dass die Mathematik hier vornehmlich unter dem Aspekt der 
Anwendung behandelt wird, was inzwischen weit über die klassische Ingenieurmathematik 
hinausgeht. Das Vorkursbuch und das Lehrbuch aus dieser Reihe sind in den letzten Mona-
ten erschienen, das Übungsbuch erscheint bald nach diesem Taschenbuch. 

Außerdem ist Jiří Horák als zweiter Autor hinzugekommen. Er hat die Entstehung der Erst-
auflage bereits im Hintergrund begleitet und beim Korrekturlesen einige wertvolle Hinweise 
gegeben. Inzwischen ist er selbst Professor an der TH Ingolstadt und hat an der Erstellung 
dieser zweiten Auflage wesentlichen Anteil genommen. Als aktiver Hochschullehrer hat er 
durch den ständigen Kontakt mit den Studierenden eher die Möglichkeit, neuere Entwick-
lungen aufzunehmen als der erstgenannte Autor, der inzwischen emeritiert ist. 

Nichtsdestoweniger wurde das bewährte Konzept der Erstauflage beibehalten: Das vorlie-
gende Werk soll Studierende an Universitäten und Hochschulen, die als Anwender Mathe-
matik studieren, während ihres gesamten Studiums und im Berufsleben danach als nützliches 
Nachschlagewerk für möglichst alle für sie relevanten mathematischen Sachverhalte zur 
Verfügung stehen. Deshalb haben wir uns um eine möglichst anschauliche Darstellung, un-
terstützt durch viele Abbildungen, bemüht, ohne jedoch die notwendige mathematische 
Strenge und Exaktheit zu vernachlässigen. Ein detailliertes Stichwortverzeichnis unterstützt 
unser Anliegen. 

Der Aufbau des ersten Teils (Kapitel 1-9) entspricht etwa dem des von J. Erven und D. 
Schwägerl verfassten Lehrbuchs, das in der gleichen Reihe erschienenen ist. Es werden die 
Grundlagen dargestellt, wie sie in jedem Bachelor-Studiengang einer ingenieur- oder natur-
wissenschaftlichen Disziplin benötigt werden. Dabei nehmen Teile der diskreten Mathematik 
(Lineare Algebra und Algebra) aufgrund ihrer für die Anwendung gestiegenen Bedeutung 
einen größeren Raum ein als in früheren vergleichbaren Werken. In den Kapiteln 9-16 wer-
den weitergehende Themen behandelt, die insbesondere in den universitären Studiengängen 
der Elektro- und Informationstechnik sowie in allen Master-Studiengängen der Ingenieur- 
und Naturwissenschaften eine zunehmend wichtige Rolle spielen. Hervorzuheben sind hier 
die Kapitel über Numerik und Funktionentheorie, die wir in keinem uns bekannten Taschen-
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buch in dieser Weise behandelt finden. Im Kapitel 17 sind – des schnelleren Auffindens 
wegen – häufig benutzte Integrale, Reihenentwicklungen und statistische Tabellen zusam-
mengefasst. Wir halten so etwas auch in Zeiten des überall verfügbaren Internets nach wie 
vor für hilfreich und meist bequemer in der Handhabung. Teile des Anhangs basieren übri-
gens auf einem älteren Buch, an dem einer der Autoren mitgearbeitet hat und das unter dem 
Titel „H. Wörle, H.-J. Rumpf  und J. Erven: Taschenbuch der Mathematik“ 2015 als Reprint 
vom De Gruyter Verlag neu herausgegeben wurde.  

Obwohl das vorliegende Buch aus unseren an verschiedenen Fakultäten und Hochschulen 
gehaltenen Vorlesungen entstanden ist, kann es kein Lehrbuch – und erst recht nicht den 
Vorlesungsbesuch – ersetzen. Das wird schon daran deutlich, dass bis auf wenige Ausnah-
men auf Beispiele verzichtet wurde – einerseits deshalb, um es bei der Fülle des Stoffs noch 
einigermaßen kompakt und übersichtlich zu halten, andererseits aber auch, um es als Formel-
sammlung in Prüfungen zulassen zu können. 

In der vorliegenden zweiten Auflage wurden etliche leider immer wieder vorkommende 
Schreibfehler beseitigt, an einigen Stellen die Darstellungsweise geglättet und mathemati-
sche Unsauberkeiten bereinigt. Außerdem wurden Inhalte ergänzt. 

Es gibt viele Personen, die bei der Erstellung dieses Buches mitgewirkt haben und denen wir 
herzlich danken möchten: Da sind zunächst einmal Dietrich Schwägerl und Matthias Erven, 
Mitautoren bei anderen Werken dieser Reihe, zu nennen – dem einen für die Überlassung 
etlicher Grafiken, dem anderen für kritisches Korrekturlesen und viele fachliche Hinweise. 
Christine Erven hat das Abtippen der Integraltafeln übernommen und darüber hinaus den 
gesamten Text hinsichtlich Schreibfehler und Layoutgestaltung überprüft. Zudem sind hier 
die MINT-Lektorate der beiden Verlage zu nennen – namentlich Anton Schmid, Oldenbourg 
Verlag, für viele wertvolle Hinweise zur Konzeption und technischen Herstellung sowie 
Nadja Schedensack, De Gruyter Verlag, für die gute Zusammenarbeit.  

Unser besonderer Dank gilt jedoch unseren Familien für die große Nachsicht, die sie bei der 
Erstellung der Texte mit uns hatten.  

München und Ingolstadt, im Juli 2018 J. Erven, J. Horák
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1 Grundlagen 

1.1 Aussagenlogik und Mengenlehre 

Definition: 

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde (meist ein grammatikalisch korrekter Satz!), 
von dem eindeutig bestimmt werden kann, ob es wahr (w, true, 1) oder falsch (f, false, 0) 
ist. 

Wesentlich für die sogenannte Aussagenlogik ist also die Tatsache, dass stets eindeutig fest-
stellbar ist, welchen Wahrheitswert – wahr oder falsch – eine Aussage A hat; man spricht 
von der Zweiwertigkeit („tertium non datur“1)) der Logik. Auf Grund dessen können zusam-
mengesetzte Aussagen durch die Festlegung ihrer Wahrheitswerte – in Abhängigkeit von 
denen der Einzelaussagen – definiert werden. Häufig entsprechen diese dem umgangssprach-
lichen Gebrauch (zum Beispiel bei Verneinung oder Und-Verknüpfung), bei einigen, wie 
etwa Oder-Verknüpfung und Folgerung, ist allerdings Vorsicht geboten. 

Negation (Verneinung) 

Umgangssprachlich verneint man eine Aussage meist durch Hinzusetzen des Wortes „nicht“. 
Die so aus A erhaltene Aussage A (auch mit  A¬ bezeichnet, gelesen „nicht A“, „non A“ 
oder einfach „A quer“) hat – wie im alltäglichen Sprachgebrauch – genau die umgekehrten 
Wahrheitswerte wie A. Präzise wird dies durch sogenannte Wahrheitstafeln dargestellt, die 
man also in dieser Form auch zur Definition der Negation hernehmen kann: 

A A

w f 

f w 

1)
lat.: Es gibt kein Drittes.
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2 1 Grundlagen 

Konjunktion (Und-Verknüpfung, AND) 

Umgangssprachlich wird „A und B“ nur dann als zutreffend angesehen, wenn beide beteilig-
ten Einzelaussagen wahr sind, in den drei anderen Fällen (eine der beiden falsch und die 
andere wahr sowie beide falsch) ist „A und B“ falsch. Der Gebrauch in der mathematischen 
Logik ist der gleiche, die Konjunktion der beiden Aussagen A und B, geschrieben als BA ∧  
(gelesen „A und B“ oder „A et B“) wird über die folgende Wahrheitstafel definiert: 

A B BA ∧  
w w w 
w f f 
f w f 
f f f 

Auf diese Weise können insgesamt 16 verschiedene Wahrheitstafeln erzeugt werden (in der 
dritten Spalte kann an jeder der 4 Stellen w oder f stehen), es gibt also – anders ausgedrückt – 
16 verschiedene 2-stellige Aussageverknüpfungen. Von diesen sind außer der Konjunktion 
noch die Disjunktion (Oder-Verknüpfung, OR; geschrieben  BA ∨ , gelesen „A oder B“), die 
Implikation (Folgerung; geschrieben BA⇒ , gelesen „aus A folgt B“ oder „wenn A dann 
B“) und die  Äquivalenz (Gleichwertigkeit; geschrieben BA ⇔ , gelesen „A äquivalent B“) 
von Bedeutung. Sie werden durch folgende  Wahrheitstafel definiert: 

A B BA ∧ BA ∨ BA⇒ BA ⇔  

w w w w w w 

w f f w f f 

f w f w w f 

f f f f w w 

Zu beachten ist, dass die Disjunktion stets nichtausschließend gemeint ist, sie also nur falsch 
ist, wenn beide Teilaussagen falsch sind, während in der Umgangssprache oft „entweder – 
oder“ gemeint ist. Auch bei der Folgerung wird in der Umgangssprache häufig „wenn A dann 
B“ mit „wenn nicht A dann nicht B“ gleichgesetzt, was der Äquivalenz, aber nicht der Impli-
kation entspricht. Eine Implikation BA⇒  ist (siehe oben) nur dann falsch, wenn die Prä-
misse A wahr und gleichzeitig die Konklusion B falsch ist.   

In den beiden ersten Spalten sind alle denkbaren Kombinationen der Wahrheitswertevertei-
lungen der Einzelaussagen (insgesamt 4) aufgeführt, aus der dritten Spalte entnimmt man, 
dass nur im Falle, wo A und B wahr sind, auch BA ∧  wahr ist. Das bedeutet aber auch, dass 

AB ∧  die gleiche Wahrheitswerteverteilung hat wie BA ∧ , BA ∧  und AB ∧  sind logisch 
gleichbedeutend, „ ABBA ∧∧  entspricht “ ist ein aussagenlogisches Gesetz. 
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Aussagenlogische Gesetze (Tautologien) 

Offensichtlich ergeben sich die gleichen Verteilungen der Wahrheitswerte, wenn man bei 
BA ∧ , BA ∨  oder BA ⇔   A und B die Rollen tauschen lässt, BA ∧  und AB ∧  sind also 

logisch gleichbedeutend, „ ABBA ∧∧  entspricht “ ist ein aussagenlogisches Gesetz. Weite-

re wichtige Tautologien sind: 

BA ∧  AB ∧  Kommutativgesetz 

BA ∨  AB ∨  Kommutativgesetz 

BA ⇔  AB ⇔  Kommutativgesetz 

BA⇒  AB ⇒  Kontrapositionsregel 

BA⇒  )( BA ∧   

BA ⇔  ABBA ⇒∧⇒  Ringschluss-Regel 

BA ∧  BA ∨  de MORGAN - Regel 

BA ∨  BA ∧  de MORGAN - Regel 

)( CBA ∨∧  )()( CABA ∧∨∧  Distributivgesetz 

)( CBA ∧∨  )()( CABA ∨∧∨  Distributivgesetz 

 

Aussageformen 

Der Ausdruck „x > 2“ stellt ohne weitere Information über x keine Aussage im oben definier-
ten Sinn dar. Steht die Variable x nämlich für irgendein Tier, so ergibt sich Unsinn, setzt man 
jedoch für x eine Zahl ein, so ergibt sich eine – wahre oder falsche – Aussage. Es liegt hier 
eine sogenannte Aussageform vor, die erst durch Angabe eines Einsetzungsbereichs für x zu 
einer Aussage wird. 

Definition: 

Eine Aussageform ist ein sprachliches Gebilde mit mindestens einer Variablen (Leer-
stelle). Durch Einsetzen von entsprechend vielen Elementen aus angegebenen Ein-

setzungsbereichen wird daraus eine Aussage. 

Man schreibt )(xA  bzw. ),,( 1 nxxA L , wobei x bzw. nxx ,,1 L  für Objekte aus den Einset-

zungsbereichen E bzw. nEE ,,1 L  stehen. 

Interessant werden Aussageformen vor allem durch die häufig benutzte Möglichkeit der 
Quantisierung. Will man ausdrücken, dass eine Aussageform )(xA  für jedes Objekt x aus 

dem Einsetzungsbereich E gilt, so benutzt man den sogenannten All-Quantor (geschrieben: 
)(: xAx∀ , gelesen: „Für alle x (aus E) gilt )(xA .“); die Tatsache, dass eine Aussageform 

)(xA  für mindestens ein Objekt x aus dem Einsetzungsbereich E wahr ist, wird durch den 
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Existenz-Quantor )(: xAx∃  („Es gibt (mindestens) ein x aus E, für das )(xA gilt) beschrie-

ben. Durch Benutzung der Mengenschreibweise (siehe nächster Abschnitt) wird die Benut-
zung der Quantoren noch präziser: 

All-Quantor:  )(: xAEx ∈∀  Existenz-Quantor: )(: xAEx ∈∃

Insbesondere bei Verneinungen quantisierter Aussageformen ist die Benutzung der Quanto-
ren-Schreibweise im Vergleich zur Umgangssprache kürzer und vor allem exakter: Es ist 
nicht ganz klar, ob mit „Für alle x gilt )(xA  nicht.“ gemeint ist, dass )(xA  nicht allgemein-

gültig ist  (formal: )(: xAx∀ ) oder dass )(xA  nie gilt (formal: )(: xAx∀ ). Es gelten folgen-

de Entsprechungen für Negationen quantisierter Aussageformen:  

)(: xAx∀ )(: xAx∃

)(: xAx∃ )(: xAx∀

( ))()(: xBxAx ∧∀ ( ))()(: xBxAx ∨∃

( ))()(: xBxAx ∧∃ ( ))()(: xBxAx ∨∀

( ))()(: xBxAx ∨∀ ( ))()(: xBxAx ∧∃

( ))()(: xBxAx ∨∃ ( ))()(: xBxAx ∧∀

( ))()(: xBxAx ⇒∀ ( ))()(: xBxAx ∧∃

( ))()(: xBxAx ⇒∃ ( ))()(: xBxAx ∧∀

Eine widerspruchsfreie exakte Definition des Begriffs „Menge“ ist schwierig, hier aber auch 
nicht erforderlich. Der Begriff soll bei den abstrakten Objekten der Mathematik analog zum 
alltäglichen Sprachgebrauch verwendet werden, also eine Zusammenfassung von bestimmten 
unterscheidbaren Objekten, Elemente genannt, zu einem Ganzen bezeichnen. Um Wider-
sprüche zu vermeiden, geht man von der Existenz einer Grundmenge Ω  aus, die sich sehr 
häufig aus dem Zusammenhang ergibt (Menge aller reellen Zahlen, Menge aller Punkte in 
der Ebene, Menge aller Matrizen o.Ä.).  

Bezeichnungen: 

Mengen werden meist mit Großbuchstaben (A, M, Ω , M o.Ä.) bezeichnet, ihre Elemente 
häufig mit kleinen lateinischen oder griechischen Buchstaben. 

Ma ∈  – gelesen: „a (ist ein) Element von M“ – bedeutet, dass das Element a zur Menge M 
gehört. 



1.1 Aussagenlogik und Mengenlehre 5 

Die Menge, die kein Element enthält, heißt leere Menge und wird mit ∅ oder { } bezeichnet. 
Sie ist dadurch gekennzeichnet, dass die Aussage ∅∈x  stets falsch ist. 

Eine Menge M kann durch Aufzählen ihrer Elemente oder durch Angabe einer kennzeich-
nenden Eigenschaft beschrieben werden. { })(| xAxM Ω∈=  ist also die Menge aller derje-

nigen Elemente aus der Grundmenge Ω , für die )(xA  eine wahre Aussage ist. 

Definition: 

Eine Menge A heißt Teilmenge einer Menge B (bzw. B Obermenge von A), wenn jedes 
Element von A auch Element von B ist. Man schreibt dafür A ⊆ B. (bzw. B ⊇ A), anders 
formuliert: 

 A ⊆ B  ⇔ ∀ x:(x ∈ A ⇒ x ∈ B). 

Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge B heißt die Potenzmenge von B und 
wird mit P(B) bezeichnet. 

Eine gegebene Menge B besitzt also stets mindestens die beiden Teilmengen ∅ und B selbst, 
die sogenannten trivialen Teilmengen. Weitere Teilmengen A von B heißen echte Teilmen-
gen, wofür häufig die Schreibweise A ⊂ B benutzt wird.  

Allgemein besitzt die Potenzmenge einer n-elementigen Menge 2n Elemente. 

Definition: 

(i) Zwei Mengen A und B heißen gleich (geschrieben: A = B)  genau dann, wenn sowohl 
A ⊆ B  als auch  B ⊆ A ist, kurz: 

   ( )BxAxxBA ∈⇔∈∀⇔= : . 

(ii) Der Durchschnitt (die Schnittmenge) von A und B (geschrieben  A ∩ B) ist die Menge 
aller derjenigen Elemente x aus Ω , die sowohl in A als auch in B liegen. Es gilt also: 

   A ∩ B = {x | x ∈ A ∧  x ∈ B}. 

(iii) Die Vereinigung(smenge) von A und B (geschrieben  A ∪ B) ist die Menge aller der-
jenigen Elemente x aus Ω , die in A oder B liegen. Es gilt also: 

   A ∪ B = { x | x ∈ A ∨  x ∈ B} . 

(iv) Die Differenz- oder Restmenge  A ohne B (geschrieben A \ B) ist die Menge aller der-
jenigen Elemente x aus Ω , die zu A, aber nicht zu B gehören. Es gilt also:  

   A \ B = { x | x ∈ A ∧  x ∉ B} . 

 (v) Die Differenzmenge aus Grundmenge Ω  und A heißt das Komplement von A und 

wird mit  CΏ (A) oder A  bezeichnet. 

Mengenbeziehungen und -verknüpfungen werden häufig mit sogenannten VENN-
Diagrammen veranschaulicht. In den Bildern 1.1.1 – 1.1.4 sind die oben definierten Begriffe 
jeweils schattiert dargestellt. 
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Bild 1.1.1: Der Durchschnitt A ∩ B    Bild 1.1.2: Die Vereinigung A ∪ B 

Hieraus ist unmittelbar zu ersehen, dass A ∩ B Teilmenge von sowohl A als auch B ist; ande-
rerseits sind A und B Teilmengen von A ∪ B. 

   

Bild 1.1.3: Die Differenzmenge A \ B   Bild 1.1.4: Das Komplement CG(A) von A 

 

Für die Verknüpfungen von Mengen gelten folgende  

Regeln: 

(i) A ∩ B = B ∩ A    A ∪ B = B ∪ A 
   (Kommutativgesetze)   

(ii) A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C  A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C 
   (Assoziativgesetze) 

(iii) A ∩ (B∪C) = (A∩B) ∪ (A∩C)  A ∪ (B∩C) = (A∪B) ∩ (A∪C) 
   (Distributivgesetze) 

(iv) A \ (B∪C) = (A\B) ∩ (A\C)  A \ (B∩C) = (A\B) ∪ (A\C) 
   (DE MORGANsche Gesetze) 

(v) A ∩ A = A    A ∪ A = A 
   (Idempotenzgesetze) 

(vi) A ∩ G = A    A ∪ G = G 

 A ∩ ∅ = ∅    A ∪ ∅ = A 
   (Neutralitätsgesetze) 

(vii) Für BA ⊆  gilt:  ABA =∩  und BBA =∪  
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Für n gegebene Mengen A1, A2, ..., A n  erhält man die folgende 

Definition: 

(i) Die Menge aller geordneten n-Tupel  (x1, x2, ..., xn)  mit  xi ∈ Ai  (für jedes i = 1, ..., n) 
heißt kartesisches Produkt der Mengen A1, A2, ..., An und wird mit A1 × ... × A n  bezeich-
net. Für n = 2, also für die Menge aller geordneten Paare (x, y) mit x ∈ A1 und y ∈ A2,   
heißt das kartesische Produkt auch Paarmenge der Mengen  A1 und  A2. 

(ii) Ist jedes Ai  = A, so schreibt man auch  An  statt A × ... × A. 

1.2 Relationen und Funktionen 

Definition: 

(i) Eine Teilmenge R von M × N heißt (binäre) Relation auf M × N oder Relation von M 
nach N. Statt Ryx ∈),( schreibt man meist x R y. 

(ii) Ist R eine Relation auf M × N, so nennt man D = { }yxNyMx R:| ∈∃∈  den  

Definitionsbereich und W = { }yxMxNy R:| ∈∃∈  den Werte- oder Bildbereich der 

Relation. 

Im Definitions- bzw. Wertebereich werden also alle diejenigen Elemente von M bzw. N 
zusammengefasst, die in R als erste bzw. zweite Komponente (mindestens einmal) vor-
kommen. 

Die Umkehrrelation R-1 ist eine Relation auf N × M, sie ist gegeben durch: 

RyxRxy ∈⇔∈ − ),(),( 1 . 

Für den Spezialfall M = N (also MMR ×⊆ , man spricht dann einfach von Relationen 

auf M) können Relationen  folgende Eigenschaften haben: 

reflexiv:  xxMx R:∈∀   

symmetrisch:  xyyxMyx RR:, ⇒∈∀  

antisymmetrisch: ( ) yxxyyxMyx =⇒∧∈∀ RR:,  

asymmetrisch:  )R()R(:, xyyxMyx ¬⇒∈∀  

transitiv:  ( ) zxzyyxMzyx RRR:,, ⇒∧∈∀  

Ist eine Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heißt sie Äquivalenzrelation; liegt 
statt der Symmetrie Antisymmetrie vor, so spricht man von einer Halbordnung. Eine Halb-
ordnung, bei der zusätzlich für alle x, y ∈ M noch x R y oder y R x gilt, heißt lineare Ordnung. 
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Ist R eine Äquivalenzrelation auf M und Mx ∈  fest gewählt, so heißt { }yxMy R|∈  die 

Äquivalenzklasse von x bezüglich R, sie wird mit [ x ]R bezeichnet. 

Definition: 

Eine Relation f auf  M × N  heißt Funktion (Abbildung), wenn 

 1. yxNyMx f:∈∃∈∀  und 

 2. 212121 ff:, yyyxyxNyyMx =⇒∧∈∀∈∀  

ist. 

Eine Funktion ist also eine Relation, bei der jedem Element aus M eindeutig ein Element aus 
N zugeordnet wird. Dies wird auch durch die Schreibweise NMf →: , )(xfx a , ausge-

drückt. Der Definitionsbereich Df ist also ganz M, während der Wertebereich Wf , für den 
man auch  f (M)  schreibt, im Allgemeinen eine echte Teilmenge von N, dem sogenannten 
Zielbereich, ist. Die Menge Gf = { })(|),( xfyNMyx =×∈  heißt Graph von f. 

Besondere Eigenschaften einer Funktion NMf →:  : 

 surjektiv: yxfMxNy =∈∃∈∀ )(: , also  f (M) = N. 

 injektiv:  ( )212121 )()(:, xxxfxfMxx =⇒=∈∀ ,  

    also haben verschiedene Argumente verschiedene Werte. 

 bijektiv:   surjektiv und injektiv 

Ist NMf →:  injektiv, so ist die auf dem Wertebereich Wf definierte Umkehrrelation auch 

eine Funktion, die sogenannte Umkehrfunktion f -1. Durch diese wird also jedem y ∈ Wf  

dasjenige eindeutig bestimmte x ∈ M zugeordnet, für das yxf =)(  gilt. MMff →− )(:1  

ist somit bijektiv und besitzt deshalb auch eine Umkehrfunktion, diese ist offensichtlich f. 

Definition: 

Seien NMf →:  und ONg →:  Funktionen. Die Funktion OMfg →:o , die durch 

die Zuordnungsvorschrift ))((:))(( xfgxfg =o  definiert ist, wird Komposition, Verknüp-

fung oder Hintereinanderausführung von g und f genannt. 

 

        
Bild 1.2.1: surjektive Funktion Bild 1.2.2: injektive Funktion Bild 1.2.3: bijektive Funktion 

M   N M   N M   N 
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Offensichtlich gilt für beliebige Funktionen NMf →:  und MNg →: : 

 f und g sind Umkehrfunktionen zueinander ⇔ 

  ( ) ( )yygfNyxxfgMx =∈∀∧=∈∀ ))((:))((: oo  

Man beachte, dass zur Äquivalenz beide All-Aussagen auf der rechten Seite gelten müssen! 

1.3 Algebraische Strukturen 

Definition: 

Gegeben sei eine Menge M. 

Eine Funktion MMM →×:o  heißt eine (innere) Verknüpfung auf M, ),( oM  nennt man 

ein algebraisches System. 

Eine Verknüpfung heißt assoziativ ⇔ cbacbaMcba oooo )()(:,, =∈∀ , 

               kommutativ ⇔ abbaMba oo =∈∀ :, . 

Sie besitzt ein neutrales Element   ⇔ xxeexMxMe ==∈∀∈∃ oo: .  

Ist die Verknüpfung assoziativ, so heißt ),( oM  Halbgruppe; existiert zusätzlich ein neutrales 

Element, so liegt ein Monoid vor.  

Ein Monoid heißt Gruppe, wenn zusätzlich für jedes Ma ∈  ein inverses Element Mb ∈  
existiert, sodass eabba == oo  gilt. Man kann zeigen, dass b eindeutig bestimmt ist, es 

wird meist mit 1−a bezeichnet. Ist die Gruppe zusätzlich kommutativ, so heißt sie abelsch.  

Die Menge aller natürlichen Zahlen ohne 0 bilden bezüglich der Addition eine Halbgruppe; 
nimmt man die 0 hinzu, so erhält man ein Monoid (genauso bezüglich der Multiplikation mit 
1 als neutralem Element). Die Menge aller ganzen Zahlen bilden bezüglich der Addition eine 
abelsche Gruppe. Demgegenüber ist die Menge aller regulären ),( nn -Matrizen bezüglich der 

Matrizenmultiplikation (siehe 2.2) eine nicht-abelsche Gruppe. 

Eine nichtleere Teilmenge U  einer Gruppe ),( oG  heißt Untergruppe von G, wenn ),( oU  

(bezüglich der gleichen Verknüpfung) eine Gruppe ist. Äquivalent dazu ist, dass für alle 

Uba ∈,  auch Uba ∈−1o  ist. 

Gibt es auf M eine zweite Verknüpfung, etwa ∗ , so erfüllen o und ∗  das Distributivgesetz, 
wenn für alle Mcba ∈,,   die Beziehung )()()( cabacba ∗∗=∗ oo  gilt (ggf. auch o und ∗  

vertauscht).  Ein Beispiel stellen ∪  und ∩  dar, die beide Distributivgesetze erfüllen. 

Häufig ersetzt man o durch + und ∗  durch ⋅⋅⋅⋅. 
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),,( ⋅+R  heißt Ring, wenn ),( +R  eine abelsche Gruppe, ),( ⋅R  eine Halbgruppe ist und die 

Distributivgesetze cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  und cbcacba ⋅+⋅=⋅+ )(  gelten; er heißt kommu-

tativ, wenn auch abba ⋅=⋅  auf R gilt. Üblicherweise wird das neutrale Element bezüglich + 
mit 0 bezeichnet, auch Nullelement genannt. Ist ),( ⋅R  ein Monoid, so heißt ),,( ⋅+R  Ring mit 

Eins(element), das neutrale Element bezüglich ⋅⋅⋅⋅ wird meist mit 1 bezeichnet. 

Von 0 verschiedene Elemente x und y eines Rings heißen Nullteiler, wenn 0=⋅ yx  ist. Um-

gekehrt heißt ein Ring nullteilerfrei, wenn aus 0=⋅ yx  stets 0=x  oder 0=y  folgt. Einen 

nullteilerfreien, kommutativen Ring mit Eins nennt man Integritätsbereich. 

Die Menge aller quadratischen Matrizen der Größe n bildet bezüglich Addition und Multi-
plikation (siehe 2.2) einen Ring mit Einselement, der aber im Allgemeinen weder kommuta-
tiv noch nullteilerfrei ist, die Menge aller ganzen Zahlen (siehe 1.4) bildet hingegen einen 
Integritätsbereich.  

),,( ⋅+K  heißt Körper, wenn ),( +K  und ),{0}\( ⋅K  abelsche Gruppen sind und das Distri-

butivgesetz cabacba ⋅+⋅=+⋅ )(  gilt. Da es außer den rationalen, reellen und komplexen 

Zahlen weitere wichtige Beispiele von Körpern gibt, sollen hier noch einmal die sogenannten 
Körperaxiome explizit aufgeführt werden: 

bezüglich der Addition: 

 cbacbaKcba ++=++∈∀ )()(:,,   (Assoziativgesetz) 

 abbaKba +=+∈∀ :,     (Kommutativgesetz) 

 aaKaK =+∈∀∈∃ 0:0     (Existenz eines Nullelements) 

 0)(:)( =−+∈−∃∈∀ aaKaKa    (Existenz eines Negativen) 

bezüglich der Multiplikation (mit K* = K \ {0}): 

 cbacbaKcba ⋅⋅=⋅⋅∈∀ )()(:,,    (Assoziativgesetz) 

 abbaKba ⋅=⋅∈∀ :,     (Kommutativgesetz) 

 aaKaK =⋅∈∀∈∃ 1:1     (Existenz eines Einselements) 

 1: 1*1* =⋅∈∃∈∀ aa aKKa    (Existenz eines Reziproken) 

bezüglich Addition und Multiplikation: 

 cabacbaKcba ⋅+⋅=+⋅∈∀ )(:,,   (Distributivgesetz) 

Definiert man für beliebige Ka ∈  und Kb ∈  (bzw. *Kb ∈ ) die Umkehroperationen Sub-

traktion bzw. Division in Körpern durch )(: baba −+=−  bzw. 
b

a
b

a 1
: ⋅=  , so lassen sich 

aus obigem minimalen Axiomensystem weitere Rechenregeln folgern, die in beliebigen 

Körpern gelten: 
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Rechenregeln in Körpern: 

  (i) aa =−− )(   und d
d

=
1

1
 

 (ii) 000 =⋅=⋅ aa   und ( )000 =∨=⇒=⋅ baba   

        Nullteilerfreiheit 
 (iii) cbcaba =⇒+=+  und ( ) ( )cbacaba =∨=⇒⋅=⋅ 0  

        Kürzungsregeln 
 (iv) aa −=⋅− )1(   und abba −=⋅− )(  

 (v) baba +=−− )(   und baba −−=+− )(  

 (vi) 
ed

dbea

e

b

d

a

⋅

⋅+⋅
=+  

 (vii) 
ed

ba

e

b

d

a

⋅

⋅
=⋅  

Während die bisher behandelten algebraischen Strukturen für das Rechnen im landläufigen 
Sinne benötigt werden, sollen nun auf einer Menge M solche algebraischen Systeme mit 
zwei Verknüpfungen ∪  und ∩  betrachtet werden, die sowohl in der Schaltungstechnik als 
auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie angewandt werden. 

Definition: 

Ein algebraisches System ),,( ∩∪M  heißt Verband, wenn bezüglich beider Verknüpfun-

gen Assoziativ-, Kommutativ- und die sogenannten Absorptionsgesetze abaa =∩∪ )(  

und abaa =∪∩ )(  gelten. 

Ein Element M∈1  heißt Einselement des Verbands, wenn aa =∩1  und 11 =∪ a  für 
alle Ma ∈  gilt. Analog heißt M∈0  Nullelement, wenn 00 =∩ a  und aa =∪0  ist. 

Ein Verband mit Null- und Einselement heißt komplementär, wenn es zu jedem Ma ∈  
ein a  gibt, sodass 1=∪ aa  und 0=∩ aa   ist. 

Ein komplementärer Verband mit Eins- und Nullelement, in dem beide Distributivgesetze 
gelten, heißt BOOLEscher  Verband oder BOOLEsche Algebra. 

In jedem Verband gelten die Idempotenzgesetze aaa =∪  und aaa =∩ . Die Notation der 
Verknüpfungen legt ein erstes Beispiel nahe: Für eine beliebige Menge Ω  sei M deren Po-
tenzmenge, ∪  und ∩  bezeichnen Vereinigung und Durchschnitt. Mit Ω  als Eins- und der 
leeren Menge als Nullelement sowie der Differenzmengenbildung als Komplement ist M 
eine BOOLEsche Algebra. 
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1.4 Zahlbereiche 

Natürliche und ganze Zahlen, Teilbarkeit 

N = { }L,2,1,0  bezeichnet die Menge aller natürlichen Zahlen,  N+ = N \ {0}. Die natürli-

chen Zahlen sind die kleinstmögliche Teilmenge der reellen Zahlen, die 0 und mit jedem n  
auch ihren Nachfolger 1+n  enthalten. Damit hat N zwar ein kleinstes 1), aber kein größtes 
Element. Es gilt vielmehr das Axiom von ARCHIMEDES:  xnnx >∈∃∈∀ :nR . N ist so-

wohl bezüglich Addition als auch Multiplikation ein Monoid. 

Z = { }L,2,1,0 ±±  bildet die Menge der ganzen Zahlen. Diese bilden einen Integritätsbereich, 

aber keinen Körper, da es außer zu 1 und 1−  kein Reziprokes in Z gibt. 

Definition: 

a ∈ Z \ {0} heißt Teiler von b ∈ Z (anders ausgedrückt: a teilt b oder b ist durch a teilbar; 
 geschrieben:  a | b ) ⇔ baqq =⋅∈∃ :Z  

p ∈ N, n ≥ 2, heißt Primzahl ⇔ ( )bpapbapba ||)(|:, ∨⇒⋅∈∀ Z  

    ⇔  p hat nur 1 oder sich selbst als positive Teiler  

Für zwei gegebene ganze Zahlen a und b bezeichnet ),(ggT ba  den größten gemeinsamen 

Teiler und ),(kgV ba  das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b. Zur Bestimmung von 

),(ggT ba  mit , 0 und > ≥a b a b  benutzt man den 

Divisionsalgorithmus von EUKLID: 

Man dividiere a durch b ganzzahlig. Geht die Division auf, so ist b = ),(ggT ba . Ansonsten 

bleibt ein ganzzahliger Rest br <1 , das heißt: 11 rbqa +⋅=  

Nun dividiere man b durch r1, also   212 rrqb +⋅=  mit 12 rr < , 

und fahre fort mit r1 durch r2, also    3231 rrqr +⋅=  mit 23 rr < , 

bis die Division aufgeht:    nnn rqr ⋅= +− 11 . 

Der letzte von 0 verschiedene Rest rn = ),(ggT ba . 

Es gilt:  ),(ggT bac =  ⇔ bqapcqp ⋅+⋅=∈∃ :, Z . 

Insbesondere gilt, wenn a und b teilerfremd sind: bqapqp ⋅+⋅=∈∃ 1:, Z . 

Für festes n ∈ N, 2≥n , und beliebiges a ∈ Z  definiert man die Restklasse von a modulo n 

durch Rest}gleichen den durch  Teilung beihaben  und|{][ nxaxa n z∈= , anders formu-

liert: na][  ist die Äquivalenzklasse von a bezüglich der durch   

nqbaqnba ⋅=−∈∃⇔= :mod z  

                                                           

1)
  Manchmal wird 0 nicht zu den natürlichen Zahlen gezählt, dann gilt diese Beschreibung sinngemäß mit 1 statt 0. 
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auf Z definierten Äquivalenzrelation. Da als Reste bei der Teilung durch n nur 0,1, , 1n −K   

infrage kommen, gibt es n verschiedene Restklassen modulo n. Die Menge aller dieser Rest-
klassen wird mit Zn bezeichnet. Für obige Äquivalenzrelation gilt darüber hinaus:  

( ) ( )nbabanbabanbbnaa modundmodmodundmod ′⋅′=⋅′+′=+⇒′=′=  

Eine Äquivalenzrelation mit dieser Eigenschaft heißt Kongruenzrelation. Deshalb lassen sich 
auf Zn Addition und Multiplikation eindeutig definieren durch: 

nnn baba ][:][][ +=+    und   nnn baba ][:][][ ⋅=⋅  

Mit diesen Verknüpfungen ist Zn – wie Z – ein kommutativer Ring mit Eins (mit n Elemen-
ten), aber im Allgemeinen kein Integritätsbereich. Es gilt jedoch: 

Zn ist ein Körper   ⇔   n ist eine Primzahl 

Rationale und reelle Zahlen 

Die Menge aller Brüche }|{ +∈∧∈ nz qpq
p  heißt auch die Menge aller rationalen Zahlen 

und wird mit Q bezeichnet. Die Darstellung einer rationalen Zahl durch Zähler und Nenner 
ist nicht eindeutig; erst durch die Forderung, Zähler und Nenner durch ),(ggT qp  zu dividie-

ren, erhält man mit der vollständig gekürzten Darstellung Eindeutigkeit. 

Aus der vollständig gekürzten Bruchdarstellung erhält man durch Ausführen der Division die 
Darstellung einer rationalen Zahl als Dezimalbruch, die endlich oder periodisch sein kann, 
und zwar ist diese 

• endlich, wenn der Nenner nur die Primzahlen 2 oder 5 enthält (etwa 1,23); 

• rein-periodisch, wenn der Nenner nicht die Primzahlen 2 oder 5 enthält (etwa 23,1 ); 

• gemischt-periodisch, wenn neben 2 oder 5 noch mindestens eine andere Primzahl 

im Nenner vorkommt (etwa 32,1 ). 

Alle anderen unendlichen Dezimalbrüche stellen irrationale Zahlen dar. Man unterscheidet 
dabei zwischen algebraischen Zahlen (das sind Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen 
Koeffizienten, siehe 3.2)  und transzendenten Zahlen (alle übrigen irrationalen Zahlen, zum 
Beispiel π oder e). Rationale und irrationale Zahlen zusammen bilden die reellen Zahlen, mit 
R bezeichnet. 

Auf R stellt die übliche „<“-Relation eine lineare Ordnung dar, es ist also für alle R∈yx,  

genau eine der drei Aussagen richtig: x < y oder  x > y oder  x = y. Deshalb lassen sich die 
reellen Zahlen als Zahlengerade darstellen.  

Definition: 

Eine Teilmenge I von r heißt Intervall ⇔ IxtxsxIts ∈⇒<<∈∀∈∀ :, R  

Die Intervalle stellen die zusammenhängenden Teilmengen von R dar. 

Schreibweisen: }|{],[ bxaxba ≤≤∈= r  abgeschlossen, }|{[,] bxaxba <<∈= r  

offen, }|{[,[ bxaxba <≤∈= r , }|{],] bxaxba ≤<∈= r  halboffen. 



14 1 Grundlagen 

Es ist zu beachten, dass sich ohne die Voraussetzung a < b leere oder einelementige Inter-
valle ergeben können. Um diese degenerierten Fälle zu vermeiden, wird meist, wie auch hier, 
stillschweigend  a < b  vorausgesetzt. 

Definiert man ∞ als ein Element, das nicht zu R gehört, für das aber die Aussagen „x < ∞“ 
und „x > −∞“ für jedes r∈x  wahr sein sollen, so lassen sich damit bequem unbeschränkte 
Intervalle schreiben, insbesondere: 

+=<∈=∞ rr }0|{[,0] xx  bzw. −=<∈=∞− rr }0|{[0,] xx  bezeichnen die Menge aller 

positiven bzw. negativen reellen Zahlen, [,] ∞∞−  ist eine andere Schreibweise für R. 

Der (Absolut-) Betrag einer reellen Zahl, definiert als 




<−

≥
=

0für

0für
||

aa

aa
a , stellt anschau-

lich den Abstand zwischen a und dem Nullpunkt auf der Zahlengeraden dar. 

Rechenregeln für den Absolutbetrag: 

1. 0|| ≥a  und 00|| =⇔= aa  

2. babba ≤≤−⇔≤||  

3. |||||| baba ⋅=⋅  und  
||

||

b

a

b

a
=  

4. |||||| baba +≤+  und |||||| baba −≥−   (Dreiecksungleichungen) 

Rationale und reelle Zahlen sind Körper; die rationalen Zahlen bilden den kleinsten Körper, 
der die natürlichen Zahlen enthält. Zum numerischen Rechnen und zum Messen reichen die 
rationalen Zahlen (genauer gesagt: eine Teilmenge davon 1)) stets aus. 

Dass man trotzdem in der Ingenieurmathematik die reellen und nicht die rationalen Zahlen 
als Zahlbereich zugrunde legt, liegt an der Q fehlenden Vollständigkeit. Ein Zahlbereich M 
(allgemein: ein metrischer Raum M) heißt vollständig, wenn in ihm jede CAUCHY-Folge 
(siehe Abschnitt 4.1) einen Grenzwert besitzt. R ist die Vervollständigung von Q, das heißt 
die hinzugefügten irrationalen Zahlen erhält man als Grenzwerte solcher rationaler CAUCHY-
Folgen, die in Q nicht konvergieren. Man sagt, dass Q dicht in R liegt. Für das praktische 
Rechnen heißt das, dass sich jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine rationale Zahl 
annähern lässt. Dies geschieht zum Beispiel bei der Intervallschachtelung. 

Komplexe Zahlen 

Für manche Anwendungen ist es sinnvoll, den Zahlbereich R zu den komplexen Zahlen C zu 
erweitern. Die zugrundeliegende Menge ist R × R, also die Menge aller geordneten Paare 

),( yx  reeller Zahlen. Auf  R × R definiert man zwei Verknüpfungen durch: 

Addition: ),(),(),( 21212211 yyxxyxyx ++=+  

Multiplikation: ),(),(),( 122121212211 yxyxyyxxyxyx ⋅+⋅⋅−⋅=⋅  

                                                           

1)
  Diese ist gemeint, wenn in der Informatik von reals (= reelle Zahlen!) die Rede ist. 
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Mit den so definierten Verknüpfungen ist C ein Körper. Streng genommen ist R keine Teil-
menge von C; identifiziert man jedoch jede reelle Zahl x mit dem Zahlenpaar )0,(x , so ist C 

eine Zahlbereichserweiterung von R. 

Mit )1,0(:i =  und obiger Identifikation gilt: 1i2 −=  und yxyx i),( +=  für alle x, y ∈ R. Die 

Zahl i heißt imaginäre Einheit 
1)  für c∈+= yxz i  heißt x der Real- und y der Imaginärteil 

der komplexen Zahl z ( zx Re=  und zy Im= ). Damit erhält man für das 

 Rechnen mit komplexen Zahlen: 

Man rechne mit Ausdrücken der Gestalt yx i+ wie man es mit reellen Zahlen gewohnt ist, 

für 2i  setze man jeweils −1 ein. 

Da eine  komplexe Zahl z durch ein Zahlenpaar ),( ba  dargestellt wird, kann man sich z auch 

als Punkt in der Ebene (bzw. Vektor in der Ebene vom Nullpunkt aus) bezüglich eines karte-
sischen Koordinatensystems vorstellen. Man spricht in diesem Zusammenhang von der 
GAUSSschen Zahlenebene.  
 

 
Bild 1.4.1: Komplexe Zahl  z  in der GAUSSschen Zahlenebene 

Die waagerechte Achse stellt dann gerade die reellen Zahlen dar; auf der senkrechten Achse 
liegen die komplexen Zahlen, die keinen Realteil haben, die sogenannten (rein-)imaginären 
Zahlen. 

Beschreibt man den eine komplexe Zahl z in der GAUSSschen Zahlenebene darstellenden 
Punkt statt mit kartesischen Koordinaten ),( ba  mit seinen Polarkoordinaten ),( ϕr , so erhält 

man die sogenannte trigonometrische (auch: EULERsche) Darstellung von z (siehe Bild 
1.4.1). Die Polarkoordinate r wird Betrag von z genannt und mit || z  bezeichnet; φ heißt 

Argument von z – geschrieben arg z. Nach den Umrechnungsformeln zwischen kartesischen 
und Polarkoordinaten (siehe auch Abschnitt 1.8) gilt demnach: 

 22 )(Im)(Re|| zzz +=  sowie ermKorrekturt
Re

Im
arctanarg +=

z

z
z 2) 

                                                           

1)
  Manchmal, insbesondere bei Anwendungen in der Elektrotechnik, wird j statt i benutzt. Zu beachten ist außer-

dem, dass die häufig zu findende „Definition“  1i −=   zu diversen Inkonsistenzen führt, sie ist deshalb Un-
sinn! 

2)
  Auf diesen wird in 1.8 genauer eingegangen. 
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Bei gegebenen Polarkoordinaten ist )cos(arg||Re zzz ⋅=  und )sin(arg||Im zzz ⋅= , insge-

samt also zzz argie|| ⋅= , wobei für beliebiges α ∈ R  ααα sinicosei +=  definiert 1) ist. 

Mit der trigonometrischen Darstellung komplexer Zahlen lässt sich die Multiplikation in C 
anschaulich als Drehstreckung interpretieren: Bei der Multiplikation 21 zz ⋅  wird der 1z  dar-

stellende Vektor um den Faktor || 2z  gestreckt und um den Winkel 2arg z  gedreht. Zudem 

ist diese Darstellung hilfreich beim ganzzahligen Potenzieren: 

Satz von DE MOIVRE:  znnn zzzn argie||: ⋅=∈∀∈∀ cz  

Damit ist das sogenannte „komplexe Wurzelziehen“ möglich. Da es im Gegensatz zu R in C 
keine lineare Ordnung gibt, kann es für q ∈ C auch nicht die eindeutig bestimmte Wurzel 
n q  geben; man kann lediglich die Menge aller z ∈ C bestimmen, die Lösungen der Glei-

chung qz n =  (mit gegebenen n ∈ N, n ≥ 2, und q ∈ C) sind: 

Aus der EULERschen Darstellung qqq argie|| ⋅=  erhält man die n verschiedenen Lösungen  

 k

kk zz ϕie|| ⋅=  ( 0,1, , 1k n= −K )  mit n
k qz |||| =   und  

n
k

n

q
k

π
ϕ

2arg
⋅+= 2). 

Definition:  

Für eine gegebene komplexe Zahl yxz i+=  ist die zu z konjugiert komplexe Zahl z  

(manchmal auch mit  z* bezeichnet) definiert durch yxz i−= . 

In der GAUSSschen Zahlenebene entspricht also der Übergang zur konjugiert komplexen 
Zahl einer Spiegelung an der reellen Achse. Es ist damit 

zz ReRe =  und zz ImIm −= , aber auch |||| zz =  und zz argarg −= . 

Rechenregeln: 

1.  zz =  ⇔ z ∈ R 

2. r∈+ zz  und )(Re 2
1 zzz +=  

3. r⋅∈− izz   und )(Im
2
i zzz −=  

4. r∈⋅ zz  und zzz ⋅=||  

5. 2121 zzzz +=+  und 2121 zzzz −=−  

6. 2121 zzzz ⋅=⋅  und 
2

1

2

1

z

z

z

z
=








 

                                                           

1)
  zur Definition der komplexen e-Funktion siehe auch Abschnitt 3.6 

2)
  Liegen die Winkel in Grad statt im Bogenmaß vor, so ist 2π durch 360° zu ersetzen. 
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1.5 Die Arithmetik der reellen Zahlen 

Potenz, Wurzel, Logarithmus 

Der Potenzbegriff ba  wird sukzessive – dem Aufbau des Zahlbereichs R folgend – definiert: 

1. b ∈ N, a ∈ R: Für b ≥ 2 ist 43421K
mal

:
−

⋅⋅=
b

b aaa ; zusätzlich aa =:1   und, für 0≠a , 1: 0 =a . 

2. b ∈ Z \ N, a ∈ R*:  
b

b

a
a

−
=

1
:  (gemäß 1.) 

3. 
n

b
1

=  mit n ∈ N, n ≥ 2 (Stammbruch), a ∈ [ 0, +∞ [: nn aa =:
1

, wobei mit n a  die ein-

deutig bestimmte nicht-negative Lösung der Gleichung axn =  bezeichnet wird.  

4. 
n

m
b =  mit m, n ∈ N, n ≥ 2, a ∈ [ 0, +∞ [:

m
n

m

naa 




=

1

:  (gemäß 3. und 1.) 

5. b irrational und positiv, a ∈ [ 0, +∞ [: kb

k

b aa
∞→

= lim: , wobei bk eine beliebige Folge positiver 

rationaler Zahlen mit bbk
k

=
∞→

lim  ist (vgl. 1.4) und kba  gemäß 4. berechnet wird. 

6. b ∈ R −, a ∈ R+: 
bb

b

aa
a

−
==

11
 (gemäß 3.-5.) 

Unter Beachtung der unterschiedlichen Definitionsbereiche für die Basis in Abhängigkeit 
vom Exponenten gelten die folgenden 

Potenz- und Wurzelgesetze: 

(i) bbb yxyx ⋅=⋅ )(    (ii)  
b

bb

y

x
y
x =







  

(iii)  ( ) cbcb xx ⋅=    (iv) cbcb xxx ⋅=+  

(v) nnn yxyx ⋅=⋅    (vi) nmm n xx ⋅=  

 

Definition: 

Für a > 0, b > 1 ist der Logarithmus zur Basis b definiert durch: abax x
b =⇔= log  

Schreibweisen: xx 10loglg =  (Zehner-Logarithmus) 

  xx elogln =  (natürlicher Logarithmus)  

  xx 2logld =  (dualer Logarithmus) 

 

Durch Umkehrung der entsprechenden Potenzgesetze ergeben sich die 
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Logarithmengesetze: 

Für beliebige b, c > 1, x, y > 0 und t ∈ R gilt: 

(i) yxyx bbb loglog)(log +=⋅  

(ii) yx
y

x
bbb logloglog −=  

(iii) xtx b
t

b loglog ⋅=  

(iv) 
c

x

c

x
x

b

b
c

ln

ln

log

log
log ==    (Basiswechselformel) 

   

Summen- und Produktzeichen: 

Es seien m, n ∈ N, ka ∈ R oder C. Dann bezeichnet 

nmm

n

mk

k aaaa +++= +

=

∑ K1:  bzw. nmm

n

mk

k aaaa ⋅⋅⋅= +

=

∏ K1: ,  falls m < n 1), 

m

n

mk

k aa =∑
=

:      bzw. m

n

mk

k aa =∏
=

: ,  falls m = n, 

und 0:=∑
=

n

mk

ka      bzw. 1:=∏
=

n

mk

ka ,  falls m > n ist 2). 

 

Rechenregeln für das Summenzeichen: 

Mit m, n ∈ N, ka , kb , c ∈ R bzw. C gilt: 

(i) ∑∑∑
===

+=+
n

mk

k

n

mk

k

n

mk

kk baba )(  (ii) ∑∑
==

=⋅
n

mk

k

n

mk

k acac  

(iii) Für jedes i ∈ N mit nim ≤≤  gilt: ∑∑∑
+===

+=
n

ik

k

i

mk

k

n

mk

k aaa
1

,  

insbesondere: n

n

mk

k

n

mk

km

n

mk

k aaaaa +=+= ∑∑∑
−

=+==

1

1

    (Abspalten eines Summanden) 

(iv) Für beliebiges r ∈ Z ist  ∑∑
+

+=

−

=

=
rn

rmk

rk

n

mk

k aa  (Indexverschiebung) 

                                                           

1)
  Man beachte, dass diese Summe  n – m +1 (!) Summanden hat. 

2)
  Diese – mathematisch sinnvolle – Zusatzdefinition der „leeren Summe“ ist in manchen Programmiersprachen, 

die ein allgemeines Summensymbol haben, nicht vorhanden; beim Programmieren ist also Vorsicht geboten! 
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Häufig benutzte Summenformeln: 

(i)  
2

)1(
21

1

+
=+++=∑

=

nn
nk

n

k

K   (Summe der ersten natürlichen Zahlen) 

(ii) 2

1

)12(31)12( nnk
n

k

=−+++=−∑
=

K  (Summe der ersten n ungeraden Zahlen) 

(iii) )1(2422
1

+=+++=∑
=

nnnk
n

k

K   (Summe der ersten n geraden Zahlen) 

(iv) 
6

)12)(1(
41 2

1

2 ++
=+++=∑

=

nnn
nk

n

k

K  (Summe der ersten n Quadratzahlen) 

(v) 
3

)14(
)12(91)12(

2
2

1

2 −
=−+++=−∑

=

nn
nk

n

k

K  

(vi) 

2

1

22
3

1

3

4

)1(
81 










=

+
=+++= ∑∑

==

n

k

n

k

k
nn

nk K  

(vii) )12()12(271)12( 223

1

3 −=−+++=−∑
=

nnnk
n

k

K  

(viii) 
30

)133)(12)(1(
161

2
4

1

4 −+++
=+++=∑

=

nnnnn
nk

n

k

K  

(ix) Für :1≠q  
1

11

0 −

−
=

+

=

∑ q

q
q

nn

k

k   (endliche geometrische Reihe) 

(x) Für :1≠q  
2

1

1

1

)1(

1)1(

−

++−
=⋅

+

=

−∑ q

qnqn
qk

nnn

k

k  

(xi) Für beliebige a, b ∈ R bzw. C, n ∈ N+:  ∑
−

=

−−−=−
1

0

1)(
n

k

kknnn bababa  1) 

                                                           

1)
  Für n = 2 ist dies gerade die bekannte dritte binomische Formel. 
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Binomialkoeffizient und binomischer Satz: 

Definition: 

Für k, n ∈ N mit kn ≥  ist der Binomialkoeffizient 








k

n
 (gelesen: „n über k“) definiert 

durch 1): 1
0

=






n
   und 

( ) ( )( )
k

knnn

k

n

⋅⋅⋅

−−⋅⋅−⋅
=









K

K

21

11
    

Unter Benutzung der Fakultät n!, definiert auf +
n durch !: 1 2n n= ⋅ ⋅ ⋅K  und zusätzlich 

0! := 1, erhält man für den Binomialkoeffizienten bei kn ≥ :  

)!(!

!

knk

n

k

n

−⋅
=








 und damit 









−
=









kn

n

k

n
 

Der binomische Satz, eine Verallgemeinerung der bekannten binomischen Formel, lautet: 

Für beliebige a, b ∈ R oder C, n ∈ N+, ist ∑
=

−⋅







=+

n

k

kknn ba
k

n
ba

0

)( . 

Während der Teil über Summen- und Produktzeichen für reelle und komplexe Zahlen gilt, 
benutzen die folgenden Teile die Tatsache, dass R im Gegensatz zu C ein linear geordneter 
Körper ist. 

Infimum und Supremum von Teilmengen von RRRR    

Definition: 

Für M ⊆ R und a, b ∈ R ∪{+∞, −∞}  heißt 

 a untere Schranke von M, wenn  xaMx ≤∈∀ :  ist; 

 b obere Schranke von M, wenn  xbMx ≥∈∀ :  ist; 

 a Minimum von M ( Ma min= ), wenn a untere Schranke und Element von M ist; 

 b Maximum von M ( Mb max= ), wenn b obere Schranke und Element von M ist; 

 a Infimum von M ( Ma inf= ), wenn a die größte untere Schranke von M ist; 

 b Supremum von M ( Mb sup= ), wenn b die kleinste obere Schranke von M ist. 

Jede Teilmenge M von R besitzt also sowohl untere und obere Schranken als auch Infimum 
und Supremum, aber nicht unbedingt Minimum oder Maximum. Ist M jedoch endlich, so 
gibt es stets min M und max M. Minimum bzw. Maximum sind – falls existent – auch Infi-
mum bzw. Supremum von M. Ist M = ∅, so ist Minf=+∞  und Msup=−∞ . 

                                                           

1)
  Später wird der Binomialkoeffizient noch allgemeiner (mit n ∈ R) definiert. 
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Spezielle Ungleichungen 

Definition verschiedener Mittelwerte: 

Für gegebene nxx ,,1 L ∈ R heißen ∑
=

=
n

k

kn xA
1

1  arithmetisches  und  ∑
=

=
n

k

kn xQ
1

21  

quadratisches Mittel.  Sind zusätzlich alle xk positiv, so bezeichnen n

n

k

kxG ∏
=

=
1

 bzw. 

∑
=

=
n

k kx

n
H

1

1
  geometrisches bzw. harmonisches Mittel. 

Es gilt für beliebige positive xk:  44 344 21
K

43421
K

4434421

K A

nn

G

n
n

H

n

xxxx

xx

n
)(

11 1
1

1

1

++≤⋅⋅≤

++

 

Die letzte Beziehung ist nur dann eine Gleichheit, wenn alle xk gleich sind. 

Das quadratische Mittel ist stets größer oder gleich dem Betrag des arithmetischen Mittels, 

also 
n

xx
xx n

nn

22
1

1
1 |)(|

++
≤++

K
K  . 

CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung : ∑∑∑
===

⋅≤
n

k

k

n

k

k

n

k

kk baba
1

2

1

2

1

, wobei Gleichheit 

nur dann gilt, wenn es ein c ∈ R gibt, sodass kk bca ⋅=   für alle k gilt. 

TSCHEBYSCHEFFsche Ungleichung : Sind alle ak und bk positiv und beide Folgen 

aufsteigend oder beide abfallend geordnet, so ist ∑∑∑
===

⋅⋅≤









⋅








 n

k

kk

n

k

k

n

k

k banba
111

; es gilt die 

umgekehrte Ungleichheit, wenn eine der beiden Folgen aufsteigend und die andere abfallend 
geordnet ist. 

BERNOULLIsche Ungleichung:  ana n +≥+ 1)1( , wobei a ∈ [−1, ∞ [ und n ∈ N+ ist. 

Dabei gilt Gleichheit nur für n = 1 oder a = 0. 
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1.6 Elementare Geometrie 
Strahlensätze 

 
Bild 1.6.1: Zwei in S sich schneidende Geraden g1 und g2 werden von zwei Parallelen p1 und p2 geschnitten. 

Es gelten folgende Proportionen  
v

s

vu

sr

u

r
=

+

+
=    auf den Strahlen 

   sowie  
sr

r

vu

u

y

x

+
=

+
=  auf den Parallelen. 

Dreiecke 

Die üblichen Bezeichnungen für ein allgemeines Dreieck finden sich in Bild 1.6.2: 

                          °=++ 180γβα  

Bild 1.6.2: Allgemeines Dreieck ABC 

Dabei bezeichnet hc die Höhe und mc die Mittelsenkrechte auf der Seite c sowie sc deren 
Seitenhalbierende (entsprechend für die anderen Seiten a und b).  Mit wγ wird die in Bild 
1.6.2 nicht eingezeichnete Winkelhalbierende des Winkels γ  bezeichnet (entsprechend für 
die anderen Winkel α und β ). 

In jeweils einem Punkt schneiden sich 

a) die Seitenhalbierenden, und zwar im Schwerpunkt S der Dreiecksfläche, S teilt jede 
Seitenhalbierende im Verhältnis 2:1; 

b) die Winkelhalbierenden, und zwar ist dieser von allen Seiten gleich weit entfernt 
(Mittelpunkt des Inkreises); 
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c) die Höhen, die Schnittpunkte aus a), b) und c) liegen auf einer Geraden; 

d) die Mittelsenkrechten, und zwar ist dieser von allen Eckpunkten gleich weit entfernt 
(Mittelpunkt des Umkreises – er kann außerhalb des Dreiecks liegen). 

Der Flächeninhalt F eines Dreiecks wird nach der Formel „halbe Grundseite × Höhe“ be-
rechnet, also: βαγ sinsinsin 2

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 acbcabchbhahF cba ====== . 

 Mit dem halben Umfang )(2
1 cbas ++=  erhält man 

a) für den Flächeninhalt  ))()(( csbsassF −−−=  (HERONsche Formel), 

b) für den Radius des Inkreises  
s

csbsas
r

))()(( −−−
= , 

c) für den Radius des Umkreises  
))()((4 csbsass

abc
R

−−−
= . 

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C' heißen kongruent, wenn sie deckungsgleich sind, das heißt, 
wenn sie durch eine Bewegung in der Ebene (Verschiebung, Drehung und/oder Spiegelung 
an einer Achse) ineinander übergeführt werden können. Kongruenz liegt vor, wenn einer der 
vier Fälle erfüllt ist: 

a) Entsprechende Seiten in beiden Dreiecken sind gleich. 

b) Zwei entsprechende Seiten und der eingeschlossene Winkel sind jeweils gleich. 

c) Eine Seite sowie die anliegenden Winkel sind jeweils gleich. 

d) Jeweils zwei Seiten und der der längeren Seite gegenüberliegende Winkel sind 
gleich. 

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C' heißen ähnlich, wenn entsprechende Seiten im gleichen 
Verhältnis zueinander stehen, also wenn ccbbaa ′=′=′ :::  ist. Äquivalent dazu ist, dass 
entsprechende Winkel übereinstimmen, also αα ′= , ββ ′=  und γγ ′= .   

 

Bild 1.6.3: Ähnliche Dreiecke (Seitenverhältnis 3 : 2) 

Die Flächen ähnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate entsprechender Seiten (in 
Bild 1.6.3 also wie 9 : 4). 



24 1 Grundlagen 

Rechtwinklige Dreiecke 

 

Bild 1.6.4: Rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C 

Satz des PYTHAGORAS:       
222 bac +=            Höhensatz:   qph ⋅=2   

(Katheten-)Satz des EUKLID: qcb ⋅=2
 und  pca ⋅=2

     Flächeninhalt: 
22

bahc
F

⋅
=

⋅
=  

Gleichschenklige Dreiecke 

 

Bild 1.6.5: Gleichschenkliges Dreieck mit Spitze C 

Schenkel a== BCAC , Basiswinkel rBAC = rCBA = α, γwsmh cc === ; 

Höhe  
2222

22
2
1 cottansincos4 γγ αα ccaacah ====−= ; 

Flächeninhalt γα tantan4 2
2
12

4
122

4
1 accacF ==−= . 

Im gleichseitigen Dreieck, bei dem zusätzlich c = a und damit α = γ = 60° ist, vereinfachen 
sich diese Formeln zu 

Höhe 
2

3
⋅= ah , Flächeninhalt 

4

32 ⋅= aF . 
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Allgemeines Viereck 

 

Es gilt stets: °=+++ 360δγβα  sowie  

222290 dbca +=+⇔°=θ  

2222222
4
1

2
1

)(4

sin

cadbfe

efF

−−+−=

= θ
 

 

Bild 1.6.6: Allgemeines Viereck 

Parallelogramm, Raute (Rhombus), Rechteck 

               Es ist γα =  und δβ = , also 

              °=+ 180βα . Außerdem: 

αsinbh = , also  
αsinabF =  

)(2 2222 bafe +=+  

αcos222 abbae ++=  

αcos222 abbaf −+=  

Bild 1.6.7: Parallelogramm 

Bei einer Raute ist zusätzlich a = b, also °= 90θ ; obige Formeln vereinfachen sich zu 

efaF 2
12 sin == α , 222 4afe =+ , 

2
cos2

α
ae = , 

2
sin2

α
af = . 

Ein Rechteck ist ein Parallelogramm, bei dem zusätzlich °== 90βα  ist. Deshalb ist 

 22 bafe +== , h = b  und abF = . 

Trapez 
    

 Es ist  ca , βα sinsin bdh ==  

und 
2

)( hca
F

⋅+
=

 

sowie βcos222 abbae −+=  

und    αcos222 addae −+= . 

 

 

Bild 1.6.8: Trapez 
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Regelmäßiges n-Eck 

Es ist 
n

π
φ

2
=  und 

r

a

n 2
sin =

π
 und 

somit 

n

a
r

π
sin2

=   sowie  

n

a

π
ρ

tan2
= .  

Insgesamt: 

n

an
F

π
tan4

2

=  

 
Bild 1.6.9: Regelmäßiges n-Eck 

Kreise und Kreisteile 

Kreisumfang   rU π2=  

Kreisfläche  2rF π=  

Bogenlänge  π
α

°
=

180
rb  

Kreissektorfläche  π
α

°
=

360
2

A rF  

Sehnenlänge  
2

sin2
α

rs =  

Kreissegmentfläche 

   







−

°
= απ

α
sin

1802

2r
FS  

Bild 1.6.10: Kreis um M mit Radius r 

1.7 Ebene Trigonometrie 

Die Winkelmessung erfolgt in Grad (Vollkreis ≅ 360°) oder im Bogenmaß (Vollkreis ≅ 2π). 

Dieses wird definiert als 
r

b
 (Bezeichnungen wie in Bild 1.6.10), wegen der Proportionalität 
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von Bogenlänge und Kreissektorwinkel α (gemessen in Grad) folgt aus 
°

=
360

2 rb π

α
: 

π
α

⋅
°

=
180r

b
 

woraus man die zur Umrechnung von Grad in Bogenmaß gebräuchliche Merkregel erhält: 

  ° ≅ 
180

π
  Beispiel: 

3180
6060

ππ
=⋅≅°  

Gerichtete Winkel werden gegen den Uhrzeigersinn („links herum“) als positiv gezählt, die 
Richtung im Uhrzeigersinn ist negativ (bei der nautischen Navigation ist es genau umge-
kehrt!). 

Die Lage eines Punktes auf dem Einheitskreis (das ist der Kreis um den Ursprung des Koor-
dinatensystems mit Radius 1) ist einerseits durch die Angabe seiner kartesischen Koordina-
ten eindeutig bestimmt. Andererseits ist er durch den gerichteten Winkel, den der Radiusvek-
tor dieses Punktes Px mit der positiven x-Achse bildet, genauso eindeutig festgelegt (siehe 
Bild 1.7.1). Es besteht also eine eineindeutige Beziehung zwischen dem in  Bild 1.7.1 mit   x 

  

Bild 1.7.1: Die trigonometrischen Funktionswerte am Einheitskreis 

bezeichneten Winkel und den Koordinaten des Punktes auf der Kreisperipherie, die zur Defi-
nition der trigonometrischen Funktionswerte führt: 

Mit cos x wird die Abszisse und mit sin x die Ordinate des durch den gerichteten Winkel x 
eindeutig bestimmten Punktes Px auf dem Einheitskreis bezeichnet. Daraus ergeben sich 
sofort folgende elementaren Eigenschaften von Kosinus und Sinus (Entsprechendes gilt 
im Bogenmaß – dann ist jedoch „90°“ durch  „ 2

π “ etc. zu ersetzen): 

1. 1cos1 ≤≤− x  und 1sin1 ≤≤− x  

2. 1cossin 22 =+ xx  (folgt aus dem Satz des PYTHAGORAS) 

3. 0360sin0sin =°=° , 1360cos0cos =°=° ; 190sin =° , 090cos =° ; 
 0180sin =°  und 1180cos −=° ; 1270sin −=°  und 0270cos =°  
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4. xx sin)sin( −=− , xx cos)cos( =−  

5. xx sin)360sin( =+° , xx cos)360cos( =+°  

6. xx sin)180sin( −=+° , xx cos)180cos( −=+°  

7. xx cos)90sin( =+° , xx sin)90cos( −=+°  

Mittels Sinus und Kosinus werden definiert:  
x

x
x

cos

sin
tan =   und  

x

x
x

sin

cos
cot =  

Im Gegensatz zu Sinus und Kosinus, die für jeden Winkel definiert sind, lassen sich Tangens 
und Kotangens für bestimmte Winkel nicht berechnen, und zwar sind °90tan  und °270tan  
undefiniert, genauso wie °0cot  und °180cot . 

Zufolge der Definition und aufgrund der Ähnlichkeit entsprechender Dreiecke (eine Drei-
ecksseite hat jeweils die Länge 1) lassen sich xtan  und xcot  wie in Bild 1.7.1 anschaulich 
darstellen. 

Im Gegensatz zu Sinus- und Kosinusfunktion wiederholen sich die Werte von Tangens und 
Kotangens bereits nach einem Halbkreis (180°): 

xx tan)180tan( =+° , xx cot)180cot( =+° , 

nach einem Viertelkreis (90°) gilt: 

xx cot)90tan( −=+° , xx tan)90cot( −=+° . 

Wichtige Werte der trigonometrischen Funktionen im ersten Quadranten (die anderen lassen 
sich mittels obiger Formeln daraus berechnen) sind in folgender Tabelle zusammengestellt: 

Winkel (in °) Bogenmaß xsin  xcos  xtan  xcot  

0 0 002
1 =  1 0 nicht def. 

30 6

π  
2
1

2
1 1 =  32

1  33
1  3  

45 4

π  22
1  22

1  1 1 

60 3

π  32
1  2

1  3  33
1  

90 2

π  142
1 =  0 nicht def. 0 

 

 


