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Ein paar Worte voraus...

Vor fast acht Jahren erschien unter dem Titel ,,Taschenbuch der Ingenieurmathematik® die
erste Auflage dieses Buches, damals noch im Oldenbourg Verlag. Als dieser vor einigen
Jahren vom De Gruyter Verlag iibernommen wurde, entstand im Zusammenhang mit der
Neuordnung des Verlagsprogramms die Idee, vier Werke, an denen der erstgenannte Autor
beteiligt ist, unter dem einheitlichen Rahmen ,Mathematik fiir angewandte Wissenschaften*
mit differenzierenden Untertiteln zusammenzufassen. Mit dieser Namensgebung sollte noch
stiarker unterstrichen werden, dass die Mathematik hier vornehmlich unter dem Aspekt der
Anwendung behandelt wird, was inzwischen weit iiber die klassische Ingenieurmathematik
hinausgeht. Das Vorkursbuch und das Lehrbuch aus dieser Reihe sind in den letzten Mona-
ten erschienen, das Ubungsbuch erscheint bald nach diesem Taschenbuch.

AuBlerdem ist Jiff Hordk als zweiter Autor hinzugekommen. Er hat die Entstehung der Erst-
auflage bereits im Hintergrund begleitet und beim Korrekturlesen einige wertvolle Hinweise
gegeben. Inzwischen ist er selbst Professor an der TH Ingolstadt und hat an der Erstellung
dieser zweiten Auflage wesentlichen Anteil genommen. Als aktiver Hochschullehrer hat er
durch den stidndigen Kontakt mit den Studierenden eher die Moglichkeit, neuere Entwick-
lungen aufzunehmen als der erstgenannte Autor, der inzwischen emeritiert ist.

Nichtsdestoweniger wurde das bewihrte Konzept der Erstauflage beibehalten: Das vorlie-
gende Werk soll Studierende an Universitidten und Hochschulen, die als Anwender Mathe-
matik studieren, wihrend ihres gesamten Studiums und im Berufsleben danach als niitzliches
Nachschlagewerk fiir moglichst alle fiir sie relevanten mathematischen Sachverhalte zur
Verfiigung stehen. Deshalb haben wir uns um eine moglichst anschauliche Darstellung, un-
terstiitzt durch viele Abbildungen, bemiiht, ohne jedoch die notwendige mathematische
Strenge und Exaktheit zu vernachlédssigen. Ein detailliertes Stichwortverzeichnis unterstiitzt
unser Anliegen.

Der Aufbau des ersten Teils (Kapitel 1-9) entspricht etwa dem des von J. Erven und D.
Schwiigerl verfassten Lehrbuchs, das in der gleichen Reihe erschienenen ist. Es werden die
Grundlagen dargestellt, wie sie in jedem Bachelor-Studiengang einer ingenieur- oder natur-
wissenschaftlichen Disziplin benétigt werden. Dabei nehmen Teile der diskreten Mathematik
(Lineare Algebra und Algebra) aufgrund ihrer fiir die Anwendung gestiegenen Bedeutung
einen grofleren Raum ein als in fritheren vergleichbaren Werken. In den Kapiteln 9-16 wer-
den weitergehende Themen behandelt, die insbesondere in den universitiren Studiengingen
der Elektro- und Informationstechnik sowie in allen Master-Studiengéingen der Ingenieur-
und Naturwissenschaften eine zunehmend wichtige Rolle spielen. Hervorzuheben sind hier
die Kapitel tiber Numerik und Funktionentheorie, die wir in keinem uns bekannten Taschen-
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VI Ein paar Worte voraus...

buch in dieser Weise behandelt finden. Im Kapitel 17 sind — des schnelleren Auffindens
wegen — hiufig benutzte Integrale, Reihenentwicklungen und statistische Tabellen zusam-
mengefasst. Wir halten so etwas auch in Zeiten des iiberall verfiigbaren Internets nach wie
vor fiir hilfreich und meist bequemer in der Handhabung. Teile des Anhangs basieren iibri-
gens auf einem dlteren Buch, an dem einer der Autoren mitgearbeitet hat und das unter dem
Titel ,,H. Worle, H.-J. Rumpf und J. Erven: Taschenbuch der Mathematik* 2015 als Reprint
vom De Gruyter Verlag neu herausgegeben wurde.

Obwohl das vorliegende Buch aus unseren an verschiedenen Fakultiten und Hochschulen
gehaltenen Vorlesungen entstanden ist, kann es kein Lehrbuch — und erst recht nicht den
Vorlesungsbesuch — ersetzen. Das wird schon daran deutlich, dass bis auf wenige Ausnah-
men auf Beispiele verzichtet wurde — einerseits deshalb, um es bei der Fiille des Stoffs noch
einigermaflen kompakt und iibersichtlich zu halten, andererseits aber auch, um es als Formel-
sammlung in Priifungen zulassen zu kénnen.

In der vorliegenden zweiten Auflage wurden etliche leider immer wieder vorkommende
Schreibfehler beseitigt, an einigen Stellen die Darstellungsweise gegléttet und mathemati-
sche Unsauberkeiten bereinigt. Auerdem wurden Inhalte ergiinzt.

Es gibt viele Personen, die bei der Erstellung dieses Buches mitgewirkt haben und denen wir
herzlich danken mochten: Da sind zunéchst einmal Dietrich Schwigerl und Matthias Erven,
Mitautoren bei anderen Werken dieser Reihe, zu nennen — dem einen fiir die Uberlassung
etlicher Grafiken, dem anderen fiir kritisches Korrekturlesen und viele fachliche Hinweise.
Christine Erven hat das Abtippen der Integraltafeln ibernommen und dariiber hinaus den
gesamten Text hinsichtlich Schreibfehler und Layoutgestaltung iiberpriift. Zudem sind hier
die MINT-Lektorate der beiden Verlage zu nennen — namentlich Anton Schmid, Oldenbourg
Verlag, fiir viele wertvolle Hinweise zur Konzeption und technischen Herstellung sowie
Nadja Schedensack, De Gruyter Verlag, fiir die gute Zusammenarbeit.

Unser besonderer Dank gilt jedoch unseren Familien fiir die groe Nachsicht, die sie bei der
Erstellung der Texte mit uns hatten.

Miinchen und Ingolstadt, im Juli 2018 J. Erven, J. Hordk
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1 Grundlagen

1.1 Aussagenlogik und Mengenlehre

Definition:

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde (meist ein grammatikalisch korrekter Satz!),
von dem eindeutig bestimmt werden kann, ob es wahr (w, true, 1) oder falsch (f, false, 0)
ist.

Wesentlich fiir die sogenannte Aussagenlogik ist also die Tatsache, dass stets eindeutig fest-
stellbar ist, welchen Wahrheitswert — wahr oder falsch — eine Aussage A hat; man spricht
von der Zweiwertigkeit (,tertium non datur“") der Logik. Auf Grund dessen konnen zusam-
mengesetzte Aussagen durch die Festlegung ihrer Wahrheitswerte — in Abhédngigkeit von
denen der Einzelaussagen — definiert werden. Hiufig entsprechen diese dem umgangssprach-
lichen Gebrauch (zum Beispiel bei Verneinung oder Und-Verkniipfung), bei einigen, wie
etwa Oder-Verkniipfung und Folgerung, ist allerdings Vorsicht geboten.

Negation (Verneinung)

Umgangssprachlich verneint man eine Aussage meist durch Hinzusetzen des Wortes ,,nicht™.
Die so aus A erhaltene Aussage A (auch mit —A bezeichnet, gelesen ,,nicht A%, ,,non A*
oder einfach ,,A quer®) hat — wie im alltdglichen Sprachgebrauch — genau die umgekehrten
Wabhrheitswerte wie A. Prizise wird dies durch sogenannte Wahrheitstafeln dargestellt, die
man also in dieser Form auch zur Definition der Negation hernehmen kann:

A

w

S| | >

D at: Es gibt kein Drittes.

https://doi.org/10.1515/9783110537161-011



2 1 Grundlagen

Konjunktion (Und-Verkniipfung, AND)

Umgangssprachlich wird ,,A und B* nur dann als zutreffend angesehen, wenn beide beteilig-
ten Einzelaussagen wahr sind, in den drei anderen Fillen (eine der beiden falsch und die
andere wahr sowie beide falsch) ist ,,A und B* falsch. Der Gebrauch in der mathematischen
Logik ist der gleiche, die Konjunktion der beiden Aussagen A und B, geschrieben als AA B
(gelesen ,,A und B oder ,,A et B*) wird iiber die folgende Wahrheitstafel definiert:

AAB

~[~|= = >
~|= [~|= @
~ =[]z >

Auf diese Weise konnen insgesamt 16 verschiedene Wahrheitstafeln erzeugt werden (in der
dritten Spalte kann an jeder der 4 Stellen w oder f'stehen), es gibt also — anders ausgedriickt —
16 verschiedene 2-stellige Aussageverkniipfungen. Von diesen sind aufler der Konjunktion
noch die Disjunktion (Oder-Verkniipfung, OR; geschrieben Av B, gelesen ,,A oder B“), die
Implikation (Folgerung; geschrieben A= B, gelesen ,,aus A folgt B“ oder ,,wenn A dann
B*) und die Aquivalenz (Gleichwertigkeit; geschrieben A < B, gelesen ,,A dquivalent B*)
von Bedeutung. Sie werden durch folgende Wabhrheitstafel definiert:

A B AAB Av B A= B A B
w w w w w w
w s s W f s
f W 7 W W s
f 7 s f W W

Zu beachten ist, dass die Disjunktion stets nichtausschlieBend gemeint ist, sie also nur falsch
ist, wenn beide Teilaussagen falsch sind, wihrend in der Umgangssprache oft ,.entweder —
oder* gemeint ist. Auch bei der Folgerung wird in der Umgangssprache héufig ,,wenn A dann
B* mit ,,wenn nicht A dann nicht B** gleichgesetzt, was der Aquivalenz, aber nicht der Impli-
kation entspricht. Eine Implikation A= B ist (siche oben) nur dann falsch, wenn die Prd-
misse A wahr und gleichzeitig die Konklusion B falsch ist.

In den beiden ersten Spalten sind alle denkbaren Kombinationen der Wahrheitswertevertei-
lungen der Einzelaussagen (insgesamt 4) aufgefiihrt, aus der dritten Spalte entnimmt man,
dass nur im Falle, wo A und B wahr sind, auch A A B wabhr ist. Das bedeutet aber auch, dass
B A A die gleiche Wahrheitswerteverteilung hat wie AAB, AAB und BA A sind logisch
gleichbedeutend, ,, A A B entspricht B A A ““ ist ein aussagenlogisches Gesetz.
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Aussagenlogische Gesetze (Tautologien)

Offensichtlich ergeben sich die gleichen Verteilungen der Wahrheitswerte, wenn man bei
AAB, Av B oder A< B A und B die Rollen tauschen lidsst, AAB und BA A sind also

logisch gleichbedeutend, ,, A A B entspricht B A A ““ ist ein aussagenlogisches Gesetz. Weite-

re wichtige Tautologien sind:

AAB BAA Kommutativgesetz
AV B Bv A Kommutativgesetz
AS B Bo A Kommutativgesetz
A=B B=A Kontrapositionsregel
A=B (AAB)
A B A=>BAB=A Ringschluss-Regel
AAB AVB de MORGAN - Regel
Av B AAB de MORGAN - Regel
AA(BvC) (AAB)V(AAC) Distributivgesetz
AV (BAC) (AVB)A(AVO) Distributivgesetz
Aussageformen

Der Ausdruck ,,x > 2 stellt ohne weitere Information iiber x keine Aussage im oben definier-
ten Sinn dar. Steht die Variable x ndmlich fiir irgendein Tier, so ergibt sich Unsinn, setzt man
jedoch fiir x eine Zahl ein, so ergibt sich eine — wahre oder falsche — Aussage. Es liegt hier
eine sogenannte Aussageform vor, die erst durch Angabe eines Einsetzungsbereichs fiir x zu
einer Aussage wird.

Definition:

Eine Aussageform ist ein sprachliches Gebilde mit mindestens einer Variablen (Leer-
stelle). Durch Einsetzen von entsprechend vielen Elementen aus angegebenen Ein-
setzungsbereichen wird daraus eine Aussage.

Man schreibt A(x) bzw. A(x,,---,x,), wobei x bzw. x,---,x, fiir Objekte aus den Einset-
zungsbereichen E bzw. E|,---,E, stehen.

Interessant werden Aussageformen vor allem durch die hiufig benutzte Moglichkeit der
Quantisierung. Will man ausdriicken, dass eine Aussageform A(x) fiir jedes Objekt x aus

dem Einsetzungsbereich E gilt, so benutzt man den sogenannten All-Quantor (geschrieben:
Vx:A(x), gelesen: ,Fiir alle x (aus E) gilt A(x).*); die Tatsache, dass eine Aussageform

A(x) fiir mindestens ein Objekt x aus dem Einsetzungsbereich E wahr ist, wird durch den
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Existenz-Quantor 3 x: A(x) (,,Es gibt (mindestens) ein x aus E, fiir das A(x) gilt) beschrie-

ben. Durch Benutzung der Mengenschreibweise (siehe nédchster Abschnitt) wird die Benut-
zung der Quantoren noch préziser:

All-Quantor: Vxe E: A(x) Existenz-Quantor: dxe E : A(x)
Insbesondere bei Verneinungen quantisierter Aussageformen ist die Benutzung der Quanto-

ren-Schreibweise im Vergleich zur Umgangssprache kiirzer und vor allem exakter: Es ist
nicht ganz klar, ob mit ,,Fiir alle x gilt A(x) nicht.” gemeint ist, dass A(x) nicht allgemein-

giiltig ist (formal: Vx: A(x)) oder dass A(x) nie gilt (formal: Vx: A(x) ). Es gelten folgen-

de Entsprechungen fiir Negationen quantisierter Aussageformen:

Vx: A(x) dx: m

Ir: A(x) Vx: A(x)

Vx: (A AB() | 3x: (A0 v Bw)

I (A AB) | va: (A v BR)

Vx: (A0 v B(x)) (A(x) AB())
Ix (A0 v B(x) (A A BM))
Vx:(A(x) = B(x)) (A(x) AB())

I (A = B) | va: (A0 A B)

Eine widerspruchsfreie exakte Definition des Begriffs ,,Menge* ist schwierig, hier aber auch
nicht erforderlich. Der Begriff soll bei den abstrakten Objekten der Mathematik analog zum
alltdglichen Sprachgebrauch verwendet werden, also eine Zusammenfassung von bestimmten
unterscheidbaren Objekten, Elemente genannt, zu einem Ganzen bezeichnen. Um Wider-
spriiche zu vermeiden, geht man von der Existenz einer Grundmenge € aus, die sich sehr
hédufig aus dem Zusammenhang ergibt (Menge aller reellen Zahlen, Menge aller Punkte in
der Ebene, Menge aller Matrizen 0.A.).

Bezeichnungen:

Mengen werden meist mit GroBbuchstaben (A, M, Q , M 0.A.) bezeichnet, ihre Elemente
hiufig mit kleinen lateinischen oder griechischen Buchstaben.

ae M - gelesen: ,a (ist ein) Element von M* — bedeutet, dass das Element a zur Menge M
gehort.
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Die Menge, die kein Element enthilt, heiit leere Menge und wird mit & oder { } bezeichnet.
Sie ist dadurch gekennzeichnet, dass die Aussage x€ I stets falsch ist.

Eine Menge M kann durch Aufzihlen ihrer Elemente oder durch Angabe einer kennzeich-
nenden Eigenschaft beschrieben werden. M ={xe Q| A(x)} ist also die Menge aller derje-

nigen Elemente aus der Grundmenge Q , fiir die A(x) eine wahre Aussage ist.

Definition:

Eine Menge A heilit Teilmenge einer Menge B (bzw. B Obermenge von A), wenn jedes
Element von A auch Element von B ist. Man schreibt dafiir A ¢ B. (bzw. B 2 A), anders
formuliert:

AcCcB &Vix(xe A=>xe B).

Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge B heilit die Potenzmenge von B und
wird mit IP(B) bezeichnet.

Eine gegebene Menge B besitzt also stets mindestens die beiden Teilmengen & und B selbst,
die sogenannten trivialen Teilmengen. Weitere Teilmengen A von B heiflien echte Teilmen-
gen, wofiir hdufig die Schreibweise A — B benutzt wird.

Allgemein besitzt die Potenzmenge einer n-elementigen Menge 2" Elemente.

Definition:

(i) Zwei Mengen A und B heiflen gleich (geschrieben: A = B) genau dann, wenn sowohl
A C B als auch B cC A ist, kurz:

A=B & (Vx:xe A& xe B).
(i1) Der Durchschnitt (die Schnittmenge) von A und B (geschrieben A N B) ist die Menge
aller derjenigen Elemente x aus Q , die sowohl in A als auch in B liegen. Es gilt also:

ANnB={xlxe A A xe B}.

(iii) Die Vereinigung(smenge) von A und B (geschrieben A U B) ist die Menge aller der-
jenigen Elemente x aus Q , die in A oder B liegen. Es gilt also:
AUB={xlxe Av xe B}.
(iv) Die Differenz- oder Restmenge A ohne B (geschrieben A \ B) ist die Menge aller der-
jenigen Elemente x aus Q , die zu A, aber nicht zu B gehoren. Es gilt also:
A\B={xlxe A A x¢ B}.
(v) Die Differenzmenge aus Grundmenge Q und A heiflt das Komplement von A und
wird mit Cq (A) oder A bezeichnet.

Mengenbeziehungen und -verkniipfungen werden hidufig mit sogenannten VENN-
Diagrammen veranschaulicht. In den Bildern 1.1.1 — 1.1.4 sind die oben definierten Begriffe
jeweils schattiert dargestellt.
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Bild 1.1.1: Der Durchschnitt A N B Bild 1.1.2: Die Vereinigung A U B

Hieraus ist unmittelbar zu ersehen, dass A M B Teilmenge von sowohl A als auch B ist; ande-
rerseits sind A und B Teilmengen von A U B.

G
Bild 1.1.3: Die Differenzmenge A \ B Bild 1.1.4: Das Komplement C;(A) von A
Fiir die Verkniipfungen von Mengen gelten folgende
Regeln:
1) ANB=BnNA AUB=BUA
(Kommutativgesetze)
i) AnmnBNO=AnNnBNC AuBuUO=AuBUC
(Assoziativgesetze)
(i) AN (BUC)=(ANB) U ANO) A U (BNC) =(AUB) N (AUC)
(Distributivgesetze)
(iv)  A\(BUC) =(A\B) N (A\O) A\ (BNC) = (A\B) U (A\C)
(DE MORGANSsche Gesetze)
v), AnNA=A AUA=A
(Idempotenzgesetze)
v ANG=A AuG=G
AND =0 A=A

(Neutralitditsgesetze)
(vii) Fir Ac B gilt: ANB=A und AuUB=B
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Fiir n gegebene Mengen Ay, A,, ..., A, erhilt man die folgende

Definition:

(i) Die Menge aller geordneten n-Tupel (xy, x,, ..., x,) mit x;€ A; (fir jedesi=1, ..., n)
heilt kartesisches Produkt der Mengen A, A,, ..., A, und wird mit A; X ... X A, bezeich-
net. Fiir n =2, also fiir die Menge aller geordneten Paare (x, y) mit x € A; und y € A,,
heif3t das kartesische Produkt auch Paarmenge der Mengen A; und A,.

(ii) Ist jedes A; = A, so schreibt man auch A" statt A X ... X A.

1.2 Relationen und Funktionen

Definition:

(i) Eine Teilmenge R von M X N heilt (bindre) Relation auf M X N oder Relation von M
nach N. Statt (x,y)€ R schreibt man meist xR y.

(i) Ist R eine Relation auf M x N, so nennt man D= {xe M |3ye N: xRy} den
Definitionsbereich und W = {ye Nldxe M : xR y} den Werte- oder Bildbereich der

Relation.

Im Definitions- bzw. Wertebereich werden also alle diejenigen Elemente von M bzw. N
zusammengefasst, die in R als erste bzw. zweite Komponente (mindestens einmal) vor-
kommen.

Die Umkehrrelation R' ist eine Relation auf NxM, sie ist gegeben durch:
(»,x)e R' & (x,y)eR.

Fiir den Spezialfall M = N (also R € M xM , man spricht dann einfach von Relationen
auf M) konnen Relationen folgende Eigenschaften haben:

reflexiv: Vxe M :xRx

symmetrisch: Vx,ye M : xRy= yRx
antisymmetrisch: Vx,ye M : (xR yA YR x) =>x=y
asymmetrisch: Vx,ye M :(xRy)=—~(yRx)
transitiv: Vx,y,zeM:(ny/\sz):sz

Ist eine Relation reflexiv, symmetrisch und transitiv, so heif}t sie Aquivalenzrelation; liegt
statt der Symmetrie Antisymmetrie vor, so spricht man von einer Halbordnung. Eine Halb-
ordnung, bei der zusitzlich fiir alle x, y € M noch xRy oder y R x gilt, heilt lineare Ordnung.
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Ist R eine Aquivalenzrelation auf M und xe M fest gewihlt, so heiBit {ye M1xR y} die

Aquivalenzklasse von x beziiglich R, sie wird mit [ x ]z bezeichnet.

Definition:

Eine Relation fauf M x N heilit Funktion (Abbildung), wenn
1. Vxe M 3ye N :xfy und

2. Vxe M Vy,,y,e N:xfyAnxfy,=y =y,

ist.

Eine Funktion ist also eine Relation, bei der jedem Element aus M eindeutig ein Element aus
N zugeordnet wird. Dies wird auch durch die Schreibweise f:M — N, x+— f(x), ausge-

driickt. Der Definitionsbereich D, ist also ganz M, wihrend der Wertebereich W, fiir den
man auch f(M) schreibt, im Allgemeinen eine echte Teilmenge von N, dem sogenannten
Zielbereich, ist. Die Menge Gy= {(x,y)e M x N | y = f(x)} heift Graph von f.

Besondere Eigenschaften einer Funktion f: M — N :
surjektiv: Vye N3xe M : f(x)=y,also f(M)=N.

injektiv: Vxl,xzeM:(f(xl)=f(x2):xl=x2),
also haben verschiedene Argumente verschiedene Werte.

bijektiv: surjektiv und injektiv
Ist f:M — N injektiv, so ist die auf dem Wertebereich W, definierte Umkehrrelation auch
eine Funktion, die sogenannte Umkehrfunktion f'. Durch diese wird also jedem y e W

dasjenige eindeutig bestimmte x € M zugeordnet, fiir das f(x)=y gilt. f™': f(M)—>M
ist somit bijektiv und besitzt deshalb auch eine Umkehrfunktion, diese ist offensichtlich f.

Definition:

Seien f:M — N und g:N — O Funktionen. Die Funktion go f: M — O, die durch
die Zuordnungsvorschrift (go f)(x):= g(f(x)) definiert ist, wird Komposition, Verkniip-

fung oder Hintereinanderausfiihrung von g und f genannt.

M N M

Bild 1.2.1: surjektive Funktion Bild 1.2.2: injektive Funktion Bild 1.2.3: bijektive Funktion
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Offensichtlich gilt fiir beliebige Funktionen f:M — N und g: N > M :

fund g sind Umkehrfunktionen zueinander &
(vre M:(go f)x)=x)A(vye N:(fog)y)=y)

Man beachte, dass zur Aquivalenz beide All-Aussagen auf der rechten Seite gelten miissen!

1.3 Algebraische Strukturen

Definition:

Gegeben sei eine Menge M.

Eine Funktion o: M XM — M heil}t eine (innere) Verkniipfung auf M, (M ,o) nennt man

ein algebraisches System.

Eine Verkniipfung heifit assoziativ = Va,b,ce M :ao(boc)=(aob)oc,
kommutativ = Ya,be M :aob=boa.
Sie besitzt ein neutrales Element = dee MVxe M :xoe=eox=x.

Ist die Verkniipfung assoziativ, so heillit (M ,o) Halbgruppe; existiert zusitzlich ein neutrales

Element, so liegt ein Monoid vor.

Ein Monoid heiflit Gruppe, wenn zusitzlich fiir jedes ae M ein inverses Element be M
existiert, sodass aocb=boa=e gilt. Man kann zeigen, dass b eindeutig bestimmt ist, es

wird meist mit a”' bezeichnet. Ist die Gruppe zusitzlich kommutativ, so heiBt sie abelsch.

Die Menge aller natiirlichen Zahlen ohne 0 bilden beziiglich der Addition eine Halbgruppe;
nimmt man die 0 hinzu, so erhilt man ein Monoid (genauso beziiglich der Multiplikation mit
1 als neutralem Element). Die Menge aller ganzen Zahlen bilden beziiglich der Addition eine
abelsche Gruppe. Demgegeniiber ist die Menge aller regulidren (n,n) -Matrizen beziiglich der

Matrizenmultiplikation (siehe 2.2) eine nicht-abelsche Gruppe.

Eine nichtleere Teilmenge U einer Gruppe (G,0) heiit Untergruppe von G, wenn (U o)
(beziiglich der gleichen Verkniipfung) eine Gruppe ist. Aquivalent dazu ist, dass fiir alle
a,be U auch aob™' e U ist.

Gibt es auf M eine zweite Verkniipfung, etwa *, so erfiillen o und * das Distributivgesetz,
wenn fiir alle a,b,ce M die Beziehung a*(boc)=(a*b)o(a*c) gilt (ggf. auch ound *

vertauscht). Ein Beispiel stellen U und N dar, die beide Distributivgesetze erfiillen.

Hiufig ersetzt man o durch + und * durch -.
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(R,+,-) heiBit Ring, wenn (R,+) eine abelsche Gruppe, (R,-) eine Halbgruppe ist und die
Distributivgesetze a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c gelten; er heilit kommu-
tativ, wenn auch a-b=hb-a auf R gilt. Ublicherweise wird das neutrale Element beziiglich +
mit 0 bezeichnet, auch Nullelement genannt. Ist (R,-) ein Monoid, so heiit (R,+,-) Ring mit

Eins(element), das neutrale Element beziiglich - wird meist mit 1 bezeichnet.

Von 0 verschiedene Elemente x und y eines Rings heilen Nullteiler, wenn x-y =0 ist. Um-
gekehrt heilit ein Ring nullteilerfrei, wenn aus x-y =0 stets x=0 oder y =0 folgt. Einen
nullteilerfreien, kommutativen Ring mit Eins nennt man Integritditsbereich.

Die Menge aller quadratischen Matrizen der Grofie n bildet beziiglich Addition und Multi-
plikation (siehe 2.2) einen Ring mit Einselement, der aber im Allgemeinen weder kommuta-

tiv noch nullteilerfrei ist, die Menge aller ganzen Zahlen (siche 1.4) bildet hingegen einen
Integritétsbereich.

(K,+,-) heilt Korper, wenn (K,+) und (K \{0},-) abelsche Gruppen sind und das Distri-

butivgesetz a-(b+c)=a-b+a-c gilt. Da es auler den rationalen, reellen und komplexen

Zahlen weitere wichtige Beispiele von Korpern gibt, sollen hier noch einmal die sogenannten
Korperaxiome explizit aufgefiihrt werden:

beziiglich der Addition:

Va,b,ce K:a+b+c)=(a+b)+c (Assoziativgesetz)

Ya,be K:a+b=b+a (Kommutativgesetz)

d0e KVae K:a+0=a (Existenz eines Nullelements)
Vae K3(—a)e K:a+(-a)=0 (Existenz eines Negativen)

beziiglich der Multiplikation (mit K =K\{0}):

Ya,b,ce K:a-(b-c)=(a-b)-c (Assoziativgesetz)

Ya,be K:a-b=b-a (Kommutativgesetz)

dle KVYae K:a-1=a (Existenz eines Einselements)
Yae K’ dlek “ia =1 (Existenz eines Reziproken)

beziiglich Addition und Multiplikation:

Ya,b,ce K:a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)

Definiert man fiir beliebige ae K und be K (bzw. be K ) die Umkehroperationen Sub-

. e 1
traktion bzw. Division in Koérpern durch a—b:=a+(-b) bzw. %:z a-;
aus obigem minimalen Axiomensystem weitere Rechenregeln folgern, die in beliebigen

, so lassen sich

Korpern gelten:



1.3 Algebraische Strukturen

11

Rechenregeln in Korpern:

() —(-a)=a

(i1) a-0=0-a=0
(iii) a+b=a+c = b=c

@iv) (-D-a=-a
W) a—(-b)=a+b

. a b a-e+b-d
(vi) =

e d-e

d
. a
vi —
(i)

Q|

a-b
d-e

und

und

und

und

und

| —

=d

Q S

b=0=(a=0vb=0)
Nullteilerfreiheit
(a~b=a-c):>(a=0vb=c)
Kiirzungsregeln
(=a)-b=-ab
—(a+b)=—-a-b

Waihrend die bisher behandelten algebraischen Strukturen fiir das Rechnen im landldufigen
Sinne benotigt werden, sollen nun auf einer Menge M solche algebraischen Systeme mit
zwei Verkniipfungen U und M betrachtet werden, die sowohl in der Schaltungstechnik als
auch in der Wahrscheinlichkeitstheorie angewandt werden.

Definition:

und a N (aUb)=a gelten.

Ein algebraisches System (M ,u,n) heiBit Verband, wenn beziiglich beider Verkniipfun-

gen Assoziativ-, Kommutativ- und die sogenannten Absorptionsgesetze a U (aNb)=a

Ein Element 1€ M heil}t Einselement des Verbands, wenn 1Nna=a und 1ua=1 fir
alle ae M gilt. Analog heilt Oe M Nullelement, wenn 0Na=0 und OUa =a ist.

Ein Verband mit Null- und Einselement heillt komplementdr, wenn es zu jedem ae M
ein a gibt, sodass aua =1 und ana =0 ist.

Ein komplementérer Verband mit Eins- und Nullelement, in dem beide Distributivgesetze
gelten, heilit BOOLEscher Verband oder BOOLEsche Algebra.

In jedem Verband gelten die Idempotenzgesetze @ Ua =a und a Na =a. Die Notation der
Verkniipfungen legt ein erstes Beispiel nahe: Fiir eine beliebige Menge 2 sei M deren Po-
tenzmenge, U und M bezeichnen Vereinigung und Durchschnitt. Mit 2 als Eins- und der
leeren Menge als Nullelement sowie der Differenzmengenbildung als Komplement ist M

eine BOOLEsche Algebra.
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1.4 Zahlbereiche

Natiirliche und ganze Zahlen, Teilbarkeit

IN= {O, 1,2, } bezeichnet die Menge aller natiirlichen Zahlen, IN* = IN\{0}. Die natiirli-

chen Zahlen sind die kleinstmogliche Teilmenge der reellen Zahlen, die 0 und mit jedem n
auch ihren Nachfolger n+1 enthalten. Damit hat IN zwar ein kleinstes ", aber kein groBtes
Element. Es gilt vielmehr das Axiom von ARCHIMEDES: Vxe R3ne IN:n>x. IN ist so-

wohl beziiglich Addition als auch Multiplikation ein Monoid.

Z = {04122, ---} bildet die Menge der ganzen Zahlen. Diese bilden einen Integrititsbereich,
aber keinen Korper, da es aufler zu 1 und —1 kein Reziprokes in Z gibt.

Definition:
a € Z\{0} heiBt Teiler von b € Z (anders ausgedriickt: a teilt b oder b ist durch a teilbar;
geschrieben: alb) =3 dgeZ:q-a=b
p e N, n>2, heibt Primzahl & VabeZ:(pl(a-b)= plav plb)
= p hat nur 1 oder sich selbst als positive Teiler

Fiir zwei gegebene ganze Zahlen a und b bezeichnet ggT(a,b) den grofiten gemeinsamen
Teiler und kgV(a,b) das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b. Zur Bestimmung von

ggT(a,b) mit a,b>0und a 2 b benutzt man den

Divisionsalgorithmus von EUKLID:

Man dividiere a durch b ganzzahlig. Geht die Division auf, so ist b = ggT(a,b) . Ansonsten

bleibt ein ganzzahliger Rest 1, < b, das heifit: a=q,-b+r

Nun dividiere man b durch ry, also b=g, - n+r, mitr,<rn,
und fahre fort mit 7, durch r,, also h=q;-1,+r, mitrnr<r,
bis die Division aufgeht: Ty =q T,

Der letzte von 0 verschiedene Rest r,, = ggT(a,b) .

Esgilt: c=ggT(a,b) < dp.ge:c=p-a+q-b.

Insbesondere gilt, wenn a und b teilerfremd sind: dp.ge:1=p-a+q-b.

Fiir festes n € IN, n>2, und beliebiges @ € Z definiert man die Restklasse von a modulo n
durch [a], ={xe Z|a und x haben bei Teilung durch n den gleichen Rest} , anders formu-

liert: [a], ist die Aquivalenzklasse von a beziiglich der durch

n

a=bmodn ¢ dgel:a-b=q-n

" Manchmal wird 0 nicht zu den natiirlichen Zahlen gezihlt, dann gilt diese Beschreibung sinngeméB mit 1 statt 0.
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auf Z definierten Aquivalenzrelation. Da als Reste bei der Teilung durch n nur 0,1,...,n—1

infrage kommen, gibt es n verschiedene Restklassen modulo n. Die Menge aller dieser Rest-
klassen wird mit Z, bezeichnet. Fiir obige Aquivalenzrelation gilt dariiber hinaus:

(a=a’modnundb=b"modn) = (a+b=a"+b" modnunda-b=a"-b" mod n)

Eine Aquivalenzrelation mit dieser Eigenschaft heit Kongruenzrelation. Deshalb lassen sich
auf Z, Addition und Multiplikation eindeutig definieren durch:

[al, +[b], =[a+D], und [a],-[b], =[a-b],

Mit diesen Verkniipfungen ist Z, — wie Z — ein kommutativer Ring mit Eins (mit n Elemen-
ten), aber im Allgemeinen kein Integritétsbereich. Es gilt jedoch:

Z, ist ein Korper < n ist eine Primzahl

Rationale und reelle Zahlen

Die Menge aller Briiche {%I peZAqgeIN'} heiBt auch die Menge aller rationalen Zahlen
und wird mit @ bezeichnet. Die Darstellung einer rationalen Zahl durch Zihler und Nenner
ist nicht eindeutig; erst durch die Forderung, Zihler und Nenner durch ggT(p,q) zu dividie-
ren, erhélt man mit der vollstandig gekiirzten Darstellung Eindeutigkeit.

Aus der vollstiandig gekiirzten Bruchdarstellung erhilt man durch Ausfiihren der Division die
Darstellung einer rationalen Zahl als Dezimalbruch, die endlich oder periodisch sein kann,
und zwar ist diese
e endlich, wenn der Nenner nur die Primzahlen 2 oder 5 enthilt (etwa 1,23);
e rein-periodisch, wenn der Nenner nicht die Primzahlen 2 oder 5 enthilt (etwa 1,2_3 );
e gemischt-periodisch, wenn neben 2 oder 5 noch mindestens eine andere Primzahl
im Nenner vorkommt (etwa 1,23 ).

Alle anderen unendlichen Dezimalbriiche stellen irrationale Zahlen dar. Man unterscheidet
dabei zwischen algebraischen Zahlen (das sind Nullstellen von Polynomen mit ganzzahligen
Koeffizienten, siehe 3.2) und transzendenten Zahlen (alle iibrigen irrationalen Zahlen, zum
Beispiel 7 oder e). Rationale und irrationale Zahlen zusammen bilden die reellen Zahlen, mit
IR bezeichnet.

Auf IR stellt die libliche ,,<““-Relation eine lineare Ordnung dar, es ist also fiir alle x,ye R

genau eine der drei Aussagen richtig: x <y oder x>y oder x=y. Deshalb lassen sich die
reellen Zahlen als Zahlengerade darstellen.

Definition:

Eine Teilmenge / von IR heillt Intervall & Vs, te IVxeR:s<x<t=>xel
Die Intervalle stellen die zusammenhidngenden Teilmengen von IR dar.

Schreibweisen: [a,b]={x€ R|a < x < b} abgeschlossen, Ja,b[={xe Rla< x<b}
offen, [a,b[={xe Rla< x<b}, la,p]={xe Rla< x<b} halboffen.
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Es ist zu beachten, dass sich ohne die Voraussetzung a < b leere oder einelementige Inter-
valle ergeben konnen. Um diese degenerierten Fiélle zu vermeiden, wird meist, wie auch hier,
stillschweigend a < b vorausgesetzt.

Definiert man oo als ein Element, das nicht zu IR gehort, fiir das aber die Aussagen ,.x < oo
und ,,x > —oo* fiir jedes x€ IR wahr sein sollen, so lassen sich damit bequem unbeschrinkte
Intervalle schreiben, insbesondere:

10,00[={xe R10< x} =IR" bzw. ]—,0[={xe RIx<0}=IR" bezeichnen die Menge aller
positiven bzw. negativen reellen Zahlen, ]—oo, o[ ist eine andere Schreibweise fiir IR.

. . a fir a=>0
Der (Absolut-) Betrag einer reellen Zahl, definiert als | a |= fi , stellt anschau-
—a fir a<

lich den Abstand zwischen @ und dem Nullpunkt auf der Zahlengeraden dar.

Rechenregeln fiir den Absolutbetrag:

1. lalZ0 und lal=0<a=0
2. lal<be-b<a<b
3. la-bl=lal-1bl und |%[=14)
b
4, la+bI<lal+Ibl und la—b1>|lal-1bI| (Dreiecksungleichungen)

Rationale und reelle Zahlen sind Korper; die rationalen Zahlen bilden den kleinsten Korper,
der die natiirlichen Zahlen enthilt. Zum numerischen Rechnen und zum Messen reichen die
rationalen Zahlen (genauer gesagt: eine Teilmenge davon ) stets aus.

Dass man trotzdem in der Ingenieurmathematik die reellen und nicht die rationalen Zahlen
als Zahlbereich zugrunde legt, liegt an der @ fehlenden Vollstindigkeit. Ein Zahlbereich M
(allgemein: ein metrischer Raum M) heiflt volistdndig, wenn in ihm jede CAUCHY-Folge
(sieche Abschnitt 4.1) einen Grenzwert besitzt. IR ist die Vervollstindigung von ®, das heift
die hinzugefiigten irrationalen Zahlen erhilt man als Grenzwerte solcher rationaler CAUCHY-
Folgen, die in @ nicht konvergieren. Man sagt, dass @ dicht in IR liegt. Fiir das praktische
Rechnen heifit das, dass sich jede irrationale Zahl beliebig genau durch eine rationale Zahl
anndhern lésst. Dies geschieht zum Beispiel bei der Intervallschachtelung.

Komplexe Zahlen

Fiir manche Anwendungen ist es sinnvoll, den Zahlbereich IR zu den komplexen Zahlen C zu
erweitern. Die zugrundeliegende Menge ist R X IR, also die Menge aller geordneten Paare
(x,y) reeller Zahlen. Auf R X IR definiert man zwei Verkniipfungen durch:

Addition: (X, y)+ (X0, ¥,)=(x, + X, y, +¥,)
Multiplikation:  (x;, ¥,) - (X3, ¥5) = (X, X, = ¥, = Yo, X - Yo + X5 - Y))

D Diese ist gemeint, wenn in der Informatik von reals (= reelle Zahlen!) die Rede ist.
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Mit den so definierten Verkniipfungen ist € ein Korper. Streng genommen ist IR keine Teil-
menge von C; identifiziert man jedoch jede reelle Zahl x mit dem Zahlenpaar (x,0), so ist C

eine Zahlbereichserweiterung von IR.

Mit i:=(0,1) und obiger Identifikation gilt: i* =—1 und (x,y) = x+iy fiir alle x, y € R. Die
Zahl i heiBt imagindre Einheit" fir z=x+iye C heiBt x der Real- und y der Imagindirteil
der komplexen Zahl z (x =Re z und y =1Imz). Damit erhilt man fiir das

Rechnen mit komplexen Zahlen:

Man rechne mit Ausdriicken der Gestalt x+iy wie man es mit reellen Zahlen gewohnt ist,

.. 22 . . .
fiir i© setze man jeweils —1 ein.

Da eine komplexe Zahl z durch ein Zahlenpaar (a,b) dargestellt wird, kann man sich z auch

als Punkt in der Ebene (bzw. Vektor in der Ebene vom Nullpunkt aus) beziiglich eines karte-
sischen Koordinatensystems vorstellen. Man spricht in diesem Zusammenhang von der
GAussschen Zahlenebene.

Re
Bild 1.4.1: Komplexe Zahl z in der GAUSSschen Zahlenebene

Die waagerechte Achse stellt dann gerade die reellen Zahlen dar; auf der senkrechten Achse
liegen die komplexen Zahlen, die keinen Realteil haben, die sogenannten (rein-)imagindiren
Zahlen.

Beschreibt man den eine komplexe Zahl z in der GAUSSschen Zahlenebene darstellenden
Punkt statt mit kartesischen Koordinaten (a,b) mit seinen Polarkoordinaten (r, ), so erhilt

man die sogenannte frigonometrische (auch: EULERsche) Darstellung von z (siehe Bild
1.4.1). Die Polarkoordinate r wird Betrag von z genannt und mit | z| bezeichnet; ¢ heilit

Argument von z — geschrieben arg z. Nach den Umrechnungsformeln zwischen kartesischen
und Polarkoordinaten (siehe auch Abschnitt 1.8) gilt demnach:

. Imz
lzl=+/(Rez)* +(Imz)* sowie arg z = arctan + Korrekturterm *

Rez

Manchmal, insbesondere bei Anwendungen in der Elektrotechnik, wird j statt i benutzt. Zu beachten ist auf3er-

dem, dass die hdufig zu findende ,,Definition i=+/—1 zu diversen Inkonsistenzen fiihrt, sie ist deshalb Un-
sinn!

2 Auf diesen wird in 1.8 genauer eingegangen.
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Bei gegebenen Polarkoordinaten ist Re z=Iz|-cos(argz) und Imz =l z|-sin(argz), insge-

iargz

samt also z=Izl-e , wobei fiir beliebiges a0 € IR e = cosar +isina definiert ” ist.

Mit der trigonometrischen Darstellung komplexer Zahlen lésst sich die Multiplikation in C
anschaulich als Drehstreckung interpretieren: Bei der Multiplikation z, - z, wird der z, dar-

stellende Vektor um den Faktor |z, | gestreckt und um den Winkel argz, gedreht. Zudem
ist diese Darstellung hilfreich beim ganzzahligen Potenzieren:

Satz von DE MOIVRE: Vne ZVze C:z7" =l zI" "

Damit ist das sogenannte , komplexe Wurzelziehen* moglich. Da es im Gegensatz zu IR in C
keine lineare Ordnung gibt, kann es fiir ¢ € € auch nicht die eindeutig bestimmte Wurzel

'{/g geben; man kann lediglich die Menge aller z € € bestimmen, die Losungen der Glei-

chung z" =¢ (mit gegebenenn € IN, n > 2, und ¢ € C) sind:

Aus der EULERschen Darstellung ¢ =|g|-€*®? erhilt man die n verschiedenen Losungen

) . 2
z =z €% (k=0,1,...,n—1) mitlz I=4figl und ¢k:%+k~72\

Definition:

Fiir eine gegebene komplexe Zahl z=x+iy ist die zu z konjugiert komplexe Zahl 7

(manchmal auch mit z bezeichnet) definiert durch 7 = x — iy.

In der GAUSSschen Zahlenebene entspricht also der Ubergang zur konjugiert komplexen
Zahl einer Spiegelung an der reellen Achse. Es ist damit

Rez=Rez und Imz=-Imz, aberauch |ZI=Iz| und argz =—argz.

Rechenregeln:
1. =7 © ze R
2 z+zeR und Rez=1(z+72)
3. z—-z€i-R und Imz=1(z-2)
4 z-ZeR und lzl=vz-Z
5. 7+2,=7+27, und i T
6- ZI'ZZZZIQZZ und (ijzé

8 (%)

b}
2)

zur Definition der komplexen e-Funktion siehe auch Abschnitt 3.6

Liegen die Winkel in Grad statt im Bogenmal vor, so ist 2z durch 360° zu ersetzen.
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1.5 Die Arithmetik der reellen Zahlen

Potenz, Wurzel, Logarithmus
Der Potenzbegriff a” wird sukzessive — dem Aufbau des Zahlbereichs R folgend — definiert:

l.be N,ae R: Firb>2ist a’* :=a-...-a ; zusitzlich a' :=a und, fir a0, a°:=1.
b—mal

2.be Z\N,ae R a" :=aL"’ (gemiB 1.)

] il
3. b=— mitn € IN, n 2 2 (Stammbruch), a € [0, +o[: a” ::’{/;, wobei mit ’{/; die ein-
n

deutig bestimmte nicht-negative Losung der Gleichung x" = a bezeichnet wird.

4. b=E mitm,ne N,n>2,ae [0, +oo[:a; :=(a%j (gemdB 3. und 1.)
n

5. b irrational und positiv, a € [0, 40 [: a’ = lim a®™ , wobei b, eine beliebige Folge positiver
—o0

rationaler Zahlen mit ll(im b, =b ist(vgl. 1.4) und a”™ gemiB 4. berechnet wird.

6.be R,ae R" o’ =L:L_b (gemiB 3.-5.)
a

g

Unter Beachtung der unterschiedlichen Definitionsbereiche fiir die Basis in Abhéngigkeit
vom Exponenten gelten die folgenden

Potenz- und Wurzelgesetze:

b b
@ (x-y)" =x"-y" (i) (%) ) %
(iii) (x” )C =x"° (iv) X =xbxe

W gy =ty vy Ax =

Definition:

Fiir a > 0, b > 1 ist der Logarithmus zur Basis b definiert durch: x=log,a < b'=a
Schreibweisen: 1g x =log,, x (Zehner-Logarithmus)
Inx=log, x (natiirlicher Logarithmus)

Id x=log, x (dualer Logarithmus)

Durch Umkehrung der entsprechenden Potenzgesetze ergeben sich die
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Logarithmengesetze:

Fiir beliebige b, c>1,x, y>0und t € IR gilt:

() log, (x-y)=log, x+log, y
(i) log, == log, x—log, y
y

(iii) log, x' =t-log, x

_log,x Inx

@iv) log, x= (Basiswechselformel)

log,c Inc

Summen- und Produktzeichen:

und

Es seien m, n € IN, a, € IR oder C. Dann bezeichnet

n n
— — 1
E a,=a,+a,,  +..+a, bzw. I Iak =a, a,., ... a,, falsm<n”,
k=m

k=m
n n
Zak =a, bzw. Hak =a,, falls m = n,
k=m k=m
n n
Zak =0 bzw. Hak =1, falls m > n ist”.
k=m k=m

Rechenregeln fiir das Summenzeichen:

Mitm,ne NN, a,, b, ,c € Rbzw. Cgilt:

n

Q) Z(ak+bk)=zn:ak+ibk (ii) Z":c-akzczn:ak
k=m k=m

k=m k=m k=m

(iii) Fiir jedesie INmit m<i<n gilt: Zak = Zak + Zak ,

k=m k=m k=i+l

n n n—l1
insbesondere: » a, =a,, + Zak = Zak +a, (Abspalten eines Summanden)

k=m k=m+1 k=m
n+r

(@iv) Fiir beliebiges r € Z ist Zak = Z:a,H (Indexverschiebung)

k=m k=m+r

b}

Man beachte, dass diese Summe n —m +1 (!) Summanden hat.

) Diese — mathematisch sinnvolle — Zusatzdefinition der ,,leeren Summe* ist in manchen Programmiersprachen,
die ein allgemeines Summensymbol haben, nicht vorhanden; beim Programmieren ist also Vorsicht geboten!
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Hiufig benutzte Summenformeln:

(1) Zk =14+2+...+n M (Summe der ersten natiirlichen Zahlen)
k=1
(i) Z(Zk —D=143+...+2n-1)=n? (Summe der ersten n ungeraden Zahlen)
(iii) z 2k =2+4+...+2n=nn+1) (Summe der ersten n geraden Zahlen)
k=1
. D2n+1
(iv) Zk2 =1+4+...+n’ w (Summe der ersten n Quadratzahlen)
k=1
z 4n* —1)
v =1 =149+, +2n—1)7 =" =D
v D @k-D 2n-1) 3

k=1

k=1

(vi) Zk3_1+8+ +n ”(”“) (Zk}

(vii) Zn:(Zk—lf =1427+...+2n-1°*=n*2n* -1
k=1
n(n+DQ2n+DGBn* +3n-1)
30

(viii) Y kP =1+16+..+n' =
k=1
n n+l
. -1 . . .
(ix) Fir g #1: qu =4 1 (endliche geometrische Reihe)
=0 q-

1 n+l n
x) Fir g #1: zk~qk_'=nq (n+12)q +1
k=1 (g-D

n—1
(xi) Fiir beliebige a, b € Rbzw. C,n € N*: a"-b" =(a —b)Za”"’kbk b

k=0

Y Fiir n = 2 ist dies gerade die bekannte dritte binomische Formel.
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Binomialkoeffizient und binomischer Satz:

Definition:

n
Fir k, n € IN mit n >k ist der Binomialkoeffizient (kj (gelesen: ,,n tiber k) definiert

durch ¥: ("j:l und (”jz”'(”—1)'--~-(n—(k—l))

0 k 1-2-...-k

Unter Benutzung der Fakulwit n!, definiert auf IN"durch n!:=1-2-...-n und zusitzlich

0! := 1, erhilt man fiir den Binomialkoeffizienten bei n >k :

=——— und damit =
k k!-(n—k)! k n—k

Der binomische Satz, eine Verallgemeinerung der bekannten binomischen Formel, lautet:

.. . . + . n : n n—k g k
Fiir beliebige a, b€ Roder C,ne IN', ist (a+b)" = Z(k] -a""b" .
k=0
Waihrend der Teil iiber Summen- und Produktzeichen fiir reelle und komplexe Zahlen gilt,
benutzen die folgenden Teile die Tatsache, dass IR im Gegensatz zu C ein linear geordneter
Korper ist.

Infimum und Supremum von Teilmengen von IR

Definition:

Fir M c Rund a, b € IR U{+oo, —o} heildt
a untere Schranke von M, wenn  Vxe M :a < x ist;
b obere Schranke von M, wenn Vxe M :b 2 x ist
a Minimum von M (a = min M ), wenn a untere Schranke und Element von M ist;
b Maximum von M (b =max M ), wenn b obere Schranke und Element von M ist;

a Infimum von M (a =inf M ), wenn a die grofite untere Schranke von M ist;

b Supremum von M (b =sup M ), wenn b die kleinste obere Schranke von M ist.

Jede Teilmenge M von IR besitzt also sowohl untere und obere Schranken als auch Infimum
und Supremum, aber nicht unbedingt Minimum oder Maximum. Ist M jedoch endlich, so
gibt es stets min M und max M. Minimum bzw. Maximum sind — falls existent — auch Infi-
mum bzw. Supremum von M. Ist M = &, so ist +eco =inf M und —co =sup M .

D Spéter wird der Binomialkoeffizient noch allgemeiner (mit n € IR) definiert.
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Spezielle Ungleichungen

Definition verschiedener Mittelwerte:

Fiir gegebene x;,--,x, € Rheilen A= ;Z X, arithmetisches und Q = ,%Zxkz
k=1

k=1

quadratisches Mittel. Sind zusitzlich alle x; positiv, so bezeichnen G = n’ka bzw.

k=1

H=— | geometrisches bzw. harmonisches Mittel.
=1 Xk
Es gilt fiir beliebige positive x;: 1 1 <#/x, X, Si(x+...+x,)
— % )
xl ‘xn
LS —
H

Die letzte Beziehung ist nur dann eine Gleichheit, wenn alle x; gleich sind.

Das quadratische Mittel ist stets groler oder gleich dem Betrag des arithmetischen Mittels,

2 2
X +...+Xx
also L+ 4 x,)) IS [
n
n n n
> ab| <[> a’ - [> b’ wobei Gleichheit
k=1 k=1 k=1

CAUCHY-SCHWARZsche Ungleichung :
nur dann gilt, wenn es ein ¢ € IR gibt, sodass a, =c-b, fiir alle k gilt.

TSCHEBYSCHEFFsche Ungleichung : Sind alle a; und b, positiv und beide Folgen

n n

aufsteigend oder beide abfallend geordnet, so ist (Z akj~[z ka <n- Zak -b, ; es gilt die
k=1 k=1

= k=1
umgekehrte Ungleichheit, wenn eine der beiden Folgen aufsteigend und die andere abfallend
geordnet ist.

BERNOULLIsche Ungleichung: (1+a)"21+na, wobei ae [-1,0[ und ne IN" ist.
Dabei gilt Gleichheit nur fiir » = 1 oder a=0.
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1.6 Elementare Geometrie

Strahlensitze

auf den Strahlen

= = auf den Parallelen.

sowie

Dreiecke

Die iiblichen Bezeichnungen fiir ein allgemeines Dreieck finden sich in Bild 1.6.2:
C

A ¢ B a+f+y=180°
Bild 1.6.2: Allgemeines Dreieck ABC

Dabei bezeichnet h. die Hohe und m, die Mittelsenkrechte auf der Seite ¢ sowie s, deren
Seitenhalbierende (entsprechend fiir die anderen Seiten a und b). Mit w, wird die in Bild
1.6.2 nicht eingezeichnete Winkelhalbierende des Winkels ¥ bezeichnet (entsprechend fiir
die anderen Winkel crund ).

In jeweils einem Punkt schneiden sich

a) die Seitenhalbierenden, und zwar im Schwerpunkt S der Dreiecksfldche, S teilt jede
Seitenhalbierende im Verhiltnis 2:1;

b) die Winkelhalbierenden, und zwar ist dieser von allen Seiten gleich weit entfernt
(Mittelpunkt des Inkreises);



1.6 Elementare Geometrie 23

c) die Hohen, die Schnittpunkte aus a), b) und c) liegen auf einer Geraden;

d) die Mittelsenkrechten, und zwar ist dieser von allen Eckpunkten gleich weit entfernt
(Mittelpunkt des Umkreises — er kann aulerhalb des Dreiecks liegen).

Der Flacheninhalt F eines Dreiecks wird nach der Formel ,halbe Grundseite X Hohe* be-
rechnet, also: F=%ah,=1bh,=1ch =tabsiny=Lbcsina=Lacsin .

Mit dem halben Umfang s =3 (a+b+c) erhilt man

a) fiir den Fldcheninhalt F = \/ s(s—a)(s—b)(s —c) (HERONsche Formel),

b) fiir den Radius des Inkreises r= \/(S —a)s=b)s=©) ,
s

abc

¢) fiir den Radius des Umkreises R= .
4\[s(s—a)(s —b)(s —c)

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C' heiflen kongruent, wenn sie deckungsgleich sind, das heifit,
wenn sie durch eine Bewegung in der Ebene (Verschiebung, Drehung und/oder Spiegelung
an einer Achse) ineinander iibergefiihrt werden konnen. Kongruenz liegt vor, wenn einer der
vier Fille erfiillt ist:

a) Entsprechende Seiten in beiden Dreiecken sind gleich.
b) Zwei entsprechende Seiten und der eingeschlossene Winkel sind jeweils gleich.
c) Eine Seite sowie die anliegenden Winkel sind jeweils gleich.

d) Jeweils zwei Seiten und der der lingeren Seite gegeniiberliegende Winkel sind
gleich.

Zwei Dreiecke ABC und A'B'C' heiflen dghnlich, wenn entsprechende Seiten im gleichen
Verhiltnis zueinander stehen, also wenna:a' =b:b" =c:c” ist. Aquivalent dazu ist, dass
entsprechende Winkel iibereinstimmen, also =, f=/" und y=7 .

C
CV

B'

A B A’
Bild 1.6.3: Ahnliche Dreiecke (Seitenverhiltnis 3 : 2)

Die Fldchen dhnlicher Dreiecke verhalten sich wie die Quadrate entsprechender Seiten (in
Bild 1.6.3 also wie 9 : 4).



24 1 Grundlagen

Rechtwinklige Dreiecke

q p
A c B

Bild 1.6.4: Rechtwinkliges Dreieck mit rechtem Winkel bei C

Satz des PYTHAGORAS: =a’+b’ Hohensatz: h*=p-
c

Gleichschenklige Dreiecke
C

S8

A - B

Bild 1.6.5: Gleichschenkliges Dreieck mit Spitze C

Schenkel AC=BC=a, Basiswinkel ¥BAC=<CBA=a h=m, =5 =w,;
Hohe h=%+4a’—c* =acos =asina = tanar =S cot L ;
Flicheninhalt ~ F=1cy4a’ -¢* =+’ tana=La’ tany.

Im gleichseitigen Dreieck, bei dem zusitzlich ¢ = @ und damit o =y = 60° ist, vereinfachen
sich diese Formeln zu

NG

Hohe h=a 7 s Flidcheninhalt F=a

A

i
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Allgemeines Viereck

Es gilt stets: o+ S+ 7+ =360° sowie
0=90° = a’+c’ =b* +d*

F =1efsin@

:%\/432‘](‘2 _(bz +d2 —Cl2 _C2)2

Bild 1.6.6: Allgemeines Viereck

Parallelogramm, Raute (Rhombus), Rechteck

Esist =% und =9, also
o+ f=180°. AuBerdem:
h=bsina, also

F =absinx

e+ f2 =2’ +b%)

e= \/dz +b% +2abcosa

f=va*+b* —2abcosa

Bild 1.6.7: Parallelogramm

Bei einer Raute ist zusitzlich a = b, also 8 =90° ; obige Formeln vereinfachen sich zu
F=a’sina=1tef, e’ +f =4a’, e= 2aCOS%, f= 2asin%.

Ein Rechteck ist ein Parallelogramm, bei dem zusitzlich & = f =90° ist. Deshalb ist
e=f=Aa’+b*> ,h=>b und F=ab.

Trapez

Es ist a"c, h=dsina=bsin

und F=@roOh

sowie e = \/az +b* —2abcos 8

und e:\/a2+d2—2adcosa'.

A
Bild 1.6.8: Trapez
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RegelmibBiges n-Eck

27 T a
a . .
Esist ¢ =— und sin—=— und
Y ¢ n n 2r
. . a
somit r = sowie p = .
. T V4
v 2sin — 2tan —
n n
na’
Insgesamt: F=
V.4
4 tan —
n
Bild 1.6.9: RegelmiBiges n-Eck
Kreise und Kreisteile
b Kreisumfang U=2rr
Kreisflache F=rxr?
Bogenlinge b—riﬂ'
senang 180°
. . 2 @
Kreissektorfldche F,=r"——rx
360°
.. .
Sehnenlidnge s =2rsin >

Kreissegmentfliche

Bild 1.6.10: Kreis um M mit Radius r

1.7 Ebene Trigonometrie

Die Winkelmessung erfolgt in Grad (Vollkreis = 360°) oder im Bogenmaf3 (Vollkreis = 21).

Dieses wird definiert als — (Bezeichnungen wie in Bild 1.6.10), wegen der Proportionalitét
r



1.7 Ebene Trigonometrie 27

2
von Bogenldnge und Kreissektorwinkel o (gemessen in Grad) folgt aus b = % :
o
b o
—_—=—7
r 180°

woraus man die zur Umrechnung von Grad in Bogenmalf} gebrduchliche Merkregel erhailt:

O

Z Beispiel: 60°= 60 —— =2~
180 180 3

Gerichtete Winkel werden gegen den Uhrzeigersinn (,,links herum®) als positiv gezahlt, die
Richtung im Uhrzeigersinn ist negativ (bei der nautischen Navigation ist es genau umge-
kehrt!).

n

Die Lage eines Punktes auf dem Einheitskreis (das ist der Kreis um den Ursprung des Koor-
dinatensystems mit Radius 1) ist einerseits durch die Angabe seiner kartesischen Koordina-
ten eindeutig bestimmt. Andererseits ist er durch den gerichteten Winkel, den der Radiusvek-
tor dieses Punktes P, mit der positiven x-Achse bildet, genauso eindeutig festgelegt (sieche
Bild 1.7.1). Es besteht also eine eineindeutige Beziehung zwischen dem in Bild 1.7.1 mit x

Bild 1.7.1: Die trigonometrischen Funktionswerte am Einheitskreis

bezeichneten Winkel und den Koordinaten des Punktes auf der Kreisperipherie, die zur Defi-
nition der trigonometrischen Funktionswerte fiihrt:

Mit cos x wird die Abszisse und mit sin x die Ordinate des durch den gerichteten Winkel x
eindeutig bestimmten Punktes P, auf dem Einheitskreis bezeichnet. Daraus ergeben sich
sofort folgende elementaren Eigenschaften von Kosinus und Sinus (Entsprechendes gilt
im Bogenmal — dann ist jedoch ,,90°* durch ,, % “ etc. zu ersetzen):

1. —-1<cosx<1 und —1<sinx<1

2. sin®x+cos’ x=1 (folgt aus dem Satz des PYTHAGORAS)

3. sin0°=sin360°=0, cos0°=c0s360°=1; sin90°=1, c0s90°=0;
sin180°=0 und cos180°=-1; sin270°=-1 und co0s270°=0
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4. sin(—x)=-sinx, cos(—x) =cos x
5. sin(360°+ x) =sin x, c0s(360° + x) =cos x

6. sin(180°+ x) =—sinx,  cos(180°+ x) =—cosx

~

sin(90° + x) = cos x, c0s8(90° + x) = —sin x

. . . .. sin x Cos X
Mittels Sinus und Kosinus werden definiert: tan x = und cotx=——
COS X sin x

Im Gegensatz zu Sinus und Kosinus, die fiir jeden Winkel definiert sind, lassen sich Tangens
und Kotangens fiir bestimmte Winkel nicht berechnen, und zwar sind tan90° und tan 270°
undefiniert, genauso wie cot 0° und cot180° .

Zufolge der Definition und aufgrund der Ahnlichkeit entsprechender Dreiecke (eine Drei-
ecksseite hat jeweils die Linge 1) lassen sich tanx und cotx wie in Bild 1.7.1 anschaulich
darstellen.

Im Gegensatz zu Sinus- und Kosinusfunktion wiederholen sich die Werte von Tangens und
Kotangens bereits nach einem Halbkreis (180°):

tan(180° + x) = tan x, cot(180° + x) =cot x,
nach einem Viertelkreis (90°) gilt:

tan(90° + x) = —cot x, cot(90°+ x)=—tan x .

Wichtige Werte der trigonometrischen Funktionen im ersten Quadranten (die anderen lassen
sich mittels obiger Formeln daraus berechnen) sind in folgender Tabelle zusammengestellt:

Winkel (in °) | Bogenmaf sin x cos x tan x cot x
0 0 1J0=0 1 0 nicht def.
30 IR N I I I N a
45 z 12 12 1 1
60 % 13 1 V3 13
90 z 14 =1 0 nicht def. 0




