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Ein paar Worte voraus...

Die nach wie vor starke Resonanz auf die bisherigen vier Auflagen des vorliegenden
Buches haben uns bewogen, unser erfolgreiches Konzept beizubehalten.

Denn wir wissen es ja: Mathematik ist oft schwer und stellt sehr hohe Anspriiche an die
Fahigkeit des logisch-konsequenten Durchdenkens von Sachverhalten. Hinzu kommt
in der Ingenieurmathematik die Notwendigkeit, nicht-mathematisch formulierte tech-
nische Sachverhalte in mathematische Form zu iibersetzen, diese dann mit den ge-
botenen mathematischen Methoden zu bearbeiten und anschlief3end die ,,Riickiiber-
setzung® vorzunehmen, also die technische Relevanz der mathematischen Resultate
zuverldssig zu beurteilen.

Um dies zu erlernen und zu trainieren, ist einerseits eine rein abstrakt-theoretische
Darstellung der Mathematik unzureichend; andererseits miissen die mathematischen
Strukturen so sauber und exakt herausgearbeitet sein, dass keine Begriffsverwir-
rungen provoziert werden, die die mathematische Behandlung technischer Probleme
geradezu sabotieren konnen.

In der vorliegenden Darstellung haben wir es uns zur Aufgabe gemacht, die an Na-
turwissenschaft und Technik interessierten Studierenden, ausgehend von handfesten
Problemstellungen aus ihrem Erfahrungsbereich, an die Frage heranzufiihren: ,,Wel-
ches mathematische Werkzeug benotigen wir zur Bearbeitung dieses Problems iiber-
haupt?“

Erst dann wird das Werkzeug bereitgestellt, sodass die haufig gestellte — verstandli-
che — Frage ,,Wozu brauchen wir denn das?“ bereits im Vorfeld beantwortet wird. Wir
hoffen, dadurch eine geniigend starke Motivation zur Beschiftigung mit der benétig-
ten Mathematik zu schaffen. Mit dieser Zielrichtung erfolgt dann die Einarbeitung in
die fiir die Anwendung grundlegenden mathematischen Disziplinen. Ein besonderes
Anliegen ist es uns dabei, die Studienanfanger bei den Mathematik-Kenntnissen ,,ab-
zuholen®, die sie von der Schule mitbringen.

Der Inhalt des vorliegenden Buches umfasst im Wesentlichen die Stoffgebiete der
Mathematik, die in jeder naturwissenschaftlich-technischen Studienrichtung einer
Hochschule fiir Angewandte Wissenschaften als Mindestvoraussetzung benétigt und
in einem meist zweisemestrigen Grundkurs gelehrt werden. In dieser oder dhnlicher
Weise haben wir die Anfangermathematik iiber viele Semester in verschiedenen Fa-
kultaten der Hochschule Miinchen unterrichtet. Allerdings wird es immer wichtiger,
interdisziplindr zu arbeiten; deshalb sind zu Beginn des Kapitels 1 fiir alle, die sich
intensiver mit Informatik befassen wollen, die dort verwendeten Inhalte der Mengen-
lehre angeboten. Einiges in Kapitel 6 dient dem Einstieg in die Getriebelehre, und
in Kapitel 8 finden Sie unter anderem etliches fiir die speziell in der Elektrotechnik
bendtigte Potentialtheorie.

https://doi.org/10.1515/9783110537116-201



VI =—— Ein paar Worte voraus...

Aufbau und Darstellungsstil haben wir in dieser Neuauflage nicht verdndert. Dem
Wunsch vieler Leser auf Erweiterungen an der einen oder anderen Stelle haben wir
umfassend Rechnung getragen: So ist das Kapitel 2 iiber Lineare Algebra um wich-
tige Grundlagen erweitert worden, die man in dieser Form nicht als von der Schule
bekannt voraussetzen kann. Dadurch ist es moglich, die Lineare Ausgleichsrechnung
zum Beispiel nicht nur fiir einen Spezialfall zu behandeln. Auch haben wir den Be-
reich der Vektoranalysis ausgebaut, was vor allem — aber nicht nur! — den Elektro-
technikern zugute kommt. Eine umfangreiche Ergdnzung erfuhr auch das Kapitel 9
iiber Differentialgleichungen: Hier wurden einige weitere wirksame Hilfsmittel zur
Losung gewohnlicher Differentialgleichungen aufgenommen. Vor allem ist hier die
LAPLACE-Transformation zu nennen. Dariiber hinaus wird auch auf den Potenzrei-
henansatz und seine Verallgemeinerung eingegangen. Zuletzt wird noch das RUNGE-
KutTA-Verfahren als Beispiel eines effizienten numerischen Verfahrens ausfiihrlich
erlautert — numerische Methoden werden ja in der Berufspraxis immer wichtiger.

Grofiten Wert haben wir auf eine anschauliche Darstellung der Sachverhalte gelegt
(ohne jedoch die Hintergriinde in den mathematischen Strukturen zu vernachlissi-
gen, deren Kenntnis vor allem diejenigen brauchen, die tiefer in diese oder jene Spezi-
alanwendungen eindringen wollen). Viele Grafiken unterstiitzen das Erfassen der be-
handelten Inhalte. Grafiken miissen in der Mathematik a) richtig und b) anschaulich
sein. Betrachten Sie die Abbildungen nicht nur als Vorstellungshilfe, sondern auch
als Anregung, mathematisch-technische Sachverhalte selber richtig und anschaulich
darzustellen; auch diese Fahigkeit benotigen Sie immer wieder. Eine falsche Zeich-
nung ist oft ebenso schlimm wie eine falsche Formel.

Eine grofie Anzahl von Beispielen und selbstindig zu bearbeitenden Ubungsaufgaben
vermitteln die notige Gewandtheit im Umgang mit den Inhalten. Bei den Beispielen
sind die Losungswege vollstidndig angegeben, bei den Ubungsaufgaben nur die Ender-
gebnisse. Die vollstindige Durchrechnung der hier enthaltenen sowie vieler weiterer
Ubungsaufgaben finden Sie in dem begleitendem Ubungsbuch.

Der Titel wurde von ,Mathematik fiir Ingenieure® in ,,Mathematik fiir Angewandte
Wissenschaften — ein Lehrbuch fiir Ingenieure und Naturwissenschafler” gedndert.
Dies geschah vor allem, um den engen Zusammenhang dieses Buches mit anderen im
De Gruyter Verlag erschienenen Werken der beiden Autoren auszudriicken. Eine iiber-
arbeitete Fassung des bisher schon parallel zum Lehrbuch angebotenen ,,Ubungsbuch
zur Mathematik fiir Ingenieure® erscheint demnéchst (unter namentlich angepasstem
Titel). Dariiber hinaus ist aber vor allem das Buch ,,Mathematik fiir Angewandte Wis-
senschaften — ein Vorkursbuch fiir Ingenieure, Natur- und Wirtschaftswissenschaft-
ler” von J. Erven, M. Erven und J. Horwick zu nennen, das wir allen Studienanfan-
gern, die mit dem in den Kapiteln 1-5 dieses Bandes vorausgesetzten Eingangsniveau
Schwierigkeiten haben, ausdriicklich empfehlen wollen.



Ein paar Worte voraus... =— VII
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Hinweise zum Gebrauch dieses Buches

Bilder und Formeln sind abschnittweise nummeriert. So ist etwa Bild 1.2.3 das dritte
Bild im Kapitel 1, Abschnitt 2; entsprechend findet man Formel (3.2.6) im Abschnitt 2
des dritten Kapitels.

Beispiele werden in jedem Unterabschnitt mit 1. beginnend durchnummeriert, die
Beispielnummer ist in Fettdruck hervorgehoben. Um diese ggf. bei gezieltem Suchen
iiberspringen zu kénnen, wurde das Ende eines Beispiels bzw. Beispielblocks mit (]
gekennzeichnet.

Dieses Buch ersetzt keine Formelsammlung — im Gegenteil: An manchen Stellen wird
gezielt zum Gebrauch ,,der Formelsammlung* aufgefordert. Die Autoren denken da-
bei an keine bestimmte aus der Vielzahl der auf dem Markt angebotenen Werke dieser
Art, mochten aber auf das im gleichen Verlag erschienene Taschenbuch der Inge-
nieurmathematik von J. Erven hinweisen, das demnéchst in einer Neuauflage unter
dem Titel ,Mathematik fiir Angewandte Wissenschaften, ein Taschenbuch fiir In-
genieure, Natur- und Wirtschaftswissenschaftler erscheint.

Verwendete Symbole und Abkiirzungen:

A=B »Aus A folgt B“; ,Wenn A gilt, muss auch B gelten®

Ao B »A ist dquivalent zu B“; ,,A gilt genau dann, wenn B gilt“

VxeM ,Fir alle Elemente x aus M gilt:*

IxeM ,»Es gibt (mindestens) ein Element x aus M, fiir das gilt:*

N,Z,Q,R,C bezeichnet (in dieser Reihenfolge) die Menge der natiirlichen,
ganzen, rationalen, reellen, komplexen Zahlen

Dy, Wy Definitions- und Wertebereich einer Funktion f

f:M—>N auf M definierte Funktion f, deren Werte in N liegen

fixmy=fx) Funktion f bildet x auf y = f(x) ab

la, b[ bzw. [a, b] offenes (abgeschlossenes) Intervall von a bis b: die Menge aller
reellen Zahlen, die grofler als (groBer gleich) a und kleiner als
(Kleiner gleich) b sind

la, b] bzw. [a, b[ halboffenes Intervall von a bis b: entsprechend definiert

B rechter Winkel

https://doi.org/10.1515/9783110537116-202



1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden wichtige grundlegende Fakten iiber reelle Zahlen und Funk-
tionen einer reellen Verdanderlichen zusammengestellt, die zum grofiten Teil von der
Schule her bekannt sein sollten. Dieser Teil dient im Wesentlichen der Wiederholung
sowie der Einfiihrung einer einheitlichen Beschreibungs- und Ausdrucksweise. Er ist
deshalb knapper gefasst und mit weniger Beispielen und Ubungsaufgaben versehen
als die folgenden Kapitel.

1.1 Mengen und Funktionen

Der Begriff ,,Menge* wird im alltdglichen Sprachgebrauch meist als Bezeichnung fiir
die Zusammenfassung einzelner Personen oder Dinge zu einem Ganzen benutzt, sei
es, dass man verschiedene Studierende eines Semesters als eine Studiengruppe auf-
fasst (zum Beispiel die ,,Studiengruppe 1B“) oder die Menge aller Einrichtungsgegen-
stdnde eines Horsaals betrachtet (zum Beispiel die ,,Moblierung des Horsaals 123%).

Die Verwendung bei den abstrakten Objekten der Mathematik ist &hnlich; die Grund-
begriffe der Mengenlehre gehen auf CANTOR (1845-1918) zuriick:

Definition:

(i) Eine Menge stellt eine Zusammenfassung von bestimmten unterscheidbaren
Objekten zu einem Ganzen dar; die Objekte heifen die Elemente der Menge.
Mengen werden hiufig mit Grobuchstaben (etwa A, B, X;), Elemente oft —
aber nicht immer — mit Kleinbuchstaben (s, t, y,) bezeichnet.

(ii) Ist x ein Element der Menge A, so schreibt man dafiir x € A, anderenfalls x ¢ A.

(iii) Die Menge, die kein Element enthilt, heifit leere Menge und wird mit ¢ oder {}
bezeichnet.

Die Definition einer Menge ohne Elemente als ,,Jeere Menge“ erscheint zundchst un-
sinnig, da eine Menge ja als Zusammenfassung von einzelnen Objekten zu verste-
hen ist; die leere Menge erweist sich jedoch als duflerst hilfreich bei verschiedenen
Mengenoperationen.

Mengen konnen nun auf verschiedene Weisen beschrieben werden: Am einfachsten
ist es, alle Elemente, die zu einer Menge gehoren, aufzuzdhlen, etwa A = {Meier,
Huber, Miiller, Schwarz} oder B = {Tisch, Stuhl, Tafel, Projektor} oder C = {1, 5, 9}.

Die Schwichen dieser aufzdihlenden Darstellung liegen auf der Hand: Bei Mengen
mit vielen Elementen wird diese Notation sehr miihselig, dann verwendete Ab-
kiirzungen kdnnen missverstdandlich sein: So ist zum Beispiel nicht klar, was mit

https://doi.org/10.1515/9783110537116-001



2 =— 1 Grundlagen

D = {1, 4,..., 64} gemeint ist, sowohl D, = {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64} als auch
D, = {1, 4, 16, 64} stellen sinnvolle Ergdnzungen der Piinktchen in der Beschreibung
von D dar. Im ersten Fall sind alle Quadratzahlen zwischen 1 und 64 gemeint, im
zweiten Fall alle geraden Potenzen von 2 bis zum Exponenten 6.

Deshalb verwendet man haufig die beschreibende Darstellung von Mengen: Die Ele-
mente einer Menge M sind durch eine oder mehrere Eigenschaften gekennzeichnet,
was durch die Schreibweise M = {x | x erfiillt E} (gelesen: ,,M ist die Menge aller x,
die die Bedingung E erfiillen*) ausgedriickt wird.

In obigen Beispielen sind also die Beschreibungen

Dq = {x | x ist eine Quadratzahl kleiner als 70}
sowie

D, = {x | x ist Zweierpotenz mit geradem Exponenten von 0 bis 6}

unmissverstandlich.

Jedoch kann auch die beschreibende Darstellung einer Menge zu Widerspriichen fiih-
ren, wie die RUSSELLsche Antinomie (1903) zeigt:

Definiert man Y als die Menge aller Mengen X, die sich nicht selbst als Element ent-
halten, also Y = {X | X ¢ X}, soist nicht klar, ob Y selbst zu Y gehort oder nicht.

Solche Missverstandnisse kdnnen vermieden werden, wenn man — im jeweiligen Kon-
text — von einer Grundmenge G ausgeht, die alle betrachteten Objekte als Elemente
enthilt, bei D; und D, kdnnte dies zum Beispiel die Menge aller natiirlichen Zahlen
(vgl. Abschnitt 1.2) sein.

Es sollen nun Beziehungen zwischen und Verkniipfungen von Mengen untersucht
werden.
Definition:

Eine Menge A heif3t Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch
Element von B ist. Man schreibt dafiir A € B.

Umgekehrt heiflt B dann Obermenge von A (geschrieben: B 2 A).

Unter Verwendung der {iblichen logischen Symbolel) kann dies auch folgendermafien
ausgedriickt werden:

ACB & Vx:(xeA=xeB)

1) Eine Zusammenstellung der verwendeten Symbole finden Sie vorne unter ,,Hinweise zum Gebrauch
des Buches*.



1.1 Mengen und Funktionen = 3

Aufgrund der Definition sind zwei — triviale — Teilmengen von jeder beliebigen Menge
B sofort zu erkennen, namlich die leere Menge @ sowie die Menge B selbst. Soll der
letzte Fall fiir eine Teilmenge A von B ausgeschlossen sein, so spricht man von einer
echten Teilmenge, wofiir haufig die Schreibweise A ¢ B benutzt wird. Unter Verwen-
dung logischer Symbole formuliert man dies so:

AcB © ((x:(xeA=xeB)) und (Ax:xeBundx¢A)

Definition:

Zwei Mengen A und B heifen gleich (geschrieben: A = B) genau dann, wenn so-
wohl A ¢ B als auch B ¢ A ist.

Haufig wird diese doppelte Teilmengenbeziehung ,iibersehen“: Beispielsweise be-
deutet die spéter noch zu erkldarende Aussage ,,Der Wertebereich der Sinusfunktion
ist das Intervall [-1, 1]* nicht nur, dass jeder Wert der Sinusfunktion zwischen -1
und 1 liegt (dies entspricht A ¢ B), sondern auch, dass jeder Wert zwischen —1 und
1 tatséchlich als Sinuswert vorkommt (dies entspricht B € A).

Definition:

Die Menge aller Teilmengen einer gegebenen Menge B heifdt die Potenzmenge von
B und wird mit P(B) bezeichnet.

Beispiel:
Essei B = {1, 2, 3}. Dann ist die Potenzmenge von B

P(B) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}. a

Beachten Sie dabei stets, dass die leere Menge sowie die Menge B selbst Teilmen-
gen von B sind, also zur Potenzmenge gehoren. Die dreielementige Menge B hat also
8 = 23 Teilmengen. Dieser Sachverhalt gilt fiir endliche Mengen allgemein: Die Po-
tenzmenge einer n-elementigen Menge hat 2" Elemente.

Definition:
Es seien A und B beliebige Mengen, die in der Grundmenge G liegen.
(i) Der Durchschnitt (die Schnittmenge) von A und B (geschrieben A n B) ist die
Menge aller derjenigen Elemente x aus G, die sowohlin A als auch in B liegen.

Es gilt also:
AnNB={x|xeAundx € B}
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(ii) Die Vereinigung(smenge) von A und B (geschrieben A U B) ist die Menge aller
derjenigen Elemente x aus G, die in A oder B liegenz). Es gilt also:

AUB={x| x € Aoder x € B}

(iii) Die Differenz- oder Restmenge A ohne B (geschrieben A \ B) ist die Menge aller
derjenigen Elemente x aus G, die zu A, aber nicht zu B gehoren. Es gilt also:
A\B={x|xeAundx ¢ B}

(iv) Die Differenzmenge aus Grundmenge G und A heiflt das Komplement von A
und wird mit C(A) oder A bezeichnet.

Mengenbeziehungen und -verkniipfungen werden haufig mit sogenannten VENN-
Diagrammen veranschaulicht. In den Bildern1.1.1-1.1.4 sind die oben definierten
Begriffe jeweils schattiert dargestellt.

o> O

Bild 1.1.1: Der Durchschnitt An B Bild 1.1.2: Die Vereinigung AU B
« G
Bild 1.1.3: Die Differenzmenge A\ B Bild 1.1.4: Das Komplement Cs(A) von A

2) Wenn nicht ausdriicklich anders erwidhnt, wird das mathematische ,,oder“ stets im nicht ausschlie-
Benden Sinn verwandt; x gehort also zur Vereinigung von A und B, wenn es zu A oder B oder beiden
gehort.
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Fiir die Verkniipfungen von Mengen gelten folgende Gesetze:

Satz:

Es seien A, B und C Mengen. Dann gilt:

(i) Kommutativgesetze
AnB=BnA AUB=BUA

(if) Assoziativgesetze
AnBnC)=(AnB)nC AuBulC)=(AuB)UuC
(iii) Distributivgesetze
An(BUC)=ANB)UANC) AuBnC)=(AuB)n(AuC()
(iv) DE MORGANSche Gesetze
A\(BUC)=(A\B)Nn(A\C) A\BNC)=(A\B)UA\C)

(v) Idempotenzgesetze
AnNnA=A AUA=A
(vi) Neutralitdtsgesetze
AnG=A AUuG=G
Ang=0 Aupn=A

Wir wollen hier auf die sehr einfachen Beweise, die sich unmittelbar aus den jeweili-
gen Definitionen ableiten lassen, verzichten. Stattdessen ermuntern wir Sie, sich die
Aussagen dieser niitzlichen Formeln anhand von VENN-Diagrammen (analog zu den
Bildern 1.1.1-1.1.4) klarzumachen.

Sind A und B zwei beliebige Mengen, so kann man die Menge aller Paare bilden, deren
erste Komponente aus A und deren zweite Komponente aus B stammt:

Definition:

(i) Die Menge aller geordneten Paare (x, y) mit x € A und y € B heifdt das kartesi-
sche Produkt (oder die Produktmenge) der Mengen A und B und wird mit A x B
bezeichnet.

(ii) Zwei Elemente (x1, y1) und (x;, y,) aus A x B sind genau dann gleich, wenn
X1 = X2 und y; = y; ist.

Ist zum Beispiel A = {1, 2,3} und B = {2, 3}, so ist

AxB=1{(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),3,2),(3,3)}
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Im Gegensatz dazu ist
BxA= {(2’ 1)’ (2’ 2)9 (2’ 3)’ (3’ 1)’ (39 2)’ (31 3)}’

also von A x B verschieden.

Dies lasst sich fiir n Mengen verallgemeinern:

Definition:
Es seien A1, A, ..., A, Mengen.
(i) Die Menge aller geordneten n-Tupel (x1, X2, ..., X,) mit x; € A; (fiir jedes

i=1,...,n)heit kartesisches Produkt der Mengen A1, A>, ..., A, und wird
mit A, x ...x A, bezeichnet.

(ii) Istjedes A; = A, so schreibt man auch A" statt A x ... x A.

Wir gehen nun auf einen zentralen Begriff der Mathematik, auf den Begriff der Funk-
tion, ein. Wir benétigen in diesem Buch nicht nur die von der Schule her bekannten
»Standardfunktionen® einer reellen Verdnderlichen, weshalb wir den Funktionsbe-
griff hier etwas allgemeiner einfiihren. Allerdings soll auf die in der Mathematik
sonst iibliche abstrakte Definition der Funktion als eine spezielle Relation® verzichtet
werden.

Definition:
Es seien M und N Mengen.

Eine Funktion (Abbildung) f von M nach N (geschrieben f: M — N) ist gegeben
durch Angabe des Definitionsbereichs M, des Bildbereichs (Zielbereichs) N und
einer Zuordnungsvorschrift f, mit der jedem Element x € M (Argument genannt)
eindeutig ein Element y € N zugeordnet wird. Dieses y € N heif3t das Bild von x
unter der Funktion (Abbildung) f und wird mit f(x) bezeichnet.

Aus der Definition geht hervor, dass zur Beschreibung einer Funktion die Angabe von
Definitionsbereich, Zielbereich und Zuordnungsvorschrift gehort. Letztere kann auf
verschiedene Weisen vorgenommen werden, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiele:
1.Essei M ={a, b, c,d}, N=1{1,2,3}, f: M — N sei gegeben durch f(a) =1, f(b) =2,
fle) =2, f(d) = 3.

3) Unter einer Relation R von M nach N versteht man eine Teilmenge der oben definierten Paarmenge
MxN.
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Auf diese Weise ist offensichtlich eine Funktion gegeben; die hier benutzte Méglich-
keit, zu allen Argumenten die Bilder explizit anzugeben, ist nur praktikabel, wenn der
Definitionsbereich nur wenige Elemente hat.

2. Jede(r) Student(in) der Hochschule in A-Stadt bekommt bei der Einschreibung eine
12-stellige Matrikelnummer zugeteilt. Da dies fiir jeden Studierenden in eindeutiger
Weise dadurch geschieht, dass durch zwei Ziffern der Fachbereich ausgedriickt wird
und sonst nach der zeitlichen Abfolge der Immatrikulation verfahren wird, kann man
die entsprechende Verwaltungsanweisung als Zuordnungsvorschrift einer Funktion g
von der Menge M aller Studierenden an der Hochschule in A-Stadt auf die Menge N
aller 12-stelligen Zahlen auffassen.

3. Es sei M die Menge aller Punkte in der Zeichenebene, in der ein rechtwinkliges
Koordinatensystem mit gleicher Langeneinheit auf beiden Achsen gegeben sei. Fiir
jeden Punkt P(x, y) kann nun in eindeutiger Weise sein Abstand d vom Koordina-
tenursprung angegeben werden. Ist N die Menge der reellen Zahlen (vgl. 1.2), so ist
also durch obige Festlegung eine Funktion d: M — N gegeben, die man auch durch
folgenden Rechenausdruck beschreiben kann:

d(P) =2 +y2 fir P(x,y)

Diese Moglichkeit, eine Funktion durch Angabe einer — auf dem Definitionsbereich im-
mer eindeutig ausfiihrbaren — Rechenvorschrift anzugeben, wird im Folgenden meis-
tens benutzt.

4. Es seien zwei Funktionen f;: M; — N und f,: M, — N gegeben, ferner gelte

M, n M, = ¢. Dann ist mit M = M; U M, auf offensichtliche Weise eine Funktion
f: M — N durch ,,Zusammenflicken® gegeben:

fl(X) fiirx e My
fx) = B
folx) fiirx e M,

Definition:
Essei f: M — N gegeben, essei A < M, BC N.
(i) Die Teilmenge f(A) von N, definiert als f(A) = {f(x) € N | x € A}, heif3t das Bild
von A unter der Funktion f. f(A) ist also die Menge aller derjenigen Werte aus
N, die bei einem Argument aus A angenommen werden.

Mit A = M ergibt sich f(M), der sogenannte Wertebereich der Funktion f, auch
mit Wy bezeichnet.

(ii) Die Teilmenge f~'(B) von M, definiert als f1(B) = {x € M | f(x) € B}, heifit
das Urbild (Original) von B unter der Funktion f. f~1(B) ist also die Menge aller
derjenigen Argumente aus M, deren Funktionswerte in B liegen.
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(iii) f heifst injektiv. & Vx1,Xx2 € M : (x1 # x2 = f(x1) # f(x2))

(umkehrbar eindeutig)
in Worten: Verschiedene Argumente haben verschiedene Bilder!

(iv) f heifit surjektiv & Wy=N

in Worten: Jedes Element aus N kommt (mindestens) einmal als Bild vor!

(v) f heifdt bijektiv &  f ist injektiv und surjektiv

Fiir die Funktionen aus obigen Beispielen 1-3 gilt demgemaf3:

1.

f ist nicht injektiv, da b und c den gleichen Funktionswert 2 haben. f ist jedoch
surjektiv, da alle Elemente 1, 2 und 3 aus N tatsdchlich als Werte angenommen
werden.

g ist sicher injektiv, da eine Zuordnung von Matrikelnummern unsinnig ware,
wenn verschiedene Studierende die gleiche Matrikelnummer hitten. Andererseits
ist g sicher nicht surjektiv, da die Gesamtheit aller 12-stelligen Zahlen mit Si-
cherheit nicht ausgeschopft wird (so viele Studentinnen und Studenten hat keine
Hochschule!).

d ist sicher nicht injektiv, da alle Punkte, die auf einem bestimmten Kreis um den
Nullpunkt liegen (und das sind sogar unendlich viele!), den gleichen Abstand von
diesem und somit den gleichen Funktionswert unter der Funktion d haben.
Andererseits ist d nicht surjektiv, da der Abstand nie einen negativen Wert ha-
ben kann, die reellen Zahlen als Zielbereich aber auch negative Zahlen enthalten.
Demgemaf ist d~1({-1}) = 0.

Da d nur nichtnegative Werte annimmt, gilt fiir den Wertebereich W offenbar:
Wy < [0, oo[ (vgl. Abschnitt 1.2). Es gilt aber auch [0, co[< W, denn fiir eine belie-
bige nichtnegative reelle Zahl r hat P(r, 0) vom Ursprung des Koordinatensystems
gerade den geforderten Abstand r. Somit ist der Wertebereich W, = [0, ool.

Definition:

Esseien f: M — N und g: N — K Funktionen, es ist also Wy im Definitionsbereich
von g enthalten.
(i) Durch die Vorschrift

(8N =g(fx)) VxeM

ist eine Funktion g o f: M — K definiert, die sogenannte Komposition (Hinter-
einanderausfiihrung) von g und f (lies: ,,g nach ).
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(i) Ist f injektiv, so ist die Umkehrfunktion f™': Wy — M definiert als diejenige
Funktion, mit der jedem y € Wy dasjenige x € M zugeordnet wird, fiir das
f(x) =y gilt; da f injektiv ist, ist x eindeutig bestimmt.

Es ist leicht einzusehen, dass, falls die Umkehrfunktion existiert, Folgendes richtig
ist:
Fof HxX)=x VxeWy und (Flef)=x VxeM

Auf weitere elementare Eigenschaften, die speziell Funktionen reeller Verdnderlicher
haben, soll im ndchsten Abschnitt eingegangen werden.

Ubungsaufgaben:

1. Geben Sie die Potenzmengenvon A = {a, b}, B={a, {a}}, C=0,D = {0} und E = P(D)
an.

2. Stellen Sie mithilfe der oben genannten Regeln folgende Mengen méglichst einfach
dar (dabei seien A, B und C beliebige Mengen in einer Grundmenge G):

a) M=((AnB)U(ANB)U(ANB)
b) N=[(An(AUB)UBNBUC)U[BNC(]

1.2 Reelle Zahlen und reelle Funktionen

In diesem Abschnitt wird zunadchst kurz der Aufbau der reellen Zahlen skizziert. Da
die Resultate weitgehend von der Schule bekannt sind, wird hier auf jeglichen Beweis
verzichtet. Es soll nur vorab auf das Typische der schrittweisen Erweiterung des Zahl-
bereichs hingewiesen werden: Wenn in einem bekannten Zahlbereich eine bestimmte
Aufgabe nicht gelost werden kann, wird die vorhandene Menge durch Hinzunahme
moglichst weniger neuer Elemente so erweitert, dass in der neuen Menge die Aufgabe
l6sbar wird. Dabei sollen die alten Rechenregeln weiterhin gelten, insbesondere sollen
die Grundrechenarten fiir die schon bekannten Elemente im erweiterten Zahlbereich
das gleiche Ergebnis wie vorher liefern (zum Beispiel muss die Addition von Briichen
so definiert werden, dass die Summe zweier ganzer Zahlen stets den gleichen Wert hat,
egal, ob man sie nun als Briiche oder als ganze Zahlen auffasst). Diese Forderung, die
unmittelbar einleuchtet, wird insbesondere bei der Konstruktion der uns bisher un-
bekannten komplexen Zahlen wichtig (vgl. Kapitel 3). Es wird sich ferner zeigen, dass
bei jedem Erweiterungsschritt eine Eigenschaft verloren geht.

Der einfachste Zahlbereich ist die Menge der natiirlichen Zahlen, mit IN bezeichnet.
Diese werden zum Zidhlen benutzt, das heifdt, zum Gréf3envergleich von Mengen. Da
man sich prinzipiell vorstellen kann, dass es keine grofitmogliche Menge gibt (wenn
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es eine solche gibe, so konnte man zu dieser die Menge selbst als weiteres Element
hinzufiigen und so stets eine noch grofiere erhalten), so gibt es auch keine gréf3te na-
tlirliche Zahl, anders formuliert:

VnelN: n+1elN

Esistalso N ={0,1, 2, 3,...}; N\ {0} wird mit N* bezeichnet.”)

Die Tatsache, dass natiirliche Zahlen zum Grofienvergleich von Mengen verwendet
werden, findet in folgender Definition ihren Ausdruck:

Definition:
Es sei M eine beliebige Menge.

(i) M heif3t endlich & M ist leer oder es gibt eine bijektive Funktion
f:{1,...,n}— M, wobei n € N" ist
n heilt dann die Anzahl (Kardinalitdt) von M und wird mit |M| bezeichnet,

|0] = 0.

(ii) M heif3t abzdhlbar & Esgibt eine bijektive Funktion f: N — M
(Umgangssprachlich: ,,M hat so viele Elemente, wie es natiirliche Zahlen
gibt!“)

(iii) M heif3t iiberabzahlbar < Es gibt eine injektive, aber keine bijektive Funk-
tion f: N - M
(Umgangssprachlich: ,, M hat mehr Elemente, als es natiirliche Zahlen gibt!“)

In bekannter Weise sind in IN Addition und Multiplikation uneingeschrénkt moglich,
das heifdt, Summe und Produkt natiirlicher Zahlen ergeben stets wieder natiirliche
Zahlen, in Kurzform:

Va,be N:a+beN und a-beN
Umgekehrt sind die Gleichungen
a+x=>b sowie a-x=b mitgegebenen a,beN

in IN nicht allgemein, sondern nur in speziellen Fallen 16sbar.

Damit die Gleichung a + x = b fiir jede Wahl von a und b aus N 16sbar ist, wird IN
durch Hinzunahme der negativen Zahlen -1, -2, -3, ... zu der Menge der ganzen
Zahlen Z erweitert.

4) Dass hier die 0 zu den natiirlichen Zahlen gerechnet wird, hat keine tiefere Bedeutung, sondern
liegt in der Praktikabilitét begriindet. Allerdings wird bisweilen mit IN die Menge der natiirlichen Zah-
len, mit 1 beginnend, bezeichnet; soll 0 dann eingeschlossen werden, so wird dafiir das Symbol Ny
benutzt.
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Z. .erbt“ viele Eigenschaften von IN, zum Beispiel gelten nach wie vor alle Rechen-
regeln fiir Addition und Multiplikation. Genauso wie in IN konnen auch in Z die Ele-
mente nicht beliebig nahe zusammenriicken (zwischen -5 und -4 etwa gibt es keine
weitere ganze Zahl!). Auf den ersten Blick mag verwundern, dass Z abzidhlbar ist, das
heifdt ,,genauso viele Elemente wie IN“ hat, obwohl N eine echte Teilmenge von Z ist,

Z. also Elemente besitzt (alle negativen Zahlen!), die nicht in IN liegen.
Zur Begriindung betrachte man folgende Funktion f: N — Z.:

g fiir gerade n
+

fin) =

n+1

fiir ungerade n

Diese ist offensichtlich wohldefiniert und, wie man leicht sieht, bijektiv.

Die Eigenschaft der natiirlichen Zahlen, ein Kkleinstes (,,Anfangs“-)Element zu besit-
zen, geht bei dieser ersten Zahlbereichserweiterung verloren.

Die Gleichung a - x = b mit gegebenen a, b € Z ist aber auch in diesem vergrofier-
ten Bereich noch nicht immer 16sbar. Deshalb wird der Zahlbereich ein zweites Mal
erweitert. Durch Hinzunahme der Briiche erhidlt man nun die Menge aller rationalen
Zahlen, geschrieben

Q={§IpeZ,qelN*}.

Rationale Zahlen lassen sich also als Elemente der Paarmenge Z x N, auffassen, wo-
bei durchaus verschiedene Paare die gleiche rationale Zahl darstellen kénnen. (Kiir-
zen bzw. Erweitern von Briichen dndert den Wert nicht!) Die Eindeutigkeit der Dar-
stellung wie in IN oder Z kann man in Q nur durch die Zusatzforderung nach der
vollstdndig gekiirzten Darstellung erreichen (das heif3t, Zdhler p und Nenner g haben
in obiger Form nur +1 und -1 als gemeinsame Teiler).

In Q ist die Gleichung a - x = b mit gegebenen a, b € Q, a # 0, stets eindeutig 16sbar.”)
Die Eigenschaft der ganzen Zahlen, nicht beliebig dicht zu liegen, geht bei den ratio-
nalen Zahlen verloren: Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen a und b lasst
sich stets eine weitere finden (etwa das arithmetische Mittel!); durch beliebig hiufige
Wiederholung des Prozesses ldsst sich damit zeigen, dass zwischen zwei rationalen
Zahlen unendlich viele weitere rationale Zahlen liegen. Man kann also mit den ratio-
nalen Zahlen beliebig genau messen. Trotzdem ist Q abzidhlbar, hat also die gleiche
Machtigkeit wie N.®

5) Die Tatsache, dass a # O sein muss, spricht nicht gegen die gefundene Zahlbereichserweiterung:
Wegen x - 0 = 0 (dies muss aufgrund der Eigenschaft der Zahl O und des Distributivgesetzes in jeder
denkbaren Zahlbereichserweiterung von Z gelten!) kann die Losbarkeit der Gleichung nicht fiir jedes
a € Q gefordert werden.

6) Auf den sehr anschaulichen Beweis soll hier verzichtet werden.
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Deshalb und weil in Q Addition und Multiplikation mit ihren Umkehrungen unein-
geschrankt moglich sind, konnte man meinen, dass dieser Zahlbereich fiir unsere
Zwecke ausreichend grof3 ist. In der Tat findet numerisches Rechnen (ob auf dem Pa-
pier, dem Taschenrechner oder auf einem Computer) stets in Q statt”). Trotzdem ist Q
fiir die Zwecke der hoheren Mathematik noch nicht grof3 genug, wie man mit folgender
einfacher Uberlegung leicht einsieht:

Es ist im Zusammenhang mit einer Langenmessung sicher sinnvoll, jeder in der Zei-
chenebene konstruierbaren Strecke eindeutig eine Zahl, ihre Lange, zuzuordnen. De-
finiert man nun eine bestimmte Streckenldnge als 1 und konstruiert mit dieser als
Kathetenlinge ein gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck (dies ist rein elementar,
das heif3t nur mit Zirkel und Lineal, moglich!), so erhdlt man eine Hypotenuse der
Lange c. Fiir diese gilt nach dem Satz des Pythagoras:

c2=12+12=2

Durch einen einfachen Widerspruchsbeweis lasst sich jedoch zeigen, dass es kein

c=§ (mitp € Z, q € N*)

geben kann, dessen Quadrat 2 ist. Die Lange obiger Hypotenuse ist also im vorhande-
nen Zahlbereich Q nicht darstellbar. Man kann zwar fiir ¢ eine sogenannte Intervall-
schachtelung angeben, etwa

1 <c<?2

1.4 <c<1.5
1.41 <c<1.42
1.414 < c < 1.415

usw. und somit ¢ beliebig eng von unten und von oben mit rationalen Zahlen anna-
hern, jedoch nie den genauen Wert V2 erreichen.

Ahnliche Probleme hat man, wenn man den Umfang eines Kreises mit dem Radius 1
messen will. Des Weiteren kann man zeigen (vgl. Abschnitt 1.7), dass die Folge der
rationalen Zahlen

n
an=<1+E) fir n—- oo
konvergiert, jedoch keine rationale Zahl als Grenzwert hat; vielmehr ist der Grenzwert
irrational, ndmlich die EULERsche Zahl e = 2.718 281...

Alles in allem sieht man, dass fiir viele Anwendungen die rationalen Zahlen nicht aus-
reichen; durch Hinzunahme der irrationalen Zahlen (das ist die Menge aller solcher

7) Dieinvielen Programmiersprachen iibliche Bezeichnung ,,real“ ist irrefiihrend — gemeint sind stets
rationale Zahlen.
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Objekte, die sich im oben skizzierten Sinne durch rationale Zahlen beliebig genau ap-
proximieren lassen und selbst keine rationale Zahlen sind) erhidlt man die Menge der
reellen Zahlen R. Da dies der Zahlbereich ist, den wir weitestgehend benutzen (im
iiberndchsten Kapitel wird noch eine letzte Zahlbereichserweiterung zur Menge C der
komplexen Zahlen vorgestellt!), wiederholen wir hier kurz einige wesentliche Eigen-
schaften und Begriffe:

Die Menge R ist {iberabzdhlbar, also ,,deutlich grofier” als die bisher eingefiihrten
Mengen N, Z und Q; die Volistdndigkeit von R, also die Tatsache, dass jeder Grenz-
wert einer konvergenten Folge (vgl. Abschnitt 1.7) auch Element von R ist, wurde
durch die Hinzunahme der irrationalen Zahlen erreicht.

Wie die darunter liegenden Zahlbereiche auch ist R wohlgeordnet, das heifit, fiir zwei
beliebige reelle Zahlen a und b ist genau eine der drei folgenden Alternativen richtig:

a=b oder a<b oder a>bhb

Deshalb lassen sich die reellen Zahlen auf der bekannten Zahlengeraden anordnen,
und man kann folgende Teilmengen von R einfiihren:

Rf={xe R|x>0} und R ={xeR|x<0} und R*=R'UR =R\ {0}

Ferner ist der Betrag einer reellen Zahl a als ihr Abstand vom Nullpunkt der Zahlen-
geraden definiert, genauer:

lal = a fallsa=>0
" | -a falls a<o0

Beim Rechnen mit Betrdgen gelten fiir beliebige a, b € R die folgenden viel benutzten
Regeln:

1. —lal<a<]a|
2. lajsbe-b<a<h

3. Dreiecksungleichungen: |a + b| < |a| + |b| und ||a| - |b|| < |a - b|
4. |a-b|=lal-|b| undmit b # O: |%’ - %

Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen sind die Intervalle, das sind zusammenhéan-
gende Teilstiicke der reellen Zahlengeraden, genauer: I ¢ R heifdt Intervall, wenn mit
beliebigen a und b aus I auch jede reelle Zahl x zwischen a und b zu I gehort.

Um die iibliche Intervallschreibweise mit eckigen Klammern auch fiir unbeschrankte
Intervalle zu benutzen, wird das Symbol co eingefiihrt. Stets miissen wir dabei beach-
ten, dass +oco und —oo keine reellen Zahlen sind (man also nicht mit ihnen rechnen
kann!), sondern zwei verschiedene Symbole bezeichnen, fiir die definitionsgemaf3 gel-
tensoll: Vx € R: — oo < x und x < +00.
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]—00, 3] bezeichnet also die Menge aller reellen Zahlen, die héchstens gleich 3 sind,
15, oco[ die Menge aller derjenigen, die gréf3er als 5 sind; ]—oco, col ist eine andere
Schreibweise fiir R.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wiederholen wir einige Besonderheiten und iibliche
Vereinfachungen, wenn die gegebene Funktion f: M — N eine Funktion einer reellen
Veréinderlichen ist. Ublicherweise wird — wenn nicht ausdriicklich etwas anderes an-
gegeben ist — stets N = R gesetzt. Auch die explizite Angabe des Definitionsbereiches —
oft mit Dy bezeichnet — kann unterbleiben. Dann versteht man verabredungsgemaéf3
unter Dy den gréfstmaglichen Definitionsbereich, das ist die Menge aller reellen Zahlen,
fiir die die gegebene Zuordnungsvorschrift f sinnvoll ist.
Die blof3e Angabe

3x-7
(x-2)(x+5)
bedeutet also: f: M — N ist durch obige Zuordnungsvorschrift gegeben, es ist dabei
M=R\{2,-5}und N = R.

f(x) =

Will man den Definitionsbereich einer Funktion nachtrdglich auf eine Teilmenge
K < M einschrinken (in obigem Beispiel etwa, um Definitionsliicken zu vermeiden),
so benutzt man dafiir die Schreibweise f | K (,,f eingeschrdnkt auf K*), in unserem
Beispiel etwa f| ]2, col.

Aufgrund derin R gegebenen Ordnung lassen sich speziell fiir reelle Funktionen einer
Verdnderlichen die folgenden Begriffe definieren:

Definition:

Es sei f eine Funktion einer reellen Veranderlichen.
(i) f ist monoton wachsend (bzw. fallend)

©Va,beDs:a<b= fla) <f(b) (bzw.f(a) = f(b))
(ii) f ist streng monoton wachsend (bzw. fallend)

©Va,beDs:a<b= fla) <f(b) (bzw.f(a) > f(b))
(iii) f ist nach oben beschrdnkt (bzw. nach unten beschrdnkt)

© 3CeR: VaeDy: fla)< C (bzw. f(a) = C))
(iv) f ist beschrdnkt

© 3C e R*: Va € Dy: |f(a)l < C

Es ist gemif obiger Definition unmittelbar einsichtig (wenn auch von der Begriffs-
bildung her etwas irritierend!), dass konstante Funktionen (also solche mit f(x) = c,
Vx € Dy) sowohl monoton wachsend als auch fallend sind. Streng monotone Funk-
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tionen sind offenbar injektiv. Dies ist wichtig, falls man die Gleichung y = f(x) nach
x auflésen mochte. Zu einer gegebenen Funktion f bendtigen wir hierfiir die Um-
kehrfunktion f~!, durch die die Rollen von Eingabe- und Resultatvariabler vertauscht
werden. Es gilt folgender

Satz:

Ist f streng monoton wachsend (fallend), dann existiert die Umkehrfunktion f*
und ist ebenfalls streng monoton wachsend (fallend). Es ist D1 = Wy und
Wy-1 = Dy. Durch b = f(a) und a = f~1(b) sind dieselben Werte a und b mit-
einander verkniipft.

Wir wollen nun noch einige weitere wichtige Eigenschaften reeller Funktionen einer
Verdnderlichen wiederholen:

Definition:
() Eine Funktion f: Df — R heif3t gerade & Vx € Df: f(x) = f(-x)
(i) Eine Funktion f: Df — R heifit ungerade & Vx € Df: f(x) = —f(-x)

(iii) Eine Funktion f: IDf — R heiflt P-periodisch & Vx € Dy: f(x) = f(x + P)
Dabei ist P € R* und heift die Periode von f. Ist P die kleinste Periode von f,
so heifdt P primitiv.

Offensichtlich sind Funktionen der Gestalt f(x) = x" (mit n € IN) gerade (bzw. un-
gerade), wenn n gerade (bzw. ungerade) ist, womit die Bezeichnung plausibel wird.
Anders als bei ganzen Zahlen jedoch, die entweder gerade oder ungerade sind, gibt
es viele Funktionen, die keine der beiden Eigenschaften haben; die Nullfunktion wie-
derum ist sowohl gerade als auch ungerade.

Bekannte Beispiele periodischer Funktionen sind die in Abschnitt 1.4 behandelten
trigonometrischen Funktionen. Fordert man zusatzlich, dass eine periodische Funk-
tion f gewisse ,,Glattheitsbedingungen® erfiillen soll, so zeigt sich spéter, dass f sich
beliebig genau durch Summen von cos- und sin-Termen anndhern ldsst. Dies ist der
eigentliche Sinngehalt der in Abschnitt 7.4 behandelten FOURIER-Entwicklung. Bildet
man Summe, Differenz, Produkt oder Quotient P-periodischer Funktionen, so hat das
Ergebnis sicherlich die gleiche Periode P, sie kann aber auch kleiner werden, wie das
Beispiel der 2m-periodischen Funktionen sin x und cos x zeigt, deren Quotient tan x
sogar m-periodisch ist.
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Zur anschaulichen Darstellung einer Funktion einer Veranderlichen wird bekanntlich
ihr Graph in der Zeichenebene benutzt. Diese Punktmenge Gy des R? ist folgender-
mafien fiir eine Funktion f: Dy — R definiert:

Gf = {(x,y) e R? | x € Dy und y = f(x)}

Die oben definierten Eigenschaften von Funktionen lassen sich leicht am Verlauf der
Graphen ablesen. So kann eine Kurve in der Zeichenebene nur dann den Graphen
einer Funktion darstellen, wenn jede Parallele zur y-Achse die Kurve in héchstens
einem Punkt schneidet; gilt dies zusétzlich fiir Parallelen zur x-Achse, so ist die Funk-
tion injektiv. Der Graph einer geraden Funktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse,
der einer ungeraden punktsymmetrisch zum Ursprung (vgl. Bild 1.2.1 und 1.2.2). Bei
P-periodischen Funktionen wiederholt sich der Verlauf des Graphen jeweils nach ei-
nem x-Intervall der Linge P, egal, wo man anfingt. Den Graphen der Umkehrfunk-
tion - falls existent — erhilt man aus dem der Ausgangsfunktion durch Spiegelung an

y G, Z G,
\ b :
-a i

fa\/\/ax -b

Bild 1.2.1: Graph einer geraden Funktion Bild 1.2.2: Graph einer ungeraden Funktion

RSN

Bild 1.2.3: Graph einer P-periodischen Funktion

»n

b L7
r,
e
e -1
7 Yaliva
/' a X
L
Gy, /

Bild 1.2.4: Graphen einer streng monoton wachsenden Funktion und ihrer Umkehrfunktion
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der ersten Winkelhalbierenden (in Bild 1.2.4 strichpunktiert), damit auf den Achsen
die Variablen in gewohnter Weise angeordnet sind (Eingabevariable von links nach
rechts, Resultatvariable von unten nach oben).

In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Funktionen einer reellen Ver-
anderlichen wiederholt.

Ubungsaufgaben:

1. Betrachten Sie die Funktionen

f1(X)=T1X2, f00=x>+x und f3(x) = Vx| - x.

a) Bestimmen Sie Definitions- und Wertebereich von jeder Funktion.

b) Priifen Sie, welche Funktionen davon injektiv/surjektiv/bijektiv sind. Welche sind
(streng) monoton wachsend/fallend, beschrénkt (wie?), gerade/ungerade?

¢) Bestimmen Sie f>([0, 2]), f;*({0}), f31({0}) und f; ' (f1([0, 11)).

2. Priifen Sie, ob Summe, Differenz, Produkt, Quotient und Hintereinanderausfiih-
rung (Komposition) gerader (ungerader) Funktionen gerade bzw. ungerade sind. Ver-
gleichen Sie dies mit der Situation bei geraden/ungeraden ganzen Zahlen.

1.3 Rationale Funktionen

In diesem Abschnitt werden zundchst noch einmal einige algebraische Eigenschaften
ganzrationaler Funktionen wiederholt und — darauf aufbauend - die Partialbruchzer-
legung gebrochen rationaler Funktionen vorgestellt.

Definition:
(i) Eine Funktion p: R — R heift ganzrational (Polynom)s), wenn fiir alle x € R
n
pO) =) ax!
i=0

ist. Dabeiist n eine natiirliche Zahl, und ag, a1, . . ., a, sind feste reelle Zahlen,
die Koeffizienten von p.

(ii) Die grofite natiirliche Zahl k, fiir die ay # O ist, heif3t der Grad des Polynoms,
mit grad p(x) bezeichnet.

8) Es gibt Zahlbereiche, in denen die beiden Begriffe nicht dasselbe bedeuten; fiir die in unserem
Zusammenhang verwendeten Zahlbereiche R und C sind sie jedoch inhaltsgleich, sie werden hier
also synonym verwandt.
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Zusatz: Das Polynom, dessen Koeffizienten alle 0 sind, heif3t das Nullpolynom; es gibt
also (vgl. (ii) in obiger Definition) keine natiirliche Zahl, die als Grad des Nullpolynoms
infrage kommt.”

n
Ublicherweise wird mit der Schreibweise p(x) = Z a;x' unterstellt, dass a, # 0, also

i=0
grad p(x) = n ist. Polynome vom Grade 0 sind die konstanten Funktionen vom Werte
# 0. Es ist unmittelbar einsichtig, dass fiir zwei Polynome p(x) und g(x) gilt:

grad(p(x) + q(x)) < max{grad p(x), grad q(x)}
und

grad(p(x) - q(x)) = grad p(x) + grad g(x)

Ist b eine Nulistelle von p(x), also gilt p(b) = 0, so lasst sich bekanntlich der Linearfak-
tor (Polynom 1. Grades) (x — b) aus p(x) ausklammern, das heift, es gibt ein Polynom
q(x), dessen Grad um 1 Kleiner ist als der von p(x), mit dem gilt:

p(x)=(x-b)-qx)

Ist das gleiche b Nullstelle von g(x), so ist b mehrfache Nullstelle von p(x), es ldsst
sich insgesamt also (mindestens) der Faktor (x — b)? aus p(x) ausklammern, allge-
mein:

Definition:
b € R heifdt r-fache Nullstelle von p(x) (mit r € N™)

& p(b) =0 und p(x) = (x — b)" - q(x) mit einem Polynom q(x),
fiir das q(b) # O ist

Setzt man nun fiir ein gegebenes Polynom p(x) den Vorgang, fiir eine gefundene Null-
stelle b; den Linearfaktor x — b; auszuklammern, immer wieder fort, so reduziert sich
jedes Mal der Grad des jeweils verbliebenen Polynoms um 1; man kann sich also fra-
gen, ob sich dies bis zum Grad 0, also einem konstanten Polynom, fortsetzen ldsst.
Dies wiirde bedeuten, dass p(x) vollstindig in Linearfaktoren zerfiele. Dass dies nicht
immer der Fall sein kann, ist leicht einzusehen:

Bleibt zum Beispiel das Polynom q(x) = x + 1 {ibrig, so ldsst sich darin kein weiterer
Linearfaktor finden, da g(x) sonst eine (reelle) Nullstelle haben miisste; g(x) ist somit
in R irreduzibel. Man kann nunmehr untersuchen, ob auch Polynome mit gréf3erem
Grad als 2 alsirreduzible Polynome iibrig bleiben kénnen. Die Antwort auf diese Frage
nach den ,,kleinsten Bausteinen® in Polynomen liefert der folgende

9) Manchmal wird aus Griinden der Systematik sein Grad auf —co festgesetzt.



1.3 Rationale Funktionen =— 19

Zerlegungssatz fiir reelle Polynome:

Jedes Polynom p(x) iiber R mit grad p(x) > 1 ldsst sich darstellen als
pX)=C-(x=b)" ...(x=bp)* - (x> + cix +d1)%* ... (% + CuX + dp)®".

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

Dabei ist C der Koeffizient bei der hochsten Potenz in p(x), by, ..., by sind die
verschiedenen Nullstellen von p(x) mit ihren Vielfachheiten rq, ..., ry; die Poly-
nome zweiten Grades x? + ¢ix + d; mit i = 1, ..., m sind alle irreduzibel, haben
also keine reelle Nullstelle, die s; geben die jeweiligen Vielfachheiten an.

In einem gegebenen konkreten Fall findet man obige Zerlegung, indem man zunachst
den Koeffizienten der héchsten Potenz ausklammert, dann fiir jede gefundene Null-
stelle b; durch den Linearfaktor x — b; entsprechend oft dividiert; das Herausfinden
der verbleibenden quadratischen unzerlegbaren Terme kann sich (ohne einen Umweg
iiber das Komplexe, s. Kapitel 3) im Einzelfall recht schwierig gestalten, es gibt hierfiir
keinen Algorithmus.

Fiir die Behandlung reeller (und spéter auch komplexer) Polynome ist noch der fol-

gende Satz von grofler Bedeutung:

Identitdtssatz fiir Polynome:

Gegeben seien die beiden Polynome
n . m .
p) =) aix und q(x) =) bix',
i=0 i=0
und es gelte p(x) = q(x) fiir alle x € R.

Dann miissen alle a; = b; sein, ,iiberzdhlige* a; oder b; (fiir n # m) sind 0.

Anders formuliert bedeutet das, dass zwei Polynome nur dann gleich sind, wenn sie
in allen Koeffizienten iibereinstimmen. Dieser Satz ist die Grundlage des sogenann-
ten Koeffizientenvergleichs, der spdter — zum Beispiel bei der Partialbruchzerlegung —
ofter benutzt wird.
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Definition:

(i) Eine Funktion f(x) heif3t gebrochen rational, wenn sie sich als Quotient zweier
p)

Polynome p(x) und g(x) darstellen lasst, also als f(x) = m

che Definitionsbereich ist dann Dy = R\ {b | g(b) = 0}.

Der grof3tmogli-

(ii) Eine gebrochen rationale Funktion f(x) heif3t echt gebrochen rational, wenn der
Grad des Zahlerpolynoms kleiner als derjenige des Nennerpolynoms ist.

Durch die von der Schule her bekannte Polynomdivision mit Rest lasst sich jede ge-
brochen rationale Funktion eindeutig als Summe eines Polynoms und einer echt ge-
brochen rationalen Funktion darstellen, zum Beispiel ergibt sich durch Ausdividieren
fiir

3_x?+x+1

X
f0)=—5—

der Ausdruck (x> = x> +x+ 1) : (x? = 1) = x - 1, Rest 2x, womit sich

f=x-1+

X2 _
in der gewiinschten Form darstellen ldsst.
Dariiber hinaus ist, wie Sie unschwer nachrechnen konnen,

2x 1 N 1
x2-1 x-1 x+1°

eine Zerlegung der echt gebrochen rationalen Funktion

>

x2 -1

die sich fiir viele Zwecke (zum Beispiel zum Integrieren), als niitzlich erweist. Eine
solche Darstellung einer beliebigen echt gebrochen rationalen Funktion als Summe
von Bruchtermen, in deren Nennern die Faktoren des Nennerpolynoms (vgl. obiger
Satz) vorkommen, ist der Inhalt der sogenannten

Partialbruchzerlegung:

Gegeben sei eine beliebige echt gebrochen rationale Funktion f(x) = P aufder-

qx)’
dem sei die Zerlegung des Nennerpolynoms in Linearfaktoren und irreduzible qua-

dratische Polynome bekannt, etwa

gqx)=C-(x=b)"...(x=b)"™* - (x> + c1x + d1)** ... (x> + CuX + d)".

Dann ldsst sich f(x) darstellen als Summe von Termen folgender Art:
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Jede Nullstelle b; fithrt zu Summanden der Form
Ajj
(x- by’
wobei die Potenzen j alle natiirlichen Zahlen von 1 bis zur Vielfachheit der Null-

stelle b; durchlaufen, die Konstanten A;; sind zu bestimmende reelle Zahlen; jedes
irreduzible quadratische Polynom x? + cix + d; fiihrt zu Summanden der Form

E ijX + F ij
(2 +cix + di)y’
wobei die Potenzen j alle natiirlichen Zahlen von 1 bis zur Vielfachheit des Poly-

noms x° + cix + d; in der Darstellung von q(x) durchlaufen, die Konstanten E;; und
Fj; sind zu bestimmende reelle Zahlen.

Diese Darstellung ist bis auf die Reihenfolge der Summanden eindeutig.

Wie man die Partialbruchzerlegung erhilt, inshesondere wie man die darin vorkom-
menden Konstanten bestimmt, soll im Folgenden erldautert werden.

Beispiel:
Gesucht ist die Partialbruchzerlegung von
6x* —2x3 —4x? - 7x+1
feo = X>-x3-x2+1

1. Schritt: Zunachst wird festgestellt, dass f(x) echt gebrochen rational ist, die Partial-
bruchzerlegung also durchfiihrbar ist; ansonsten miisste man eine Polynomdivision
vornehmen und die Partialbruchzerlegung fiir den echt gebrochen rationalen Sum-
manden durchfiihren.

2. Schritt: Als Nachstes muss das Nennerpolynom in Faktoren zerlegt werden. Durch
sukzessives Bestimmen der Nullstellen und Ausklammern des entsprechenden Line-
arfaktors ergibt sich

X=X -2 +1=(x-1)*x+ 10 +x+1).

Da das quadratische Polynom x2 + x + 1 irreduzibel ist (es hat keine Nullstelle in R),
ist dies die in obigem Satz geforderte vollstédndige Zerlegung des Nennerpolynoms.

3. Schritt: Man kann nun den Partialbruchansatz fiir f(x) hinschreiben, wobei bei den
im Folgenden noch zu bestimmenden reellen Konstanten der besseren Lesbarkeit hal-
ber auf Doppelindizes verzichtet werden soll. Es ist

A B C Ex+F
+ + + .
-1 (x-1)2 x+1 x2+x+1

flx) =
X

Man beachte, dass b; = 1 eine doppelte Nullstelle des Nennerpolynoms ist, im Parti-
albruchansatz also der Linearfaktor (x — 1) in erster und zweiter Potenz in Nennern
der Summanden erscheinen muss!
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4. Schritt: Es miissen nun die Konstanten A, B, C, E und F bestimmt werden. Dazu

wird obiger Partialbruchansatz mit dem Nenner von f(x), dem Polynom X —x3-x%+1,

multipliziert. Da dies gemdf} dem 2. Schritt der Hauptnenner aller vorkommenden Brii-
che ist, ergibt sich nun eine Polynomgleichung:
6x* = 2x3 —4x? - 7x+1=Ax-Dx+D* +x+1)
+Bx+ 1) +x+1)
+Cx -1 +x+1)
+(Ex+F)(x-1)%(x+1) @)
Beim weiteren Vorgehen bieten sich zwei Moglichkeiten an:
a) Durch Ausmultiplizieren der rechten Seite von (*) und Ordnen nach Potenzen er-
gibt sich:
6x* —2x> —4x* - 7x+1=x*(A+C+E)+x*(A+B-C-E+F)
+x*(2B-E-F) +x(-A+2B-C+E-F)
+(-A+B+C+F)

Auf beiden Seiten dieser Gleichung stehen Polynome. Diese kénnen nach dem
Identitatssatz nur dann gleich sein, wenn sie in allen entsprechenden Koeffizien-
ten iibereinstimmen. Der Koeffizientenvergleich ergibt somit fiinf Gleichungen fiir
die gesuchten Unbekannten A, B, C, E und F:

6 = A + C + E

-2 = A+ B-C-E+F
-4 = 2B - E - F
-7 =-A+ 2B - C + E - F
1=-A+ B+ C + F

Das Gleichungssystemlo) ist stets eindeutig 16sbar; bei unserem Beispiel ergeben
sich, wie Sie selbst nachrechnen sollten, die Werte A =2, B=-1,C=3,E=1
und F = 1.

Damit hat die Partialbruchzerlegung der gegebenen Funktion die Gestalt
6x* —2x3 —4x? - 7x+1 2 1 3 x+1

fx) = = - + + .

x5 -x3-x2+1 x-1 (x-1)2 x+1 x2+x+1

b) Eine andere Moglichkeit, die gesuchten Konstanten zu bestimmen, geht von der
Uberlegung aus, dass (*) fiir alle x € R gelten muss, man also fiinf beliebige Werte
fiir x in (*) einsetzen kann, um so fiinf Gleichungen fiir die gesuchten Unbekann-
ten A, B, C, E und F zu erhalten. Es erweist sich dabei als vorteilhaft, auf je-
den Fall zunachst alle Nullstellen des Nennerpolynoms einzusetzen, da sich dann
stets nur eine Gleichung mit einer Unbekannten ergibt (hier fiir B und C), fiir die

10) Zur systematischen Losung von linearen Gleichungssystemen verweisen wir auf Kapitel 3.
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Gleichungen mit den verbleibenden Unbekannten wihle man die x-Werte mog-
lichst einfach. Neben den Nullstellen 1 und -1 bieten sich dafiir in unserem Bei-
spiel noch die Zahlen 0, 2 und -2 an. Die Mdoglichkeit (b) ist also immer dann
besonders vorteilhaft, wenn das Nennerpolynom recht viele verschiedene Null-
stellen hat. O

Ubungsaufgaben:

1. Zerlegen Sie die folgenden Polynome in ihre irreduziblen Bestandteile:

2 _x+1

a) pi(x)=x>-x
b) pa(x)=2x3 +4x> + 4x +2

3

) ps()=-x*+x>+x-1

d) ps(x)=x*-191x> - 980
2. Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von

-2x3-x2-3x-8
a) f100 = X3 -2x2+2x-4

- +2x?-x+4
x* +3x2 +2

4
. b ==

1.4 Trigonometrische und Arcus-Funktionen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Eigenschaften der trigonometrischen
Funktionen wiederholt sowie deren Umkehrfunktionen (Arcus-Funktionen) vorge-
stellt. Da Sinus-, Kosinus-, Tangens- und Kotangensfunktion in der Schule sehr
ausfiihrlich behandelt werden, soll hier lediglich durch nachfolgende Skizze der
Situation am Einheitskreis die Bedeutung der trigonometrischen Funktionsterme in
Erinnerung gerufen werden. Wir erinnern daran, dass in der Regel die Darstellung
des Winkels im BogenmaR'V erfolgt.

Eigenschaften:

1. sinx und cos x sind auf ganz R definiert und 2n-periodisch, das heif3t
sin(x + 2m) =sinx und cos(x+2m) =cosx Vxe€R.
. sinx CoS X .
2. Esisttanx = —— und cotx = ——. Deshalb ist (vgl. auch 3.)
CoS X sin x
Dian =R\ {beR|cosb=0} und D¢=R\{beR]|sinb =0}

tan x und cot x sind m-periodisch.

11) Als Merkregel fiir die TITJmlrechnung von Grad in Bogenmaf ist es hilfreich, das Zeichen ° als Ab-
kiirzung fiir den Faktor 180 zu interpretieren, zum Beispiel 90° = 5
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cotx
1 . tanx
sinx
COSXx
Bild 1.4.1: Die trigonometrischen Funktionswerte
am Einheitskreis
3. Nullstellen: sinb=0 & b=k-m
Tt
cosh=0 o b=§+k~n
tanb=0 & b=k-m
Tl
coth=0 & b=§+k-n
Dabeiist k stets eine beliebige ganze Zahl. Die Nullstellen einer trigonometrischen
Funktion haben also jeweils den Abstand m voneinander; sin x und cos x haben
somit in jeder Periode zwei, tan x und cot x nur eine Nullstelle.
4. Wertebereiche: Wgin = Weos = [-1, 1], Wian = Weot = R.
Insbesondere gilt fiir die Minimal- bzw. Maximalwerte von sin x und cos x:
. Tt . 3n
sinb=1 & b= 5+2k-n bzw. sinb=-1 & b= 7+2k‘n
und
cosh=1 o b=2k-m bzw. cosb=-1 & b=Q2k+1)-m
5. Symmetrieeigenschaften: sin x (bzw. tan x bzw. cot x) ist eine ungerade, cos x ist
eine gerade Funktion, das heif3t
Vx € R: sin(-x) = —sinx und cos(-x) = cosx.
6. Verschiebungen um eine halbe bzw. Viertelperiode im Argument von Sinus- und

Kosinusfunktion ergeben:
sin(x+m) =-sinx und cos(x+m) =-cosx
. Tt T .
sm<x+ 5) =cosx und cos(x+ E): —sinx

Die letzte Gleichung bedeutet anschaulich, dass der Kosinus dem Sinus um eine
Viertelperiode vorauslduft, was auch an den in Bild 1.4.2 dargestellten Graphen zu
sehen ist.
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]/ < Gsin Gcos 7~ ~
xd /‘§ §\\ 4 % 2z Bild 1.4.2: Die Graphen von Sinus- und
- -1 ~ Kosinusfunktion

Bild 1.4.3: Die Graphen von Tangens-
und Kotangensfunktion

7. Additionstheoreme: Fiir alle x, y € R gilt:

sin(x + y) =sinxcosy + sinycosx und cos(x +y) =cosxcosy —sinxsiny

Hieraus lassen sich unschwer Formeln fiir tan(x + y), sin(2x), cos(2x) etc. sowie
fiir sinx - siny, sinx - cosy, cos x - cos y und sin x + sin y etc. herleiten, die in
jeder Formelsammlung zu finden sind.

8. Mit den beiden Beziehungen

sinx

tanx = und sin’x+cos’x =1
COS X

lasst sich jede trigonometrische Funktion durch jede andere ausdriicken; z. B. ist

sinx = k tanx und cosx =k !
V1 + tan? x Vi+tanZx
wobei i
1 furxel]-=, =
22
k= m 3m
-1 fiirxe|—, —

(und entsprechend 2m-periodisch fortgesetzt) ist.

Da die trigonometrischen Funktionen periodisch sind, kénnen sie natiirlich nicht in-
jektiv sein, besitzen also — auf den gesamten Definitionsbereich bezogen — keine Um-
kehrfunktion. Deshalb beschrankt man sich bei der Umkehrung jeweils auf Teilmen-
gen des Definitionsbereichs. Ublich ist dabei Folgendes:
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Die Funktion f = sin|[-7, §] ist auf ihrem (eingeschrankten) Definitionsbereich streng

monoton wachsend, also umkehrbar. Wy = [-1, 1] ist somit der Definitionsbereich
der Umkehrfunktion von f, die iiblicherweise mit arcsin x (gelesen: Arcus — Sinus)
bezeichnet wird. arcsin x ist — wie f(x) — streng monoton wachsend und hat den Wer-
tebereich [-Z, 7], siehe Bild 1.4.4.

Analog ist cos|[0, rt] streng monoton fallend; deren deshalb existierende streng mo-
noton fallende Umkehrfunktion arccos x ist — wie arcsin x — auf [-1, 1] definiert und
hat den Wertebereich [0, n], siehe Bild 1.4.4.

SchlieBlich ist tan|]-Z, [ streng monoton wachsend, die deshalb dort existierende
Umkehrfunktion wird mit arctan x bezeichnet; da die Tangensfunktion auf ]-Z, 3|
jede reelle Zahl als Wert annimmt, ist die Arcus-Tangens-Funktion auf ganz R defi-
niert, siehe Bild 1.4.5.

y y
AT
{ — "
\ T Garccm\\
GRFCCOS ? \
/4
BN
\\\
X G -1 1 X
Garcsm arctan
I -
2 2
Bild 1.4.4: arcsin x und arccos x Bild 1.4.5: arctan x und arccot x

Nach Definition ist klar, dass sin(arcsin x) = x fiir alle x € Dgycsin ist. Zur Berechnung
von sin(arccos x) oder sin(arctan x) oder dhnlichen Ausdriicken ersetze man die trigo-
nometrische Funktion durch die zur Arcusfunktion ,,passende” mit einer der Formeln
aus 8.; so erhdlt man etwa fiir alle x € R

. tan(arctan x X
sin(arctan x) = k ( )

\/1 + tan?(arctan x) V1+x2

Da, im Gegensatz zu tan x, Sinus- und Kosinusfunktion nur auf einer halben Periode
umkehrbar sind, ist bei Lésung der Gleichung sin x = ¢ (mit ¢ € ]-1, 1[) Vorsicht ge-
boten, denn die Anwendung von arcsin liefert nur eine der innerhalb einer Periode
vorhandenen zwei Losungen: Aufler x; = arcsin ¢ ist ndmlich auch x, = 1 — arcsin ¢

eine Losung der Gleichung sin x = ¢, und zwar im Intervall [—%, 37" .

Analog ist fiir cos x = ¢ neben x; = arccos ¢ auch x, = 21 — arccos ¢ eine Losung im
Intervall [0, 2m].
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Beispiel:
Fiir einen Weg mit der Horizontaldifferenz 100 m bedeutet das Verkehrszeichen in
Bild 1.4.6 eine Hohendifferenz von 14 m. Wie grof3 ist der Steigungswinkel ¢?

tan @ = 0.14; also ist ¢ = arctan 0.14 = 0.139, im Gradmaf3 ¢ =~ 8°. O

Bild 1.4.6: Steigung 14%

Ubungsaufgaben:

1. Losen Sie folgende trigonometrische Gleichungen:

1 .
a) cos(x—z)+sin2x_2=0 b) 4sin?x-cos’x=0

. 2.
©) tanx+tan2x=0 d) 2sinx+cos*x=1.75

2. Fiirwelche a € R ist die Gleichung sin x + cos x = a 16sbar? Bestimmen Sie fiir a = 1
alle Losungen der Gleichung.

3. Leiten Sie Formeln fiir a) sin(arccosx), b) tan(arcsinx) her.

1.5 Potenz- und Wurzelfunktionen

Zum besseren Verstandnis dieses und des nachsten Abschnitts soll zunéchst der Po-
tenzbegriff wiederholt werden. Es wird dabei der Ausdruck a” sukzessive fiir b € N,
Z., Q und R eingefiihrt:

1. b e N:Fiir beliebiges a € R und b > 2 ist a? die b-fache Multiplikation von a mit
sich selbst; zusitzlich wird a® = a und, fiir a # 0, a° = 1 definiert.
2. b e Z:Fiir b e N ist a® bereits definiert; fiir negative b € Z ist -b € N, demnach

ist fiir jedes a # 0 sinnvoll: a? = —-
P
1
3. b=-mitn e N, n > 2 (Stammbriiche): Es ist leicht zu zeigen, dass fiir jedes

n
solche n die Funktion f(x) = x"|[0, co[ streng monoton wachsend ist, also eine
Umkehrfunktion besitzt, die wegen Wy = [0, oo[ auf [0, co[ definiert ist. Fiir jede
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nichtnegative reelle Zahl a wird der Wert dieser Umkehrfunktion mit {/a bezeich-
net. Damit definiert man fiir alle a € R{: an = {a.

4. b e Q:Da a’ fiir ganzzahlige b bereits definiert ist, kann man sich darauf be-
m
schrianken, dass b = " mitme Z, n € N, n> 2, ist. Durch eine Kombination aus

1., 2. und 3. lasst sich nun definieren: a W= (a 7 )™. Dabei ist zu beachten, dass fiir
b > 0 die Basis a gemif 3. aus R}, fiir negative b gemif3 2. nur aus R* sein darf.

5. b e R: Gemif den Uberlegungen aus Abschnitt 1.2 14sst sich jede irrationale Zahl
b als Grenzwert einer Folge aus nur rationalen Zahlen by erhalten. Man kann zei-
gen, dass die gemif3 1.-4. definierten Ausdriicke a?* konvergieren. Der Grenzwert
wird als a? definiert. Nach 1.—4. ist so a? bei b > 0 fiir alle a € [0, 00[,bei b <0
fiir alle a € ]0, oo[ zu definieren.

Unter Beachtung der oben dargelegten unterschiedlichen Definitionsbereiche fiir die
Basis in Abhédngigkeit vom Exponenten gelten die iiblichen Potenzgesetze iiberall
dort, wo alle vorkommenden Ausdriicke definiert sind:

b b
@ G-yP=xP-yb () <§) - ’;_b
(i) («?) = x"€ (iv) xP*¢ =xP . x°

Anmerkung: Bei Benutzung von Formel (iii) ist beispielsweise zu beobachten, dass
((—2)2)” = 4™, also wohldefiniert ist, die rechte Seite als (-2)2™ aber gemif3 oben Ge-
sagtem keinen Sinn ergibt, folglich (iii) auch nicht giiltig ist. Solche Schwierigkeiten
koénnen auch bei Anwendung der anderen Potenzgesetze auftreten, wenn man nicht
strikt den jeweiligen Definitionsbereich beachtet!

Definition:

Eine Funktion der Gestalt pj(x) = xP (mit b € R) heifst Potenzfunktion; ist speziell
1
b= o mit n € N, n > 2, so heif3t f(x) Wurzelfunktion.

Eigenschaften:

1. Nach der Definition der Potenz ist eine Potenzfunktion pj(x) = x? stets mindes-
tens auf R* definierbar; in Abhangigkeit von b kann D,, auch gréfier sein, und
zwar:

a) Fiir b > 0 kann p;, auch auf R} definiert werden.
b) Fiir b € Z kann pj, auf R*, fiir b € N sogar auf ganz R definiert werden.
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2. Fiir b > 0 (bzw. b < 0) ist pp|R{ streng monoton wachsend (bzw. fallend), besitzt
also eine auf W,, = R definierte Umkehrfunktion. Diese ist xb.

3. Fiir alle Potenzfunktionen ist py(1) = 1.

In den folgenden Bildern 1.5.1-1.5.10 sind einige charakteristische Graphen fiir Potenz-
funktionen py(x) = x? mit unterschiedlichen Werten fiir b dargestellt.

Y GI’5i G."J
J
%
-1 J e
7 P i G,,%
-1 N
-1 1 X
| __#
1 =
1
Bild 1.5.1: b = ungerade natiirliche Zahl Bild 1.5.2: Zugehorige Umkehrfunktionen
y G,,y: —
1 P G,,%
1 X

—= ;
G

P 1 e

\
G, \\ G, \\

3

Bild 1.5.5: b = ungerade negative Zahl Bild 1.5.6: Zugehdrige Umkehrfunktionen
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Bild 1.5.9: b = reelle positive Zahl ¢ Z Bild 1.5.10: b = reelle negative Zahl ¢ Z
(samt b fiir Umkehrfunktionen) (samt b fiir Umkehrfunktionen)

1.6 Exponential- und Logarithmus-, Hyperbel- und Areafunktionen

Definition:

Die fiir festes a € R" durch exp, x = a* auf ganz R definierte Funktion heifit (all-
gemeine) Exponentialfunktion.

Nach Definition der Potenz ist bei jeder positiven Basis a der Ausdruck a* fiir jedes
reelle x definiert. Fiir a = 1 ergibt sich dabei die konstante Funktion vom Werte 1,
die man ja auch als Polynom vom Grade 0 auffassen kann; fiir a € ]0, 1[ ergibt sich

A S 1 ior s .
=" p das heifdt, jede Exponentialfunk-

tion mit einer Basis < 1 ldsst sich mittels Kehrwert auf eine solche mit einer Basis

> 1 zuriickfiihren. Deshalb betrachten wir — wie sonst auch iiblich — im Folgenden

Exponentialfunktionen nur mit Basen > 1.

wegen a = % (mitbh > 1): a":(E
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Eine Exponentialfunktion exp, x = a* mit a > 1 hat folgende

Eigenschaften:

1. exp,(0) = 1 (das heifit, die Graphen aller Exponentialfunktionen haben diesen
Punkt gemeinsam).

2. Weyp, = R" (das heif3t, Exponentialfunktionen nehmen genau alle positiven
Werte an).

3. a” ist streng monoton wachsend, besitzt also eine auf R* definierte Umkehrfunk-
tion, die sogenannte Logarithmusfunktion zur Basis a, mit log, x bezeichnet.

4. log, x ist auf R* definiert, hat den Wertebereich R und ist, wie a*, streng mono-
ton wachsend.

5. Aus den Potenzgesetzen ergeben sich die Rechenregeln fiir Logarithmen:

log,(x-y) =log, x +log,y; log, <§) =log, x-log,y; log,x'=t-log,x

Dabeisind a > 1, x,y > 0 und t € R beliebig.

W

Bild 1.6.1: Exponentialfunktionen Bild 1.6.2: Logarithmusfunktionen
zu verschiedenen Basiswerten a

Aus der Definition des Logarithmus und unter Benutzung obiger Regeln ergibt sich die
wichtige Formel fiir den Basiswechsel: Mit a, b > 1 gilt fiir alle x € R:

logy, x = 5 (1.6.1)
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Mit dieser Formel wird der Logarithmus zu einer beliebigen Basis b auf den zu ei-
ner anderen Basis a zuriickgefiihrt. Dies bedeutet, dass man nur eine Logarithmus-
funktion kennen muss, um daraus dann alle anderen berechnen zu kénnen. Die gra-
phische Darstellung von log;, x erhdlt man also aus der von log, x durch einfaches

Umskalieren der y-Achse um den Faktor . Fiir die weiteren Untersuchungen

1
log, b
benutzt man meist den Logarithmus zur Basis e (EULERsche Zahl), den sogenannten
natiirlichen Logarithmus, statt log, x schreibt man iiblicherweise In x (,,Jogarithmus
naturalis®) oder — vornehmlich in englischsprachigen Publikationen — einfach log x.
Weiterhin sind die Schreibweisen Ig x fiir log;y x sowie 1b x oder 1d x (bindrer Lo-
garithmus bzw. ,logarithmus dualis®) fiir log, x gebrauchlich. Letzterer spielt in der
Nachrichten- und Informationstechnik eine wichtige Rolle.

Analog zu den Logarithmusfunktionen lassen sich auch alle Exponentialfunktionen
auf die zur Basis e, die sogenannte spezielle Exponentialfunktion (kurz: die e-Funktion)
zuriickfiihren; der Basiswechsel entspricht nun einer Umskalierung der x-Achse:

a* = e*Ina (1.6.2)

Vielen Lesern werden die im Folgenden mithilfe der e-Funktion definierten sogenann-
ten hyperbolischen Funktionen von der Schule her noch unbekannt sein; bevor wir
am Ende dieses Abschnitts konkrete Anwendungsbeispiele aufzeigen, sollen zunachst
einmal wichtige Eigenschaften dieser Funktionen aus den Definitionen abgeleitet wer-
den.

Definition:
(i) sinhx =1 -e™) ,»sinus hyperbolicus*
(i) coshx = %(e" +e7) ,»cosinus hyperbolicus*
(iii) tanhx = ELI;E); »tangens hyperbolicus*
(iv) cothx = % ,cotangens hyperbolicus*

Die Namensgebung in Anlehnung an die entsprechenden trigonometrischen Funk-
tionen mag zunichst iiberraschen, da in der Definition keinerlei Analogie zu sin x
oder cos x erkennbar ist. Die enge Verwandtschaft von trigonometrischen und hy-
perbolischen Funktionen tritt jedoch bei Betrachtung der gleichnamigen komplexen
Funktionen (vgl. Abschnitt 3.4) zutage. Wir halten es fiir eine gute Ubung, wenn Sie
die eine oder andere der unten aufgefiihrten Eigenschaften, bei denen manchmal Par-
allelen zu den trigonometrischen Funktionen unverkennbar sind, selbst herleiten:
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Eigenschaften:

1.

Unmittelbar aus der Definition folgt, dass sinh und cosh auf ganz R definiert sind.
Auf3erdem gilt fiir alle x € R die wichtige Formel (nachrechnen!):

cosh? x —sinh? x = 1 (1.6.3)

Man beachte den Unterschied zum Plus-Zeichen in der entsprechenden Formel
fiir die trigonometrischen Funktionen!

Aus 1. und der Definition wird klar, dass cosh x > 1 ist fiir alle x € R, tanh x also
keine Definitionsliicken besitzt.

Analog zu der jeweils entsprechenden trigonometrischen Funktion ist cosh x ge-
rade mit cosh(0) = 1, wiahrend sinh x und tanh x ungerade sind und deshalb an
der Stelle O eine Nullstelle haben. coth x ist ebenfalls ungerade, an der Stelle O
aber nicht definiert.

sinh und tanh sind auf ganz R, cosh ist auf [0, co[ streng monoton wachsend.
Da 0 somit die einzige Nullstelle von sinh und tanh ist, ist dies auch die einzige
Definitionsliicke von coth. coth ist auf R*, cosh auf ] - co, 0] streng monoton
fallend.

Gemaf 4. sind sinh, tanh und coth auf ihrem jeweiligen Definitionsbereich, cosh
beschriankt auf [0, co[ umkehrbar. Die Umkehrfunktionen werden mit arsinh,
artanh, arcoth und arcosh bezeichnet und heiflen Area-Sinus-Hyperbolicus-
Funktion und entsprechend fiir die anderen. Wir wollen arsinh mithilfe bekannter
Funktionen ausdriicken und gleichzeitig den Wertebereich von sinh (das ist ja
der Definitionsbereich von arsinh!) bestimmen. Dazu muss untersucht werden,
fiir welche s, t € R sich die Gleichung ¢ = sinh s eindeutig nach s auflésen lasst:
Aus t = %(eS - e7%) ergibt sich durch Substitution von u = e° (fiir jedes s € R
moglich) eine quadratische Gleichung:

0=u?-2tu-1

Diese hat fiir jedes t zwei Losungen, von denen eine positiv und eine negativ ist.
Wegen u = e* kommt nur die positive infrage. Die daraus eindeutig bestimmbare

Losung fiir s lautet:
s=In(t+ VtZ + 1)

Da diese Auflosung fiir alle ¢t € R moglich ist, ist Wgjnn, = R; fiir die gesuchte
Umkehrfunktion gilt damit:

Vx € R: arsinhx =1In(x + Vx2 + 1)
Analog ergibt sich durch Untersuchung von cosh |[0, co[:

Weosh = [1,00[ und arcoshx =In(x+ Vx2-1) Vx € [1,00[
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Ein interessantes Ergebnis liefert die Rechnung fiir tanh und coth: In beiden Fal-
len geniigt die Umkehrfunktion der gleichen Funktionsvorschrift, und zwar ist
1

tanhx = =1
artanhx = > In

x+1
x—-1

’ vx € ]-1,1], also  Weann = 1-1, 1,

und

1 x+1
arcothx = = 1In 1’ Vx e R\[-1,1], also Wcgh =R\ [-1,1].

2

Die angesprochenen Verlaufseigenschaften der hyperbolischen Funktionen und
ihrer Umkehrfunktionen sind auch an den in Bild 1.6.3-1.6.6 dargestellten Gra-
phen erkennbar.

l
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\\Gcolh
1 S —
Gtanh
-1 1 X
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qScoth
\
\
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Bild 1.6.3: sinh x und coshx Bild 1.6.4: tanh x und coth x
T
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1 \\ Garcoth
\\
-1 ——
‘_N\\ 1 X
Garcoth\ -1

\ G artanh

Garsinh

Bild 1.6.5: arsinh x und arcosh x Bild 1.6.6: artanh x und arcoth x
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Anwendungsmoglichkeiten hyperbolischer Funktionen zeigen die folgenden

Beispiele:

1. Ein Seil oder eine Kette (idealisiert, das heif3t homogen und ohne Biegesteifigkeit)
werde an zwei gleich hohen Punkten P; und P, aufgehéngt (vgl. Bild 1.6.7), sodass es
durchhéngt. Ist a der Quotient aus der Horizontalkomponente der Zugkraft und dem
Seil- bzw. Kettengewicht pro Langeneinheit und wiahlt man ein ebenes Koordinaten-
system so, dass der tiefste Punkt die Koordinaten (0, a) hat, so kann man zeigen (vgl.
Beispiel 4 in Abschnitt 9.2), dass die sogenannte Seilkurve oder Kettenlinie durch

y = f(x) =a~cosh§
beschrieben wird.

Ist zum Beispiel a = 80 m und xp, = -75 m, xp, = 75 m gegeben, so betrdgt der Durch-
hang zwischen Py, P, und dem tiefsten Punkt

75
(cosh 22 1)~ 37.8m.
80m (cos 30 37.8m

2. Bekanntlich wichst beim freien Fall — unter Vernachlédssigung des Luftwiderstan-
des — die Fallgeschwindigkeit v(t) proportional zur Fallzeit: v(t) = gt.

P\ y P,

m t
g x 3

Bild 1.6.7: Kettenlinie (Beispiel 1) Bild 1.6.8: Fallgeschwindigkeit mit und ohne
Luftwiderstand (Beispiel 2)

Beriicksichtigt man jedoch den Luftwiderstand, wobei man als gute Ndherung die
bremsende Reibungskraft als proportional zum Quadrat der Fallgeschwindigkeit an-
sehen kann, etwa als cv(t)® (c ist der Luftwiderstandsbeiwert), so ergibt sich als
Geschwindigkeit-Zeit-Funktion (eine Herleitung finden Sie in Beispiel 3 von 9.2):

u(t) = uoo-tanh(it) mit Ve = \jg
Voo c

Dem Bild 1.6.8 ist zu entnehmen, dass die Fallgeschwindigkeit sich von unten der End-
geschwindigkeit v, ndhert, ohne diese jedoch zu iiberschreiten; ohne Reibung wiirde
sich die skizzierte Ursprungsgerade ergeben. Die Grof3e des Faktors ¢ wird unter an-
derem bestimmt durch die duflere Form des fallenden Korpers. Beim Gleitschirmflie-
gen wird dafiir gesorgt, dass ¢ so grof3 wird, dass man mit v, ohne gesundheitliche
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Schdden landen kann; die Fallzeit — und damit die Absprunghdhe — kann im Prinzip

beliebig grof sein, v, wird nie iiberschritten. O
Ubungsaufgaben:
1. Losen Sie folgende Gleichungen:
a) 4log,(logs x*) = log, 4 b) lgx+1g2 =1g(x+1) +1g(})
2. Losen Sie durch geschickte Substitution:
2 Igx lgx 1
a) <§) +<%) =?3 b) (1+e)sinh§+(1—e)cosh§=e—1

1.7 Grenzwerte von Folgen und Funktionen

Viele Prozesse streben einem ,,Endzustand“ zu, ohne ihn zwar jemals mathematisch-
theoretisch exakt zu erreichen; sie ndhern sich ihm jedoch so genau an, dass oft ge-
rade daraus entscheidende Informationen iiber den Prozess erhaltlich sind. Dadurch
erhilt man zum Beispiel beim freien Fall mit Luftwiderstand (vgl. Beispiel 2 im vori-
gen Abschnitt) die Kenntnis iiber den ,,Grenzwert* der Geschwindigkeit eines fallen-
den Objektes, dem sich seine aktuelle Geschwindigkeit immer mehr annédhert. Hier
handelt es sich um den Grenzwert einer Funktion; bevor wir jedoch darauf ndher ein-
gehen, befassen wir uns mit Grenzwerten von Folgen.

Als Halbwertzeit h einer radioaktiven Substanz bezeichnet man das Zeitintervall,
nach dem die Hilfte der Substanz zerfallen ist. Die Ausgangmasse der Substanz sei
m; ihr Zerfall beginne zur Zeit to = 0. Wir betrachten die Teile a; von m, die jeweils

in den Zeitintervallenvon t;_y = (i—1)-h bis¢t; =i-hmiti=1, ..., n zerfallen.
Also ist
Lomom o m Lom
1_2’ 2_43 3 8’ RN n zn-
ai,az, as, ..., a, bilden die Glieder einer Folge, was folgendermafien allgemein de-
finiert ist:
Definition:

Eine Folge ay (reeller Zahlen) ist eine Funktion a von IN nach R.

Statt a(k) schreibt man {iblicherweise ay fiir den Funktionswert. Haufig beginnt
eine Folge auch erst mit a; oder a, oder ko; der Definitionsbereich ist also be-
schrinkt auf {k € N | k > ko}.”?

12) Ganz analog definiert man Folgen von Punkten, Vektoren, komplexen Zahlen etc. als Funktionen
von N bzw. {k € N | k > ko} in die jeweilige Menge.
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Da Folgen reeller Zahlen also spezielle Funktionen einer reellen Verdnderlichen sind,
konnen alle Begriffe und Eigenschaften (etwa Monotonie oder Beschrinktheit), die in
den ersten Abschnitten hierfiir besprochen wurden, so iibernommen werden.

Dariiber hinaus kann man sich aber die besonderen Eigenschaften des Definitionsbe-
reichs IN fiir die konkrete Angabe einer Folge zunutze machen: Neben der bei Funk-
tionen iiblichen expliziten Angabe der Zuordnungsvorschrift (etwa ay = oK fiir die

Folge aus unserem Einfiihrungsbeispiel) ist fiir Folgen auch die sogenannte rekursive
Definition iiblich und niitzlich. Dabei wird ein Start- oder Anfangswert der Folge (meist
ag oder aq) sowie eine Rekursionsvorschrift angegeben, mit deren Hilfe allgemein aus
der Kenntnis eines oder mehrerer der Folgenglieder bis aj das nachste Folgenglied
ay.1 berechnet werden kann. Dazu folgende

Beispiele:

1. Die oben definierte Folge der ay ldsst sich auch rekursiv darstellen, wobei der jewei-
lige Zerfallsprozess von Schritt zu Schritt noch deutlicher zutage tritt:

m 1
a = > (Startwert) und apsq = 5 -ayr (Rekursionsvorschrift)

2. Durch
bo =1 (Startwert) und by = (k+1)by fiir k>0 (Rekursionsvorschrift)
ist rekursiv eine Folge definiert, deren fiinf ersten Glieder sich zu

b0=1, b1=(0+1)b0=1, b2=(1+1)b1=2,
b3=(2+1)b2=6, b4=(3+1)b3=24
ergeben. Diese schnell wachsende Folge heifit die Folge der Fakultiiten; by wird

mit k! (gelesen: , k Fakultit“) bezeichnet. Etwas vereinfachend schreibt man auch
kl=1-2-3...k.

3. Mit festem a € R definiert man rekursiv eine Folge cx durch

co=1 (Startwert) und cp1= ZT_II -cx fiir k>0 (Rekursionsvorschrift).
Demnach ist
co=1, cf= a—O'COZg’ c5 = a—l_ - a(a—l)’
0+1 1 1+1 1.2
o = a-2 = a(a—l)(a—Z)’ S,
2+1 1-2-3

Die so definierte Folge cy heif3t die Folge der Binomialkoeffizienten und wird mit (Z)

bezeichnet. Etwas vereinfachend ausgedriickt ist also

a\ a(@-1)...(a-(k-1))
k)~ k!
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Beachten Sie besonders — auch wenn Sie es bisher anders gewohnt waren — dass auf

diese Weise (a
k

Ist dariiber hinaus — wie in vielen kombinatorischen und stochastischen Anwendun-
gen — auch a € N, so gilt

) fiir beliebiges a € R und k € N definiert ist.

fir a>k: a —70[!
- k) K-(a-k)

fir a<k: <a> =0.
k

Zur Ubung des Umgangs mit rekursiv definierten Folgen iiberzeugen Sie sich bitte
selbst von der Richtigkeit dieser Formeln. O

und

Eine der wichtigsten Anwendungen des Binomialkoeffizienten aufierhalb der Kombi-
natorik ist auch fiir seinen Namen verantwortlich, ndmlich der sogenannte

Binomische Satz:

n
Esseien a, b € R, n € N beliebig. Dann gilt: (a + b)" = Z (Z) - S
k=0

Wenn Sie n = 2 oder n = 3 einsetzen, ergeben sich die von der Schule her bekannten
binomischen Formeln, wie Sie selbst nachrechnen sollten.

Wir kehren nun zu unserem Einfiihrungsbeispiel zuriick:

Praktisch findet diese Folge ihr Ende, wenn das letzte Atom der urspriinglich vor-
handenen Substanz zerfallen ist, aber mathematisch kénnen wir diese fortgesetzten
Halbierungen ohne Ende weiterfiihren. Und dann wird aj beliebig klein — kleiner als
jeder noch so kleine positive Wert €, wenn nur k grof3 genug gewahlt wird. Bei vorge-
gebenem ¢ € R* 14sst sich die nétige Bedingung fiir k leicht angeben:
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Man driickt diesen Sachverhalt auch so aus: ,,Die Folge der ay konvergiert gegen 0,
wenn k gegen oo geht“ oder ,,Der Grenzwert von ay fiir k gegen oo ist 0%, geschrieben:

m m
Aus JE <€ folgt 2% > - und somit k >

. . m
lim ay = lim — =0
k—o0 ko0 2k

13) Aufler fiir die reellen Zahlen brauchen wir den Satz nur noch fiir den Kérper der komplexen Zahlen
in Kapitel 3. Er gilt jedoch bereits schon, wenn a und b Elemente eines beliebigen ,,kommutativen
Rings* sind.
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Allgemein fiihrt dies zu folgender

Definition:

Die Folge der ay konvergiert gegen den Wert a € R, wenn bei geniigend grofiem
Index k der Term ay beliebig nahe an a liegt, wenn es also fiir jedes noch so kleine
positive € ein K € IN gibt, sodass |a — ak| kleiner als € ist, wenn nur k > K ist. Man
schreibt dann lim ay = a und nennt a den Grenzwert der Folge ay.

k—o00

Das wird auch als ,,ay geht gegen a, wenn k gegen co geht* formuliert.

Wird ay grofler als jede noch so grofie positive Zahl M, falls nur k grof3 genug gewdhlt
wird, so schreibt man

lim ay = oo,

k—o0

zum Beispiel bei ay = k* mit a > 0 oder ay = a* mita > 1.
Wird ay kleiner als jede betragsmafiig noch so grof3e negative Zahl M, falls nur k grof3
genug gewahlt wird, so schreibt man

lim ay = —oco,
k—o0

zum Beispiel bei ay = —k* mit a > 0 oder ay = —a* mita > 1.

Ist der Grenzwert nicht endlich (das heif3t, keine reelle Zahl), so heif3t die Folge diver-
gent.

Es kommt auch vor, dass bei einer Folge keiner der bisher beschriebenen Falle auftritt,
zum Beispiel bei ay = (-1)X. Hier strebt ay nicht einem ,,Grenzwert* zu; die Folge der
ay hat die beiden ,,Hdufungswerte“ —1 und +1. Ein eindeutig bestimmter Grenzwert
existiert hier nicht. Auch solche Folgen heifen divergent.

Von der Schule her sind die elementaren Grenzwertsitze bekannt, an die hier noch
einmal erinnert werden soll:

Satz:

Gegeben seien zwei Folgen ay und by, die in R gegen a bzw. b konvergieren. Dann
sind auch Summe, Differenz und Produkt dieser Folgen konvergent mit

klim(ak+bk):a+b, klim(ak—bk):a—b und klim(ak-bk):a‘b.

Sind dariiber hinaus alle by # 0 und ist b # 0, so ist auch der Quotient der Folgen

konvergent mit
lim gy
k—oco by b’



