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1 Intention dieses Buches

Die Physik ist ein unglaublich reichhaltiges Gebiet und man beschéftigt sich mit den
verschiedensten Fragestellungen innerhalb der unbelebten Natur. Auf3erdem hat die
Physik eine grofe Zahl an Schnittstellen zu und Uberlappungen mit weiteren Diszi-
plinen wie Chemie, Biologie, Elektrotechnik, aber auch Medizintechnik oder Philo-
sophie. Sie bietet viele Forschungsgebiete im rein akademischen Bereich und stellt
gleichzeitig die Grundlage fiir viele Anwendungen dar. Das Spannende ist dabei, dass
es auch nach mehreren hundert Jahren Beobachtungen, Experimenten und theore-
tischen Erklarungen immer noch unvorhergesehene Uberraschungen gibt, die unser
Welthild erweitern oder sogar vollig auf den Kopf stellen.

Dieses Buch soll dazu dienen, einige ausgewdhlte Forschungsfelder iibersicht-
lich und anschaulich zu prasentieren, um dem Leser Lust auf mehr zu machen. Die
Themen sollen ein moglichst breites Spektrum abdecken, was natiirlich in einem so
vielschichtigen Fach nur teilweise realisierbar ist und auch der subjektiven Einschit-
zung der Autoren unterliegt. Einige der Themen stehen mit Nobelpreisen in Verbin-
dung, andere scheinen von sehr grundlegender Bedeutung zu sein oder reichen hin
zu philosophischen Fragen, welche die Menschen schon immer beschaftigt haben.
Ein volles Verstandnis der behandelten Themen kann und soll nicht vermittelt wer-
den, da hierfiir viele Grundkenntnisse benotigt werden, die erst im Laufe eines Studi-
ums erworben werden. Es wird deswegen ein Mittelweg gewdhlt, sodass Grundlagen
an den entsprechenden Stellen kurz, aber moglichst anschaulich beschrieben wer-
den. Damit soll dem Leser die Méglichkeit gegeben werden, ein erstes Verstandnis fiir
die Forschungsthemen zu erlangen. Vermutlich ist es auch nicht sinnvoll, das Buch
nur einmal durchzulesen und es dann auf die Seite zu legen. Viele Begriffe wie ,,En-
tropie“ oder ,,Spin-Statistik-Theorem*“ werden im Studium noch ausfiihrlich erklart,
sodass man das eine oder andere Kapitel zu gegebener Zeit auch wieder aufschlagen
und Verstandnisliicken nach und nach schlieflen kann. Vielleicht ist dann auch die
eine oder andere Literaturangabe hilfreich.

Mathematik ist fiir die Physik die Sprache der Wahl. Alle wichtigen Sachverhal-
te werden in mathematische Formeln gepackt und kénnen nach klaren Rechenregeln
analysiert und weiter verarbeitet werden. Da in diesem Buch der Uberblick zu ver-
schiedenen Forschungsgebieten im Fokus stehen soll, werden deutlich weniger For-
meln verwendet als in anderen Lehrbiichern. Die dargelegte Mathematik soll dem Le-
ser einen Eindruck vermitteln, wie man physikalische Sachverhalte prazise und biin-
dig darstellen kann. Es ist nicht das Ziel, eine geschlossene Darstellung mit Herleitun-
gen zu liefern, und der Leser muss fiir ein erstes Verstdndnis Formeln deshalb auch
noch nicht nachvollziehen konnen. Wer sich im Studium ndher mit Themen, die auch
in diesem Buch besprochen werden, beschéftigt, wird sicherlich den einen oder an-
deren mathematischen Zusammenhang wiederfinden. Insofern wird hier auch keine
populdrwissenschaftliche Darstellung der Physik prasentiert. Der Leser soll die M6g-
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lichkeit haben, aktuelle physikalische Forschungsthemen moglichst authentisch, und
gerade deswegen spannend zu erleben.

Weiterhin wird in den einzelnen Kapiteln nicht allein auf das Ziel hin gearbeitet,
nur den Titel des jeweiligen Kapitels zu verstehen. Man benotigt immer einige Grund-
lagen, die zuerst zusammen gefasst werden, bevor ein Effekt oder auch ein Themen-
komplex erkldrt werden kann. Dieser Weg wird aber auch nicht vollig geradlinig be-
schritten, da es nicht um ,,Effizienz“ geht. Es sollen vielmehr auch Blicke nach rechts
und links geworfen werden, um mogliche weitere Ankniipfungspunkte erkennen zu
konnen. Schlief3lich lebt die ganze Physik davon, dass es zwischen verschiedenen Ge-
bieten Zusammenhange gibt, und diese zu verstehen ist immer auch eine Quelle der
Motivation, trotz mancher schwerer Kost nicht aufzugeben.

Wir hoffen, dass wir unseren Lesern zeigen konnen, dass die Physik nach wie vor
eine lebendige Wissenschaft ist, die in vielen Richtungen neue Ideen und Herange-
hensweisen erfordert, um unseren Wissenshorizont zu erweitern und wiinschen viel
Freude bei der Lektiire dieses Buches!

Stuttgart, im Sommer 2017
Jan Peter Gehrke und Patrick Koberle



2 Gravitationswellen

Die allgemeine Relativitdtstheorie (ART) macht Aussagen {iber die Struktur der Raum-
zeit bei einer gegebenen Massenverteilung, mit relevanten Anwendungen im Bereich
der Grof3e unseres Sonnensystems bis hin zum gesamten Universum. In diesem Kapi-
tel wollen wir uns auf eher kleinen rdumlichen Maf3stiben bewegen und uns die Uber-
bleibsel von ausgebrannten Sternen nidher ansehen. Die ART macht im Fall von sich
bewegenden Massen eine dhnliche Aussage wie die klassische Elektrodynamik. Wah-
rend beschleunigte Ladungen zu elektromagnetischen Wellen fiihren, breiten sich
ausgehend von beschleunigten Massen auch in der Raumzeit Stérungen mit Lichtge-
schwindigkeit aus. Ublicherweise sind die Effekte der ART jedoch sehr gering, sodass
die Machtigkeit der Theorie nur in Form von kleinen Erweiterungen zur klassischen
Newton’schen Gravitationstheorie sichtbar wird. Die Periheldrehung des Merkurs ist
so ein Beispiel. Das Newton’sche Gravitationspotential der Sonne ist auf der Merkur-
bahn noch fast identisch mit der Losung der ART, sodass die Bahnellipse nur extrem
langsam rotiert. Dieser Effekt ist aber noch messbar. Gravitationswellen, die von den
herkémmlichen Himmelskoérpern abgestrahlt werden, sind jedoch so schwach, dass
sie unter jede Auflésungsgrenze unserer Messgerite fallen. Nur extrem massereiche
Objekte wie Neutronensterne oder schwarze Locher sind in der Lage, die Raumzeit
messbar stark zu verzerren. Umso spannender ist die erst in jiingster Vergangenheit
erfolgte direkte Messung von Gravitationswellen, welche durch die Verschmelzung
von schwarzen Lochern erzeugt wurden. Zwar waren auch hier die Messsignale auf-
grund der gewaltigen Entfernungen der Objekte (gliicklicherweise) sehr schwach,
die eigentliche Ursache verlangt jedoch die Anwendung der Feldgleichungen in ihrer
vollen Form, sodass diese Beobachtungen einen Meilenstein in der Gravitationsphy-
sik darstellen und sogar mit dem Nobelpreis fiir Physik gewiirdigt wurden. Wahrend
auf Seiten der Theorie numerische Verfahren zur Losung der Feldgleichungen entwi-
ckelt werden miissen, stehen die Experimentatoren vor der Herausforderung, extrem
schwache raumzeitliche Verzerrungen nachweisen zu miissen, was in riesigen Mess-
anlagen resultiert, welche in Zukunft auch im Weltraum angedacht sind. In diesem
Kapitel wollen wir uns deswegen sowohl mit der Theorie der Gravitationswellen als
auch mit deren Messung niher beschaftigen.

DOI10.1515/9783110526332-002



4 — 2 Gravitationswellen

2.1 Worum es geht

Zusammenfassung:

Gravitationswellen [1, 2] sind eine Folgerung aus den Feldgleichungen der Allge-
meinen Relativitdtstheorie. Analog zur Elektrodynamik ldsst sich fiir schwache
Gravitationsfelder eine Wellengleichung herleiten, welche aber nun die Kriim-
mung der Raumzeit beschreibt. Stérungen in der Raumzeit werden durch be-
schleunigte Massen hervorgerufen und breiten sich wie elektromagnetische Wel-
len mit Lichtgeschwindigkeit aus. Dabei wird Energie abtransportiert, welche aus
der Bewegung der Massen entnommen wird.

2.1.1 Anfénge der Gravitationsphysik

Die moderne Gravitationsphysik beginnt mit der Veroffentlichung der ,,Naturphilo-
sophie“ durch NEWTON. Dieser hat aufbauend auf Beobachtungsdaten von Astrono-
men das heute noch verwendete Gravitationsgesetz aufgestellt, nach welchem sich
zwei Massen gegenseitig anziehen. Diesem einfachen Kraftgesetz gingen die drei Kep-
ler’schen Gesetze voraus, nach denen sich zwei Massen wie etwa die Erde und die
Sonne auf Ellpisenbahnen umeinander bewegen. Die anziehende Kraft zwischen zwei
Massen m; und m, lautet nach NEWTON:

F = —G—mlm2 e

e, @1

Dieses Gesetz hat den enormen Vorteil, dass es sehr einfach zu verstehen ist. Die bei-
den Massen befinden sich im Abstand r, G ist die Gravitationskonstante (von NEw-
TON selbst nicht zahlenméRig angegeben), und e, ist der normierte Verbindungsvek-
tor zwischen den beiden Massen (s. auch Abbildung 2.1). Die Gravitationskraft nimmt
quadratisch mit dem Abstand ab, wodurch sich eine starke Ahnlichkeit zum entspre-
chenden Kraftgesetz in der Elektrostatik ergibt. Im Unterschied zur elektrischen Wech-
selwirkung ist die Gravitation aber immer spiirbar. Das liegt daran, dass es nur eine Art
von Masse gibt, aber zwei verschiedene Ladungen, die sich je nach Konstellation an-
ziehen oder abstof3en. Da normale Materie elektrisch neutral ist, spiiren wir keinerlei
elektrische Kréafte im Alltag. Weiterhin ist es genau die Abstandsabhdngigkeit von 1/-2,
welche dafiir sorgte, dass KEPLER Ellipsenbahnen beobachten und als Gesetzméf3ig-
keit festhalten konnte. Lost man das Problem zweier Massen unter dem Einfluss ihrer
wechselseitigen Gravitation nach dem Newton’schen Verfahren, so findet man fiir die
Form der Bahnen exakte Ellipsen. Das bedeutet also insbesondere, dass die Bahnen
beider Massen geschlossen sind. Es ist sogar moglich, zu zeigen, dass es neben der
Gravitationskraft nur noch einen weiteren Kraftverlauf gibt, welcher immer geschlos-
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Abb. 2.1: Gravitationskraft einer Masse m, auf eine Masse m,. Beide Massen besitzen den Abstand
r, der Richtungsvektor e, zeigt entlang des vektoriellen Abstands und besitzt die Ldnge 1. Die Gravi-
tationskraft greift bei m, an und ist entgegen des Richtungsvektors auf m, gerichtet.

sene Bahnen zur Folge hat: eine linear mit dem Abstand anwachsende Kraft.! Alle
anderen Kraftverldufe fiihren zwangsweise dazu, dass die Bahnen nicht geschlossen
sein miissen, und bis auf Spezialfélle sind sie es auch nicht. Das ist ein sehr wichtiges
Resultat und dient als Referenz, um einen Unterschied zu Effekten der Allgemeinen
Relativitdtstheorie ausmachen zu kénnen.

NEWTON war es zwar gelungen eine Beschreibungsform fiir die Gravitationskraft
zu finden, doch es war ihm selbst schleierhaft, wie diese Wirkung der Gravitation ei-
gentlich vermittelt wird. Sollte es also eine Art ,,Wirkendes* zwischen den beiden Mas-
sen geben,? welches die Gravitation vermittelt? Mit diesem Gedanken hat NEWTON ei-
ne grof3e Weitsicht bewiesen. Doch erst iiber 200 Jahre spéter konnte EINSTEIN die-
se Frage zufriedenstellend beantworten. Schon mit der speziellen Relativitdtstheorie
hat er die Forderung aufgestellt, dass sich nichts im Universum schneller als das Licht
ausbreiten darf. Wenn wir uns die Gesetzmafligkeit (2.1) ansehen, stellen wir fest, dass
sie keinerlei Zeitabhdngigkeit enthélt. Jede der beiden Massen wird also unmittelbar
eine Kraftdnderung spiiren, wenn sich die andere Masse relativ zu ihr bewegt, auch
bei kosmischen Entfernungen. Somit besteht die theoretische Méglichkeit, durch die
Bewegung einer Masse aktiv Information zu iibertragen, und das ohne dafiir Zeit zu
bendétigen. Auch wenn dies praktisch sicher schwierig bis unmdglich zu realisieren
wadre: EINSTEIN schlief3t schon die prinzipielle Moglichkeit aus. Somit muss das New-
ton’sche Gravitationsgesetz auch aus konzeptionellen Griinden iiberarbeitet werden,
um mit der Relativititstheorie vereinbar zu sein (praktische Griinde, also Abweichun-

1 Wir sprechen von gebundenen Bahnen, also solchen, die zu einer negativen Gesamtenergie geho-
ren. Bahnen zu positiver Gesamtenergie sind auch im Falle der Gravitationskraft offen.
2 Heute wiirde man dies ein Feld nennen.
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Abb. 2.2: Ein Mensch in einem Fahrstuhl kann nicht unterscheiden, ob er in Abwesenheit eines Gra-
vitationsfeldes mit a nach oben beschleunigt wird oder ob sich der Fahrstuhl auf dem Erdboden
befindet, wenn die Erdbeschleunigung g gleich der Fahrstuhlbeschleunigung ist. Befindet er sich im
freien Fall, ist innerhalb des Fahrstuhls kein Gravitationsfeld mehr spiirbar.

gen zwischen der Theorie und der Messung, lagen zu Beginn des 20. Jahrhunderts
noch nicht vor).

2.1.2 Bewegungsgleichung der Allgemeinen Relativitdtstheorie

Konzeptionell besitzt Masse zwei Eigenschaften: Sie ist einerseits trdge, was sich dar-
in duflert, dass man eine Kraft benotigt, um ihre Geschwindigkeit zu dndern. Ande-
rerseits reagiert jede Masse auf ein Gravitationsfeld, und die Gravitationskraft ist pro-
portional zur Masse. Diese beiden Eigenschaften, ,,Tragheit” und ,,Schwere®, tauchen
jedoch beim Rechnen nicht auf. Ublicherweise schreibt man fiir die Masse nur 1, un-
terscheidet also nicht, welche der beiden Massen man gerade meint. Das liegt daran,
dass das Verhéltnis aus schwerer und trager Masse fiir jedes beliebige Objekt gleich ist.
Das ist nicht selbstverstédndlich, schlief3lich gibt es ja unterschiedliche Elementarteil-
chen, und es ware denkbar, dass jedes Teilchen ein anderes Verhdltnis von Schwere
und Tragheit besitzt. Diese Gleichheit bildet eine der Grundlagen der Allgemeinen Re-
lativitatstheorie. EINSTEIN hat dazu ein Gedankenexperiment formuliert, das in Abbil-
dung 2.2 veranschaulicht ist. Ein Fahrstuhl befindet sich im Gravitationsfeld der Erde.
Wenn der Fahrstuhl relativ zur Erde ruht, nimmt man darin eine Kraft war, welche wir
als Gravitationskraft kennen. Da die Schwere eines im Fahrstuhl befindlichen Beob-
achters mit seiner Tragheit {ibereinstimmt, kann der Insasse diese Situation nicht von
jener unterscheiden, in welcher der Fahrstuhl sich in den Tiefen des leeren Raums (al-
so abseits eines Gravitationsfeldes) befindet, und dabei beschleunigt wird. Umgekehrt
kann der Beobachter auch nicht entscheiden, ob sich der Fahrstuhl zwar im Schwe-
refeld der Erde, aber im freien Fall befindet, oder ob er sich wieder in den Tiefen des
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Weltalls, aber diesmal unbeschleunigt, bewegt. Wichtig bei diesem Gedankenexpe-
riment ist die Tatsache, dass das Inertialsystem, der Fahrstuhl, nur lokal existiert.
Das bedeutet, dass die Gravitation nur in einem sehr kleinen Bereich ,,wegtransfor-
miert”“ werden kann, aber nicht global. Wenn man mathematisch wird, spricht man
von einem infinitesimalen, also unendlich kleinen Bereich. EINSTEIN hat diesen Ver-
gleich als ein Aquivalenzprinzip postuliert: Es gibt kein mechanisches Experiment,
mit welchem man unterscheiden kann, ob man sich nun im beschleunigten Bezugs-
system oder in einem Gravitationsfeld befindet. In seiner starken Form wird dieses
Prinzip sogar dahingehend erweitert, dass man die Aquivalenz aller Naturgesetze in
den verschiedenen Bezugssystemen fordert. Nun macht EINSTEIN einen interessanten
Schritt. Da der Wechsel zwischen den verschiedenen Bezugssystemen lediglich durch
die Transformation von Koordinaten vermittelt wird, verschiebt er die Wirkung eines
Gravitationsfeldes, ndmlich gekriimmte Bahnkurven, auf eine Kriimmung der Raum-
zeit.

Die Raumzeit ist mathematisch gesehen ein vierdimensionaler Raum, und jeder
Punkt darin entspricht einem Punkt im dreidimensionalen Anschauungsraum zu ei-
nem bestimmten Zeitpunkt. Man nennt einen solchen Punkt auch ein Ereignis in der
Raumzeit. Die Koordinaten eines solchen Punktes werden iiblicherweise mit x* be-
zeichnet, wobei der Index y Werte von 0 bis 3 annimmt. Diese Koordinaten muss man
sich als eine Art Nummerierung der Punkte in der Raumzeit vorstellen. Man kann an-
hand der Punkte Nachbarschaftsbeziehungen erkennen, aber allein durch die Angabe
zweier Punkte ist noch kein physikalischer Abstand definiert. Hierfiir benétigt man
noch eine Vorschrift, wie man Abstdnde zwischen zwei Punkten misst. Eine solche
Vorschrift nennt man Metrik. Man geht nun so vor, dass man zwei Punkte x# und
x* + dx* betrachtet. Diese haben den infinitesimalen Koordinatenabstand dx*. Der
eigentliche, physikalisch messbhare Abstand entsteht durch Multiplikation mit dem
metrischen Tensor g, . Dieses Objekt ist ein Tensor 2. Stufe und besitzt in seinen 4
Zeilen und 4 Spalten insgesamt 16 Eintrage. Der Abstand ds lautet nun:

ds = /gy, dxtdx". (2.2)

Auch wenn dies etwas eigenartig aussieht, kann man darin doch etwas Bekanntes ent-
decken. Zundchst muss man dazu wissen, dass in der Relativitdtstheorie generell auf
Summenzeichen verzichtet wird. Ausfiihrlicher wiirde man sonst namlich schreiben:

(2.3)

Um sich das Leben etwas einfacher zu machen, vereinbart man, dass man sich immer
dann ein Summenzeichen denken muss, wenn der gleiche Index einmal oben und
einmal unten an einem Objekt auftaucht. Hier sind ¢ und v beim metrischen Tensor
tiefgestellt, wahrend sie bei den Vektoren jeweils oben stehen. Ob ein Index oben oder
unten steht, hat eine ganz konkrete Bedeutung, auf die wir hier jedoch nicht ndher ein-
gehen. Jetzt erinnern wir uns daran, wie wir in der Mathematik im dreidimensionalen
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Abb. 2.3: Die kiirzeste Verbindung zweier Punkte auf einer Kugeloberflache ist immer ein Kreisbo-
gen, dessen Mittelpunkt mit dem Kugelmittelpunkt iibereinstimmt.

Raum Abstdnde zwischen zwei Punkten berechnen. Der Verbindungsvektor entspricht
dx*, und dessen Lange ist die Wurzel des Skalarprodukts des Vektors mit sich selbst.
Jede Komponente wird dabei mit sich selbst multipliziert, anschlieSend werden diese
Produkte alle addiert. Dies passiert auch in (2.2), mit der Erweiterung, dass noch die
Gewichte g#¥ in die Produkte mit eingehen. Ansonsten wird auch hier nur ein Skalar-
produkt gebildet. Im dreidimensionalen Anschauungsraum besitzt der metrische Ten-
sor nur Eintrdge auf der Diagonalen. Diese Eintrdge sind alle 1, die restlichen Elemente
sind 0. Aus diesem Grund ldsst man die Metrik in diesem Zusammenhang auch immer
weg. Als Spezialfall ist dies aber in (2.2) enthalten. Das Ergebnis dieser Rechnung, das
Wegelement ds, besitzt die Eigenschaft, dass es einen absoluten Wert besitzt, also un-
abhingig von der Wahl der Koordinaten ist, mit denen die Punktmenge der Raumzeit
beschrieben wird. Man nennt es daher auch das invariante Wegelement.

Nun bildet EINSTEIN die Wirkung eines Gravitationsfeldes ab auf die Geometrie
der Raumzeit. Nach NEWTON sehen wir, dass sich eine Masse im Gravitationsfeld auf
einer gekriimmten Bahn bewegt, was auf eine Kraft als Ursache zuriickgefiihrt wird. In
der Allgemeinen Relativitdtstheorie ist die Raumzeit selbst schon gekriimmt, und die
Masse bewegt sich genau auf einer solchen Bahn von einem Punkt 1 zu einem Punkt
2, dass der Abstand dazwischen minimal wird:

2
J ds — min. 2.4)
1

Eine ganz einfache Veranschaulichung ist die Bewegung auf einer Kugeloberflaiche
(also wieder ein Problem im Anschauungsraum, aber dieser Raum heif3t schliefllich
berechtigterweise so...). Der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkte auf der Kugelober-
flache ist ein Grof3kreis, oder etwas allgemeiner ausgedriickt eine Geodite. Auch in
der vierdimensionalen Raumzeit bewegt sich eine Masse so, dass die Bahnkurve eine
Geodite ist. NEWTON hat zur Bestimmung der Bahnkurve eine Bewegungsgleichung
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angegeben, und auch aus der Forderung (2.4) ldsst sich eine Bewegungsgleichung fol-
gern. Diese besitzt die folgende Gestalt:

d’x®  _, dx# dxV

dof dx” _ 2.
ds? Tl ds ds @5)

mit den Christoffel-Symbolen

o _ l o (agocv + ag“# _ agl‘v" > . (2.6)

) ox#  0x¥  0x“

Abseits aller Komplexitdt der Geoddtengleichung und insbesondere der Christoffel-
Symbole kann man doch erkennen, dass die Metrik g*¥ letztlich in die Bewegungs-
gleichung eingeht und damit fiir die Form der Bahnkurve verantwortlich ist.

Man kann sich denken, warum man iblicherweise die Newton’sche Bewegungsgleichung zur Be-
schreibung der Bewegung von Massen in Gravitationsfeldern verwendet. Die Geoddtengleichung ist
jedoch viel allgemeiner und insbesondere in extremen Gravitationsfeldern, wie sie in der Umgebung
von Neutronensternen und schwarzen Lochern auftreten, giiltig.

Dies war EINSTEINS grof3e Erkenntnis, als er die Allgemeine Relativitdtstheorie entwi-
ckelt hat. Wahrend sich eine Masse in einem im Gravitationsfeld frei fallenden Bezugs-
system auf einer geraden Bahn bewegt (also die ,,direkte® Verbindung zwischen zwei
Punkten wéhlt), muss im stationdren System die Metrik so angepasst werden, damit
sich aus der gleichen Forderung nach einer kiirzesten Verbindung die entsprechend
transformierte Bahn ergibt, welche nun gekriimmt ist.

2.1.3 Die Feldgleichungen

Bis jetzt haben wir nur eine Beschreibung der Bahn, wenn wir auch die Metrik ken-
nen. Doch wodurch wird diese festgelegt? Um das zumindest im Ansatz verstehen zu
kénnen, betrachten wir ein schwaches Gravitationsfeld. Die Bewegung einer Masse
m im Potential V kann man in diesem Fall auch mit Hilfe der Newton’schen Mecha-
nik sehr genau beschreiben, also sollte die relativistische Bewegungsgleichung (2.5)
zum gleichen Ergebnis kommen, wenn man eine entsprechende Metrik wahlt. In der
Newton’schen Mechanik ist der zentrale Begriff die Kraft, weil diese die Ursache der
Bewegungsinderung darstellt. Ublicherweise fiihrt man jedoch die Kraft zuriick auf
ein Potential, aus welchem man durch Ableiten nach den drei Raumkoordinaten auf
das Kraftfeld kommt:

Fyray = —VV. .7)

Der Nabla-Operator V tut nichts anderes, als das Potential nach den drei Raumrich-
tungen abzuleiten und die Ergebnisse in einem Vektor anzuordnen. Diese Art der Be-
schreibung hat den Vorteil, dass man generell leichter mit einem Potential, also einer
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Energie, rechnet, als mit einer Kraft. Die Newton’sche Bewegungsgleichung lautet mit
einem solchen Gravitationspotential also:

= —Lvv - _vg. 2.8)
m

Die Metrik, welche auch diese Bewegungsgleichung liefert, wenn man sie in die Geo-
datengleichung (2.5) einsetzt, lautet nun:

1+2 0 o o

0 -1 0 0
= . 2.9
Guv 0 0 -1 0 29)

0 0o 0 -1

Der letzte logische Schritt ist die Frage nach der Ursache des Gravitationspotentials
¢. In der Newton’schen Mechanik wird es durch eine Massenverteilung g,, erzeugt.
Mathematisch wird es durch die Poisson-Gleichung festgelegt:

A¢ = 4nGo,,. (2.10)

Die Poisson-Gleichung gibt es in vollig analoger Form auch in der Elektrostatik. Dort wird ein elek-
trisches Potential durch eine Ladungsverteilung hervorgerufen. Aus dem elektrischen Potential folgt
durch Ableiten das elektrische Feld, wie auch in der Mechanik aus dem Gravitationspotential die Gra-
vitationskraft durch Ableiten gewonnen wird.

Der Laplace-Operator A auf der linken Seite von (2.10) ist eine Summe der zweiten
Ableitungen, sodass wir auch schreiben kénnen:

Y 9 _ 471G, (211)

Wir kénnen damit die Anbindung an die Geometrie schaffen, da sich auf der linken
Seite von (2.11) der Riemann’sche Kriimmungstensor versteckt:
gL 0
00k ™ 2 gxigxk”
Das ist zwar nicht gleich offensichtlich, doch kann man auch hier die Logik im An-
satz ohne grof3ere Rechnung nachvollziehen. Das Potential ¢ steckt in der Metrik g*”.
Aus der Metrik erhilt man die Christoffel-Symbole (2.6), und hieraus gewinnt man
den Kriimmungstensor. Setzt man in (2.12) die Indizes k und j gleich und summiert
iiber die Werte von 1 bis 3, so erhidlt man genau den Laplace-Operator in (2.11). Das
Gleichsetzen der beiden Indizes und die anschlieflende Summation dariiber ergibt
den Ricci-Tensor. Somit kann man die urspriingliche Poisson-Gleichung nun in die
geometrische Sprache der ART iibersetzen:

(2.12)

Ry = -47Go,,. .13)
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An diesem Teilergebnis auf dem Weg zu den vollstandigen Feldgleichungen kann man
sehen, dass sich eine Massenverteilung auf die Geometrie der Raumzeit auswirken
wird. Die Raumzeit wird durch die Anwesenheit einer Masse gekriimmt, was mathe-
matisch durch den Ricci-Tensor erfasst wird. Die Kriimmung fallt umso stirker aus, je
hoher die Massendichte ist.

Ausgehend von der Ndherung (2.13) fiir schwache Felder kann man die Feldglei-
chungen der ART aufstellen, welche fiir eine beliebige Massen- und Energieverteilung
die Kriimmung der Raumzeit festlegen. Wie in der ART iiblich werden dazu Tenso-
ren benoétigt. Die Massendichte g,, aus (2.13) wird hierzu ersetzt durch den Energie-
Impuls-Tensor T,,,, welcher die Massen- und Energieverteilung in der vierdimensio-
nalen Raumzeit reprasentiert. Die Feldgleichungen nehmen dann die folgende Form
an:

1 8nG
R'uv - ERg”V = C_4TI’W, (2.14)
bzw. in einer etwas kompakteren Form
8nG, .,
Ry, = — T, (2.15)

C

wobei die Abkiirzung Ty, = T,,, - 1/2Tg,, und T = g**T,, verwendet wurde. Die Feld-
gleichungen der ART stellen ein System von 16 nichtlinearen partiellen Differential-
gleichungen dar, was im Allgemeinen nur noch numerisch 16sbar ist. Nur fiir sehr spe-
zielle Falle kdnnen analytische Lésungen angegeben werden. Einen wichtigen Spezi-
alfall sehen wir uns im folgenden Abschnitt an.

2.1.4 Die Schwarzschild-Metrik

Obwohl die Feldgleichungen ein so schwieriges mathematisches Problem darstellen,
gelang es KARL SCHWARZSCHILD [3] kurz nach der Veroffentlichung der Feldgleichun-
gen die Metrik fiir den Auflenraum einer kugelsymmetrischen Masse m zu prasentie-
ren, welche heute als Schwarzschild-Metrik bekannt ist. Die Lésung beruht stark auf
der Symmetrie und der Tatsache, dass im Auf3enraum der Masse der Energie-Impuls-
Tensor verschwindet (auf3er der betrachteten Masse soll sich nichts weiter im Univer-
sum befinden). Aufierdem stellt man auch hier wieder die Forderung, dass fiir hinrei-
chend grofle Abstande die Metrik, welche in der Newton’schen Sicht das Gravitations-
feld reprasentiert, in die Schwachfeld-Ndherung (2.9) iibergehen muss. Fiir unendlich
grof3e Abstdnde von der Masse wird der Raum also wieder flach. Man findet nun fol-
gende Metrik:

ds? = &2 (1 - %5) de® - 1;’5‘”2 12 (d9? + sin? 9.dg?). (2.16)

r

Man erkennt in dieser Losung, dass die Abstandskoordinate r und die Zeitkoordinate
t eine Streckung bzw. Stauchung erfahren, wenn man sich dem Schwarzschild-Radius
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ds
dr

Is

Abb. 2.4: Visualisierung des Streckungsfaktors der Schwarzschild-Metrik fiir die Radialkoordina-

te. Je weiter man sich dem Schwarzschild-Radius nahert, umso mehr werden die physikalischen
Abstande gestreckt. Zwar divergiert der Faktor, dennoch bleibt der physikalische Abstand zum Ho-
rizont (also das Integral iiber die dargestellte Kurve) von jedem Punkt aus endlich. In unendlich
grofBem Abstand zum Horizont geht der Streckungsfaktor gegen 1, sodass Koordinatenabstdnde und
physikalische Abstdnde iibereinstimmen. Der Raum ist dann unverzerrt oder flach.

rs ndhert. Dieser ergibt sich aus der Rechnung zu

_ 2Gm

rg = 22, .17)

C
Der Streckungsfaktor, welcher die Koordinatendifferenz dr in einen physikalisch
messbaren Abstand {iiberfiihrt, wéachst bei Anndherung an rg iiber alle Grenzen. Al-
lerdings tut er das noch so ,,Jangsam®,3 dass der Abstand zwischen einem Beobachter
auflerhalb von rg und rg einen endlichen Wert annimmt. Somit sind sich alle Beobach-
ter iiber den Ort der Koordinatensingularitit einig. Diese Singularitdt ist aufgrund der
Symmetrie des Problems eine Sphéare. Wie man nun mit Hilfe des invarianten Wegele-
ments (2.16) berechnen kann, ben6tigt ein Objekt vom Standpunkt eines Beobachters
aufBerhalb des Schwarzschild-Radius’ eine unendlich lange Zeit, um die Sphare zu
erreichen. Das fallenden Objekt verlangsamt sich aus dieser Sicht also immer mehr.
Gleichzeitig wird das Licht, welches das Objekt aussendet, in seiner Wellenldange im-
mer mehr gestreckt, also ins Rote verschoben. Es ist also von aufierhalb unméglich,
hinter die Sphare zu sehen. Man spricht deshalb von einem Ereignishorizont. Die
Sphére erscheint schwarz, da kein Licht von ihr emittiert wird. Hingegen nimmt ein
frei fallendes Objekt selbst keine Verlangsamung war. Es wird vielmehr die Sphére in
endlicher Zeit erreichen und sogar iiberqueren, ohne dass es dabei etwas besonderes
wahrnehmen wird. Insofern ist der Ereignishorizont keine physikalische Singularitat.
Es gibt neben den von SCHWARZSCHILD verwendeten Koordinaten auch weitere, die
Kruskal-Szekeres-Koordinaten, welche keine Singularitét bei r beinhalten.

3 Das ist nicht in einem zeitlichen Sinne zu verstehen, es geht um die Steilheit der Funktion.
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Eine solche Sphire existiert aber nur, wenn die Ausdehnung der Masse kleiner ist als
ihr Schwarzschild-Radius. Setzt man in (2.17) einmal die Masse der Sonne ein, so erhilt
man einen Radius von 3 km, fiir die Erde sind es nur 9 mm. Es muss also ein gewalti-
ger Druck auf die Masse wirken, um sie unter ihren Schwarzschild-Radius zu kompri-
mieren. Unsere Sonne ist nicht grof3 genug, damit sie irgendwann in diesen Zustand
tiberfiihrt wird. M6gliche weitere Endstadien sind ein weif3er Zwerg oder ein Neutro-
nenstern. Letzterer kriimmt jedoch die Raumzeit in seiner Umgebung schon sehr deut-
lich, sodass die Bahnkurven von anderen Massen dort relativistisch berechnet werden
miissen. Ein Horizont bildet sich jedoch erst bei noch stiarkerer Kompression der Ma-
terie aus, und ein solches Objekt, welches kleiner ist als sein Schwarzschild-Radius,
nennt man ein schwarzes Loch. Wahrend man den Zustand der Materie fiir weif3e
Zwerge und Neutronensterne mit Hilfe der Quantenmechanik noch verstehen kann,
kennt man keinerlei Gesetze fiir das, was hinter dem Ereignishorizont mit der Materie
geschieht. Fiir den Auflenraum kann man jedoch die Gesetze der ART anwenden und
damit die Metrik, wie wir jetzt an einem noch sehr einfachen Beispiel gesehen haben,
explizit berechnen.

Seine Losung hat SCHWARZSCHILD, welcher damals an der Front in Russland sta-
tioniert war, schon 1915 an EINSTEIN gesendet. EINSTEIN war sehr angetan von der
Tatsache, dass es iiberhaupt eine exakte Lésung seiner Feldgleichungen gab, und
diese dann auch noch so schnell und auf elegante Weise gefunden wurde. Die von
SCHWARZSCHILD gefundene Metrik kann man nutzen, um die Auswirkungen der ART
experimentell zu {iberpriifen. Wie eingangs schon erwdhnt, bewegen sich zwei Mas-
sen in der Newton’schen Mechanik auf exakten Ellipsen umeinander. Dies ist fiir ein
Objekt, welches sich in einer Schwarzschild-Metrik bewegt, nicht mehr der Fall. Man
kann zeigen, dass das Gravitationspotential, welches sich als Schwachfeld-Ndherung
ergibt, eine kleine Korrektur gegeniiber dem Newton’schen Potential erhalt. Dieser
Term sorgt dafiir, dass beispielsweise ein Planet im Gravitationspotential seiner Son-
ne eine Periheldrehung vollfiihrt. Der Planet Merkur ist in unserem Sonnensystem am
starksten von diesem Effekt betroffen. Eine Rechnung zeigt, dass sich seine Bahnel-
lipse in einem Jahr aufgrund relativistischer Effekte um etwa 43 Bogensekunden ver-
dreht. Dieser Effekt ist zwar winzig, aber immer noch messbar und stimmt in hervor-
ragender Ndherung mit der Beobachtung iiberein.

2.1.5 Wellenldsungen der Feldgleichungen

In der Elektrodynamik lernt man, dass beschleunigte elektrische Ladungen elektro-
magnetische Wellen (beispielsweise Licht) aussenden. Das elektrische und magne-
tische Feld werden durch die Maxwell-Gleichungen beschrieben, aus welchen sich
auf sehr einfache Weise eine Wellengleichung ableiten 1dsst. Die Einstein’schen Feld-
gleichungen beschreiben die Kriimmung der Raumzeit, also ebenfalls ein Feld. Wie
sieht es hier mit der zeitlichen Entwicklung von Storungen des Feldes aus? Auch in
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der ART kann man zeigen, dass es Losungen der Feldgleichungen gibt, die sich wie
Wellen durch die Raumzeit bewegen. Um noch mit Papier und Bleistift zu einer L6-
sung zu kommen, betrachtet man nur kleine Stérungen, schliefllich sind die Effekte
der ART meistens auch nur sehr schwach. Daher ist ein Ansatz, die Minkowski-Metrik
fuv als Grundlage zu nehmen, welche eine flache Raumzeit beschreibt. Dies gilt sicher
weit abseits von grofieren Massenansammlungen. Zu dieser ,,ungestorten“ Raumzeit
kommt nun eine Kkleine Stérung hy, hinzu. Die Stoérung 4 soll nur betragsmaf3ig kleine
Eintrdage beinhalten, die auch nur schwach variieren, also kleine Ableitungen besit-
zen. Naherungsweise kann man dann aus den Feldgleichungen eine Wellengleichung

fiir die Stérung h ableiten:
167G
C4

030"y, = - Ty (2.18)

In der Elektrodynamik findet man ein analoges Ergebnis fiir das sogenannte Viererpo-
tential, welches mit dem Viererstrom als Ursache verkniipft ist.

Das Viererpotential fasst das skalare elektrische Potential sowie das Vektorpotential des magneti-
schen Feldes zu einem Vektor zusammen. Der Viererstrom enthélt entsprechend die Ladungs- und
Stromdichte. Zusatzlich wird noch eine Eichbedingung fiir das Potential festgelegt, auf welche wir
hier nicht eingehen.

Die Ursache fiir Storungen in der Raumzeit bildet natiirlich die Massenverteilung, re-
prasentiert durch den Energie-Impuls-Tensor. Die Losung der Wellengleichung war
schon vor der Formulierung der ART aus der Elektrodynamik bekannt, und da sich die
Strukturen der Gleichungen nicht unterscheiden, hatte man auch die Losung fiir Wel-
len in der Raumzeit schon griffbereit in der Schublade. Eine wichtige Erkenntnis ist,
dass sowohl Wellen im elektromagnetischen Feld als auch in der Metrik mit Lichtge-
schwindigkeit durch den Raum wandern. Besonders einfach ist die Beschreibung von
Wellen im Vakuum, also in unserem Fall abseits von jeder Masse, sodass der Energie-
Impuls-Tensor verschwindet. Man findet folgende Losung fiir die Metrik:

ds? = ¢2dt? - dx? - dy? - dz? + a; (dx? - dy?) + 2a,dxdy, (219)
mit den zeitabhdngigen Koeffizienten

a, = Ay cosk(ct - z), (2.20)
a, = A, cosk(ct - z). (2.21)

In der Metrik sieht man nun, dass die Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung (z-
Richtung) schwingt, es handelt sich also um eine Transversalwelle. Die entscheidende
Frage ist, wie sich diese periodische Verzerrung der Raumzeit physikalisch bemerkbar
macht. Dazu muss man ein Teilchen in dieser schwingenden Metrik betrachten, also
die Geoditengleichung (2.5) fiir die vorgegebene Metrik 16sen. Man findet, dass sich
die Koordinaten des Teilchens nicht verdndern, doch da das gesamte Koordinatennetz
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Abb. 2.5: Zur Veranschaulichung der Verdnderung des Raumes beim Durchgang einer Gravitations-
welle. Eine Massenverteilung wird in einer Ebene senkrecht zur Ausbreitungsrichtung periodisch
gestreckt und gestaucht (die Zeit verlduft von links nach rechts). Diese Verzerrung hat auch Einfluss
auf die Lichtlaufzeit zwischen zwei Koordinatenpunkten, was man wiederum fiir die Detektion der
Welle nutzen kann.

gestreckt und gestaucht wird, dndert sich der raumliche Abstand des Teilchens zum
Ursprung. Wenn man mehrere Teilchen auf einem Kreisring betrachtet, so wird die
kreisférmige Anordnung physikalisch messbar verformt. Der Kreis wird in x- und y-
Richtung periodisch gestreckt und gestaucht (siehe dazu auch Abbildung 2.5). Dabei
bedeutet ,,messhar” nur, dass es prinzipiell einen physikalischen Effekt gibt. Diesen
tatsachlich zu messen, ist eine ganz andere Frage. Wie schon mehrmals angedeutet,
sind die Effekte der ART bei den iiblichen Massenansammlungen so klein, dass man
sie gerade noch so, wenn iiberhaupt, mit den heute zur Verfiigung stehenden Mitteln
messen kann. Gravitationswellen bilden da keine Ausnahme, und EINSTEIN war sich
dieser Tatsache auch bewusst, sodass er vermutet hat, es wiirde niemals méglich sein,
dieses Phdanomen zu beobachten. Tatsdachlich bedarf es schon gewaltiger Massen, um
die Raumzeit messbar zu verformen. Eine Alternative stellen jedoch spezielle Dop-
pelsternsysteme dar. Diese erzeugen zwar keine direkt messbaren Gravitationswellen,
man kann jedoch indirekt darauf schlief3en, dass es solche Wellen geben muss. Denn
Gravitationswellen transportieren, ganz wie elektromagnetische Wellen auch, Energie
von der Ursache, also den Massen, weg. Somit ist es nicht moglich, dass sich umkrei-
sende Massen stationdre Bahnen beschreiben. Vielmehr miissen sich diese Massen
mit der Zeit ndher kommen. Wir werden uns im folgenden den verschiedenen M&g-
lichkeiten, Gravitationswellen zu detektieren, zuwenden und die Forschungslage be-
leuchten.



16 —— 2 Gravitationswellen

2.2 Einblicke in die Forschung

Zusammenfassung:

Beginnend mit einer Beobachtung im September 2015 wurden Gravitationswellen
mittlerweile schon mehrere Male direkt nachgewiesen. Diese Wellen wurden im-
mer ausgesendet, als zwei schwarze Locher miteinander verschmolzen und dabei
eine unvorstellbare Menge an Energie ins Universum schickten. Das Ereignis im
September 2015 dauerte weniger als eine Sekunde und stellt den ersten direkten
Nachweis einer solchen Storung der Raumzeit dar. Indirekt wurden Gravitations-
wellen auch in einem Bindrsystem, bestehend aus zwei Neutronensternen nach-
gewiesen, welche sich aufgrund der Energieabstrahlung immer ndher kommen.

2.2.1 Indirekter Nachweis in Bindrsystemen

Damit Gravitationswellen in einer Starke emittiert werden, die zumindest einen indi-
rekten Nachweis erlaubt, sind sehr massive Objekte notig. Unsere Sonne besitzt zwar
schon eine grofie Masse, doch ist sie viele Gréf3enordnungen {iiber ihren Schwarz-
schildradius hinweg ausgedehnt, sodass gravitative Effekte selbst in der Ndher ihrer
Oberflache immer noch sehr gut durch das Newton’sche Gravitationsgesetz beschrie-
ben werden kénnen. Aktive Sterne wie unsere Sonne stellen jedoch nicht die einzige
mogliche Form von Sternen dar. Wenn ein Stern seinen Brennstoff aufgebraucht hat,
entfallt der Strahlungsdruck, welcher einem Gravitationskollaps entgegenwirkt, und
am Ende seines Lebens besteht die Moglichkeit, dass sich ein weif3er Zwerg bildet. Die-
ses Objekt besteht nicht mehr aus Atomen, vielmehr wurden diese in ihre Bestandteile
zerlegt, die Elektronen und die Atomkerne. Elektronen sind Fermionen und kénnen
sich daher nicht einen gemeinsamen Quantenzustand teilen.* Durch einen gravitati-
ven Kollaps riicken die Elektronen aber immer ndher zusammen. Durch diese Lokali-
sierung wachst die kinetische Energie an, wodurch sich beim Kollaps ein Fermidruck
aufbaut, der den Kollaps aufhilt. Weife Zwerge sind wesentlich dichter als unsere
Sonne, bilden aber immer noch keine ausreichend starken Gravitationsfelder aus, als
dass man deren relativistischen Effekte messen konnte. Ein Stern mit ausreichend gro-
er Masse kann jedoch noch weiter kollabieren als ein weifier Zwerg. Dabei werden
die Elektronen mit den Protonen durch den inversen Betazerfall zu Neutronen ver-
schmolzen. Diese lassen sich noch viel dichter packen, und das resultierende Objekt
nennt man Neutronenstern. Dieser ist immer noch iiber seinen Schwarzschildradius

4 Was es genau mit Fermionen auf sich hat, ist an dieser Stelle noch gar nicht so wichtig, daher
uiberspringen wir eine genauere Definition und verweisen statt dessen auf die Kapitel iiber die Bose-
Einstein-Kondensation oder auch den GMR.
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hinaus ausgedehnt, aber nur noch wenig, sodass sich Effekte der ART hier deutlich
bemerkbar machen. Man kennt mittlerweile sehr viele solcher Neutronensterne, und
sie besitzen eine charakteristische Eigenschaft, die man fiir einen indirekten Nach-
weis fiir Gravitationswellen nutzen kann. Neutronen sind magnetische Teilchen, und
Neutronensterne erzeugen ein gewaltiges Magnetfeld. Elektrisch geladene Teilchen,
die sich im Magnetfeld an den Polen des Neutronensterns bewegen, strahlen elektro-
magnetische Wellen ab. Zudem rotiert ein Neutronenstern, wenn auch der Stern, aus
dem er entstanden ist, einmal rotiert hat. Aufgrund der Drehimpulserhaltung muss
sich die Rotationsgeschwindigkeit erh6hen, wenn der Stern schrumpft. Neutronen-
sterne rotieren daher sehr schnell, von wenigen Umdrehungen pro Sekunde bis hin
zu mehreren hundert Umdrehungen pro Sekunde. Die Rotationsachse muss, wie bei
der Erde auch, nicht mit der Ausrichtung des Magnetfeldes iibereinstimmen. Das be-
deutet, dass die Orientierung des Magnetfeldes ebenfalls sehr rasch rotieren kann.
Uberstreicht die magnetische Achse dabei einen Beobachter auf der Erde, nimmt die-
ser elektromagnetische Pulse wahr, typischerweise im Bereich von Radiowellen. Man
nennt Neutronensterne, die auf diese Art gepulste Radiowellen aussenden, Pulsare.
Das Interessante ist dabei die perfekte Regelmafligkeit der Pulse, typischerweise
andert sich die Pulsdauer um weniger als 10 ys pro Jahr. Sie kann nun wie ein Takt-
geber fiir Messungen verwendet werden. HULSE und TAYLOR [4] haben 1975 einen sol-
chen Pulsar entdeckt, der die Bezeichnung PSR 1913+16 trdgt. Seine Rotationszeit wur-
de zu 59 ms bestimmt. Allerdings gab es iiber den Tag hinweg periodische Variationen
in der Ankunftszeit der Pulse. Mal kamen sie etwas friiher an als erwartet, mal etwas
spdter, wobei sich die Verschiebung auf etwa 3 s belduft. Gedeutet wurde diese Be-
obachtung dadurch, dass der Pulsar sich relativ zu uns bewegt. Sein Abstand dndert
sich periodisch so, dass die Laufzeit der Pulse erst immer ldnger wird, bis er sich in
maximalem Abstand zu uns befindet, um dann wieder abzunehmen, wiahrend uns
der Pulsar naher kommt. Fiir eine solche Bewegung muss es aber ein weiteres massi-
ves Objekt geben, um das sich der sichtbare Stern bewegt. Von der elliptischen Bahn
nehmen wir nur den wechselnden Abstand war. Der Partner, um den sich der Pulsar
bewegt, ist fiir uns nicht sichtbar. Entweder ist es kein Pulsar, oder er sendet nicht in
unsere Richtung. Die Partnersterne sind fast gleich schwer, etwa 1,4 Sonnenmassen.
Seine Bahn durchlduft der sichtbare Stern innerhalb von 7 Stunden und 45 Minuten,
der Abstand zum gemeinsamen Schwerpunkt betrdgt dabei nur etwa das 2,5fache des
Abstands Erde-Mond (daher auch die Verzogerung von 3 s). Diese Zahlen sollen ein
Gefiihl dafiir vermitteln, welche gewaltigen Gravitationskrafte hier wirken miissen.
Das Spannende ist jetzt natiirlich, wie sich relativistische Effekte dadurch beob-
achten lassen. Wie schon ganz am Anfang dieses Kapitels erwdhnt, konnen sich die
Partnersterne in einem derartigen Bindrsystem nach der ART nicht mehr auf geschlos-
senen Ellipsenbahnen bewegen. Vielmehr rotieren die Ellipsen, die Bahnen sind al-
so nicht mehr geschlossen. Wahrend in unserem eigenen Sonnensystem dieser Effekt
am starksten beim Merkur auftritt, und hier mit 43 Bogensekunden pro Jahr extrem
schwach ist, dreht sich die Ellipse des beobachtbaren Pulsars in PSR 1913+16 um 4° pro



