Otto Opitz, Stefan Etschberger, Wolfgang R. Burkart, Robert Klein
Mathematik






Otto Opitz, Stefan Etschberger,
Wolfgang R. Burkart, Robert Klein

Mathematik

Lehrbuch fiir das Studium der Wirtschaftswissenschaften

DE GRUYTER
OLDENBOURG



ISBN 978-3-11-047532-6
e-ISBN (PDF) 978-3-11-047533-3
e-ISBN (EPUB) 978-3-11-047550-0

Library of Congress Cataloging-in-Publication Data
A CIP catalog record for this book has been applied for at the Library of Congress.

Bibliografische Information der Deutschen Nationalbibliothek
Die Deutsche Nationalbibliothek verzeichnet diese Publikation in der Deutschen National-
bibliografie; detaillierte bibliografische Daten sind im Internet tiber http://dnb.dnb.de abrufbar.

© 2017 Walter de Gruyter GmbH, Berlin/Boston

Druck und Bindung: Hubert und Co. GmbH & Co. KG, Géttingen
Gedruckt auf sdurefreiem Papier

Printed in Germany

www.degruyter.com



Vorwort

Ein solider Uberblick iiber mathematische Grundla-
gen ist heute unverzichtbarer Bestandteil eines mo-
dernen Studiums der Wirtschaftswissenschaften. Die
Mathematik fordert zudem das Verstindnis vielfiltiger
mathematischer Planungsmethoden sowie der Statis-
tik und Stochastik. In allen fritheren Auflagen des
vorliegenden Lehrbuchs wurde versucht, die fiir die
Okonomie wichtigsten Bausteine der Mathematik in
anspruchsvoller, aber doch auch verstidndlicher Form
darzustellen.

Das fiir die Konzeption der 12. Auflage erweiterte
Autorenteam war sich darin einig, dass das Niveau
bisheriger Auflagen beibehalten werden sollte. Darii-
ber hinaus sollte der Inhalt allerdings um geeignete
Verfahren des Operations Research, insbesondere Me-
thoden der Optimierung und der Finanzmathematik,
erweitert werden. Damit wird u. a. die Absicht verfolgt,
mathematisch-theoretische Grundlagen und deren An-
wendungen, die in der Literatur hdufig getrennt dis-
kutiert werden, zu verbinden und formal aufeinander
abzustimmen. Insofern wurde der Inhalt der 12. Auf-
lage gegeniiber allen Vorgéingerauflagen wesentlich
erweitert. Noch stdrker als bisher wird das Buch somit
zum umfassenden und zuverlidssigen Begleiter sowohl
durch das Bachelor- als auch das Masterstudium und
mithin auch weiterfiihrenden Anspriichen gerecht.

Neu an der aktuellen Fassung ist auch die seitenweise
vorgenommene Zweispaltigkeit. Diese soll die fliissige
Lesbarkeit férdern.

Wie in fritheren Auflagen setzt sich die Darstellung ka-
pitelweise wiederkehrend aus bestimmten Grundbau-
steinen zusammen, die deutlich voneinander abgesetzt
sind. Abgesehen von den Kapiteln 1, 2, 3, in denen ei-
nige elementare Grundlagen aus der Schule wiederholt
werden, handelt es sich um folgende Bausteine:

» Beschreibung des mathematischen Problems
und des entsprechenden 6konomischen Hinter-
grunds

» Definition relevanter mathematischer Begriffe
» Sitze tiber mathematische Zusammenhinge

» Beweis bzw. Beweisideen zu den angegebenen
Sitzen

» Beispiele mit Anwendungen aus der Okonomie

» Erginzende Bemerkungen

Die Fiille an Beispielen wurde beibehalten. Relevante
Beispiele fordern das generelle Verstidndnis der Theo-
rie, die Einsicht in deren Anwendungsrelevanz sowie
Fertigkeiten der numerischen Behandlung.

Inhaltlich unterscheidet sich das Buch von vergleichba-
ren Darstellungen durch die Erweiterung von Anwen-
dungen in den Kapiteln 27 bis 30, bei denen Probleme
der Finanzmathematik sowie Methoden der linearen,
nichtlinearen und ganzzahligen Optimierung in einer
Form dargestellt werden, die nicht nur einfithrenden
Charakter haben.

Zur Reihung der in diesem Lehrbuch behandelten Ge-
biete erfolgen nun einige Anmerkungen.

Am Anfang stehen elementare Grundlagen der Schul-
mathematik, und zwar arithmetische Grundlagen in
Kapitel 1 und geometrische Grundlagen in Kapitel 2.
Kapitel 3 befasst sich mit einer Einfiihrung in die kom-
plexen Zahlen und deren Rechenregeln, die beispiels-
weise bei der Losung von Differenzen- und Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung (Kapitel 25), bei der
Bestimmung von Matrixeigenwerten (Kapitel 20, 26)
oder einfach bei der Nullstellenbestimmung von Poly-
nomen (Abschnitt 9.3) benttigt werden.

Die folgenden Kapitel 4 bis 7 sind wichtigen forma-
len Grundlagen der Mathematik gewidmet. Ziel der
Aussagenlogik ist die Erlernung einer mathematisch
korrekten Argumentation und Beweisfiihrung. Es geht
gewissermalien darum, die Spielregeln kennenzuler-
nen, mit denen das Gebédude der folgenden Kapitel
erstellt wird. Bereits die Darstellung der elementaren
Mengenlehre ist ohne Aussagenlogik nicht moglich.
Kenntnisse der Mengenlehre sind andererseits fiir alle
spiter folgenden Teilgebiete wichtig. Betrachtet man
Zuordnungen von Elementen zweier Mengen unter ge-
wissen Bedingungen, so kommt man zum Begriff der
Relation und unter weiteren Bedingungen zum Begriff
der Abbildung oder Funktion, deren Definitions- und
Wertebereich wiederum Mengen sind. Andererseits
geht es in der linearen Algebra um die Einfiihrung
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und Beschreibung von Punktmengen n-dimensionaler
Réume und darauf aufbauend um die Losung linearer
Gleichungssysteme.

Der folgende Teil des Lehrbuchs, bestehend aus den
Kapiteln 8 bis 13, befasst sich mit der Analysis von
Funktionen einer Variablen. Im Mittelpunkt stehen da-
bei die ausfiihrliche Diskussion elementarer reeller
Funktionen sowie deren Differentiation und Integra-
tion. Grundlegend fiir derartige Uberlegungen ist die
Theorie von Zahlenfolgen und Reihen, das Grenzwert-
verhalten von Funktionen und damit zusammenhin-
gend die Stetigkeit von Funktionen. In der Differential-
rechnung sind Fragen des Anderungsverhaltens gegen-
tiber Funktionen zu diskutieren. Damit erweist sich die
Differentialrechnung auch als wesentliche Vorausset-
zung fiir die Kurvendiskussion reeller Funktionen, also
fur Fragen der Monotonie, Konvexitit und Extrem-
wertbestimmung. Ist nur das Verdnderungsverhalten
einer Funktion bekannt, so kann mit Hilfe der /nre-
gration die Funktion explizit bestimmt werden. Damit
kann die Integration reeller Funktionen als Umkehrung
der Differentialrechnung gesehen werden.

Mit Fragen der /inearen Algebra befassen sich nach-
folgend die Kapitel 14 bis 20. Voraussetzung zur Be-
handlung dieses Gebietes sind die Begriffe der Matrix
und des Vekrors als spezieller Matrix sowie die re-
levanten Rechenregeln. Damit kann man Punktmen-
gen des n-dimensionalen Raumes, insbesondere Teil-
rdume, offene, abgeschlossene und konvexe Mengen
in tibersichtlicher Weise beschreiben. Einige Anmer-
kungen iiber Vektorriume verdeutlichen den Zusam-
menhang von Matrixeigenschaften und Punktmengen
n-dimensionaler Riume. Auf diesen Uberlegungen ba-
siert schlieBlich die Untersuchung von linearen Glei-
chungssystemen und Abbildungen. Fiir die Losung
linearer Gleichungssysteme steht ein auf Gauf3 und Jor-
dan zuriickgehendes Verfahren im Vordergrund. Die
Diskussion linearer Abbildungen fiihrt zur Diskussion
der Existenz inverser Matrizen, deren Berechnung
ebenfalls mit Hilfe des GauB3-Jordan-Algorithmus er-
folgt. Zur Losung spezieller Gleichungssysteme kann
auch die Determinante einer Matrix benutzt werden.
Zentrale Bedeutung erlangt die Determinante jedoch
erst bei der Behandlung von Eigenwertproblemen qua-
dratischer Matrizen und beim Nachweis von Definit-
heitseigenschaften dieser Matrizen. Einerseits gelingt
es, mit Hilfe der Eigenwerttheorie gleichférmige 6ko-
nomische Verhaltens- und Wachstumsprozesse zu be-
schreiben, andererseits sind Kurvendiskussionen bei
differenzierbaren Funktionen mehrerer Variablen eng
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mit Definitheitseigenschaften bestimmter Matrizen
und damit auch mit Eigenwertproblemen verbunden.
In der linearen Algebra werden damit alle Grundlagen
fiir die Analysis von Funktionen mehrerer Variablen
gelegt.

Die Analysis von reellen Funktionen mehrerer Va-
riablen ist Gegenstand der Kapitel 21 bis 23. Unter
Verweis auf entsprechende Kapitel der Analysis von
Funktionen einer Variablen werden die Begriffe Stetig-
keit und Differenzierbarkeit erweitert. Dabei geht es
insbesondere um partielles Differenzieren, um Rich-
tungsableitungen und das fotale Differential. Darauf
aufbauend werden die Standardfragen der Monoto-
nie, Konvexitit und Extremwertbestimmung behan-
delt. Die Berechnung der Koeffizienten in der einfa-
chen linearen Regression erweist sich als interessante
Anwendung der Extremwertbestimmung. Eine kurze
Ubersicht iiber einfache Grundlagen zur Integration
von Funktionen mehrerer Variablen schlieft diesen
Teil des Buches ab.

Das fiir den Okonomen sehr wichtige Gebiet der
Differenzen- und Differentialgleichungen kann in Ein-
fiihrungsveranstaltungen oft nur knapp abgehandelt
werden. Dennoch bietet dieses Gebiet fiir viele oko-
nomische Verhaltens- und Wachstumsprozesse geeig-
nete Modelle. Aus diesem Grunde wurde in den Ka-
piteln 24 bis 26 auf eine strenge Theorie zugunsten
von Beispielen verzichtet. Ferner erfolgte eine weit-
gehende Beschrinkung auf lineare Gleichungen bzw.
Gleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten.

Die Kapitel 27 bis 30 befassen sich mit einigen wesent-
lichen Anwendungen der Mathematik auf wirtschafts-
wissenschaftliche Fragestellungen.

Direkt aufbauend auf dem Kapitel 8 iiber Folgen und
Reihen gilt die Finanzmathematik als wichtiger Be-
standteil eines wirtschaftswissenschaftlichen Studi-
ums. Ausgehend von der Zins- und Abschreibungsrech-
nung wird das Aquivalenzprinzip der Finanzmathema-
tik mit seiner Relevanz fiir Investitions- und Finan-
zierungsentscheidungen dargestellt. Erginzt wird das
Kapitel 27 durch Ausfiihrungen zur Renten-, Tilgungs-
und Kursrechnung.

In der linearen Optimierung geht es zundchst um Dar-
stellungsformen und die Losbarkeit entsprechender
Problemstellungen. Grundlage dafiir sind lineare Ab-
bildungen und Gleichungssysteme (Kapitel 17, 18).
Die Dualitdt von Maximum- und Minimumproblemen
steht im Zentrum des Kapitels 28. Ein interessantes
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Beispiel dazu stellt das lineare Standardtransportpro-
blem dar, das aufgrund seiner speziellen Struktur mit
einem so genannten primal-dualen Algorithmus be-
handelt werden kann. Zur Losung sehr allgemeiner
Probleme wird schlieBlich die Zweiphasenmethode
beschrieben.

Die nichtlineare Optimierung (Kapitel 29) schlief3t di-
rekt an die Kapitel 21, 22 iiber Differentialrechnung
von Funktionen mehrerer Variablen und deren Eigen-
schaften an. Die Erweiterung gegeniiber den genann-
ten Kapiteln besteht darin, dass analog zur linearen
Optimierung Nebenbedingungen eine tragende Rolle
spielen. In diesem Zusammenhang sind vor allem die
klassischen Ansitze von Lagrange und Kuhn/Tucker
zu nennen, die verfahrensbedingt Optimallsungen lie-
fern, falls solche existieren. Demgegeniiber ermitteln
sogenannte Gradienten- oder Strafkostenverfahren im
Allgemeinen Optimallosungen nur ndherungsweise.

Die Forderung nach Ganzzahligkeit in Optimierungs-
modellen (Kapitel 30) wurde in der Mathematik lange
Zeit kaum beachtet. Neben den klassischen Schnittebe-
nenverfahren von Gomory wurden fiir viele spezielle
Anwendungen mafgeschneiderte Losungsverfahren
entwickelt. Als wichtiges allgemein orientiertes Lo-
sungskonzept der ganzzahligen Optimierung gilt das
Branch-and-Bound-Prinzip. Es geht dabei um die Zer-
legung der Menge der zuldssigen Losungen in Teil-
mengen, um daraus Schranken fiir Optimallosungen
abzuleiten.

Vil

Zweifellos konnen die hier diskutierten Anwendun-
gen kaum Gegenstand der Mathematikausbildung von
Studierenden im Grundstudium der Wirtschaftswis-
senschaften sein. Niitzlich sind die entsprechenden
Kapitel dennoch im Rahmen von Vorlesungen iiber
Operations Research oder mathematische Planungs-
verfahren.

Mit der vorliegenden 12. Auflage erfuhr das Lehrbuch
seine umfangreichste Verdnderung und Erweiterung.
Fiir die Erstellung des Manuskripts zeichnen die Auto-
ren S. Etschberger und W. Burkart verantwortlich, fiir
den Inhalt selbstverstiandlich alle vier Autoren.

Dem Verlag De Gruyter Oldenbourg, insbesondere
Herrn Dr. Stefan Giesen, danken wir fiir die Aufge-
schlossenheit in allen Fragen und die gute Zusammen-
arbeit.

Augsburg, im Mai 2017

Otto Opitz

Stefan Etschberger
Wolfgang Burkart
Robert Klein
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Grundlagen der Arithmetik

Im ersten Kapitel behandeln wir zunéchst die reellen
Zahlen und wie man mit ihnen rechnet. Das umfasst
neben den Grundrechenarten auch das Potenzieren, Ra-
dizieren und Logarithmieren. Danach besprechen wir
die allgemeine Notation von Summen und Produkten
mittels spezieller Symbole sowie einige grundlegende
Sachverhalte der Kombinatorik. SchlieBlich gehen wir
auf das Losen von Gleichungen und den Umgang mit
Ungleichungen ein.

1.1 Zahlenbereiche, Grundrechenarten

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen
1,2,3,4,5,...

werden wir den Zahlenbereich schrittweise erweitern.
Fiigt man die Zahl 0 sowie die negativen Zahlen
—1,—2,-3,—4,-5, ... hinzu, so erhélt man den Be-
reich der ganzen Zahlen. Alle denkbaren Briiche mit
ganzen Zahlen im Zdhler und Nenner — ausgenom-
men die Zahl 0 im Nenner — bilden den Bereich der
rationalen Zahlen, zum Beispiel

25

B 8=

’

=0\

ENIN
U=

Betrachtet man die Grundrechenarten der Addition (+),
Subtraktion (=), Multiplikation (-) und Division (:),
allgemein in der Mathematik auch als Operationen
bezeichnet, so gilt:

» Fiir zwei natiirliche Zahlen a, b fithren die Sum-
me a + b und das Produkt a - b wieder zu einer
natiirlichen Zahl.

» Fiir zwei ganze Zahlen a, b ist das Resultat von
Summe, Produkt und Differenz a — b jeweils
wieder ganzzahlig.

» Fiir zwei rationale Zahlen a, b erhalten wir auch
wieder ein rationales Ergebnis durch Summe,
Produkt, Differenz und den Quotienten a : b
beziehungsweise %, falls b von 0 verschieden
ist, kurz b # 0.

DOI: 10.1515/9783110475333-001

Ist der Quotienta : b = % zweier ganzer Zahlen

a, b ganzzahlig, so heiBt a durch b ohne Rest teilbar.
Man bezeichnet b als Teiler von a und a als Vielfaches
von b.

Bei der Division der ganzen Zahlen a, b durch eine
natiirliche Zahl 7 ist es oft wichtig zu wissen, ob ein
gleicher oder verschiedener Rest entsteht. Erhalten wir
bei der Division % und % einen gleichen Rest, so ist
“;b ganzzahlig beziehungsweise a — b durch n ohne
Rest teilbar. In diesem Fall heiflen die ganzen Zahlen
a, b kongruent modulo n und man schreibt

a=>b (modn), (1.1)

falls % ganzzahlig ist. Die natiirliche Zahl n heif3t
Modul der Kongruenz.

Beispielsweise bedeutet

a = 0 (mod n): a ist durch n ohne Rest teilbar.
a =1 (mod n): bei % entsteht ein Rest von 1.

Damit gilt fiir alle geraden Zahlen a = 2,4,6,...
beziehungsweise fiir alle ungeraden b = 1,3, 5,. ..
a=0 (mod?2), b=1 (mod?2).

Fiir rationale Zahlen existiert neben der Darstellung
als Bruch zweier ganzer Zahlen auch die sogenannte
Dezimaldarstellung, beispielsweise

6 6
— =0+ — =06
10 10
25—3+ ! =3+ 125 =3.125
8 8 1000~
1
——8=—1—l=—1—§=—1.6363...
11 11 99
=_-1.63
16 -
= = 2.285714 285714 ... =2.285714
ol 285714 N 2. 142857 ol 2
- 999999 7-142857 7



Man erhilt jeweils endliche (6/10) oder unendlich-
periodische (—18/11) Dezimalzahlen.

Abbildung 1.1: Zahlengerade und rationale Zahlen

Offenbar ist der Bereich der rationalen Zahlen noch
nicht umfassend genug, um alle Punkte der Zahlen-
geraden zu erreichen. Beispielsweise gibt es keine ra-
tionale Zahl, die mit sich selbst multipliziert die Zahl
2 ergibt. Mit der Dezimalzahl a = 1.414213562. ..
kommt man der Losung um so niher, je mehr De-
zimalstellen ausgerechnet werden. Eine sich wieder-
holende Ziffernfolge kann dabei jedoch nicht fest-
gestellt werden. Man spricht von einem unendlich-
nichtperiodischen Dezimalbruch oder von einer irra-
tionalen Zahl. Irrationale Zahlen sind beispielsweise
die Eulersche Zahl e = 2.71828 ... und die Kreiszahl
m =3.14159....

Erweitert man den Bereich der rationalen Zahlen um
die irrationalen Zahlen, so entsteht der Bereich der
reellen Zahlen.

Jeder reellen Zahl entspricht nun ein Punkt der Zah-
lengeraden und jedem Punkt der Zahlengeraden eine
reelle Zahl. Mit den Bezeichnungen N,Z, Q, R fiir
die genannten Zahlenbereiche erhalten wir einen hier-
archischen Aufbau wie in Abbildung 1.2.

(

)

P

Naturliche Zahlen: N ]

Ganze Zahlen: Z
(Erweiterung um negative
Zahlen und 0)

Rationale Zahlen: Q
(Erweiterung um nicht
ganzzahlige Briiche)

Reelle Zahlen: R
(Erweiterung um irrationale Zahlen)

Abbildung 1.2: Hierarchischer Aufbau des
Zahlensystems

Kapitel 1 Grundlagen der Arithmetik

Fiir die Verkniipfung von reellen Zahlen a, b, ¢ gilt
beziiglich der Addition:

» a+b=b+a
(Kommutativgesetz der Addition)

» (a+b)+c=a+b+c)
(Assoziativgesetz der Addition)

» fiir alle a gibt es eine Zahl 0 mit
a+0=04a=a

» fiir alle a, b gibt es eine Zahl x mit
a+x=x+a=5>b

Fiir die multiplikative Verkniipfung gilt:

» a-b=b-a
(Kommutativgesetz der Multiplikation)

» (a-b)y-c=a-(b-c)
(Assoziativgesetz der Multiplikation)

» fiir alle a gibt es eine Zahl 1 mit
a-1=1-a=a

» fiir alle a, b mit a # 0 gibt es eine Zahl x mit
a-x=x-a=b

Auflerdem gilt:

a-(b+c)=a-b+a-c (Distributivgesetz)

Hier ist auf folgende Regeln zu achten:

» Multiplikation und Division haben Vorrang vor
Addition und Subtraktion, z.B.5-3 —-5:2 =
15-25=125

» Rechenoperationen in Klammern sind bevorzugt
durchzufiihren, z. B. 5-(3—0.5) = 5-:2.5 = 12.5
(vgl. Distributivgesetz)

Daraus ergeben sich einige grundsitzliche Regeln fiir
das Klammerrechnen:

—(a) = —a —(—a)=a
(a+b)=a+b
—(a+b)y=—a—->b —(a—b)y=—a+b
—(@-b)=(-a)-b
=—a-b (—a)(=b) =ab (1.2)

Fiir das Rechnen mit Briichen % heilt a der Ziihler und
b der Nenner des Bruches. Unter der Voraussetzung,
dass der Nenner jeweils verschieden von 0 ist, gelten



1.2 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

die Regeln:

a c atc a c a-dxb-c
5557 b b EaT had
@ c_ac a_ac

b d  b-d b~ b-c

@, c_ad 13)
b 'd b-c ’
Beispiel 1.1

Q) 12—-2-4-(2-5+@—-6+2)

=R=0Q=9)=2))

=12-(2-4+3+0-(34+3-2)
=2-(1-4=12+3=15

b) 3+5(1—4)—6(4—3(1-2))-23—-2-2)
=3-15-6(4+3)-2(—1)
=—12-42(=2) =72

25—4 1 6—3 =1
=0 0-73 "F — %
42-442=40

Oft sind exakte Ergebnisse von Rechenoperationen
in Dezimalschreibweise nicht erforderlich oder mog-
lich (irrationale Zahlen). Dann beschrinkt man sich
im Ergebnis auf eine vorgegebene Anzahl von Nach-
kommastellen.

Gegebenenfalls ist dazu die auf die letzte interessieren-
de Dezimalstelle folgende Ziffer zu betrachten. Im Fall
von 0, 1, 2, 3, 4 bleibt die letzte interessierende Dezi-
malstelle unverandert, im Fall von 5, 6, 7, 8, 9 wird
die interessierende Dezimalstelle um 1 erhcht. Man
spricht dann vom Abrunden bzw. Aufrunden reeller
Dezimalzahlen.

Beispiel 1.2

Wir betrachten die rationale Zahl % = 0.0625
sowie die irrationale Zahl e ~ 2.7182818.

Gerundete Zahl
Nachkommastellen % e
0 0 3
1 0.1 2.7
2 0.06 2.72
3 0.063 2.718

1.2 Potenzen, Wurzeln, Logarithmen

Ausgangspunkt ist zunéchst fiir eine reelle Zahl a und
eine natiirliche Zahl n die Gleichung:

xX=a-a-...-a=a" (1.4)
n—mal
Das Symbol x beschreibt das n-fache Produkt einer
reellen Zahl. Man bezeichnet a als Basis, n als Ex-
ponenten, a™ heiBt die n-te Potenz von a oder kurz
,»-a hoch n*. Mit der Vereinbarung

a = — (1.5)

konnen wir das Potenzieren auf negative Exponenten
erweitern.

Fiir ganzzahlige m,n # 0 und reelle a, b # 0 gelten
die Rechenregeln:

a =a
a™m . gt gmtn
(@™)" =a™" = (™)™
a’-b" = (a-b)"
a” a\n
v = (3)
WO =g = (1.6)

Zusitzlich vereinbart man 00 = 1.

Beispiel 1.3
32.33=9.27=243=3°
(32)® = 9% =729 =36
32.22=-9.4=36=6%

32 9 3)\?
=2=22=(=2
2 4 2

Das Radizieren stellt in gewissem Sinne eine Umkeh-
rung des Potenzierens dar. Beim Potenzieren sucht
man zur reellen Basis a und zu ganzzahligem Expo-
nenten n die Zahl x = a™. Beim Radizieren sucht man
eine Basis x, deren n-te Potenz die Zahl a ergibt. Be-
trachtet wird fiir eine reelle Zahl a und eine natiirliche
Zahl n die Gleichung

x-x-....ox=x"=a. (1.7)
—_—
n-mal



Die Losung dieser Potenz- oder Wurzelgleichung heifit
die n-te Wurzel von a. Man schreibt

1
x=Ya=an

und bezeichnet a als Radikand, n als Wurzelexponent.

(1.8)

Wichtig erscheint schlielich der Hinweis, dass man
fiir die n-te Wurzel einer reellen Zahl moglicherweise
eine reelle Zahl, zwei reelle Zahlen oder auch keine
reelle Zahl findet.

Ist n eine ungerade Zahl, so existiert fiir ¥/a stets eine
eindeutige reelle Losung. Ist jedoch n eine gerade Zahl,
so existiert keine reelle Losung, wenn der Radikand a
negativ ist.

Fiir a > 0 und n geradzahlig existieren immer zwei
reelle Losungen der Form x; und x, = —x1 mit

X1=+V= %, )QZ—% bzw.
x=+x%a.

Es ergeben sich folgende Rechenregeln fiir ganzzahli-
gem,n # Oundreelle a,b # 0:

3
BN
S
Il Il
N
3 I
N
S 3|3
Il Il
= 3
S|— 3
N—
- %
+
3

Damit kann das Radizieren als Erweiterung des Poten-
zierens auf rationale Exponenten angesehen werden.

Oft verwendet man fiir 2/a die Abkiirzung /a. Man
spricht dann auch von der Quadratwurzel von a.

Beispiel 1.4
V2 =83 =832 —-22_4
i/«/%:nﬁ% =275 =3
Y64 V64 = 643 647 = 4.8 =32 = 64%
¥3- V2T =2-3=6=(8-27)3
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Fiir das Logarithmieren geht man von zwei gegebenen
positiven reellen Zahlen a, b aus. Gesucht wird ein
Wert x, so dass die x-te Potenz von a gerade b ergibt,
also

a*=b bzw. x=log,b. (1.10)

Die Losung heilit der Logarithmus von b zur Basis a.
Damit gilt fiira > 1:

>0 fir b > 1

log,b{=0  fir b=1 (1.11)
<0 fir 0 <b<1
log,a =1 (1.12)
log, (b-c) =log, b +log, ¢ (b,c >0)
log, (b/c) =log, b —log, ¢ (b,c >0)

log, (b€) = clog, b (b > 0, c beliebig)

Aus der Schule geldufig ist der dekadische Logarith-
mus oder Zehnerlogarithmus mit a = 10, also

10* = b bzw.
gelegentlich auch

x =loggb =logh,
x =lgh.

Besonders wichtig fiir die Analysis ist der natiirliche
Logarithmus mit der Basis e ~ 2.71828.. . ., bekannt
als Eulersche Zahl:

e¥=b bzw. x =log.b =Inb.

Die Logarithmen verschiedener Basen kdnnen inein-
ander tibertfiihrt werden. Dabei iiberlegt man sich fol-
gende Schritte:

a*=bY =c¢ (mita,b > 1reell, c > 0 reell)

Daraus folgt

1
baw, L= 28a€
y  logyc

x =log,c, y =logyc

sowie mit den Rechenregeln in (1.12)
log, a® = log, b” bzw. x -log, a = x = ylog, b

bzw. & = log, b.
y

Durch Gleichsetzen ergibt sich:

log, ¢
logy ¢

log, ¢

- log, b = bzw. logpc =
y

log, b

Fiira = ¢ gilt speziell logy a = 1.
a



1.3 Indizierung, Summen und Produkte

Beispiel 1.5
log 10 1
Ine 1
b) loge =0.4343... = T = 5303585
In6
c) In5+1logs 6 =1In5 + s
n
~ 1.60944 + 55478 = 2.72272
d) In10-1 m10. 2 —
nl0-loge =1n10- =
g In10
e) log, 8 + logs 25 = log, P logs 52
=34+2=5
log 10 1
1 10 = == =-1
D logo. 10= 1061 = =

1.3 Indizierung, Summen und Produkte

Kennzeichnet man reelle Zahlen durch Symbole
a,b,c,..., so reichen diese Symbole oft nicht aus,
um grofle Zahlenmengen darzustellen. Man verwendet
dann indizierte Symbole ay,az,as,...,by,ba,. ...
Die dem Symbol a bzw. b angefiigte und etwas tiefer
gestellte Zahl 1,2, 3 ... heifit /ndex. Stellt eine Unter-
nehmung 7 verschiedene Produkte her, so kann man
die Produktionsquantititen etwa mit ¢1,¢2,...,qn
oderg; (j =1,...,n) bezeichnen.

Gelegentlich ist es sogar zweckméBig, Doppelindi-
zes zu verwenden. Werden beispielsweise n verschie-
dene Produkte auf m Maschinen bearbeitet, so fal-
len fiir jede Einheit eines Produktes m Maschinenzei-
ten, also insgesamt m - n Zeitwerte an. Der Wert z;;
(i=1,....,m, j =1,...,n) gibt die Zeit an, die die
Herstellung einer Einheit des Produktes P; auf Ma-
schine M; benotigt. Die Indizierung ist problemlos auf
alle ganzen Zahlen ausdehnbar, also beispielsweise

a_k,a_k+1,...,a_1,ao,a1,...,an.

Fiir die Addition und Multiplikation mehrerer reeller
Zahlen ay,as, ..., ay filhren wir ein Summen- bzw.
ein Produktsymbol ein. Fiir die Summe schreiben wir

n
a1+a2+...+an=2ai. (1.13)

i=1

Dabei bezeichnet i den Summationsindex, dieser lauft
von 1 als untere Grenze bis n als obere Grenze.

Fiir ganzzahlige m,n mit m < n und jeweils re-
ellen a,c,a;,b;,a;; ergeben sich damit folgende
Rechenregeln:

n n
ZC!I,’ ZCZa,'
I=m I1=m
n n n
Do (ai+b)=) ai+ Y b
I1=m I1=m

1=m

n n n
Yo (ai—b)=) ai— Y b
i=m i=m i=m

n k n

Z a; = Z a; + Z aj;

i=m i=m

i=k+1
(k ist ganzzahlig mitm < k < n)

n n+k
Z aj = Z ai—k
i=m i=m+k

=am +am+1 +...+an

(k ist ganzzahlig) (1.14)

m
Zaij =ayj +az;+...+ap;
=loG=1,...,n)

n
Zaij =aj1 +ajp+...+ay

o
/ (i=1,....m)
m n

Z Zai_/ =ay +app+...+amm+...
i=1j=1 +am1 +am2 + ...+ amn

=ay1 +az1 +...+am + ...
+aip +azy +...+amn

j=1i=1

(1.15)

Damit gilt mit ganzzahligen m,n, p,q mit m < n,
p < qundreellen a;, b;:

n q n 4 n 4
doai Y bp=30 D b= Y b
= J=P 1=mj=p i1=mj=p
q n q n q n
“Y Shu= Y San=En 3
j=pi=m j=pi=m Jj=p i=m

(1.16)



Beispiel 1.6
n
a) Y a=a+a+...+a=na
k=1 T
(n)-mal
n n+2
b) Y k=1+2+...4n= ) (k—2)
k=1 k=3

5
c) Z k2=1+4+9+16+25=55

2
Zl]—l 1+1.-242-1
- +2.-243-1+3.2=18

i j=>01+2+3)-(1+2)=18
i=1 j=1
5 5
e) Y kY k=(0+24+3+4+5)
k=1 k=1 (1+2+3+4+5)
=15-15=1225

Entsprechend schreiben wir mit i als Multiplikations-

index fiir das Produkt

n
[ln=1_[al'.

i=1

ay-az-...- (1.17)

Damit ergeben sich fiir ganzzahlige k, m,n mitm <
k < n und jeweils reellen a,c, a;, b;,a;; folgende
Rechenregeln:

n
cn—m+1 1_[

8

2
Il ~
(e Ly
o 3

I :: 3
|8
Il
D~ I I
: i
=

i
3

8
=
8

1
3
I
e
+

E

=
8
I

S

=H
8

i=m+k
(1.18)

=dam-am+1-...an
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Beispiel 1.7

n

a) Hi=1-2-...-n
i=1
n

= C+C - .:n
b)l_[c—cc,..c c

i=1 (n)-mal
3 4
o [[i[[i=0-23-23-49=144
i=1 j=2
3 3
_Hll_[(1+1)_l_[1_[l(]+1)
=il =il i=1j=1
2

(2-3-4-5)% = 1207

5
= 14400 = ]_[ 52
=2

(1)

1‘[,_1(1+1) 2.3-4-5 li[i+1
i 1.2.3.4

1.4 Kombinatorik

Wir beschiftigen uns zunédchst mit der Frage, wie
viele Moglichkeiten es gibt, n verschiedene Objekte
in eine Reihenfolge zu bringen. Jede derartige Rei-
hung bezeichnet man als Permutation. Fiir die Objekte
ai,an,as erhalten wir beispielsweise 6 Permutatio-
nen

(a3z,a1,az)
(asz,az,a).

(az,a1,a3)
(a2,as3,ar)

(a1,a2,a3)
(a1,as,az)

Dieses Problem héngt eng mit dem Produkt der natiir-
lichen Zahlen von 1 bis n zusammen (Beispiel 1.7):

(1.19)

Dieser Ausdruck n! wird als n-Fakultiit bezeichnet.
Beispielsweise gilt

N=12=2,31=6,5!/=1-2-3-4.5=120.



1.4 Kombinatorik

Mit der Vereinbarung 0! = 1 ergibt sich die Rekursi-
onsformel

m+D!'=m+1)-n! firn=0,1,2,....

Betrachten wir nun zur Bildung aller Permutationen
der Objekte aq,...,a, die Objekte der Reihe nach,
so ergeben sich fiir a; genau n Positionen. Liegt
ay fest, bleiben fiir ¢ noch n — 1 Positionen usw.
Liegen ay,...,ap—1 fest, so auch a,. Wir erhalten
n(m—1)-...-2-1Mdoglichkeiten. Daraus resultiert
ein grundlegendes Ergebnis der Kombinatorik:

Fiir n verschiedene Objekte

existieren n! Permutationen. (1.20)

Schwieriger wird die Situation, wenn die n Objekte
sich aus r Gruppen von jeweils n1,n52,...,n, nicht
unterscheidbaren Objekten mitny +n2+...+n, =n
zusammensetzen. Wir bezeichnen fiir diesen Fall zu-
nichst die gesuchte Anzahl von Permutationen mit x.
Nimmt man an, alle n; Objekte der ersten Gruppe
wiren unterscheidbar, so géibe es in dieser Gruppe
n1! Permutationen. Die Gesamtzahl aller Permutatio-
nen wiirde von x auf x - n1! anwachsen. In gleicher
Weise verfihrt man mit allen weiteren Gruppen, so
dass die Gesamtzahl der Permutationen schlie3lich auf
x-ny!-np!-...n,!ansteigen wiirde. Dieses Ergebnis
muss dann aber mit der Anzahl n! der Permutationen
von n verschiedenen Objekten tibereinstimmen. Wir
erhalten die Gleichheit

x-ny!l-na!- .. on!l=n!

und damit das Ergebnis:

Fir n Objekte, die sich aus r Gruppen mit
ni,na,...,n, nicht unterscheidbaren Objekten zu-
sammensetzen, existieren
n!
X=— (1.21)
nyl-np!-...-ny!

Permutationen. Insbesondere erhilt man fiir r = 2
Gruppen mit n; = k, np = n — k nicht unterscheid-
baren Objekten nach Formel (1.21)

n!

T =k

Permutationen. Da dieses Ergebnis eine wichtige Rolle
fiir binomische Ausdriicke der Form (a + b)" spiellt,

bezeichnet man firk,n = 0,1,2,...und k <n

n! _[n
Klin—k)y — \k

als Binomialkoeffizient ,,n iiber k “ oder ,,k aus n“. Es
gilt damit auch:

n\ n-m—-1)-...-(n—k+1)
B 1-2-...-k

(1.22)

n
Fiir k > n setzt man (k) =0.

Beispiel 1.8
a) Fiir die Objekte

a,a,a,a,a,b,b,b,b,c,c,c,d

istn =13, n1 =5,np =4,n3 =3,n4 = 1.
Wir erhalten

13! _6-7-8-9-10-11-12-13
51-41.31.11 41. 3|
=7:-4.9-10-11-13
= 360360 .
b) Ineinem Regal einer Hochschulbibliothek sol-

len drei Exemplare des gleichen Lehrbuches
der BWL sowie je zwei gleiche Lehrbiicher
der Ingenieurmathematik und der Informatik
untergebracht werden. Unterscheidet man die
Biicher nach ihrer Signatur, gibt es fiir die
7 Biicher insgesamt 7! = 5040 Permutatio-
nen. Werden die Biicher nur nach ihrem Titel
unterschieden, so erhilt man

7!

3o - 210

mogliche Permutationen. Sollen die Biicher
eines Titels jeweils zusammenstehen, so gibt
es lediglich 3! = 6 Permutationen.

8 8! 8
c) = = =8,

1 -7 7
5 5! 4.5

= — = :10,
3 31.2! .
6 6! .

= — = :15’
2] Taa T 1.

5 ‘
\S]

%))
@)}

—_
[\



Fiir die Binomialkoeffizienten gelten folgende Rechen-
regeln mitk,n = 0,1,2,...und k < n:

n n! n
(k):k!(n—k)!:(n—k) (429
n n

k) ke
n! n!

= +

Kln—k)! " k+ 1) (n—k— 1)

_nlk+D)+nl(n—k)y  nln+1)
k+ D ni—k)!  (k+Dl(n—k)!
n+1

=<k+1) (1.24)

Mit (1.23) erhilt man speziell fir k = 0 bzw. k = n

(-6)-

Wir wenden uns nun den binomischen Ausdriicken der
Form (a + b)" zu. Firn = 0, 1,2, ... berechnet man:

(a+b)°= 1

(a+b)! = la + 1b

(a +b)?= la? + 2ab + 1b?
(a+b)3= 1a® + 3a%b + 3ab? + 103

(a +b)* = la* + 4a3b + 6a2b? + 4ab3 + 1b*

Hier zeigt sich, dass — abgesehen von den Einsen am
linken und rechten Rand der Formeln — die ,,inneren’
Koeffizienten mit der Summe der beiden unmittelbar
iiber ihnen links und rechts stehenden Koeffizienten
iibereinstimmen.

3

Mit Hilfe von (1.23) und (1.24) kann man die Koef-
fizienten der binomischen Formeln im Pascalschen
Dreieck wie in Abbildung 1.3 anordnen.

Aus Abbildung 1.3 ergibt sich die Binomische Formel
fiir a, b als reelle Zahlen und » als natiirliche Zahl:

(a+b)" =a" +nad" b+ (Z)an_zbz
4 nab"! 4+ p"

+..
" n
Y (.) i
i=o \'

(1.25)
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Abbildung 1.3: Zahlendreieck nach Pascal
(1623-1662)

Wir kehren zur Bestimmung der Anzahl bestimmter
Permutationen zuriick und fithren den Begriff der Kom-
bination ein.

Fiir die natiirlichen Zahlen k und n bezeichnet man
jede Zusammenstellung von k aus n Elementen als
eine Kombination k-ter Ordnung.

Je nachdem, ob es dabei auf die Reihenfolge der Zu-
sammenstellung ankommt, unterscheiden wir Kombi-
nationen

» mit Beriicksichtigung der Reihenfolge,
» bzw. ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Je nachdem, ob Elemente auch mehrmals ausgewihlt
werden konnen, unterscheiden wir Kombinationen

» mit Wiederholung,
» bzw. ohne Wiederholung.

Insgesamt sind also die vier in Tabelle 1.1 dargestellten
Fille zu diskutieren.



1.4 Kombinatorik

Wiederholung
mit ohne
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Fall (d) Fall (c)

Tabelle 1.1: Anzahl Kombinationen k-ter Ordnung aus
n Elementen

Wir diskutieren zunichst ein einfaches Beispiel.

Beispiel 1.9

Bei einem Wurf zweier Wiirfel soll i fiir die Au-
genzahl des ersten und j fiir die Augenzahl des
zweiten Wiirfels stehen. Man erhilt also Ergebnis-
se der Form (i, j). Die folgende Tabelle enthilt
alle moglichen Ergebnisse:

1,D
@.n
(3.D
4D
G.D
(6.1)

(1,2)
2.2)
(3.2)
4.2)
(5.2)
(6.2)

(1,3)
(2.3)
(3.3)
(4.3)
(5.3)
(6,3)

(1,4)
2.4)
(3.4)
(4.4)
(5.4)
(6.4)

(1,5)
(2.5)
(3.5)
4.5)
(5.5)
(6.5)

(1,6)
(2.6)
(3.6)
(4.6)
(5.6)
(6.6)

Wir stellen fest, dass wir es mit Kombinationen
zweiter Ordnung bei einer Basis von 6 Elementen
zu tun haben und diskutieren die auftretenden 4
Fille aus Tabelle 1.1.

a) Soll die Reihenfolge beriicksichtigt werden,

b

C

=

~

also beispielsweise (3,5) # (5, 3) und eine
Wiederholung moglich sein, beispielsweise
(2,2), so erhalten wir 36 = 6% Ergebnisse.

Soll die Reihenfolge beriicksichtigt wer-
den, eine Wiederholung aber ausgeschlos-
sen sein, so entfallen die 6 Ergebnisse
(1,1),(2,2),...,(6,6). Die Anzahl der Kom-
binationen betrigt damit 36 — 6 = 30 = %.

Soll die Reihenfolge nicht beriicksichtigt wer-
den und eine Wiederholung ausgeschlossen
sein, so entfallen gegeniiber b) die Hilfte
der Ergebnisse, beispielsweise alle (i, j) mit
i < j,es verbleiben noch 32—0 = 15 = (g)
Ergebnisse.

d) Soll schlieBlich die Reihenfolge nicht beriick-
sichtigt werden, eine Wiederholung aber zu-
ldssig sein, so kommen gegeniiber c¢) wieder
die 6 Ergebnisse (1, 1),(2,2),...,(6,6) da-
zu. Damit betrdgt die Anzahl der Ergebnisse

15+6=21=()=(°"31.

In diesem Beispiel finden wir die vier moglichen Fille
von Tabelle 1.1 bestitigt. Dennoch schlieen wir etwas
allgemeinere Uberlegungen an.

Fall (a): mit Reihenfolge, mit Wiederholung

Bei der Auswahl jedes der k Elemente gibt es n Mog-
lichkeiten, da sowohl die Reihenfolge der Elemente
berticksichtigt wird, als auch Wiederholungen zugelas-
sen sind. Wir erhalten insgesamt

——
k-mal

Moglichkeiten.

Fall (b): mit Reihenfolge, ohne Wiederholung

Sollen gegeniiber Fall (a) lediglich Wiederholungen
ausgeschlossen sein, so haben wir bei der Auswahl von
k aus n Elementen zur Besetzung der ersten Position
n Moglichkeiten, zur Besetzung der zweiten Position
n — 1 Moglichkeiten und schlieBlich zur Besetzung
der k-ten Position noch n — k + 1 Moglichkeiten, wir
erhalten

n!
n-(n—l)~...~(n—k+l)=m

Moglichkeiten.

Fall (c): ohne Reihenfolge, ohne Wiederholung

Dieser Fall unterscheidet sich vom Fall (b) dadurch,
dass die Reihenfolge der k Elemente nicht mehr be-
riicksichtigt wird. Sei nun x die Anzahl der Kombina-
tionen k-ter Ordnung ohne Wiederholung und ohne
Beriicksichtigung der Reihenfolge. Nehmen wir an,
wir miissten die Reihenfolge in der Kombination doch
beriicksichtigen, so ergiben sich k! Moglichkeiten fiir
jede der x Kombinationen, also insgesamt x - k! Mog-
lichkeiten und wir erhalten Fall (b). Daraus resultiert
die Gleichung x - k! =

(=l beziehungsweise fiir x
n! _[n
n—rk-kt " \k)’
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Fall (d): ohne Reihenfolge, mit Wiederholung

Gegeniiber Fall (c) wird die Wiederholung wieder zu-
gelassen, wobei die Reihenfolge der Elemente wie in
Fall (c) unberiicksichtigt bleibt.

Ein Objekt kann nun bis zu k-mal ausgewihlt wer-
den. Dazu erginzt man aq,...,a, um k — 1 wei-
tere Objekte biy,...,b;_1, von denen jedes fiir
eine Wiederholung steht. Wird beispielsweise a1
als erstes Objekt ausgewihlt und j-mal wiederholt
(j = L,...,k — 1), so enthilt die entsprechende
Kombination die Objekte a1, b1, ..., b;. Wird ay erst-
mals als i-tes Objekt ausgewihlt und j-mal wieder-
holt (j = 1,...,k — i), so enthilt die Kombination
die Objekte ay, b;, ..., b; 4 j—1. Damit ist die Anzahl
von Kombinationen k-ter Ordnung aus n Objekten
at,...,an mit Wiederholung und ohne Beriicksich-
tigung der Reihenfolge gleich der Anzahl von Kom-
binationen k-ter Ordnung aus n + k — 1 Objekten
at,...,an,bi, ..., bg_1 ohne Wiederholung und oh-
ne Beriicksichtigung der Reihenfolge. Wir erhalten

den Fall ¢) mit
n+k—1
k
Mbglichkeiten.

Beispiel 1.10

a) Hat ein zehnkopfiger Aufsichtsrat aus seiner
Mitte einen ersten und einen zweiten Vorsit-
zenden sowie einen Schriftfithrer zu wéhlen,
so handelt es sich um eine Kombination drit-
ter Ordnung mit Berticksichtigung der Rei-
henfolge, aber ohne Wiederholung; ferner ist
n = 10. Damit gibt es 14! = 10-9-8 = 720
Moglichkeiten. '

b) In der Elferwette des FuBiballtotos sind elf
Spiele jeweils mit 1, 0 oder 2 zu tippen. Die
Reihenfolge der Spiele ist vorgegeben. In die-
sem Fall erhalten wir 311 = 177 147 mogli-
che Tippreihen.

¢) Im Zahlenlotto hat man 6 verschiedene aus
49 moglichen Zahlen anzukreuzen. Die Rei-
henfolge der Auswahl bleibt unberiicksichtigt.
Es ergeben sich

(%) = 13983816

Moglichkeiten.
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d) In einem Supermarkt sollen im Lauf ei-
ner Woche sechs Werbeaktionen erfolgen.
Zur Auswahl stehen Lautsprecherdurchsagen,
Handzettel- und Plakatwerbung. Wir erhalten
n = 3, k = 6. Damit gibt es keine Kom-
bination ohne Wiederholung. Mit Wiederho-
lung ergeben sich 3° = 729 Moglichkeiten,
falls die Reihenfolge der Aktionen eine Rol-
le spielt, andernfalls (3+271) = (2) = 28
Moglichkeiten.

1.5 Gleichungen mit einer Variablen

Beim Rechnen mit reellen Zahlen in den Abschnitten
1.1 und 1.2 wurden Symbole a, b, ¢, d, ... verwendet,
die stellvertretend fiir bestimmte Zahlen stehen, also
im konkreten Anwendungsfall vorgegeben sind. Man
nennt sie Konstanten oder Parameter. Sollen Symbo-
le, etwa x, y, ..., im Rahmen gewisser Bedingungen
einen oder mehrere zunichst unbekannte Werte anneh-
men konnen, so spricht man von Variablen. Werden
nun zwei Ausdriicke oder Terme, bestehend aus Kon-
stanten, Variablen und deren Verkniipfungen durch
algebraische Operationen, beispielsweise

ax2

a
B VT

mit einem Gleichheitszeichen = verbunden, so spricht
man von einer Gleichung. Zur Umformung einer Glei-
chung A = B mit den Termen A, B nutzt man folgen-
de Regeln:

a—}—x, ab—bz,

Rechenregel Gleichung A = B
Vertauschen der Seiten B = A4
Addition/Subtraktion A+C=B+C
eines Terms C A-C=B-C
Multiplikation/Division A-C = B-C
eines Terms C A/C =B/C

Tabelle 1.2: Umformung von Gleichungen
Wir behandeln zunichst lineare Gleichungen der Form

ax+b=0 (1.26)

mit x als Variable, a # 0, b als gegebene reelle Kon-
stanten. Die eindeutige Losung ist dann



1.5 Gleichungen mit einer Variablen

Beispiel 1.11

a) Aus
2x + (5x +6) =5—(2—4x)

folgt nach Zusammenfassung schrittweise

7x + 6 = 3 + 4x (Addition von —4x — 6)

3x =-3 (Division durch 3)
x=-1
b) Aus
2 3 =2
x+1 x x+1

folgt nach Multiplikation mit (x 4 1)x schritt-
weise

2x —=3(x +1) = —2x (Ausmultiplizieren)
2x —3x —3 = —2x (Addition von 2x + 3)

z=3

Sogenannte Verhdltnisgleichungen der Form

a C

b d
sind als lineare Gleichungen darstellbar, wenn drei
der vier Groen bekannt sind. In der Prozentrechnung
entspricht beispielsweise a dem Prozentwert, b dem
Grundwert, ¢ dem Prozentsatz (%) und d = 100.

Beispiel 1.12

a) 7200 von 15000 Studierenden einer Universi-
tét sind weiblich. Dann gilt:

p 7200 _ 720000

100 — 15000 15000

48% der Studierenden sind weiblich, 52%
ménnlich.
Der Preis fiir 500 g Kaffee sei 6 €. Bei einem

Wechselkurs von 1.3 (Dollar/Euro) ergibt sich
folgender Preis in Dollar:

= 48 (%)

b

=

L3 = X bzw. x = 6-1.3 = 7.8 (Dollar)

¢) 24 Lampen benétigen nach 80-stiindiger
Brennzeit 180 kW h. Fiir den kW h-Verbrauch
von 20 Lampen gleicher Stérke ergeben sich
bei 100-stiindiger Brennzeit

24-80 180

20-100 x
~20-100- 180
T 2480

bzw.

= 187.5kWh.
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d) Der Einkaufspreis eines Artikels betrigt 50 €,
der Verkaufspreis 65 €. Dann gilt fiir den pro-
zentualen Aufschlag:

65 — 50 X
= — bzw.
50 100
_ 100 - (65 — 50) - 30(%)
X = 50 = 0

e) Auf den Preis eines Gutes wird ein Rabatt
von 8 % gewiihrt, auf den verminderten Preis
zusitzlich 2.5 % Skonto- Der Kunde bezahlt
schliellich 8.97 €.

Fiir den urspriinglichen Preis erhalten wir

x 100 100
897  100—8 100—25
100 100
2 975
X-92-97.5 = 89700
x =10 (€).

Eine quadratische Gleichung ist gegeben durch

ax’>+bx+c=0 (1.27)

mit x als Variable, a # 0,b, ¢ als gegebene reelle
Konstante.

Mit Hilfe der binomischen Formeln

(u £ v)% = u? + 2uv + v? (1.28)
erhilt man schrittweise:
ax> +bx+c¢=0
2rbrpe=o

a

=0

%o
+
N}
8l
=
+
—~
8l
~—
|
—~
gl
¥
+
NI

xz—%:tﬁ b% — 4ac
1

x:—(—b:l: b% — 4ac
2a

Die sogenannte Diskriminante (b? — 4ac) ist entschei-
dend fiir die Art der Losung der quadratischen Glei-
chung. Eine reellwertige Losung kann nidmlich nur
existieren, wenn (b2 — 4ac) nicht negativ ist.
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Im Einzelnen existieren fiir

» b2 —4ac > 0 zwei reelle Lsungen

Xijy =

1
— (—b + V2 - 4ac) . (129
2a
» b2 —4dac = 0 eine ,zweifache* reelle Losung

b
X1=x2=—z,

» b% —4ac < 0 keine reelle Losung
der quadratischen Gleichung.

Beispiel 1.13
a) Fiir 3x2 + 4x +2 = O ist

b?—dac=4>—-4.6=-8<0,

also existiert keine reelle Losung.

b) Fiir 9x2 + 6x + 1 = 0 ist
b%—4ac =36—4-9=0,

es existiert eine zweifache reelle Losung

o

(S

X] =Xp = —

|
o0

¢) Fiir 8x2 — 6x + 1 = 0 ist
b? —dac =36—4-8=4>0,
es existieren zwei reelle Losungen

5

X1 =1(6+2) =
X2 = 1(6-2) =

1
2
1
4

Im Zusammenhang mit dem Potenzieren, Radizieren
und Logarithmieren haben wir unterschiedliche nicht-
lineare Potenz- bzw. Exponentialgleichungen kennen
gelernt, die jeweils unter gewissen Voraussetzungen
reelle Losungen besitzen.

Seien a, b Konstanten und x die Variable, fiir die im
Rahmen der jeweiligen Gleichung eine Losung ge-
sucht wird. Damit fassen wir die auftretenden Fille in
der folgenden Tabelle 1.3 zusammen:

Kapitel 1 Grundlagen der Arithmetik

Potenz- bzw. Exponential-  reelle Losungen

gleichungen existieren, falls
x=ab a > 0,b reell
a<0,b=§l)
a=0,b>0
b a > 0,b reell
X —aoderl a=0b#0
[ Y ~
x=Xa=av a<0,b=§l)
b* = a oder x = logy a a>0,
b >0,
b#1

) Dabei gilt fiir g jeweils: p ganzzahlig, g
ungerade, also g = £1, £3, ... und g gekiirzt

Tabelle 1.3: Existenz von Lisungen fiir Potenz- und
Exponentialgleichungen

Fiir Potenz- und Exponentialgleichungen allgemeiner
Art ergdnzen wir in Tabelle 1.4 die in Tabelle 1.2 an-
gegebenen Rechenregeln:

Rechenregel Gleichung A = B
Potenzieren mit A" = B"

n natiirlich

Radizieren mit n natiirlich, W = W
A, B>0

Potenzieren mit reeller ad = 4B

Basisa > 0,a # 1
Logarithmieren mit reeller
Basis a > 1 sowie

A,B >0

log, A =logy B

Tabelle 1.4: Umformungen von nichtlinearen
Gleichungen



1.5 Gleichungen mit einer Variablen

Beispiel 1.14

Fiir
Vx—24+4=x

erhilt man nach der Subtraktion von 4 schritt-
weise:

Vx—-2=x-—4 (quadrieren)
x —2=x2—8x + 16 (Addition von —x + 2)

0=x%—9x+18
(Losen der quadratischen Gleichung)

x:%(%m):%(%s)

X1 =6, xp=3

Die Rechenprobe zeigt fiir x; = 6
V6—-2+4=24+4=06
beziehungsweise fiir x, = 3

V3T244=1+4#£3.

Wir erhalten also nur eine Losung x1 = 6.

Beispiel 1.15

Fiir
x2—-1=1

erhilt man durch Potenzieren mit 3:

Z-1=13=1 (Addition von 1)
x2=2
5 = x/i, Xy = —/7
Die Rechenprobe

W(iﬁ)z—l — A= =1

bestitigt beide erhaltene Losungen

x1=\f2 und x2=—\/§.

13

Beispiel 1.16

Fiir die Exponentialgleichung

2 . 32)6—1 — 7 . 3.x+1
erhilt man nach Logarithmieren schrittweise:

logz 2 + (2x — 1) log; 3
=logz 7+ (x + 1)log; 3 (logz3=1)

2x—-1-1—-(x+1)-1
=logy 7 —log; 2
(Rechenregeln fiir Logarithmen)

_In7 2 In7-In2 In7/2
" I3 W3 I3 I3
_In72
" In3

3F =

+2~3.14...

Die Rechenprobe 2 - 3°28 ~ 661 ~ 73414
bestitigt die Losung.

Beispiel 1.17
Die Gleichung

InQ2x + 1) =2

ergibt nach Potenzieren mit der Basis e:

2x + )2 =¢? (Quadratwurzel)
2x + 1 = +e
=5 =5

Die Rechenprobe liefert
In(te — 1+ 1)? = In(+e)? =2

und bestétigt damit beide Losungen x1, x5 fiir die
obige Gleichung.

Anhand dieser Beispiele fassen wir das Vorgehen bei
derartigen Gleichungen zusammen:

1. Eliminieren der Potenzen durch Radizieren oder
Logarithmieren (Beispiel 1.16, 1.17) beziehungs-
weise Eliminieren von Wurzeln oder Logarithmen
durch Potenzieren (Beispiel 1.14, 1.15)

2. Losen der Gleichung, falls moglich

3. Uberpriifen der Losung durch eine Rechenprobe
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1.6 Ungleichungen mit einer Variablen

Neben dem Gleichheitszeichen = existieren fiir den
Vergleich von Zahlen oder Termen weitere Symbole.
Es bedeuten:

a#b: a ist ungleich b
a (<) b: a ist kleiner (oder gleich) b
a (>) b: a ist groBer (oder gleich) b

Zur Umformung einer Ungleichung A < B mit den
Termen A, B nutzt man unter anderem die Regeln in
Tabelle 1.5.

Rechenregel Ungleichung A < B
Vertauschen der Seiten B>A
Addition/Subtraktion A+C<BxC
eines Terms C

Multiplikation/Division A-B<B-C
eines Terms C > 0 A/C <B/C
Multiplikation/Division A-B>B-C
eines Terms C < 0 A/C > B/C

Tabelle 1.5: Umformung von Ungleichungn

Entsprechend zu (1.26) besitzt die lineare Ungleichung

ax+b =<0 (1.30)

mit x als Variable, a # 0, b als gegebene reelle Kon-
stanten die Losung

b b
X <——fira>0 bzw. x> ——fira<2O0.
a a

Wir betrachten nun Ausschnitte reeller Zahlen zwi-
schen Werten ¢ und b mit » > a. Dann verwendet
man die Schreibweise

la, b] fur ein abgeschlossenes Intervall,
fallsa < x < b,
(a, b) fiir ein offenes Intervall, fallsa < x < b,
(a, b] fiir ein linksseitig offenes und rechtsseitig
abgeschlossenes Intervall, fallsa < x < b,
la, b) fiir ein linksseitig abgeschlossenes und
rechtsseitig offenes Intervall,
fallsa < x < b.

Entsprechend dazu enthalten die Intervalle

(—o0, b] alle reellen Zahlen mit x < b,
(a, 00) alle reellen Zahlen mit x > a,
(—00, 00) alle reellen Zahlen, also —0o < x < o0.
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Fiir @ = b besteht das Intervall [a,b] = [a,a] aus
einem Wert x = a, fiir a > b enthilt das Intervall
[a, b] keine Werte.

Beispiel 1.18
Zur Losung der Ungleichung
x+1 1
> p—
x—2 2

mit x # 2 unterscheiden wir zwei Fille:

D x>2: 2+ 1) >x—2
2x +2>x—2
x> —4

Aus x > 2 und x > —4 ergibt sich x > 2.

I x<2: 2x+ 1) <x =2
2x+2<x—-2
x < —4

Aus x < 2 und x < —4 ergibt sich x < —4.

Gesamtlosung: x liegt entweder im Intervall
(—o00, —4) oder in (2, c0)

Arbeitet man nur mit der Addition bzw. Subtraktion,
kann man zur Losung von Bruchungleichungen in
manchen Fillen auf Fallunterscheidungen verzichten.

Beispiel 1.19
Fiir die Ungleichung

2 1

<
x—1"7"x+1

mit x # =£1 ergeben sich folgende gleichwertige
Darstellungen:
2 1
— <0
x—1 x4+1-
2-x+1)—=1-(x—=1) _
x—Dx+1 -
2x+2—x+1
(x—DHx+1
x+3 <0
(x=Dx+1)

Damit sieht man unmittelbar durch Betrachtung
der Vorzeichen der einzelnen Faktoren in Zihler
und Nenner, dass x aus dem Intervall (—oo, —3)
oder aus (—1, 1) die Ungleichung 16sen.
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Der Betrag oder Absolutbetrag einer reellen Zahl a

a fir a>0

la| = (1.31)

—a fir a<0

ist auf der Zahlengeraden als Abstand vom Nullpunkt
interpretierbar. Es gilt:

—la| = a <la| = |-q]

la + b| < |a| + |b|

la —b] < |al - |b] (1.32)
lab] = |a| - |b|
la:b| = la| :|b]
Beispiel 1.20

Gesucht sind alle x, die die Betragsungleichung
|[x =2| < |x|+1
erfiillen. Es ergeben sich 3 Fille:
D x>2:
X—2<x+4+1bzw.0 <3,
also fiir alle x > 2 16sbar
I 0<x<2:
2—x<x+1bzw. 1 <2x,
also % <x
1) x < 0:
2—x<-—x+1bzw.2<1,
also unlosbar

Wir erhalten im

Fall I) die Losung x > 2 und im
Fall IT) die Losung 1 < x < 2.

Damit ist die Ungleichung l6sbar fiir alle x mit

1

X = =.
-2

Beispiel 1.21
Auch die Losung der Gleichung
% =p 1l 1
| | =—+1 (x#0)
x| x

erhélt man durch Fallunterscheidung:

15

D x>0:
x+1=1+x
gilt fiir alle reellen x

I —-1<x<0:
x+1=—-1—-xbzw.x = —1
I x < —1:
—(x+1)=—-1—x
gilt fiir alle reellen x

Wir erhalten im

Fall 1) die Losung x > 0, im
Fall II) die Losung x = —1 und im
Fall III) die Losung x < —1.

Damit ist die Ungleichung 16sbar fiir alle x aus
dem Intervall (—oo, —1) oder (0, 00).

Wir betrachten nun quadratische Ungleichungen der

Form

ax?+bx+c¢>0 (<0) (1.33)

mit x als Variable, a # 0, b, ¢ als gegebene reelle
Konstanten. Nach (1.27) besitzt die zugehdorige Glei-
chung

I) zwei verschiedene reelle Losungen xp,xp mit
X1 > xp fiir
b —4ac >0,
1) eine ,;zweifache* reelle Losung x1 = x» fiir

b% —dac =0,

III) keine reelle Losung fiir

b% —4ac <0.

Fiir die gegebene Ungleichung orientiert sich die Lo-
sung am Koeffizienten der hochsten x-Potenz, also am

Wert a. Dann gilt fiira > 0 (@ < 0) in Abhingigkeit

der Losungen fiir die zugehdrige Gleichung

D ax?2+bx+c>0 (<0)
fiir x > x1 und fiir x < x»
ax2+bx+c<0 (=0)
fir x, <x <x1,
(1.34)
I ax?2+bx+c¢>0(<0)
fiir alle reellen x ,

) ax?2+bx+c>0(<0)
fiir alle reellen x .
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Beispiel 1.22

a) Fiir 3x2 + 4x + 2 = 0 existiert keine reelle
Losung (Beispiel 1.13a). Damit gilt

3x24+4x+2>0
fiir alle reellen x (Fall III).

b) Fiir 9x2 + 6x + 1 = 0 existiert eine zweifa-
che reelle Losung x = —% (Beispiel 1.13b).

Damit gilt 9x2 +6x +1 > O fiir alle x # —3
(Fall ID).

¢) Fir —x2 +1 = —(x 4+ 1)(x — 1) = 0 existie-
ren zwei reelle Losungen x1 = 1, x = —

mit x; > xp. Damit gilt nach Fall I)
—x24+1<0 firx>lundx <—1

—x24+1>0 fir—1<x<1

Abschliefend behandeln wir exemplarisch einige
Waurzel- und Exponentialungleichungen.

Beispiel 1.23
Fiir /x — 2 + 4 = x erhilt man die Losung
x=6. (Beispiel 1.14)

Fiir x > 6 wichst die linke Seite der Gleichung
schwicher als die rechte Seite. Damit gilt mit

Vx—=2>0
Vx—-24+4<x
Vx—-24+4>x

Fiir x<2 gibt es keine Losung der Ungleichungen

VX —244<x bzw. ¥V/x —24+ > x.

bzw. x > 2
fir x > 6 bzw.

fir2 <x <6

Beispiel 1.24

Fiir ¥/x2 — 1 = 1 erhilt man nach Beispiel 1.15
die L6
ie Losungen s

Bei konstanter rechter Seite wichst die linke Seite
der Gleichung mit wachsendem x2. Damit gilt

Vx2—1>1 V2
<2
\/3x2—1§1 fir —v2<x <2
Somit gilt fiir alle reellen x # ++/2 entweder

Vx2—1>1 oder ¥x2—-1<1.

fiir x

v

A

und fiir x
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Beispiel 1.25
Fiir 1 4+ ¥ = e**! erhilt man:
1+e¥=e" ¢!
l=¢*-el —¢*
l1=¢e"e—1)
(e—1)"1=¢*
In(e — 1)_1 =Fy

—Ine—1)=x<0
Fiir 1 + ¥ < e*T! erhilt man nach geeigneten
Umformungen —In(e — 1) < x.
Entsprechend folgt aus 1 + ¢* > e*+1
—In(e—1) > x.
Damit gilt fiir die reellen x # — In(e—1) entweder
1+e" <e¥t! oder 14¢% >e*t!,

Fir 1 4+ e* > X1 ist x stets negativ.
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Grundlagen der Geometrie

In diesem Kapitel stehen die Grundlagen der Geo-
metrie im Mittelpunkt. Dabei geht es um ebene so-
wie rdumliche Geometrie, Trigonometrie und einige
Aspekte der analytischen Geometrie der Ebene.

2.1 Ebene Geometrie

Ausgangspunkt sind die Begriffe

Punkt: A

Strecke mit Begrenzungspunkten: 4 B

Gerade: -
Linie: e
B p
Kreislinie: O Winkel: C A
D

Ein Punkt P, der in A beginnend sich auf der Kreisli-
nie im Gegenuhrzeigersinn bewegt, beschreibt einen
Winkel «. Wir vereinbaren das Gradmaf

0° fir P = A

90° fir P =B
o =

180° fir P =C

270° fir P = D

Fiir einen vollen Umlauf von P auf der Kreislinie gilt
a = 360°. Ferner spricht man von einem

spitzen Winkel fiir o aus (0, 90°) (1)
rechten Winkel fiir o = 90° ()
stumpfen Winkel fiir & aus (90°, 180°) (<)
gestreckten Winkel fiir « = 180° ()
vollen Winkel fiir o« = 360° (&)

DOI: 10.1515/9783110475333-002

Zwei unterschiedliche Geraden der Ebene verlaufen
entweder parallel oder sie besitzen einen Schnittpunkt
wie in Abbildung 2.1 ersichtlich.

B1 an

X1/ B,

Abbildung 2.1: Zwei parallele Geraden (links) und
zwei Geraden mit Schnittpunkt

Fiir die dabei auftretenden Winkel im Schnittpunkt
von Geraden gilt

a1+ p1 =02+ P2 =180°, a1 =02, f1=P2.

Zwei Geraden heillen senkrecht zueinander oder or-
thogonal, falls @y = ap = 1 = P2 = 90°.

Schneiden sich drei Geraden einer Ebene paarweise,
so erhalten wir ein Dreieck (Abbildung 2.2) mit den
Ecken oder Eckpunkten A, B, C, den Seiten a, b, ¢ und
den Winkeln «, 8, y.

Abbildung 2.2: Aligemeines Dreieck

Dabei gilt stets:

a+pB+y=180°,
a<b+4+c,b<a+c,c<a+b.

Je nach dem grofiten Winkel unterscheidet man spitz-
winklige, rechtwinklige und stumpfwinklige Dreiecke.
In einem gleichschenkligen Dreieck sind zwei Seiten
gleich lang, in einem gleichseitigen Dreieck alle drei
Seiten.

17
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Fiir ein rechtwinkliges Dreieck z.B. mit y = 90° in
Abbildung 2.2 gilt der Satz des Pythagoras:

a?+b% =2 2.1
Wihrend der Umfang eines beliebigen Dreiecks mit
u = a + b + ¢ einfach zu berechnen ist, benttigen
wir fur die Fliche den Begrift der Hohe, d.h. einer
Strecke, die von einer Ecke ausgehend orthogonal zur
gegeniiber liegenden Seite bzw. deren Verldngerung
ist (Abbildung 2.3).

Abbildung 2.3: Héhen in einem stumpfwinkligen
Dreieck

Dann gilt fiir die Fldche

F = Yahg = Lbhy = Lehe . 2.2)

Eine von vier Strecken begrenzte Fliche der Ebene
hei3t Viereck (siehe Abbildung 2.4) mit den Ecken
A,B,C,D , den Seiten a, b, c,d und den Winkeln
o, B, y.6.

Abbildung 2.4: Aligemeines Viereck

Da sich ein Viereck stets in zwei Dreiecke zerlegen

ldsst, gilt fiir die Winkelsumme o + 8 +y +8 = 360°.

Der Umfang ista +b +c¢ + d.

Ein Viereck mit zwei parallelen Seiten heifit 7Trapez
mit der Flache

F=%(a+c)h.

Kapitel 2 Grundlagen der Geometrie

Dabei sind a, ¢ parallel und die Hohe / entspricht dem
Abstand von @ und c.

Ein Viereck mit je zwei parallelen Seiten heif3t Paral-
lelogramm mit der Fliche

F =ah,.

Dabei ist a eine beliebige Seite und die Hohe /4, der
Abstand zwischen @ und der dazu parallelen Seite.

Ein Viereck mit den Seiten ¢ = ¢ und b = d sowie
a = f =y =35 = 90° heibt Rechieck mit der Fliche

F=ab.

Dabei sind die Seiten a, b orthogonal. Ein Rechteck
mit vier gleich langen Seiten heifit Quadrat mit der
Fliche F = a?2.

Ein von n > 3 Strecken begrenzte Fliche der
Ebene heilit n-Eck mit einer Winkelsumme von
(n —2) - 180°. Sind alle Begrenzungsstrecken gleich
lang und alle Winkel gleich groB3, so spricht man von
einem regelmdfligen n-Eck.

Beispiel 2.1

Der dargestellte Weg (Mafle in Metern) von einem
Meter Breite soll mit rechteckigen Steinen, die
20 cm lang und 8§ cm breit sind, gepflastert werden.

2 2 2 25 1.6

1.6 1
24 2 23 1.2

Fiir Verschnitt, Abfall etc. ist ein Zuschlag von 5 %
zu rechnen. Gesucht ist die Anzahl der benétigten
Steine.

Fiir die Wegfldche gilt (von links gerechnet):

12+16)-1+12+24-1

(Trapez) (Trapez)
. 2.5-1
(Parallelogramm)  (Rechteck)
+11.6+12)-1
(Trapez)

=18+42242+25+1.4=99(m?
Die Anzahl der Steine mit Zuschlag betridgt
9.9 —
00502 - 1.05 = 649.6875

Damit werden aufgerundet 650 Steine benétigt.



2.1 Ebene Geometrie

Beispiel 2.2

Ein rechteckiges Haus ist 12 Meter lang, 8 Me-
ter breit, 7 Meter hoch (ohne Dach). Fiir eine Tiir
entfallen an den AuBenwinden 2m?, fiir 7 Fenster
jeweils 2.5m? und fiir weitere 5 Fenster pro Fens-
ter 1.5m2. Gesucht ist die kg-Menge an Farbe fiir
einen Fassadenanstrich, wenn 1kg Farbe fiir 8m?
reicht. Fiir die Fassadenfldche errechnen wir

2 1D-T DB T =D —T-2.5-5-1.5
=280 —27 = 253 (m?).

Damit ergibt sich fiir die benttigte Farbmenge
253 : 8 = 31.625 (kg).

Die Menge aller Punkte der Ebene, die von einem
Punkt M den gleichen Abstand r haben, heiit Kreis
mit dem Mittelpunkt M und dem Radius r. Mit
7w ~ 3.14159 betrigt der Kreisumfang 2r 7 und die
Fliche r27 fiir beliebiges r > 0.

Eine Gerade, die den Kreis schneidet, heilit Sekante,
die entsprechende durch den Kreis begrenzte Strecke
Sehne. Eine Sehne durch den Mittelpunkt entspricht
dem Durchmesser 2r des Kreises. Eine Gerade, die
den Kreis in einem Punkt beriihrt, heillit Tangente
(Abbildung 2.5).

Tangente

L

Sehne

‘ / Sekante

Abbildung 2.5: Sehne, Sekante, Tangente eines Kreises

Ferner erhilt man sogenannte Kreissektoren und Kreis-
segmente (Abbildung 2.6) in Abhéngigkeit eines Mit-
telpunktswinkels «. Offenbar besteht zwischen dem
Bogen b und dem Winkel o der Zusammenhang

b o o
— =— bzw. b= — 2rm
2rmr 360 360
Fiir den Fldcheninhalt F des Kreissektors gilt entspre-
chend
F o a5 br

—— =— bzw. F=—-1r‘n=—. 24
2r 360 360 2

(2.3)
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Abbildung 2.6: Kreissektor und Kreissegment zum
Mittelpunktswinkel o

Die Fliche eines Kreissegments ergibt sich schlieSlich
aus der Differenz der Fliche eines Kreissektors und
eines gleichschenkligen Dreiecks.

Beispiel 2.3

Wir nehmen an, die Erde sei eine ideale Kugel mit
dem Radius . Um die Erdkugel werde am Aqua-
tor ein Kabel gelegt, das 5 Meter lidnger als der
Erdumfang ist. Fiir den Fall, dass das Kabel iiber-
all den gleichen Abstand von der Erdoberfliche
hat, ist dieser Abstand zu berechnen.

Der Erdumfang sei 2r . Damit gilt:

2rm +5=2(r +x)m

bzw. 5 =2xm bzw. x ~ 0.8m

Das Ergebnis x ~ 0.8 m ist iiberraschenderweise
unabhéngig vom wahren Radius der Erde.

Beispiel 2.4

In einem Kreis mit dem Radius r ist die Flache
F des Kreissektors S fiir @ = 90° zu berech-
nen. Man bestimme ferner einen Kreis K, dessen
Fldache mit F identisch ist. Das Verhaltnis der Um-
fange von K und S ist anzugeben.

90rr?  nr? 2 r
= = — =x"m bzw. x =
360 4 2

Damit ist x = % der Radius von K. Das gesuchte
Umfangverhiltnis betrdgt

2.-5m _rm 2%
e
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2.2 Raumliche Geometrie

In diesem Abschnitt stellen wir in den Abbildungen 2.7
bis 2.13 wichtige Gebilde im dreidimensionalen Raum
graphisch dar und geben dazu einige Kenngréen an.

Volumen
c
7 b Oberflache

O = 2ab + 2ac + 2bc
Abbildung 2.7: Quader mit Seitenliingen a, b, ¢
Volumen
V =a3
Oberfliche
0 = 6a®
Abbildung 2.8: Wiirfel mit Seitenlinge a

Volumen
V =Gh

Mantelfliche
M =Uh

Oberfliche
0=2G+Uh

Abbildung 2.9: Prisma mit dreieckiger Grundfliche G
und U als Umfang des Grunddreiecks

Volumen
V =1Gh

Oberfliche
O0=G+7D

Abbildung 2.10: Pyramide mit siebeneckiger
Grundfliiche G und sieben Seitendreiecken mit
Jeweils der Fliche D

Volumen
V=Gh=r%*z-h

Mantelfliche
M =2rm-h

Oberfliche
O =2rrh+2rn

Abbildung 2.11: Kreiszylinder mit Radius r

Kapitel 2 Grundlagen der Geometrie

Mantelfliche
M =mnrs

(mit s = /r2 + h2)

Oberfliache
O =unrs+r’n

Abbildung 2.12: Kreiskegel mit Radius r

Volumen

V= %r3n

Oberflache
0 =4r%g

Abbildung 2.13: Kugel mit Radius r

Beispiel 2.5

1000 m Kupferdraht (Dichte 8.8 g/cm?) wiegen
5 kg. Man berechne den Durchmesser.

5000g = 8.8¢g/ cm® - Volumen Kreiszylinder
=8.8g/cm’ - r2 - 100000 cm
bzw.
2 s 2 2
= ———cm~ = 0.0018cm
100 - 8.87
bzw.

2r = 0.085cm = 0.85 mm

Der Kupferdraht hat einen Durchmesser von
0.85 mm.

Beispiel 2.6

Aus einem Wiirfel mit der Seitenlédnge @ = 10 cm
wird eine Kugel mit dem Radius r = 5 cm heraus-
geschnitten. Dann besitzt der Abfall das Volumen

V =1000cm® — § - 1257 cm?
=476.4cm’ .

AbschlieBend behandeln wir wichtige Schnitte durch
einen Kegel und erhalten daraus die bekannten Kegel-
schnitte in Abbildung 2.14.



2.3 Trigonometrie

Parabel
Hyperbel

Abbildung 2.14: Kegelschnitte

Die Verbindungsstrecke einer Kegelspitze mit dem
Kreismittelpunkt ist die Rotationsachse des Kegels.
Ein gerader Schnitt durch den Kegel lidngs der Rotati-
onsachse ergibt ein Dreieck (Abbildung 2.15).

\d c

Abbildung 2.15: Kegelschnitte in Abhcingigkeit des
Schnittwinkels zur Rotationsachse

Damit ergeben sich die in Abbildung 2.14 skizzierten
Gebilde in Abhéngigkeit der Schnittwinkel «, 8,8, y
und zwar (Abbildung 2.15)

fiir @« = 90° (Schnitt @) ein Kreis,
fiir e < B < 90° (Schnitt b) eine Ellipse,
fiir y = ¢ (Schnitt ¢) eine Parabel,

fiir 0 < § < ¢ (Schnitt d) eine Hyperbel.
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Wir gehen von einem Kreis mit Radius > 0 aus und
variieren den in Abbildung 2.16 angegebenen Win-
kel a zwischen 0° und 360°. Entsprechend bewegt
sich der Kreisbogen zwischen 0 und 2rw (Kapitel 2.1).
Man bezeichnet « als Gradmaf3, x als Bogenmaf; des
Winkels.

A
— =P

Q —
Y

Abbildung 2.16: Trigonometrie am Kreis

Fiir r = 1 erhélt man den Zusammenhang entspre-
chender Werte aus Tabelle 2.1:

GradmaB firae 0 30 45 60 90

b4 b4 b4 bid
Bogenmal x 0 — - - -
6 4 3 2
Gradmaf furee 135 180 225 270 360
3n St 3w
= ox = =
4 4 2

Bogenmal x 27

Tabelle 2.1: Grad- und Bogenmafie von Winkeln

Ausgehend von Abbildung 2.16 bezeichnen wir mit
den Quotienten

b
sinx = — den Sinus von x,
r
a .
cosx = — den Kosinus von x,
r
b
tanx = — (a #0) den Tungens von x,
a
a
cotx = 5 (b #0) den Kotangens von x. (2.5)

Analog bezeichnet man fiir den Winkel im Gradmaf}
sin o als den Sinus von «, entsprechend cos «, tan «,
cota.
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Offenbar variieren die Sinus- und Kosinuswerte im
Intervall [—1, 1], die Tangens- und Kotangenswerte in
(—00, ). Ferner gelten folgende Beziehungen, wo-
bei jeweils der Winkel im Bogenmalf (x) durch einen
Winkel im Gradmal («) ersetzt werden kann:

b2 2

2 a
X =—+
2 72

b2 +a?

= — =1
r2

sin? x + cos

sin x

tanx = s
Ccos X

cos X 1
cotx = — = —
sin x

Fir0 <o <90°bzw. 0 < x < % lassen sich mit
Hilfe von Abbildung 2.16 und (2.5) weiter folgende
Identititen ableiten:

sinx = cos (% —x) ,
cosx = sin (% — x)
tanx = cot(% —x) ,
cotx = tan (5 — x) 2.7)
sinx = sin(zw — x),
cosx = cos(2m — x)
tanx = tan(w + x),
cotx = cot(mw + x) (2.8)
—sinx = sin(w + x) = sin(2wr — x)
—cosx = cos(mwr — x) = cos(mw + x)
—tanx = tan(wr — x) = tan(2w — x)
—cotx = cot(wr — x) = cos(2mw — x) (2.9)
Ferner gilt fir ganzzahlige Werte k = £1,£2,...:
sinx = sin(x + 2km),
cosx = cos(x + 2km),
tan x = tan(x + k),
cotx = cot(x + k) (2.10)

Wir konnen uns damit bei der Berechnung von Sinus-,
Kosinus-, Tangens- und Kotangenswerten auf Winkel
im Intervall [0, 5] beschrinken. Wir fassen einige
wesentliche Werte in Tabelle 2.2 zusammen.
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GradmaB o 0° 30° 45° 60° 90°
Bogenmal} x 0 % % % %
i 1 A2 3
sin o 0 5 =5 1
coso 1 @ % % 0
tan o 0 «/TE 1 V3 oo
cota 0o 3 1 4 0

Tabelle 2.2: Spezielle Werte von sin x, cos X, tan X,
cotx mit 0° < ot <90°bzw. 0 < x < 5

Fiir alle Winkel zwischen 0° und 90° sind die in (2.5)
angegebenen Quotienten positiv. Offenbar wechseln
die Vorzeichen der trigonometrischen Ausdriicke zwi-
schen 90° und 360°. Mit Hilfe von Abb. 2.16 bzw.
(2.8), (2.9) erhilt man hierzu Ergebnisse, die in Tabel-
le 2.3 zusammengestellt sind. Das entsprechende Feld
bleibt in dieser Tabelle fiir den Fall frei, dass der Nen-
ner eines Quotienten 0 wird, der Quotient also nicht
definiert ist. Ferner ergeben sich fiir Winkel der Form
o’ = o + 360° die selben Winkel wie fiir o« (2.10).

o sine  cosa tana cota

0° 0 1 0
(0,90°) + + + +
90° 1 0 0
(90°, 180°) + - - -

180° 0 -1 0
(180°,270°) — - + +
270° -1 0 0
(270°,360°) — + - -

360° 0 1 0
(360°,450°) + + +
450° 1 0 0

Tabelle 2.3: Vorzeichen und Werte von sin &, cos ¢,
tan o, cote

Ferner sind folgende Formeln, bekannt als sogenannte
Additionstheoreme niitzlich:

sin(x £ y) = sinx cos y £ cos x sin y
cos(x £ y) =cosxcosy Fsinxsiny  (2.11)

sinx +siny = 25in¥cos%
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sinx —siny = ZCosﬂ sin 2y
cosx 4+ cos y = 2cos ;y cos 5%
CosX —cosy = —2 sinﬂsmTy (2.12)

AbschlieBend zitieren wir zwei wichtige Sitze. In ei-
nem Dreieck mit den Seiten a, b, ¢ und den jeweils
gegeniiberliegenden Winkeln «, g, y gilt

a:b:c=sinx

der Sinussatz: :sinf :siny
(2.13)
der Kosinussatz:  a®> = b% + ¢ — 2bc cosa
b? = a® + ¢% —2accos B
c? =a® +b* —2abcosy
2.14)
Beispiel 2.7
a) sin2« = sin(a + «)
= sina cos & + cos & sina
= 2sino cos o
b) cos2a = cosacosa — sina sina
= cos? o —sin® &
¢) sin15° = sin(60° — 45°)
= sin 60° cos 45° — cos 60° sin 45°
V3 V21 V2
T2 2 2 2
V62
- 4
d) cos 105° = —cos 75°
= —sin 15°

- LA

e) sin15° —sin75° = 2 cos 45°sin(—30°)

A
2 2
V2
-T2
f) Fira = B =45°, y =90°, ¢ = /2 gilt
sine_a
sin B _5_1’
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alsoa = b und

c2—a?—b% = ¢®>—24% = —2abcosy = 0.
Damit gilt a = 1. Wir erhalten ein gleich-
schenklig-rechtwinkliges Dreieck mit den Sei-
ten

a=b=1, 2 =a? + b2

c:ﬁ,

2.4 Analytische Geometrie der Ebene

Ausgangspunkt ist hdufig ein kartesisches Koordina-

tensystem mit zwei senkrecht zueinander stehenden

Achsen, der Abszissenachse x als horizontaler Zah-

lengeraden und der Ordinatenachse y als vertikaler
Zahlengeraden. Der Schnittpunkt der Achsen heif3it

Nullpunkt oder Ursprung. Fiir jeden Punkt der Ebene

erhilt man durch senkrechte Projektion auf die bei-
den Achsen einen Abzissen- oder x-Wert und einen
Ordinaten- oder y-Wert. Man spricht von den Koordi-
naten des Punktes.

Allgemein kann man auf diese Weise jedem Punkt

der Ebene ein Zahlenpaar (x, y) und umgekehrt je-

dem Zahlenpaar einen Punkt der Ebene zuordnen. Die
Punkte (x, 0) liegen auf der Abszissenachse, die Punk-
te (0, y) auf der Ordinatenachse, der Punkt (0, 0) ent-

spricht dem Nullpunkt.

Beispiel 2.8
In Abbildung 2.17 erhilt man beispielsweise die
Zuordnungen:

(x,y) = (2, 1.5) fiir Punkt A
(x,y) = (=2, 1) fiir Punkt B

(x,y) = (0,—0.5) fiir Punkt C
Ordinate y
-2
,,,,,,,, 14
|
B NN B |
[ I
[ I
: | Abszisse x
_'2 _'1 | é é
¢

Abbildung 2.17: Punkte im kartesischen
Koordinatensystem
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Eine Strecke AB ist durch die direkte Verbin-
dung zweier Punkte A, B mit den Koordinaten
(a1,az), (b1, bs) bestimmt (Abbildung 2.18).

Y

az

b>

Abbildung 2.18: Strecke als Verbindung zweier Punkte

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras (2.1) erhdlt man
fiir die Liinge d der Strecke AB

d=\Jla—bp +@—b2. @15

Ferner ist die Steigung s der Strecke AB erklirt durch
den Quotienten

s=2zaz 2.16)

b1 —a1
Jede Strecke ist Teil einer Geraden, diese erhilt man
durch Verldngerung der Strecke nach beiden Seiten.
Betrachtet man die Gleichung ax + by +c¢ = 0, in der
a und b nicht gleichzeitig 0 sind, so charakterisieren
alle Losungen (x, y) der Gleichung eine Gerade im
x-y-Koordinatensystem, und jeder Geraden der Ebe-
ne kann umgekehrt eine lineare Gleichung der Form
ax + by + ¢ = 0 zugeordnet werden.

Beispiel 2.9
Den linearen Gleichungen
D x -y + 1 =0
m x - 2 =0
m x + 2y — 4 = 0

entsprechen die Geraden I, II, III in
Abbildung 2.19.

yll

11 @peI1en
$

g

1
S KA 7
o 1
@_b / /8 4;

9)
St T 12 x

Abbildung 2.19: Geraden zu 1), II), III)

Kapitel 2 Grundlagen der Geometrie

Eine Gerade der Ebene ist durch zwei verschiedene
Punkte A = (a1,a2) und B = (b1, b3) eindeutig
bestimmt. Man erhilt die Zweipunkteform der Geraden
durch

y—ax br—a

x—ai bi—ay

=s fallsay # by,

falls ay = by,
az # by.

X =ai
(2.17)

Daraus folgt fiir a1 # by

(y —az) —s(x —ap)
=—sx+y+say—ax =0,

also die urspriingliche Form ax + by + ¢ = 0 mit

a=-s, b=1, c¢=sa1—ap.

Fira; = by und ap # by hat man mit x = a bereits
die Formax + by +c=0mita=1, b =0, ¢ =
—ai .

Lost man die Gleichung ax + by 4+ ¢ = 0 nach y auf,
also

(b #0), 2.18)

_a c

YT T
so spricht man von der kartesischen Normalform. Der
Wert —a /b charakterisiert die Steigung der Geraden
und der Wert —c /b gibt den Schnittpunkt der Gera-
den mit der Ordinatenachse an und hei3t Ordinatenab-
schnitt.

Fiir den Fall, dass @ und b nicht beide gleich O werden,
erhalten wir einige Spezialfille der Geraden ax+by +
¢ = 01in Tabelle 2.4.

Konstanten Gleichung Verlauf

a=0b#0 by+c=0

parallel zur

x-Achse
a#0,b=0 ax+c=0 parallel zur
y-Achse
c=0 ax +by =0 enthilt
0,0)

Tabelle 2.4: Spezielle Geraden in der Ebene



2.4 Analytische Geometrie der Ebene

Wir betrachten nun zwei Geraden der Ebene mit den
Gleichungen

a1x +b1y+c1 =0, axx+byy+cy=0

und fragen nach moglichen Schnittpunkten. Dabei un-
terscheiden wir drei Fille:

a) Es existiert genau ein Schnittpunkt, wenn die Stei-
gungen s1, s2 der Geraden verschieden sind, z. B.
fir by #£ 0,03 #0

al an

s1 £ sy bzw. — — #£——
b1 by

bzw. a1b2 7& a2b1 .

Fiir den Schnittpunkt berechnet man

bac1 —bica  ajcr —azey
(x,y) = , .
azby —aiby’ azby —aibs

b) Die Geraden sind identisch und besitzen damit un-
endlich viele Schnittpunkte, wenn die Steigungen
s1, 52 und die Ordinatenabschnitte 71, ¢, iiberein-
stimmen, z. B. fiir by # 0, b2 # 0

ai az
S1 = 852 bzw. —_— —_
b1 b2
bzw. a1b2 = azbl ’
1 2
t1 =t bzw. —_— ==
by by
bzw. c1by = caby

¢) Die Geraden sind parallel und besitzen keinen
Schnittpunkt, wenn die Steigungen s1, 57 iiber-
einstimmen, die Ordinatenabschnitte #1, 72 jedoch
verschieden sind, z. B. fiir by # 0, b3 # 0

b ai az

S1 =35 ZW. —_— ===

1 2 by by
bzw. airby = aszby,

1 Cc2

t ty bzw. - F —=

1 F# 12 by by
bzw. c1by # caby .

Fiir by # 0, b3 = 0bzw. by = 0, by # 0 trifft Fall a)
zu. Fiir by = by = 0 trifft entweder Fall b) oder Fall
c) zu (Tabelle 2.4).
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Beispiel 2.10

Gegeben sind drei Geraden durch

I) —4x +5y—12=0,
II) die Punkte A = (—1,1), B = (0, 3),
III) die Steigung 2 und den Ordinatenabschnitt 0.

Dann gilt fiir Gerade II) die Zweipunkteform

I3 1 obrw.y =2x 43

und fiir IIT) die kartesische Normalform
y=2x.

Ferner sind die Geraden II) und III) parallel, wih-
rend I) und II) den Schnittpunkt (x, y) = (—%, 2)
bzw. I) und III) den Schnittpunkt (x, y) = (2,4)
besitzen (Abbildung 2.20).

vt 2.9

Abbildung 2.20: Geradenschnittpunkte

Um zur geometrischen Interpretation linearer Unglei-
chungen mit zwei Variablen zu kommen, tiberlegt man
sich, dass eine Gerade die Ebene stets in zwei so-
genannte Halbebenen aufteilt. Die Punkte einer der
beiden Halbebenen lassen sich durch die Ungleichung

ax +by + ¢ <0, falls die Punkte auf der Geraden
eingeschlossen sind,

ax +by + ¢ < 0, falls die Punkte auf der Geraden
ausgeschlossen sind,

charakterisieren, die Punkte der anderen Halbebene
durch

ax+by+c>0 bzw. ax+by+c>0.

Umgekehrt kann jeder Ungleichung der angegebenen
Form eine entsprechende Halbebene zugeordnet wer-
den.
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Um zu erkldren, welche Ungleichung welcher Halb-
ebene entspricht, geniigt es, fiir einen beliebigen Punkt
(u, v) auBerhalb der Geraden

ax +by+c=0

den Term au + bv + ¢ zu berechnen. Ist der Term
positiv, so entspricht die Halbebene, die (u, v) enthilt,
der Ungleichung

ax +by+c>0.

Ist der Term negativ, so entspricht die entsprechende
Halbebene der Ungleichung

ax +by+c<0.
Ausgehend von der Gleichung
x+3y—-3=0
wird in Abbildung 2.21 der Punkt (—1, —1) mit
—1+3-(-)=-3=-7<0

gewihlt, also entspricht die Halbebene, die (—1, —1)
enthilt, der Ungleichung

x+3y—-3<0.

Liegt beispielsweise der Nullpunkt (0, 0) wie in Abbil-
dung 2.21 nicht auf der Geraden, setzt man am besten
diesen Punkt ein, die Berechnung ist in diesem Fall
sehr einfach. Wegena -0 + b - 0 4 ¢ = ¢ gehort der
Nullpunkt fiir ¢ > 0 zur Halbebene

ax+by+c>0
und fiir ¢ < 0 zu

ax +by+c<0.

x+3y—3>0

0,1)

(=1,0) (1,0) (3,0)

! xX+3y—-3<0
(=1,-1)

Abbildung 2.21: Beispiele linearer Ungleichungen und
Halbebenen

Kapitel 2 Grundlagen der Geometrie

Auch zwei oder mehrere lineare Ungleichungen lassen
sich geometrisch veranschaulichen.

Beispiel 2.11
Wir stellen die Ungleichungen
I) 4x +3y—-12<0

I x—y+2>0
an y >0

in Abbildung 2.22 geometrisch dar.

Dabei wird durch jede der drei Ungleichungen die
gesamte Ebene in zwei Halbebenen zerlegt.

Alle Punkte, die I) erfiillen, liegen links-unterhalb
4x + 3y — 12 = 0, einschlieBlich der Geraden.

Alle Punkte, die II) erfiillen, liegen rechts-
unterhalb x — y + 2 = 0, ausschliefilich der Gera-
den.

Alle Punkte, die III) erfiillen, liegen oberhalb y =
0, einschlieBlich der Geraden.

Alle Punkte, die I) und II) erfiillen, liegen unter-
halb der Geraden

x—y+2=0 und 4x+3y—12=0,

einschlieBlich 4x+3y—12 = 0 und ausschlielich
x—y+2=0.

Alle Punkte, die 1), II), III) erfiillen, liegen im
Dreieck ABC, wobei die Seite AB ausgeschlos-
sen wird (Abbildung 2.22).

h. &

4x+3y—12<0 x—y+2>0 y=0
A
y
AA
y
.
<
£
P \
y \
%
«
e
£
y
< X
B ©

Abbildung 2.22: Gemeinsamer Bereich dreier
Halbebenen



2.4 Analytische Geometrie der Ebene

Abschlielend erwihnen wir einige wichtige Spezial-
fille der quadratischen Gleichung mit zwei Variablen:

ax> +by?+cxy+dx+ey+ f=0 (2.19
Falla: a =b =1, c=0,
d = —2u, e = —2v,

f=u? 40?2

Wir erhalten mit

x2—f—yz—2ux—2vy—l—uz—i—vz—r2

=(x—u)?+ @y -v)2-rr=0
die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt

(u, v) und dem Radius r (Abbildung 2.23). Fiir alle
Punkte innerhalb des Kreises gilt

(x—uw)?+(y—v)? <r?,
auBerhalb des Kreises (Abbildung 2.23)

(x—u)2+(y—v)2 > 72,

(=2 + (=0 > r?

Abbildung 2.23: Fléiche aufierhalb des Kreises mit der
Gleichung (x —u)2 + (y —v)% = r2

Fallb: a =1, b=c=0,
d = -2u, e=—r,
f=u*+rv

Wir erhalten mit

xz—Zux—ry—l—uz—l—rv
=x—-u’?—r(y—v)=0

die in Abbildung 2.24 dargestellte Parabel mit dem
Scheitelpunkt (u, v), falls r > 0. Fiir alle Punkte un-
terhalb der Parabellinie gilt (x — u)? > r(y — v).
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wu—rv+r) §----

W V)(x —u)2 > r(y — v)

Abbildung 2.24: Fliiche unterhalb der Parabel mit der
Gleichung (x —u)2 =r(y —v), r >0

Fiir r < 0 erhilt man eine entsprechende, nach unten
geoffnete Parabel. Vertauscht man die Rollen von x
und y und von u und v, erhdlt man eine nach der
x-Achse geotfnete Parabel mit der Gleichung

(y—v)zzr(x—u).

Fallcc a=b=0, c=1,
d =—v, e=—u,
f=uv—r?

In diesem Fall erhalten wir mit

xy—vx—uy+uv—r2

=@-wy-v)-r’=0

die in Abbildung 2.25 dargestellte Hyperbel mit dem
Mittelpunkt (u, v). Fiir alle Punkte rechts oberhalb
bzw. links unterhalb der Hyperbelidste gilt

(x—u)(y —v) > r2.

4 1 x—w)(y—v)>r2

\\

\

SN uA4rov+r)
>
T~

r ! T

(u,v)

’

|

|

|
N _ _ _
w—r.v—r) "

A\

\

\

Abbildung 2.25: Fliche ober- bzw. unterhalb der Aste
der Hyperbel mit (x —u)(y —v) = r?
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Beispiel 2.12
Fiir die Gleichung bzw. Ungleichungen

D 2x24+8x+2y =0

M x2—y24+2x+1>0
I xy—-2x—-1<0

IV) x24+2y24+4y4+3=0
V) x24+y(y—2) =0

erhilt man durch Umformung:

Dx24+4x+y=(x+22%+y—-4=0,
eine nach unten geoffnete Parabel (Abbil-
dung 2.26)

x244x+y=0 vt

(-3,3)/ r¥1 CL.3)] ,
N

-4 /-3 2 -1\

Abbildung 2.26: Parabel zur Gleichung I)

M (x+1)2—y2=@x+1+y)(x+1-y) >0,
einen durch zwei Geraden begrenzten Bereich
(Abbildung 2.27)

P

x+1-y<o0 /1 xX+1—y>0
x+1+y< x+1+y>0

Abbildung 2.27: Bereich der Ungleichung II)

II) x(y —2) —1 <0, einen durch eine Hyperbel
begrenzten Bereich (Abbildung 2.28)

xy+2x—1=<0| y4

3 \

||

Abbildung 2.28: Bereich der Ungleichung III)

Kapitel 2 Grundlagen der Geometrie

IV) x2 4+ 2(y + )2 + 1 = 0, wegen x2 > 0,
(y + 1)% > 0 ohne reelle Losung.

V) ¥ +y(y -2 =x>+y*> -2y
=x2+y2—2y+1—1
=x2+@p-1)2-1=0,

einem Kreis mit dem Mittelpunkt (0, 1) und
dem Radius » = 1 (Abbildung 2.29)

y

1 x>+ y(y—2):

X

Abbildung 2.29: Bereich der Ungleichung V)
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Komplexe Zahlen

In diesem Kapitel behandeln wir komplexe Zahlen und
deren Arithmetik. Dabei lernen wir zunéchst verschie-
dene Darstellungsformen kennen. Anschlielend iiber-
tragen wir die fiir reelle Zahlen eingefiihrten Grundre-
chenarten einschlieBlich des Potenzierens, Radizierens
und Logarithmierens. SchlieBlich folgt ein kurzer Ex-
kurs zur Losung von Gleichungen héheren Grades.

3.1 Darstellungsformen komplexer
Zahlen

Wir betrachten die quadratische Gleichung
x24+1=0,

deren Losung wir formal mit
xp = V-1,
xp=—v-1

angeben kénnen. Da die Wurzel +/—1 im reellen Zah-

lenbereich nicht existiert, muss man diesen Bereich
nochmals erweitern.

Wir fithren dazu ein weiteres Symbol i ein mit der
Eigenschaft

i2=-1 3.1
bzw.
i=v-I,
L=y
Sind a, b zwei reelle Zahlen, dann heif3t
z=a+ib (3.2)

eine komplexe Zahl.

DOI: 10.1515/9783110475333-003

Dabei bezeichnet man die reellen Zahlen

a = Re(z)
b =1TIm(z)

Eine komplexe Zahl z = a+ib mit b = 0 ist reell. Die
reellen Zahlen sind damit im Bereich der komplexen
Zahlen enthalten, der durch das Symbol C bezeichnet
wird.

als den Realteil von z,
als den /magindrteil von z.

Entsprechend der Charakterisierung der reellen Zahlen
durch die Zahlengerade kann man die komplexen Zah-
len als Punkte der komplexen Zahlenebene mit einem
kartesischen Koordinatensystem darstellen. Jeder kom-
plexen Zahl a + ib entspricht dann der Punkt (a, b)
der Zahlenebene.

Der Realteil a wird auf der Abszisse abgetragen, der
Imaginirteil » auf der Ordinate. Man spricht hier
von einer kartesischen Darstellung komplexer Zahlen
mit einer reellen und einer imagindiren Achse (Abbil-
dung 3.1).

Ym(z)

Abbildung 3.1: Kartesische Darstellung komplexer
Zahlen
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Alternativ zu der in Abbildung 3.1 gegebenen geome-
trischen Interpretation lassen sich komplexe Zahlen
auch durch Polarkoordinaten wie in Abbildung 3.2
darstellen.

A

bA ,,,,,,,,,,,,,,

z = (|z], @)

Re(z)A

Abbildung 3.2: Polarkoordinaten fiir komplexe Zahlen

Man charakterisiert dabei die Zahl z durch das Paar
(|z|, &), wobei |z| der Absolutbetrag von z bzw. der
Abstand des Punktes z vom Nullpunkt ist, und o den
Winkel beschreibt, der von der reellen Achse Re(z)
und der Strecke zwischen dem Nullpunkt und z einge-
schlossen wird.

Nach dem Satz von Pythagoras (2.1) und (2.5) gilt
b a
|z| = Va2 + b2, sina = Bk coso = o
z z
und damit ergibt sich bei Verwendung des Gradmafes
fiir 0° < o < 360°

(3.3)

a+ib =|z|-cosa +i|z| - sinx

= |z| - (cosa + isina)

beziehungsweise bei Verwendung des Bogenmales
fir0 <x <2m

a+1ib = |z| - (cosx + isinx).

Wir erhalten eine trigonometrische Darstellungsform
komplexer Zahlen.

SchlieBlich basiert die sogenannte exponentielle Dar-
stellungsform komplexer Zahlen auf der Eulerschen
Formel

et — cosx +isinx,
die wir allerdings erst spiter in Kapitel 12 beweisen
konnen. Insgesamt gilt fiir die drei Darstellungsformen
die Identitit

a+ib = |z|(cosx +isinx) = |z]e*  (3.4)

Kapitel 3 Komplexe Zahlen

Beispiel 3.1

a) Fiir z; = 2 4 i2+/3 erhilt man nach (3.3) fiir
den Betrag

lz1] = V22 +22.3 = 4.
Fiir die Winkel erhilt man die Beziehung
243
el

cosx = % und sinx =

Nach Tabelle 2.2 gilt x = % (beziehungswei-
se o = 60°) sowie nach (3.4)

z1 =4(cos § +isin%) = 4¢3,
3 Im(2)
2./3 1

Z1

/

~

60° Re(z)

2

b) Firz, =2 eiSTn, also fiir einen Winkel von
T = 37” bzw. @ = 135° ergibt sich mit (3.4)
sowie (2.8), (2.9) und Tabelle 2.2

73 = 2(cos 37” +1i sin %’)

=2(—cos ¥ +isin )

=-v2+iv2
2 Im(2)

Z.z *«/E

2

x/\\

° % Re(z)

: >
-2

Offenbar sind alle drei Darstellungsformen gleichwer-
tig. Fiir die Durchfiihrung und Veranschaulichung der
vier Grundrechenarten sind sie allerdings unterschied-
lich gut geeignet.



3.2 Grundrechenarten

3.2 Grundrechenarten

Zunichst sind zwei komplexe Zahlen
21 = a1 +iby = |z1| (cosx1 + i sinxg) = |z1]e™!
7y = ay +iby = |z2| (cosxp + i sinxp) = |22 e™*2

gleich oder identisch fir ay = az, by = by bzw.
|z1] = |z2], x1 = x2. Ferner bezeichnet man zwei
komplexe Zahlen

z=a+ib=|z|(cosx +1isinx) = |z] e
Z=a—ib=|z|(cosx —isinx) = |z|]e”* (3.5)
als konjugiert komplex und es gilt |z| = |Z|

(Abbildung 3.3).

pm(z)

a+ib

\¢

360° — @
/] a_ Re(2)
NI .
A
s/
—b a—ib

Abbildung 3.3: Darstellung konjugiert komplexer
Zahlen

Ersetzt man « durch x, 360° — « durch y = 27 — x,
so gilt

|z| (cosy + 1 siny)
= |z| (cos(2w — x) + i sin(2w — x))
= |z| (cosx —1i sin x)

X

=|zleT ¥ =a—ib.
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Zwei konjugiert komplexe Zahlen z = a + ib und
Z = a — ib liegen also stets symmetrisch zur reellen
Achse. Damit gilt fiir reelle z auch z = Z.

Fiir die folgende Anwendung der vier Grundrechenar-
ten sind jeweils die Terme der Realteile und Imaginir-
teile gesondert zusammenzufassen. Fiir die kartesische
Form gilt im Einzelnen mit (3.1)

(a+ib)+(c+id)y=(a+c)+i(b+d)
(a+ib)—(c+id)=(@—c)+i(b—4d)
(a+ib)-(c+id) = ac +ibc +iad + i%bd
= (ac —bd) +i(bc + ad)
a+ib (a+ib)(c—id)
ct+id  (ct+id)c—id)
_ (ac+bd) +i(bc —ad)

(2 —i242)

ac+bd bc—ad
= i

C2+d2 62+d2

firc24+d?>>0 (3.6)

Zwischen komplexen Zahlen und ihren konjugiert
komplexen Zahlen existieren dann folgende wichti-
ge Zusammenhinge. Fiir

y=c+id,
y=c—id

gilt:

z+z=a+ib+a—ib=2a
z-Zz=(a+1ib)-(a —1ib)
=a?>+ 0% =z> =z
Z+y=(a—ib)+ (c —id)
=a+c—ib+d)y=z+y
z—y=(a—ib)—(c—1id)
=a—c—ilb—d)y=z—y
Z-y=(a—ib)-(c —id)
= (ac —bd)—i(bc+ad)=7Zy
z  (a—ib)
7 (c—id)
(a—ib)(c +id)
T c—id)(ctid)
_(ac+bd)—i(bc —ad)
B (2 —i2d?)

ac+bd _bc—ad z 3.7)
= —1 = — .
c24+d? 2442 y
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Fiir die trigonometrische bzw. exponentielle Form er-
hélt man zu (3.6) und (3.7) entsprechende Ergebnisse.
Es ergibt sich mit

Zx = ap +ibg
= |zg| (cos x +1 sinxy)
= |zl € (k =1.2)
und mit Hilfe von (3.1) und (2.11)
z1z2 = |z1|(cosx1 +1i sinxy)
- |z2](cos x2 + 1 sinx2)

Iz1]|z2]
- (cos X1 cosxp —sinxy sinxp

+1i(sinxq cosxp + sinxp cosxy))

= |z1] |z2] (cos(x1 + x2) +1i sin(x1 + x2))

= |21z el C1F32)
bzw. % = %(cos(xl —xp) +1isin(x] — x2))
= %ei (x1-%2) (3.8)
Beispiel 3.2

Gegeben ist
1 =26 =2(cosZ +isinZ) = V3+i

zp=¢ 3 =(cosT +isinT)

mit x; = £ bzw. 1 = 30° und xp = ZT” bzw.
ap = 120°.

a) 21+22=\/§—%+i(1+§)
~ 1.232 + 1.8661
21—222\/§+%+i(1—§)
~ 2.232 4+ 0.1341

Die Summe z; + z, entspricht graphisch der
Diagonalen des von z1 und z5 aufgespannten
Parallelogramms. Die Differenz z; — z5 kann
man als Summe von z1 und —z5 auffassen.
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y Im(2)
zZ1 + 22
1.5
7
I e !
o |
| 120° |
I - |
: \ 30° : Z1'— Zo
| N
I T =
—0.5 1 Re(z)
—1- ._22

Abbildung 3.4: Graphische Darstellung von
zZ1+zoundzy — 2o

b) z1-zp = 23(%4_2%) = ZeiSTﬂ
=2(cos577r —l—isin%’)
=-v3+i

2 _ 23(%_%{) — 2l (-%)

2

=2 (cos (= %) +isin(-%)) = —2i

Fiir z1 - zp werden die Strecken |z1| = 2 und
|z2| = 1 multipliziert, die Winkel x; = %
und xp = ZT” addiert.

Fiir % erfolgt eine Division der Strecken |z1 |
und |z3| sowie eine Subtraktion der Winkel
x1 und Xx».

Im(z) Z1
Z1+22 Zp 14----------
30° + 120° |
‘ 120° |
I \ 30° I
|
T L | 1 . L g
—1 / 1 Re(z)
30° — 120°
_1 .
P

N
¥}

Abbildung 3.5: Graphische Darstellung von
z1-zpund z1/z2



3.3 Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren

3.3 Potenzieren, Radizieren,
Logarithmieren

Fiir eine komplexe Zahl z = a + ib gilt analog zu
Kapitel 1.2 mit Hilfe von (3.8)
" =(a+ib)(a+ib)---(a+ib) = (a +ib)"
n-mal

= |z|" (cosnx +1i sinnx) = |z|" ™ (3.9)

Auch hier bezeichnet man z = a + ib als Basis, n als
Exponenten und z" = (a + ib)" als die n-te Potenz
von z oder kurz ,,z hoch n*.

Mit der Vereinbarung z # 0 konnen wir das Potenzie-
ren auf negative ganzzahlige Exponenten erweitern:

n
z"=(a+ib)™" = !
a+ib

= |z|™" (cos(—nx) + 1 sin(—nx))

— |Z|—n e—inx

(3.10)

Die in Abschnitt 1.2 angegebenen Rechenregeln fiir
reelle Zahlen sind iibertragbar.

Beispiel 3.3
Fiir z = 1 4 i mit |z| = +/2 gilt
z=+2 (4 +i %)
=+2(cosZ +isinZ) = V2ei
Daraus folgt beispielsweise
=14+ =-2+2i
= Zﬁ(cos%’ +i sin%’) = Zﬁei%ﬂ

(1 +1i)3 Yim(z)
2A
L RES
/77”77135°
(" Re(z)
=2 =i 1

Abbildung 3.6: Graphische Darstellung von
3=+ =-2+2i
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Beispiel 3.4
Fiir
3
z =24
:2(cos3Tyr —i—isin%’)

o (-f 4 )

= V2(-1+1)
gilt
z7 1= %e_i%ﬂ
= % (cos (—37”) + 1 sin (—3—”))
_1( 2 2
=2 (_T =1 T)
= Y2(~1-i)
beziehungsweise
272 = %e_i%”
= % cos (—37”) +1 sin (—3—”))
=+0O+i-1)
=4

T 3F baw. 135°
72

Re(z)

]

-1.5 -1 N PZ

—237” bzw.
—2-135°
= —270°

Abbildung 3.7: Graphische Darstellung von
2= (V2(-1+)) 2 =1i
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Fiir das Radizieren betrachten wir die Gleichung

M =@+ib)* =c¢ (3.11)

mit z, ¢ als komplexen Zahlen. Die Losung dieser
Potenz- oder Wurzelgleichung heilit die n-te Wurzel
von ¢.

Mit den Gleichungen (3.4) und (3.9) gilt

z=|z|eix, Zn=|Z|neinx.

Aus der Periodizitit der Sinus- und Cosinuswerte er-
halten wir mit Tabelle 2.1 und der Eulerschen Formel

el 2k — cos 2k +isin2kw = 1 (3.12)

fiir alle ganzzahligen Werte k = +1, +2, ... . Daraus
folgt

¢ =|c|e?”
— \c|eiy ei2k7‘l’
— ‘Cl ei (y+2km)
— N — |Z|n einx
und damit
|zl = Y|c| und nx =y +2km.

Die Potenzgleichung z" = ¢ besitzt damit genau
n verschiedene Losungen

2 = Vlele! ¥ = le| (cos xg + i sinxg)
mitxg = 2X2ET ik = 0,1,...,n—1 (3.13)
Die zugehorigen Bildpunkte liegen in der komplexen
Zahlenebene auf dem Mittelpunktskreis mit dem Radi-

us 7 = %/|c| und bilden die Ecken eines regelméfigen
n-Ecks (Kapitel 2.1).

Beispiel 3.5

Die Gleichung z# = 1 hat genau 4 verschiedene
Losungen. Aus dem Koeffizientenvergleich der
Gleichungen

z% = |z|* (cos 4x + i sin4x)

— |Z|4ei4x -1

¢ =|c|(cosy +1isiny)

=cle” =1
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folgt |z|* = |c| = 1, also |z] = ¥1 = 1 sowie
cosy = 1,siny = 0, also y = 0 und mit
4x =y + 2kn

_ 2k _ k7

X = =— firk=0,1,2,3.
4 2

Wir erhalten also die Losungen (k = 0, 1,2, 3)

zr = 1 (cosxg + 1 sinxg)

— el Xk
beziehungsweise im Einzelnen

zg = cos0 +1sin0
:eozl
71 =cos % +isin %

:e‘

[SE]

=1

Zp = cosm +1isinw

=e” =-—1
z3 =cos37” +isin37”
i3z
=e 2 = —1
y Im(2)
z1 =i
Re(z)
zp =—1 Z()ZIV
z3 = —i

Abbildung 3.8: Graphische Darstellung der
Losungen von z =

Die Losungen zg und z, sind reell, die Losun-
gen z1 und z3 konjugiert komplex. Zur Kontrolle
berechnet man:

= (-D* = (-i)*
=1



3.3 Potenzieren, Radizieren, Logarithmieren

Beispiel 3.6

Die Gleichung z3 = 8i hat genau drei verschiede-
ne Losungen. Mit

8i = 8el(3+2km) gk =0,1,2
ergibt sich
- . Z4o
2k = V8l ¥k mit x; = 2+3kn = #n.

Fiir k = 0, 1, 2 erhalten wir also die Losungen:
z0=2e6 =2 (cos% +isin )
=3 +i
z1 = 2ei%ﬂ =)) (cos%’ + i sin%r)
=-V3+i

zp =2¢' 6 =2(cos%r +1s1n9?”)

=-2i
\Im(z)
71 =—+/3+i z0=+/3+i
Re(z)
A V;
=2
zp = —2i

Abbildung 3.9: Graphische Darstellung der
Losungen von z3 =8i

Zur Kontrolle berechnet man

7} = (V3+1)% = (-3 +1)3 = (-20)® = 8i.

Fiir das Logarithmieren gehen wir von der Exponenti-
algleichung e = ¢ bzw. z = In ¢ mit den komplexen
Zahlen z, ¢ # 0 aus. Mit der Darstellung

c = |C| ei(x+2kn)
= |c| (cos(x + 2km) + i sin(x + 2k 7))

erhalten wir nach den Rechenregeln fiir natiirliche
Logarithmen (Kapitel 1.2) fir k = 0, &1, £2,...

z=1In (|c|ei (x+2k”))

— 1n |C| _|_ 1nei (x+2k7'r)

=lInlc| +1i(x + 2kmn) (3.14)

35

Fiir k = 0 bezeichnet man die Form
z=In|c|+ix (3.15)

als den Hauptwert des natiirlichen Logarithmus von c,
fiir k # 0 ergeben sich unendlich viele Nebenwerte.

Beispiel 3.7

Fiir ¢ = 2+/3 —2i
= |c| (cos(x + 2km) + i sin(x + 2km))
gilt |c| = /12 + 4 = 4 und damit fir k = 0

¢ =4(cosx +1isinx) = 4el*¥ =243 —2i.
Aus 4cosx = 2\/3 und 4isin x = —2i folgt
V3 11

cosx = %52, sinx = f% bzw. x = ?”.
Man erhilt beispielsweise den Hauptwert
Z:lnc:ln4+i”?”.
Nachrechnen bestitigt dieses Ergebnis:
= ef =4t T _ g i

_ 11w s i 11
= 4(cosT —|—1smT)

:4.(§—i%) =2/3-2i

Beispiel 3.8
Fir c = -3

= |c| (cos(x + 2km) + i sin(x + 2k))
gilt |c| = 3 und damit fiir k = 0

¢ =3(cosx +isinx) =3el* =3

Mit cos x = —1 und sinx = 0 ergibt sich x = 7
und der Hauptwert

z=Inc=In3+in.
Zur Kontrolle berechnet man

c=¢e% = e1n3-{-171 — 3¢l7

3(cosm +1isinw) = —3

Offenbar ist der natiirliche Logarithmus fiir alle kom-
plexen Zahlen ¢ # 0 erklirt, also auch fiir negative
reelle Zahlen.
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3.4 Gleichungen hoheren Grades

Wir betrachten nun allgemein Gleichungen n-ten Gra-
des der Form

anz" +an—12" Y+ .. . +a1z+ap=0 (3.16)

mit komplexen Koeffizienten a; (i = 0, 1, ...
an # 0 und der komplexen Variablen z.

Fiir jedes natiirliche n ldsst sich zeigen, dass die Glei-
chung (3.16) genau n komplexe Losungen zq, . .
besitzt, die nicht alle verschieden sein miissen. Es gilt
die Darstellung

-»Zn

anz + ... ‘ar1z+ag=an(z—2z21)...(z—zn).
(3.17)
Diese sogenannte Produktdarstellung des Terms

anz" + ...+ a1z +ap

ist das Ergebnis des Fundamentalsatzes der Alge-
bra. Durch schrittweises Dividieren des Ausdruckes
anz™ + ...+ aiz + ag durch z — z1 usw. erhilt man
als Ergebnis Terme (n — 1)-ter, (n — 2)-ter Ordnung
usw. Derartige Uberlegungen sind hilfreich, wenn es
gelingt, einzelne Losungen z1, z2, . .. zu finden.

Aus der Algebra wissen wir jedoch, dass bereits die
Losung von Gleichungen dritten und vierten Grades
bei reellen Koeffizienten schwierig ist, fiir n > 5 sind
nur noch Spezialfille 16sbar. Daher ist man allgemein
auf Verfahren zur niherungsweisen Bestimmung von
Losungen angewiesen. In der Analysis (Kapitel 9) be-
gegnet man héufig dem Fall, dass bei reellen Koeffizi-
enten ap, dq, ..., ay reelle Losungen der Gleichung

anx" + ... +ayx +ag =0,
sogenannte Nullstellen, gesucht sind.
Nachfolgend bezeichnen wir den Term
(an #0) (3.18)

als Polynom n-ten Grades (siehe auch Kapitel 9.3.1).
Findet man reelle Werte xg, x1 mit

p(x) =apx" +...+a1x +ag

p(x0) >0, p(x1) <0, (3.19)

so existiert mindestens eine Nullstelle x* der Glei-
chung p(x) = 0 zwischen x¢ und x1. Durch Anwen-
dung eines Zwischenwertverfahrens berechnet man fiir
spezielle xj zwischen xo und x1 den Ausdruck p(xy),
um damit der Nullstelle nédher zu kommen.

Kapitel 3 Komplexe Zahlen

Eine konkrete Variante eines solchen Verfahrens ist
die Regula falsi. Nach der Bestimmung der Startwerte
xo und x1 mit p(xg) - p(x1) < 0 liegt der Wert

X1 — X0
X2 =x1— ————p(x1) (3.20)
p(x1) — p(xo)
zwischen xg und x. Mit Hilfe der Formel
X — Xj—
X1 = Xk K22kl pg) (B2D)

 pl) — pOg—y)

erhidlt man mit x3, x4, ... immer weiter verbesserte
Werte fiir eine Nullstelle im untersuchten Bereich.

Beispiel 3.9
Fiir die quadratische Gleichung
2 +x-1=0

berechnet man mit der quadratischen Losungsfor-
mel (1.29) die Nullstellen

o TLEVS ) ooers
T2 T |-1618

Mit den Startwerten x9 = 0, x; = 1 und
p(x0) - p(x1) = (=1) - 1 < 0 erhalten wir nach
der Regula falsi:

X =1— :7;? -1
=05
p(x2) =025+05—-1
=—-0.25
x3=0.5— 0s=T (—0.25)
—0.25—-1
= 0.6
p(x3) =0.36+0.6—1
= —0.04
x4 = 0.6 — ﬂ(—o.m
—0.04 + 0.25
=0.619
p(x4) = 0.002

Damit erhélt man ndherungsweise die Nullstelle

x* ~0.619.



