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Vorwort

In den 20 Jahren seit dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches hat das The-
ma Algorithmische Graphentheorie nicht an Bedeutung verloren. Im Gegenteil, durch
die zunehmende Durchdringung aller Lebensbereiche mit Informations- und Kommu-
nikationstechnologien wird die Algorithmische Graphentheorie zu einem unverzicht-
baren Baustein jeder Informatikausbildung. Dem wurde in der vorliegenden vierten
Auflage Rechnung getragen durch das Hinzufiigen eines neuen umfangreichen Kapi-
tels {iber Entwurfsmethoden der Algorithmischen Graphentheorie. Die behandelten
Entwurfsmethoden werden in den einzelnen Kapiteln konkret angewendet. Der Klas-
se der perfekten Graphen ist jetzt ein eigenes Kapitel gewidmet. Das Kapitel iiber ap-
proximative Algorithmen wurde neu strukturiert und erweitert. Die Neuauflage des
Buches zeichnet sich durch eine wesentlich umfangreichere und detailliertere Bebil-
derung aus, viele Bilder sind erstmals in Farbe. Auch die Darstellung der Algorithmen
durch Pseudocode wurde verbessert.

Wie schon bei den vorangegangenen Auflagen méchten wir den Lesern fiir ihre
Anregungen danken. Unser besonderer Dank gilt Frau Kristina Ahlborn fiir ihre Un-
terstiitzung beim Korrekturlesen des Textes.

Die Losungen der 280 Ubungsaufgaben sind nicht mehr im Buch enthalten son-
dern konnen kostenfrei iiber die Web-Seite! des Verlags bezogen werden.

Hamburg, August 2015

Volker Turau
Christoph Weyer

Vorwort zur 1. Auflage

Graphen sind die in der Informatik am haufigsten verwendete Abstraktion. Jedes Sys-
tem, welches aus diskreten Zustdnden oder Objekten und Beziehungen zwischen die-
sen besteht, kann als Graph modelliert werden. Viele Anwendungen erfordern effizi-
ente Algorithmen zur Verarbeitung von Graphen. Dieses Lehrbuch ist eine Einfiihrung
in die algorithmische Graphentheorie. Die Algorithmen sind in kompakter Form in ei-
ner programmiersprachennahen Notation dargestellt. Eine Ubertragung in eine kon-
krete Programmiersprache wie C++ oder Pascal ist ohne Probleme durchzufiihren. Die

1 http://dx.doi.org/10.1515/9783110417326-suppl
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meisten der behandelten Algorithmen sind in der dargestellten Form im Rahmen mei-
ner Lehrveranstaltungen implementiert und getestet worden. Die praktische Relevanz
der vorgestellten Algorithmen wird in vielen Anwendungen aus Gebieten wie Compi-
lerbau, Betriebssysteme, kiinstliche Intelligenz, Computernetzwerke und Operations
Research demonstriert.

Dieses Buch ist an allejene gerichtet, die sich mit Problemen der algorithmischen
Graphentheorie beschiftigen. Es richtet sich insbesondere an Studenten der Informa-
tik und Mathematik im Grund- als auch im Hauptstudium.

Die neun Kapitel decken die wichtigsten Teilgebiete der algorithmischen Gra-
phentheorie ab, ohne einen Anspruch auf Vollstandigkeit zu erheben. Die Auswahl
der Algorithmen erfolgte nach den folgenden beiden Gesichtspunkten: Zum einen
sind nur solche Algorithmen beriicksichtigt, die sich einfach und klar darstellen las-
sen und ohne groflen Aufwand zu implementieren sind. Der zweite Aspekt betrifft
die Bedeutung fiir die algorithmische Graphentheorie an sich. Bevorzugt wurden sol-
che Algorithmen, welche entweder Grundlagen fiir viele andere Verfahren sind oder
zentrale Probleme der Graphentheorie 16sen.

Unter den Algorithmen, welche diese Kriterien erfiillten, wurden die effizientesten
hinsichtlich Speicherplatz und Laufzeit dargestellt. Letztlich war die Auswahl natiir-
lich oft eine personliche Entscheidung. Aus den genannten Griinden wurde auf die
Darstellung von Algorithmen mit kompliziertem Aufbau oder auf solche, die sich auf
komplexe Datenstrukturen stiitzen, verzichtet. Es werden nur sequentielle Algorith-
men behandelt. Eine Beriicksichtigung von parallelen oder verteilten Graphalgorith-
men wiirde den Umfang dieses Lehrbuchs sprengen.

Das erste Kapitel gibt anhand von mehreren praktischen Anwendungen eine Mo-
tivation fiir die Notwendigkeit von effizienten Graphalgorithmen. Das zweite Kapitel
fiihrt in die Grundbegriffe der Graphentheorie ein. Als Einstieg in die algorithmische
Graphentheorie wird der Algorithmus zur Bestimmung des transitiven Abschlusses ei-
nes Graphen diskutiert und analysiert. Das zweite Kapitel stellt auf3erdem Mittel zur
Verfligung, um Zeit- und Platzbedarf von Algorithmen abzuschatzen und zu verglei-
chen.

Kapitel 3 beschreibt Anwendungen von Bdumen und ihre effiziente Darstellung.
Dabei werden mehrere auf Biumen basierende Algorithmen prasentiert. Kapitel 4 be-
handelt Suchstrategien fiir Graphen. Ausfiihrlich werden Tiefen- und Breitensuche,
sowie verschiedene Realisierungen dieser Techniken diskutiert. Zahlreiche Anwen-
dungen auf gerichtete und ungerichtete Graphen zeigen die Bedeutung dieser beiden
Verfahren.

Kapitel 6 diskutiert Algorithmen zur Bestimmung von minimalen Farbungen. Fiir
allgemeine Graphen wird mit dem Backtracking-Algorithmus ein Verfahren vorge-
stellt, welches sich auch auf viele andere Probleme anwenden ldsst. Fiir planare und
transitiv orientierbare Graphen werden effiziente Algorithmen zur Bestimmung von
minimalen Farbungen dargestellt.
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Die beiden Kapitel 8 und 9 behandeln Fliisse in Netzwerken. Zundchst werden
zwei Algorithmen zur Bestimmung von maximalen Fliissen vorgestellt. Der erste ba-
siert auf Erweiterungswegen minimaler Linge, der zweite verwendet die Technik
der blockierenden Fliisse. Im Mittelpunkt von Kapitel 9 stehen Anwendungen dieser
Verfahren: Bestimmung von maximalen Zuordnungen in bipartiten Graphen, Bestim-
mung der Kanten- und Eckenzusammenhangszahl eines ungerichteten Graphen und
Bestimmung von minimalen Schnitten.

Kapitel 10 betrachtet verschiedene Varianten des Problems der kiirzesten Wege in
kantenbewerteten Graphen. Es werden auch Algorithmen zur Bestimmung von Kkiir-
zesten Wegen diskutiert, wie sie in der kiinstlichen Intelligenz Anwendung finden.

Kapitel 11 gibt eine Einfiihrung in approximative Algorithmen. Unter der Voraus-
setzung P # NP wird gezeigt, dass die meisten NP-vollstindigen Probleme keine ap-
proximativen Algorithmen mit beschranktem absoluten Fehler besitzen und dass sich
die Probleme aus NPC beziiglich der Approximierbarkeit mit beschranktem relativen
Fehler sehr unterschiedlich verhalten. Breiten Raum nehmen approximative Algorith-
men fiir das Farbungsproblem und das Traveling-Salesman Problem ein. Schliesslich
werden Abschitzungen fiir den Wirkungsgrad dieser Algorithmen untersucht.

Ein unerfahrener Leser sollte zumindest die ersten vier Kapitel sequentiell lesen.
Die restlichen Kapitel sind relativ unabhingig voneinander (mit Ausnahme von Kapi-
tel 9, welches auf Kapitel 8 aufbaut). Das Kapitel {iber approximative Algorithmen ent-
halt viele neuere Forschungsergebnisse und ist aus diesem Grund das umfangreichs-
te. Damit wird auch der Hauptrichtung der aktuellen Forschung der algorithmischen
Graphentheorie Rechnung getragen.

Jedes Kapitel hat am Ende einen Abschnitt mit Ubungsaufgaben; insgesamt sind
es etwa 250. Der Schwierigkeitsgrad ist dabei sehr unterschiedlich. Einige Aufgaben
dienen nur zur Uberpriifung des Verstindnisses der Verfahren. Mit * bzw. = gekenn-
zeichnete Aufgaben erfordern eine intensivere Beschaftigung mit der Aufgabenstel-
lung und sind fiir fortgeschrittene Studenten geeignet.

Mein Dank gilt allen, die mich bei der Erstellung dieses Buches unterstiitzt ha-
ben. Grof3en Anteil an der Umsetzung des Manuskriptes in BIgX hatten Thomas Erik
Schmidt und Tim Simon. Einen wertvollen Beitrag leisteten auch die Studentinnen
und Studenten mit ihren kritischen Anmerkungen zu dem Stoff in meinen Vorlesun-
gen und Seminaren. Ein besonderer Dank gilt meiner Schwester Christa Teusch fiir die
kritische Durchsicht des Manuskriptes. Den beiden Referenten Professor Dr. A. Beutel-
spacher und Professor Dr. P. Widmayer danke ich fiir ihre wertvollen Verbesserungs-
vorschlage zu diesem Buch.

Wiesbaden, im Februar 1996
Volker Turau
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KAPITEL 1

Einleitung

In vielen praktischen und theoretischen Anwendungen treten Situationen auf, die
durch ein System von Objekten und Beziehungen zwischen diesen Objekten charakte-
risiert werden kdnnen. Die Graphentheorie stellt zur Beschreibung von solchen Syste-
men ein Modell zur Verfiigung: den Graphen. Die problemunabhangige Beschreibung
mittels eines Graphen ldsst die Gemeinsamkeit von Problemen aus den verschiedens-
ten Anwendungsgebieten erkennen. Die Graphentheorie ermoglicht somit die Losung
vieler Aufgaben, welche aus dem Blickwinkel der Anwendung keine Gemeinsamkei-
ten haben. Die algorithmische Graphentheorie stellt zu diesem Zweck Verfahren zur
Verfiigung, die problemunabhingig formuliert werden kdnnen. Ferner erlauben Gra-
phen eine anschauliche Darstellung, welche die Losung von Problemen haufig er-
leichtert.

Im Folgenden werden sechs verschiedene Anwendungen diskutiert. Eine ge-
naue Betrachtung der Aufgabenstellungen fiihrt ganz natiirlich auf eine graphische
Beschreibung und damit auch auf den Begriff des Graphen; eine Definition wird be-
wusst erst im nachsten Kapitel vorgenommen. Die Beispiele dienen als Motivation
fiir die Definition eines Graphen; sie sollen ferner einen Eindruck von der Vielfalt der
zu 16senden Aufgaben geben und die Notwendigkeit von effizienten Algorithmen vor
Augen fiihren.
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1.1 Verletzlichkeit von Kommunikationsnetzen

Ein Kommunikationsnetz ist ein durch Dateniibertragungswege realisierter Verband
mehrerer Rechner. Es unterstiitzt den Informationsaustausch zwischen Benutzern an
verschiedenen Orten. Die Verletzlichkeit eines Kommunikationsnetzes ist durch die
Anzahl von Leitungen oder Rechnern gekennzeichnet, die ausfallen miissen, damit
die Verbindung zwischen zwei beliebigen Benutzern nicht mehr moglich ist. Haufig
ist eine Verbindung zwischen zwei Benutzern iiber mehrere Wege moglich. Somit ist
beim Ausfall einer Leitung oder einer Station die Verbindung nicht notwendigerweise
unterbrochen. Ein Netzwerk, bei dem schon der Ausfall einer einzigen Leitung oder
Station gewisse Verbindungen unmdglich macht ist verletzlicher, als ein solches, wo
dies nur beim Ausfall von mehreren Leitungen oder Stationen moglich ist.

Die minimale Anzahl von Leitungen und Stationen, deren Ausfall die Funktion
des Netzwerkes beeintrachtigt, hdangt sehr stark von der Beschaffenheit des Netz-
werkes ab. Netzwerke lassen sich graphisch durch Knoten und Verbindungslinien
zwischen den Knoten darstellen: Die Knoten entsprechen den Stationen, die Verbin-
dungslinien den Dateniibertragungswegen. In Abbildung 1.1 sind vier Grundformen

gebrauchlicher Netzwerke dargestellt.

Abb. 1.1: Netzwerktopologien

i

(a) Vermaschte Struktur (b) Sternstruktur
(c) Ringstrutkur (d) Busstruktur

Bei der vermaschten Struktur ist beim Ausfall einer Station die Kommunikation zwi-
schen den restlichen Stationen weiter moglich. Sogar der Ausfall von bis zu sechs Da-
teniibertragungswegen muss noch nicht zur Unterbrechung fithren. Um die Kommu-
nikation mit einem Benutzer zu unterbrechen, miissen mindestens vier Dateniibertra-
gungswege ausfallen. Bei der Sternstruktur ist nach dem Ausfall der zentralen Station
keine Kommunikation mehr moglich. Hingegen fiihrt in diesem Fall der Ausfall einer
Leitung nur zur Abkopplung eines Benutzers.
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Eine Menge von Dateniibertragungswegen in einem Kommunikationsnetzwerk
heif3t Schnitt, falls ihr Ausfall die Kommunikation zwischen irgendwelchen Stationen
unterbricht. Ein Schnitt mit der Eigenschaft, dass keine echte Teilmenge ebenfalls
ein Schnitt ist, nennt man minimaler Schnitt. Die Anzahl der Verbindungslinien in
dem minimalen Schnitt mit den wenigsten Verbindungslinien nennt man Verbin-
dungszusammenhang oder auch die Kohdision des Netzwerkes. Sie charakterisiert die
Verletzlichkeit eines Netzwerkes. Die Kohdsion der Bus- und Sternstruktur ist gleich
1, die der Ringstruktur gleich 2, und die vermaschte Struktur hat die Kohasion 4.

Analog kann man auch den Begriff Knotenzusammenhang eines Netzwerkes de-
finieren. Er gibt die minimale Anzahl von Stationen an, deren Ausfall die Kommuni-
kation der restlichen Stationen untereinander unterbrechen wiirde. Bei der Bus- und
Sternstruktur ist diese Zahl gleich 1 und bei der Ringstruktur gleich 2. Fillt bei der
vermaschten Struktur eine Station aus, so bilden die verbleibenden Stationen immer
noch eine vermaschte Struktur. Somit ist bei dieser Struktur beim Ausfall von beliebig
vielen Stationen die Kommunikation der restlichen Stationen gesichert.

Verfahren zur Bestimmung von Verbindungszusammenhang und Knotenzusam-
menhang eines Netzwerkes werden in Kapitel 9 behandelt.

1.2 Wegplanung fiir Roboter

Ein grundlegendes Problem auf dem Gebiet der Robotik ist die Planung von kollisi-
onsfreien Wegen fiir Roboter in ihrem Einsatzgebiet. Von besonderem Interesse sind
dabei die kiirzesten Wege, auf denen der Roboter mit keinem Hindernis in Kontakt
kommt. Zum Auffinden dieser Wege muss eine Beschreibung der Geometrie des Robo-
ters und des Einsatzgebietes vorliegen. Ohne Einschrankungen der Freiheitsgrade des
Roboters und der Komplexitat des Einsatzgebietes ist dieses Problem praktisch nicht
l6sbar.

Abb. 1.2: Hindernisse fiir einen Roboter

ez
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Eine stark idealisierte Version dieses komplizierten Problems erhédlt man, indem
man die Bewegung auf eine Ebene beschrankt und den Roboter auf einen Punkt re-
duziert. Diese Ausgangslage kann auch in vielen Anwendungen durch eine geeignete
Transformation geschaffen werden. Das Problem stellt sich nun folgendermafien dar:
Fiir eine Menge von Polygonen in der Ebene, einen Startpunkt s und einen Zielpunkt
z ist der kiirzeste Weg von s nach z gesucht, welcher die Polygone nicht schneidet;
Abbildung 1.2 zeigt eine solche Situation.

Zunachst wird der kiirzeste Weg analysiert, um dann spéter ein Verfahren zu sei-
ner Bestimmung zu entwickeln. Dazu stellt man sich den kiirzesten Weg durch ein
straff gespanntes Seil vor. Es ergibt sich sofort, dass der Weg eine Folge von Geraden-
segmenten der folgenden Art ist:

(1) Geradensegmente von s oder z zu einer konvexen Ecke eines Hindernisses, welche
keine anderen Hindernisse schneiden

(2) Kanten von Hindernissen zwischen konvexen Ecken

(3) Geradensegmente zwischen konvexen Ecken von Hindernissen, welche keine an-
deren Hindernisse schneiden

(4) das Geradensegment von s nach z, sofern kein Hindernis davon geschnitten wird

Fiir jede Wahl von s und z ist der kiirzeste Weg eine Kombination von Geradensegmen-
ten der oben beschriebenen vier Typen. Der letzte Typ kommt nur dann vor, wenn die
direkte Verbindung von s und z kein Hindernis schneidet; in diesem Fall ist dies auch
der kiirzeste Weg. Abbildung 1.3 zeigt alle moglichen Geradensegmente fiir die Situa-
tion aus Abbildung 1.2.

Abb. 1.3: Geradensegmente fiir den kiirzesten Weg

Um einen kiirzesten Weg von s nach z zu finden, miissen im Prinzip alle Wege von
s nach z, welche nur die angegebenen Segmente verwenden, betrachtet werden. Fiir
jeden Weg ist dann die Lange zu bestimmen, und unter allen Wegen wird der kiirzeste
ausgewahlt. Das Problem ldsst sich also auf ein System von Geradensegmenten mit
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entsprechenden Langen reduzieren. In diesem ist dann ein kiirzester Weg von s nach z
zu finden. Die Geradensegmente, die zu diesem System gehdren, sind in Abbildung 1.3
blau eingezeichnet. Abbildung 1.4 zeigt den kiirzesten Weg von s nach z. Verfahren zur
Bestimmung von kiirzesten Wegen in Graphen werden in Kapitel 10 behandelt.

Abb. 1.4: Der kiirzeste Weg von s nach z

1.3 Optimale Umriistzeiten fiir Fertigungszellen

Die Maschinen einer Fertigungszelle in einer Produktionsanlage miissen fiir verschie-
dene Produktionsauftrdage unterschiedlich ausgeriistet und eingestellt werden. Wah-
rend dieser Umriistzeit kann die Fertigungszelle nicht produktiv genutzt werden. Aus
diesem Grund wird eine moglichst geringe Umriistzeit angestrebt. Die Umriistzeiten
sind abhdngig von dem Ist- und dem Sollzustand der Fertigungszelle. Liegen mehrere
Produktionsauftrdge vor, deren Reihenfolge beliebig ist, und sind die entsprechenden
Umriistzeiten bekannt, so kann nach einer Reihenfolge der Auftrage gesucht werden,
deren Gesamtumriistzeit minimal ist. Hierbei werden Auftrdage, welche keine Umriist-
zeiten erfordern, zu einem Auftrag zusammengefasst. Das Problem ldsst sich also fol-
gendermafien beschreiben: Gegeben sind n Produktionsauftrdge P,,..., P,. Die Um-
riistzeit der Fertigungszelle nach Produktionsablauf P; fiir den Produktionsablauf P;
wird mit T;; bezeichnet. Im allgemeinen ist Tj; # T);, d. h., die Umriistzeiten sind nicht
symmetrisch. Eine optimale Reihenfolge hat nun die Eigenschaft, dass unter allen Rei-
henfolgen P, , ..., P; die Summe

n-1
> T
=

minimal ist. Diese Summe stellt ndmlich die Gesamtumriistzeit dar.
Das Problem ldsst sich auch graphisch interpretieren: Jeder Produktionsablauf
wird durch einen Punkt in der Ebene und jeder mogliche Umriistvorgang durch einen
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Abb. 1.5: Umriistzeiten fiir vier Produktionsauftrdge

Pfeil vom Anfangs- zum Zielzustand dargestellt. Die Pfeile werden mit den entspre-
chenden Umriistzeiten markiert. Abbildung 1.5 zeigt ein Beispiel fiir vier Produktions-
auftrige.

Eine Reihenfolge der Umriistvorgdange entspricht einer Folge von Pfeilen in den
vorgegebenen Richtungen. Hierbei kommt man an jedem Punkt genau einmal vorbei.
Die Gesamtumriistzeit entspricht der Summe der Markierungen dieser Pfeile; umge-
kehrt entspricht jeder Weg mit der Eigenschaft, dass er an jedem Punkt genau einmal
vorbeikommt, einer méglichen Reihenfolge. Bezieht man noch den Ausgangszustand
in diese Darstellung ein und gibt ihm die Nummer 1, so miissen alle Wege bei Punkt 1
beginnen. Fiir n Produktionsauftrage gibt es somit n+1 Punkte. Es gibt dann insgesamt
n! verschiedene Wege. Eine Moglichkeit, den optimalen Weg zu finden, besteht darin,
die Gesamtumriistzeiten fiir alle n! Wege zu berechnen und dann den Weg mit der mi-
nimalen Zeit zu bestimmen. Interpretiert man die Darstellung aus Abbildung 1.5 in
dieser Art (d. h. drei Produktionsauftrige und der Ausgangszustand), so miissen ins-
gesamt sechs verschiedene Wege betrachtet werden. Man sieht leicht, dass der Weg
1 — 4 — 3 — 2 mit einer Umriistzeit von 5,7 am giinstigsten ist. Die Anzahl der zu unter-
suchenden Wege steigt jedoch sehr schnell an. Bei zehn Produktionsauftragen miis-
sen bereits 3628800 Wege betrachtet werden. Bei grofieren » stofit man bald an Zeit-
grenzen. Fiir n = 15 miissten mehr als 1,3 - 10'? Wege betrachtet werden. Bei einer
Rechenzeit von einer Sekunde fiir 1 Million Wege wiirden mehr als 15 Tage bendtigt.
Um zu vertretbaren Rechenzeiten zu kommen, miissen andere Verfahren angewendet
werden.

In Kapitel 11 werden Verfahren vorgestellt, mit denen man in einer annehmbaren
Zeit zu einem Resultat gelangt, welches relativ nahe an die optimale Losung heran-
kommt.
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1.4 Objektorientierte Programmiersprachen

Objektorientierte Programmiersprachen haben seit vielen Jahren prozedurale Spra-
chen in vielen Bereichen ersetzt. Java, C# und C++ sind Beispiele fiir solche Sprachen.
In prozeduralen Programmiersprachen sind Daten und Prozeduren separate Kon-
zepte. Der Programmierer ist dafiir verantwortlich, beim Aufruf einer Prozedur diese
mit aktuellen Parametern vom vereinbarten Typ zu versorgen. In objektorientierten
Programmiersprachen steht das Konzept der Objekte im Mittelpunkt. Objekte ha-
ben einen internen Zustand, welcher nur durch entsprechende Methoden verdandert
werden kann. Methoden entsprechen Prozeduren in traditionellen Programmierspra-
chen, und das Konzept einer Klasse ist die Verallgemeinerung des Typkonzeptes.
Jedes Objekt ist Instanz einer Klasse; diese definiert die Struktur und die Methoden
zum Verdndern des Zustandes ihrer Instanzen.

Ein Hauptziel der objektorientierten Programmierung ist es, eine gute Struktu-
rierung und eine hohe Wiederverwendbarkeit von Software zu erzielen. Dazu werden
Klassen in Hierarchien angeordnet; man spricht dann von Ober- und Unterklassen. Je-
de Methode einer Klasse ist auch auf die Instanzen aller Unterklassen anwendbar. Man
sagt, eine Klasse vererbt ihre Methoden rekursiv an ihre Unterklassen. Der Program-
mierer hat aber auch die Méglichkeit, die Implementierung einer geerbten Methode
zu liberschreiben. Die Methode behalt dabei ihren Namen; es wird nur die Implemen-
tierung gedandert. Enthdlt ein Programm den Aufruf einer Methode fiir ein Objekt, so
kann in vielen Fillen wihrend der Ubersetzungszeit nicht entschieden werden, zu
welcher Klasse dieses Objekt gehort. Somit kann auch erst zur Laufzeit des Programms
die korrekte Implementierung einer Methode ausgew#hlt werden (late binding). Der
Grund hierfiir liegt hauptsachlich darin, dass der Wert einer Variablen der Klasse C
auch Instanz einer Unterklasse von C sein kann.

Die Auswahl der Implementierung einer Methode zur Laufzeit nennt man Dispat-
ching. Konzeptionell geht man dabei wie folgt vor:

(1) Bestimmung der Klasse, zu der das Objekt gehort.

(2) Falls diese Klasse eine Implementierung fiir diese Methode zur Verfiigung stellt,
wird diese ausgefiihrt.

(3) Andernfalls werden in aufsteigender Reihenfolge die Oberklassen durchsucht
und wie oben verfahren.

(4) Wird keine Implementierung gefunden, so liegt ein Fehler vor.

Im Folgenden wird nur der Fall betrachtet, dass jede Klasse maximal eine Oberklasse
hat (single inheritance). Hat eine Klasse mehrere Oberklassen (multiple inheritance),
so muss die Reihenfolge, in der in Schritt c) die Oberklassen durchsucht werden, fest-
gelegt werden.

Abbildung 1.6 zeigt eine Klassenhierarchie bestehend aus den Klassen A, B, ... ., G.
Die Unterklassenrelation ist durch einen Pfeil von einer Klasse zu ihrer Oberklasse ge-
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Abb. 1.6: Eine Klassenhierarchie
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kennzeichnet. Ferner ist angegeben, welche Klassen welche Methoden implementie-
ren. Beispielsweise kann die Methode m, auf jedes Objekt angewendet werden, aber
es gibt vier verschiedene Implementierungen von m,.

Welche Objekte verwenden welche Implementierung von m;, ? Die folgende Tabel-
le gibt dazu einen Uberblick; hierbei wird die Adresse einer Methode 1, welche durch
die Klasse K implementiert wird, durch m | K dargestellt. Wird z. B. die Methode m,
fiir eine Instanz der Klasse G aufgerufen, so ergibt sich direkt, dass m, | E die zuge-
horige Implementierung ist.

Klasse A B C D E F G
Implementierung  m; |A m; |B m;|B m; |B m |E m |F m|E

Ein Programm einer objektorientierten Sprache besteht im wesentlichen aus Metho-
denaufrufen. Untersuchungen haben gezeigt, dass in manchen objektorientierten
Sprachen bis zu 20 % der Laufzeit fiir Dispatching verwendet wird. Aus diesem Grund
besteht ein hohes Interesse an schnellen Dispatching-Verfahren. Die effizienteste
Méglichkeit, Dispatching durchzufiihren, besteht darin, zur Ubersetzungszeit eine
globale Dispatching-Tabelle zu erzeugen. Die Dispatching-Tabelle fiir das oben ange-
gebene Beispiel sieht wie folgt aus.

A B C D E F G
m m | A my | B my | B my | B my | E my | F my | E
iy m, | B m, | B m, | B
m;, my | C ms | D
my my | F my | G
ms ms | E ms | E ms | E

Diese Tabelle enthilt fiir jede Klasse eine Spalte und fiir jede Methode eine Zeile. Ist m
der Name einer Methode und C eine Klasse, so enthalt der entsprechende Eintrag der
Dispatching-Tabelle die Adresse der Implementierung der Methode #1, welche fiir In-
stanzen der Klasse C aufgerufen wird. Ist eine Methode auf die Instanzen einer Klasse
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nicht anwendbar, so bleibt der entsprechende Eintrag in der Dispatching-Tabelle leer.
Diese Organisation garantiert, dass die Implementierung einer Methode in konstanter
Zeit gefunden wird; es ist dabei genau ein Zugriff auf die Dispatching-Tabelle notwen-
dig. Der grof3e Nachteil einer solchen Dispatching-Tabelle ist der Platzverbrauch. Aus
diesem Grund sind Dispatching-Tabellen in dieser Form praktisch nicht verwendbar.

Um den Speicheraufwand zu senken, macht man sich zunutze, dass die meisten
Eintrdage der Dispatching-Tabelle nicht besetzt sind. Der Speicheraufwand kann re-
duziert werden, indem man fiir zwei Methoden, welche sich nicht beeinflussen, eine
einzige Zeile verwendet. Zwei Methoden beeinflussen sich nicht, wenn es kein Objekt
gibt, auf welches beide Methoden anwendbar sind. Im obigen Beispiel beeinflussen
sich die Methoden m1; und m; nicht; somit konnen beide Methoden in der Dispatching-
Tabelle eine gemeinsame Zeile verwenden. Um eine optimale Kompression zu finden,
wird zunachst untersucht, welche Methoden sich nicht beeinflussen. Dazu wird ein
so genannter Konfliktgraph gebildet. In diesem werden Methoden, welche sich beein-
flussen, durch eine Kante verbunden. Abbildung 1.7 zeigt den Konfliktgraphen fiir das
obige Beispiel.

Abb. 1.7: Ein Konfliktgraph

my my

ms

Um die minimale Anzahl von Zeilen zu finden, wird eine Aufteilung der Menge der
Methoden in eine minimale Anzahl von Teilmengen vorgenommen, so dass die Me-
thoden in jeder Teilmenge nicht durch Kanten verbunden sind. Jede Teilmenge ent-
spricht dann einer Zeile. Fiir das obige Beispiel ist {m,}, {m,, ms} und {m;, m,} eine
solche minimale Aufteilung. Die Dispatching-Tabelle wird nun mittels den folgenden
beiden Tabellen dargestellt. Die erste Tabelle gibt fiir jede Methode die entsprechende
Zeile in der zweiten Tabelle an.

Methode N m, ms my ms
Zeile 1 2 3 3 2
A B (& D 1) F G
1 m, | A m, | B m, | B m, | B m, | E m, | F m, | E
m, | B m, | B m, | B ms | E ms | E ms | E

3 ms | C my | D my | F my | G
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Die Auswahl einer entsprechenden Methode erfordert nun zwei Tabellenzugriffe.
Die Bestimmung der zugehdrigen Zeilen kann dabei schon zur Ubersetzungszeit erfol-
gen; somit ist zur Laufzeit weiterhin nur ein Tabellenzugriff erforderlich. Der Platzbe-
darf wird durch dieses Verfahren hédufig erheblich reduziert.

Das Problem bei dieser Vorgehensweise ist die Bestimmung einer Aufteilung der
Methoden in eine minimale Anzahl von Teilmengen von sich nicht beeinflussenden
Methoden. Dieses Problem wird ausfiihrlich in den Kapiteln 6 und 11 behandelt.

1.5 Suchmaschinen

Suchmaschinen sind bei der Informationsrecherche im World Wide Web zu einem un-
verzichtbaren Werkzeug geworden. Diese erstellen und verwalten einen Index, der
Stichworter mit Web-Seiten verbindet. Eine Anfragesprache ermdglicht eine geziel-
te Suche in diesem Index. Der Index der Suchmaschine wird automatisch durch so
genannte Web-Roboter aufgebaut.

Das Konzept der Suchmaschinen basiert auf einer graphentheoretischen Model-
lierung des Inhaltes des WWW. Die Grundlage fiir das Auffinden neuer Dokumente
bildet die Hypertextstruktur des Web. Diese macht das Web zu einem gerichteten Gra-
phen, wobei die Dokumente die Ecken bilden. Enthalt eine Web-Seite einen Verweis
(Link) auf eine andere Seite, so zeigt eine Kante von der ersten Seite zu der zweiten Sei-
te. Abbildung 1.8 zeigt ein Beispiel mit vier Web-Seiten und fiinf Verweisen. Die wahre
Grofie des WWW ist nicht bekannt, iiber die Anzahl der verschiedenen Web-Seiten
gibt es nur Schédtzungen. Die Betreiber von Suchmaschinen veréffentlichen gelegent-
lich Angaben iiber die Anzahl der durch sie indizierten Web-Seiten. Der Marktfiihrer
Google indexierte bereits 2008 mehr als eine Billion Web-Seiten.

Abb. 1.8: Vier Web-Seiten mit ihren Verweisen

AN

AN
B
Um moglichst viele Seiten aufzufinden, ohne dabei Seiten mehrfach zu analysieren,

miissen Web-Roboter bei der Suche nach neuen Dokumenten systematisch vorgehen.
Haufig werden von einer Web-Seite aus startend rekursiv alle Verweise verfolgt. Aus-
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gehend von einer oder mehreren Startadressen durchsuchen Web-Roboter das Web
und extrahieren nach verschiedenen Verfahren Worter und fiigen diese in den Index
ein. Zur Verwaltung des Index werden spezielle Datenbanksysteme verwendet. Dabei
werden sowohl statistische Methoden wie Worthdufigkeiten und inverse Dokumen-
tenhdufigkeiten als auch probabilistische Methoden eingesetzt. Viele Roboter unter-
suchen die Dokumente vollstdndig, andere nur Titel und Uberschriften. Zur Unterstiit-
zung komplexer Anfragen werden im Index auch die Anfange der Dokumente abge-
speichert. Bei der Analyse von Web-Seiten kommen HTML-Parser zum Einsatz, die je
nach Aufgabenstellung den Quelltext mehr oder weniger detailliert analysieren.

Im ersten Schritt bestimmt eine Suchmaschine die Web-Seiten, welche dem Such-
begriff iber den Index zugeordnet sind. Die Gréf3e des Web bedingt, dass die Anzahl
der gefundenen Dokumente sehr grof3 sein kann. Dariiber hinaus haben viele der ge-
fundenen Dokumente oft nur eine geringe oder sogar keine Relevanz fiir die Anfrage.
Im Laufe der Zeit wurden deshalb verschiedene Verfahren zur Bewertung von Web-
seiten mit dem Ziel der Relevanzbeurteilung durch Suchmaschinen entwickelt. Die
gefundenen Seiten werden dann nach ihrer vermeintlichen Relevanz sortiert. Dies er-
leichtert Anwendern die Sichtung des Suchergebnisses.

Ein aus unmittelbar nachvollziehbaren Griinden auch heute immer noch von
praktisch allen Suchmaschinen genutzter Maf3stab ist das Vorkommen eines Suchbe-
griffs im Text einer Webseite. Dieses Vorkommen wird nach verschiedensten Kriterien
wie etwa der relativen Haufigkeit und der Position des Vorkommens oder auch der
strukturellen Platzierung des Suchbegriffs im Dokument gewichtet.

Im Zuge der wachsenden wirtschaftlichen Bedeutung von Suchmaschinen ver-
suchen Autoren ihre Web-Seiten so zu gestalten, dass sie bei der Relevanzbeurtei-
lung durch Suchmaschinen gut abschneiden. Beispielsweise werden zugkraftige Wor-
ter mehrfach an wichtigen Stellen in den Dokumenten platziert, zum Teil sogar in
Kommentaren. Mittlerweile sind die Suchverfahren aber so stark verfeinert worden,
dass solche einfache Manipulationsversuche nicht mehr funktionieren.

Eine wichtige Idee besteht darin, die Anzahl der Verweise auf ein Dokument als
ein grundsatzliches Kriterium in die Beurteilung der Relevanz einer Seite mit einzube-
ziehen. Ein Dokument ist dabei umso wichtiger, je mehr Dokumente auf es verweisen.
Diese Idee wurde erstmals vom Suchdienst Google praktisch angewendet. Der so ge-
nannte PageRank basiert auf der Beobachtung, dass ein Dokument zwar bedeutsam
ist, wenn andere Dokumente Verweise auf es enthalten, nicht jedes verweisende Doku-
ment ist jedoch gleichwertig. Vielmehr wird einem Dokument unabhéngig von seinem
Inhalt ein hoher Rang zugewiesen, wenn andere bedeutende Dokumente auf es ver-
weisen. Die Wichtigkeit eines Dokuments bestimmt sich beim PageRank-Konzept aus
der Bedeutsamkeit der darauf verweisenden Dokumente, d. h., die Bedeutung eines
Dokuments definiert sich rekursiv aus der Bedeutung anderer Dokumente. Somit hat
im Prinzip der Rang jedes Dokuments eine Auswirkung auf den Rang aller anderen
Dokumente, die Verweisstruktur des gesamten Web wird also in die Relevanzbewer-
tung eines Dokumentes einbezogen.
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Der von L. Page und S. Brin entwickelte PageRank-Algorithmus ist sehr einfach
nachvollziehbar. Fiir eine Web-Seite W bezeichnet LC(W) die Anzahl der Verweise,
welche von Seite W ausgehen, d. h., Verweise die im Text von W enthalten sind, und
PL(W) bezeichnet die Menge der Web-Seiten, welche einen Verweis auf Seite W ent-
halten. Der PageRank PR(W) einer Seite W berechnet sich wie folgt:

PR(D)
LC(D)’

PRW)=(1-d)+d )

DePL(W)
Hierbei ist d € [0, 1] ein einstellbarer Dampfungsfaktor. Der PageRank einer Seite W
bestimmt sich dabei rekursiv aus dem PageRank derjenigen Seiten, die einen Verweis
auf Seite W enthalten. Der PageRank der Seiten D € PL(W) flief3t nicht gleichmaflig in
den PageRank von W ein. Der PageRank einer Seite wird stets anhand der Anzahl der
von der Seite ausgehenden Links gewichtet. Das bedeutet, dass je mehr ausgehende
Links eine Seite D hat, umso weniger PageRank gibt sie an W weiter. Der gewichtete
PageRank der Seiten D € PL(W) wird addiert. Dies hat zur Folge, dass jeder zusatzlich
eingehende Link auf W stets den PageRank dieser Seite erhoht. Schlie8lich wird die
Summe der gewichteten PageRanks der Seiten D € PL(W) mit dem Dampfungsfaktor
d multipliziert. Hierdurch wird das Ausmaf} der Weitergabe des PageRanks von einer
Seite auf einer andere verringert.

Die Eigenschaften des PageRank werden jetzt anhand des in Abbildung 1.8 darge-
stellten Beispieles veranschaulicht. Der Dampfungsfaktor d wird Angaben von Page
und Brin zufolge fiir tatsdchliche Berechnungen oft auf 0,85 gesetzt. Der Einfachheit
halber wird d an dieser Stelle ein Wert von 0,5 zugewiesen, wobei der Wert von d zwar
Auswirkungen auf den PageRank hat, das Prinzip jedoch nicht beeinflusst. Fiir obiges
Beispiel ergeben sich folgende Gleichungen:

PR(A) = 0,5 + 0,5 PR(B)/2

PR(B) = 0,5 + 0,5 PR(A)

PR(C) = 0,5 + 0,5 (PR(B)/2 + PR(D))
PR(D) = 0,5 + 0,5 PR(C)

Dieses Gleichungssystem lasst sich sehr einfach 16sen. Es ergibt sich folgende Lésung,
wobei C den héchsten und A den niedrigsten PageRank erhilt:

PR(A) = 0,71428 PR(B) = 0,85714 PR(C) = 1,2857 PR(D) = 1,1428

Es stellt sich die Frage, wie der PageRank von Web-Seiten berechnet werden kann. Ei-
ne ganzheitliche Betrachtung des WWW ist sicherlich ausgeschlossen, deshalb erfolgt
in der Praxis eine ndherungsweise, iterative Berechnung des PageRank. Dazu wird zu-
ndchst jeder Seite ein PageRank mit Wert 1 zugewiesen, und anschlief3end wird der Pa-
geRank aller Seiten in mehreren Iterationen ermittelt. Die nachfolgende Tabelle zeigt
das Ergebnis der ersten fiinf Iterationen fiir das betrachtete Beispiel. Bereits nach sehr
wenigen Iterationen wird eine sehr gute Ndherung an die tatsdchlichen Werte erreicht.
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Fiir die Berechnung des PageRanks fiir das komplette Web werden von Page und Brin
etwa 100 Iterationen als hinreichend genannt.

Iteration PR(A) PR(B) PR(C) PR(D)
0 1 1 1 1
1 0,75 0,875 1,21875 1,109375
2 0,71875 0,859375 1,2695312 1,1347656
3 0,71484375 0,8574219 1,2817383 1,1408691
4 0,71435547 0,85717773 1,284729 1,1423645
5 0,71429443 0,8571472 1,285469 1,1427345

Die bei der systematischen Suche nach neuen Web-Seiten von Weh-Robotern einge-
setzten Verfahren wie Tiefen- und Breitensuche werden in Kapitel 4 ausfiihrlich vor-
gestellt.

1.6 Analyse sozialer Netze

Der Begriff Soziales Netzwerk bezeichnet eine soziale Struktur, die zwischen mensch-
lichen Akteuren mittels ihrer Interaktion entsteht. Der Begriff ist recht weit gefasst. Es
ist nicht festgelegt, um welche Art von Interaktion es sich handelt und ob die Akteure
Individuen, Gruppen oder Organisationen sind. Soziale Netzwerke lassen sich einfach
als Graphen modellieren. Die Akteure bilden die Ecken und Interaktionen zwischen
ihnen werden als Kanten dargestellt. Der US-amerikanische Psychologe S. Milgram
untersuchte bereits in den 1960er Jahren soziale Netze. Er vertrat die Hypothese, dass
jeder Mensch auf der Welt mit jedem anderen iiber eine {iberraschend kurze Kette von
Bekanntschaftsbeziehungen verbunden ist. Im zugehorenden sozialen Netzwerk sind
die Menschen die Ecken und die Bekanntschaft zweier Menschen wird durch eine Kan-
te reprasentiert. Diese Art der Darstellung von sozialen Beziehungen wird auch Sozio-
gramm genannt. Da es unmoglich ist diesen Graph explizit anzugeben, beschrankte
sich Milgram auf empirische Untersuchungen (Small world experiment). Er interpre-
tierte die Ergebnisse in der Art, dass Biirger der USA im Durchschnitt durch eine Kette
von 6 Personen verbunden sind. Die Schlussfolgerungen aus seinen Untersuchungen
sind wegen der geringen Datenlage allerdings umstritten.

Im Zeitalter des Internet erreichte die Erforschung sozialer Netze eine neue Di-
mension. Das World Wide Web bietet zahllose Plattformen, mit denen Benutzer ein
personliches Profil verwalten kénnen. Des Weiteren konnen Beziehungen zu anderen
Personen abgebildet werden. Allein in Deutschland nutzten im Jahr 2009 mehr als
10 Millionen Menschen solche Websites. Jede dieser Plattformen definiert ein soziales
Netzwerk, wobei die Nutzer die Akteure sind. Die Kommunikationsmuster in Diskus-
sionsforen oder Email-Listen konnen ebenfalls durch soziale Netzwerke reprasentiert
werden. Abbildung 1.9 zeigt ein soziales Netzwerk mit 10 Akteuren, diese sind mit den
Buchstaben A bis ] gekennzeichnet. Hierbei sind zwei Personen durch eine Kante ver-
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bunden, falls sie regelmaflig Emails austauschen. Dieses Beispiel wird wegen seiner
Form auch Kite-Netzwerk genannt und wurde erstmals von D. Krackhard verwendet.

Abb. 1.9: Das Kite-Netzwerk, ein Beispiel fiir ein soziales Netzwerk

Der Zusammenhang zwischen der Struktur eines sozialen Netzwerkes auf der einen
und dem Verhalten der darin eingebetteten Akteure und Gruppen auf der anderen
Seite ist seit vielen Jahrzehnten Gegenstand sozialwissenschaftlicher Untersuchun-
gen. Die hierbei verwendeten Methoden werden unter dem Begriff Analytik sozialer
Netzwerke zusammengefasst. Im Folgenden werden wichtige Konzepte dieser Analy-
tik und ihre graphentheoretische Interpretation vorgestellt.

Ein wichtiges Merkmal eines sozialen Netzwerkes ist seine Dichte. Sie bezeichnet
das Verhaltnis der Anzahl der Kanten in einem Soziogramm zur Zahl der moglichen
Kanten. Diese Maf3zahl verdeutlicht die Verbundenheit des sozialen Netzwerkes. Die
Dichte des in Abbildung 1.9 dargestellten Netzwerks betrdagt 18/45 = 0,4. Die Dichte
liegt immer im Intervall [0, 1]. Je ndher die Dichte an 1 liegt, desto schneller kann sich
beispielsweise eine Informationen im Netzwerk ausbreiten. Im Folgenden bezeichne n
stets die Anzahl der Akteure und m die Anzahl der Kanten in einem sozialen Netzwerk.
Die Dichte ist durch folgenden Ausdruck gegeben:

2m
nn-1)

Ein weiteres Mittel zur Untersuchung von Gesamtnetzwerken ist die Cliqguenanalyse.
Unter einer Clique versteht man eine Teilmenge der Ecken, die alle untereinander di-
rekt verbunden sind. Eine Clique kennzeichnet eine Gruppe von Akteuren mit ho-
her Kohidsion. Die Cliquenanalyse unterteilt ein Gesamtnetzwerk in disjunkte Cliquen.
Diese Aufteilung bringt Erkenntnisse iiber die Struktur und den inneren Zusammen-
hang eines sozialen Netzwerkes. Das in Abbildung 1.9 dargestellte Netzwerk kann bei-
spielsweise in die disjunkten Cliquen {A, C, D, F}, {B, E, G}, {H, I} und {J} unterteilt
werden. Es gibt keine Clique, die mehr als vier Akteure enthalt.
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Die Untersuchung eines sozialen Netzwerkes kann auch den Fokus auf einzelne
Akteure richten. Dabei geht es um die Frage, wie zentral der Akteur ist bzw. welches
Prestige er besitzt. Zur Messung von Zentralitat (Centrality) wurden verschiedene Ver-
fahren entwickelt, einige davon werden im Folgenden vorgestellt. Ein Akteur ist zen-
tral im Sinne der Degree-Centrality, wenn er direkte Beziehungen zu moglichst vielen
anderen Akteuren hat. Fiir einen Akteur, der mit d(e) anderen Akteuren durch eine
Kante verbunden ist, ist die Degree-Centrality Cp,(e) durch d(e)/(n— 1) gegeben. Diese
Maf3zahl kennzeichnet die Eingebundenheit eines Akteurs in einem Netzwerk. Je na-
her C,(e) an 1 liegt, desto hoher ist das Prestige des Akteurs. In der folgenden Tabelle
sind die Degree-Centrality Werte der 10 Akteure aus Abbildung 1.9 zusammengefasst.
Akteur D hat mit 2/3 = 0,67 den hdchsten Wert.

A B C D 1B 1B G H I ]
Degree 0,44 044 033 067 033 05 056 033 022 0,11
Betweenness 0,02 0,02 0 0,10 0 0,23 0,23 0,39 0,22 0
Closeness 1,89 1,89 2 1,67 2 1,56 1,56 1,67 2,33 3,22

Die Betweenness-Centrality ist ein Maf3 fiir die Bedeutung eines Akteurs fiir den In-
formationsaustausch. Ein Akteur hat signifikanten Einfluss auf den Informationsaus-
tausch zwischen zwei anderen Akteuren, wenn er auf einem kiirzesten Pfad zwischen
diesen beiden Akteuren liegt. Ein Akteur gilt dann als zentral, wenn er auf moglichst
vielen kiirzesten Pfaden liegt. In Abbildung 1.9 haben die Akteure F, G und H zentrale
Positionen. Die Betweenness-Centrality Cy(e) eines Akteurs e kann wie folgt bestimmt

werden:
2 oy (e)

(n-1)(n-2) 7.
Hierbei bezeichnet o, die Anzahl der kiirzesten Pfade von s nach z und o, (e) die
Anzahl dieser Pfade, die e enthalten. Summiert wird {iber alle ungeordneten Paare s, z
von Akteuren mit s # e # zund s # z. Der Faktor 2/(n—1)(n—2) dient der Normierung
des Wertes auf das Intervall [0, 1]. Je ndher Cy(e) an 1 ist, desto weitreichender sind die
Kontrollmoglichkeiten, die dem Akteur e aufgrund seiner strategischen Position im
Netzwerk zufallen. Dieses Maf3 geht implizit davon aus, dass Kommunikation immer
entlang kiirzester Wege erfolgt.

Zur Bestimmung von Cgz(H) beziiglich des in Abbildung 1.9 dargestellten Netz-
werks beachte man, dass o;(H) = 0 und o.,(H) = 0 fiir {s,z} ¢ {A,B,C,D,EFG}
gilt. Da H auf allen kiirzesten Wegen zwischen Ecken in den Mengen {I,J} und
{A,B,C,D,E,F,G} liegt, gilt o;(H) = oy und o;(H) = oy fir s € {A,B,C,D,E,FG}.
Somit ergibt sich Cz(H) = 2/72 - 14 = 0,39, fiir alle anderen Akteure ist Cy kleiner.
Die restlichen Werte sind in der obigen Tabelle zusammengefasst.

Bei der Closeness-Centrality C werden neben den direkten auch die indirekten
Beziehungen betrachtet. Der Wert dieser Maf3zahl fiir einen Akteur e entspricht den
aufsummierten Langen der kiirzesten Pfade, iiber die der betrachtete Akteur zu allen

Cple) =

USZ
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anderen in Beziehung steht, dividiert durch n — 1:
22#:2 d(e’ z )

Cele) = n-1

Summiert wird iiber alle Akteure z # e, welche von e aus erreichbar sind. Hierbei
bezeichnet d(e, z) die Anzahl der Kanten auf einem kiirzesten Weg von e nach z. C(e)
ist ein Maf fiir die Ndhe eines Akteurs e zu allen anderen. Je kleiner C(e) ist, desto
schneller kann der Akteur mit den restlichen Akteuren interagieren. Diese Maf3zahl ist
vor allem in der Bewertung der Kommunikation zwischen Akteuren von Bedeutung. In
Abbildung 1.9 haben F und G mit jeweils 1, 56 die kleinste Closeness-Centrality (siehe
vorherige Tabelle). Von diesen Akteuren verbreiten sich Informationen am schnellsten
im gesamten Netzwerk aus.

Cliquen werden in den Kapiteln 5 und 6 behandelt. Die Aufgaben 26 in Kapitel 11
und 5 in Kapitel 2 beschreiben Verfahren zur Bestimmung grofer Cliquen. Effiziente
Algorithmen zur Bestimmung der Betweenness- und der Closeness-Centrality werden
in Abschnitt 10.5 und Aufgabe 36 in Kapitel 10 vorgestellt.

1.7 Literatur

Verletzlichkeit von Kommunikationsnetzen ist ein Teilgebiet der Zuverldissigkeitstheo-
rie. Eine ausfiihrliche Darstellung der graphentheoretischen Aspekte beschreibt [69].
Eine Ubersicht iiber Wegeplanungsverfahrenin der Robotik findet man in [77]. Das Pro-
blem der optimalen Umriistzeiten ist eng verwandt mit dem Traveling-Salesman Pro-
blem. Eine ausfiihrliche Darstellung ist in [78] enthalten. Verfahren zur Optimierung
von Methodendispatching in objektorientierten Programmiersprachen sind in [5] be-
schrieben. Information zu Algorithmen fiir Suchmaschinen findet man in [76]. Weitere
praktische Anwendungen der Graphentheorie sind in [52, 53] beschrieben. Die Grund-
ziige der Analyse sozialer Netzwerke behandelt [16].

1.8 Aufgaben

1. Bestimmen Sie Verbindungs- und Knotenzusammenhang der folgenden drei
Netzwerke.




2.

3.

1.8 Aufgaben =— 17

Bestimmen Sie fiir die im Folgenden dargestellte Menge von Hindernissen das
System aller Geradensegmente analog zu Abbildung 1.3. Bestimmen Sie den
kiirzesten Weg von s nach z.

Im Folgenden sind die Umriistzeiten T;; fiir vier Produktionsauftrage fiir eine
Fertigungszelle in Form einer Matrix gegeben.

0o 1,2 2 29
0,8 0 1,0 23

2 1,2 0 34
51 19 21 0

Bestimmen Sie die optimale Reihenfolge der Produktionsauftrage, um die ge-
ringste Gesamtumriistzeit zu erzielen. Die Fertigungszelle befindet sich an-
fangs im Zustand 1.

Bestimmen Sie fiir die folgende Klassenhierarchie und die angegebenen Me-
thoden den Konfliktgraphen und geben Sie eine optimal komprimierte Dis-
patchtabelle an.

A 1 my

T My, My

/ \ T Ly, my
E L my

/ \ 1My, My
1 my
F G tmy
Ty
1 Mg

~TOTMEE O W

99— 00—
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5. Essei M eine Menge von Web-Seiten mit folgenden beiden Eigenschaften:
(a) Jede Seite in M enthilt mindestens einen Verweis und
(b) aufierhalb von M gibt es keine Seiten, welche auf Seiten in M verweisen.
Beweisen Sie, dal die Summe der Werte des PageRank aller Seiten aus M
gleich der Anzahl der Seiten in M ist.

6. Bestimmen Sie den PageRank aller Seiten der folgenden Hypertextstruktur
(d=0,5).

B
7. Bestimmen Sie die Dichte des folgenden sozialen Netzwerks. Berechnen Sie

Degree-Centrality, Betweenness-Centrality und Closeness-Centrality fiir jeden
Akteur.

8. Es sei G ein Graph, bei dem jede Ecke mit jeder anderen Ecken verbunden
ist. Berechnen Sie fiir alle Ecken die Zentralititsmafle: Degree-Centrality,
Betweenness-Centrality und Closeness-Centrality.

9. Geben Sie ein Beispiel fiir ein soziales Netzwerk an, in dem es eine Ecke e mit
Cg(e) = 1gibt.



KAPITEL 2

Einfiihrung

Dieses Kapitel fiihrt in die Grundbegriffe der Graphentheorie ein und beschreibt wich-
tige Klassen von Graphen. Es werden verschiedene Datenstrukturen fiir Graphen be-
trachtet und deren Speicherverbrauch bestimmt. Als Einfiihrung in die algorithmische
Graphentheorie wird der Algorithmus zur Bestimmung des transitiven Abschlusses
eines Graphen diskutiert. Ein weiterer Abschnitt stellt Mittel zur Verfiigung, um Zeit-
und Platzbedarfvon Algorithmen abzuschétzen und zu vergleichen. Die Beschreibung
von Graphalgorithmen und deren Implementierung in einer objektorientierten Spra-
che werden ausfiihrlich diskutiert. Die nachfolgenden Kapitel beschéftigen sich dann
ausfiihrlich mit weiterfithrenden Konzepten.

2.1 Grundlegende Definitionen

Ein ungerichteter Graph G besteht aus einer Menge E von Ecken und einer Menge K
von Kanten. Eine Kante ist gegeben durch ein ungeordnetes Paar von Ecken, den En-
decken der Kante. Die Ecken werden oft auch Knoten oder Punkte genannt. Ein gerich-
teter Graph G besteht aus einer Menge E von Ecken und einer Menge K von gerichteten
Kanten, die durch geordnete Paare von Ecken, den Anfangsecken und den Endecken,
bestimmt sind. Eine anschauliche Vorstellung von Graphen vermittelt ihre geometri-
sche Darstellung durch Diagramme in der Euklidischen Ebene. Die Ecken werden da-
bei als Punkte und die Kanten als Verbindungsstrecken der Punkte reprasentiert. Die
Richtungen der Kanten in gerichteten Graphen werden durch Pfeile dargestellt.
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Abb. 2.1: Diagramme von Graphen

1 1 2

Abbildung 2.1 zeigt zwei Diagramme, die einen gerichteten und einen ungerichteten
Graphen reprasentieren. Die Ecken- bzw. Kantenmenge des ungerichteten Graphen
ist:

E={e;, ey, €5, ¢4, €5}

K ={(e;, ), (€3, €3), (e3, €5), (es, e4), (€5, €4)}

und die des gerichteten Graphen ist:
E={e;, ey, 5,4}
K= {(61, 63), (52, el); (62, 64), (83, 62), (33, 34)}

Haufig werden die Ecken mit den Zahlen von 1 bis n durchnummeriert. Diese Num-
merierung wird auch in den Abbildungen verwendet. Zur besseren Lesbarkeit werden
die Ecken im Text mit e, bis e, bezeichnet. Im Folgenden wird die Anzahl der Ecken
immer mit » und die der Kanten immer mit m bezeichnet.

Eine geometrische Darstellung bestimmt eindeutig einen Graphen, aber ein Graph
kann auf viele verschiedene Arten durch ein Diagramm dargestellt werden. Die geo-
metrische Lage der Ecken in der Ebene tragt keinerlei Bedeutung. Die beiden Diagram-
me in Abbildung 2.2 reprasentieren den gleichen Graphen, denn die entsprechenden
Mengen E und K sind identisch. Man beachte, dass die bei der geometrischen Darstel-
lung entstehenden Schnittpunkte zweier Kanten nicht unbedingt Ecken entsprechen.
Ferner miissen die Kanten auch nicht durch Strecken dargestellt werden, sondern es
konnen beliebige Kurven verwendet werden.

Abb. 2.2: Verschiedene Diagramme fiir den gleichen Graphen

Die Definition eines Graphen schlief3t nicht aus, dass es zwischen zwei Ecken mehr als
eine Kante gibt und dass es Kanten gibt, deren Anfangs- und Endecke identisch sind.
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Graphen, bei denen eine solche Situation nicht vorkommt, nennt man schlicht. Bei
schlichten Graphen gibt es somit keine Kanten, deren Anfangs- und Endecke gleich
sind, und keine Mehrfachkanten zwischen zwei Ecken. Sofern es nicht ausdriicklich
vermerkt ist, werden in diesem Buch nur schlichte Graphen behandelt. Dies schlief3t
aber nicht aus, dass es bei gerichteten Graphen zwischen zwei Ecken zwei Kanten mit
entgegengesetzten Richtungen geben kann.

Die Struktur eines Graphen ist dadurch bestimmt, welche Ecke mit welcher ver-
bunden ist, die Bezeichnung der Ecken tragt keine Bedeutung. Deshalb kann sie auch
bei der geometrischen Reprdsentation weggelassen werden. Abbildung 2.3 zeigt alle
elf ungerichteten Graphen, die genau vier Ecken haben.

Ein ungerichteter Graph heif3t vollstindig, wenn alle Ecken paarweise benachbart
sind. Der vollstandige Graph mit » Ecken wird mit K, bezeichnet. Der letzte Graph in
Abbildung 2.3 ist der Graph K.

Abb. 2.3: Die ungerichteten Graphen mit genau vier Ecken

N S I AN AN AN

| L]

Zwei Ecken e und ¢’ eines ungerichteten Graphen heifien benachbart, wenn es eine
Kante von e nach e’ gibt. Die Menge der Nachbarn einer Ecke e wird mit N(e) bezeich-
net. Fiir die Menge N (e)U{e} wird die Bezeichnung N[e] verwendet. Fiir eine Teilmenge
U ¢ Ebezeichnet Ny, (e) die Menge N(e)NU. Eine Ecke e eines ungerichteten Graphen
ist inzident mit einer Kante k des Graphen, wenn e eine Endecke der Kante k ist.

Der Grad g(e) einer Ecke e in einem ungerichteten Graphen G ist die Anzahl der
Kanten, die mit e inzident sind, d. h. g(e) = |N(e)|. Mit A(G) (oder kurz A) wird der
maximale und mit §(G) (oder kurz ) der minimale Eckengrad von G bezeichnet. Es
gilt A(K,)) =n—1.

In gerichteten Graphen werden die Nachbarn einer Ecke e in zwei Mengen aufge-
teilt, die Nachfolger und die Vorgdinger von e. Die Menge N (e) bezeichnet alle Nach-
folger,d.h. N*(e) = {¢’ | (e,€') € E}. Analog dazu bezeichnet N™(e) = {¢’ | (¢, e) € E}
die Menge der Vorganger von e. Des Weiteren unterscheidet man zwischen Ausgangs-
grad g*(e) und dem Eingangsgrad g (e) einer Ecke e. Es gilt g*(e) = |N"(e)| und
g (e) = IN"(e)|. Abbildung 2.4 illustriert diese Begriffe an zwei Beispielen. Eine Ecke
emit g (e) = g*(e) = 0 (bzw. g(e) = 0) heifdt isolierte Ecke. Der erste Graph in Abbil-
dung 2.3 besteht aus vier isolierten Ecken, d. h., seine Kantenmenge ist leer.
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Abb. 2.4: Die Grade von Ecken

2 gle) =3 AG) =3
! gler) =2 8(6) =1
3 gles) =1
4 gley) =2
5 gles) =2
1
g'le) =2 g (e)=0
2 3 g'ey) =2 g (e)=1
g+(€3) =1 g_(e3) =2
g+(e4) =0 g (ey) =3
ghles) =2 g (es) =1
4 5

In einem ungerichteten Graphen ist die Summe der Grade aller Ecken gleich der zwei-
fachen Anzahl der Kanten:

Z g(e) =2m.

ecE
Dies folgt daraus, dass jede Kante zum Eckengrad von zwei Ecken beitrdgt. Aus der

letzten Gleichung kann eine einfache Folgerung gezogen werden: Die Anzahl der
Ecken mit ungeradem Eckengrad in einem ungerichteten Graphen ist eine gerade
Zahl.

Eine Folge von Kanten k,, k,, ..., k, eines Graphen heif3t Kantenzug, falls es ei-
ne Folge von Ecken e, ..., e, des Graphen gibt, so dass fiir jedes i zwischen 2 und
z die Kante k; gleich (e;_;, e;) ist. Zur Beschreibung eines Kantenzuges wird die No-
tation <e;,...,e,> verwendet. Die Anzahl der Kanten eines Kantenzug wird als die
Léinge des Kantenzuges bezeichnet. Ein Kantenzug heif3t Weg, wenn alle verwendeten
Kanten verschieden sind. Der Begriff Weg entspricht dem anschaulichen Wegbegriff in
der geometrischen Darstellung des Graphen. Man nennt e, die Anfangsecke und e, die
Endecke des Weges. Eine Ecke e kann man von der Ecke e’ erreichen, falls es einen Weg
von e nach e’ gibt. Ist e, = e,, so heif3t der Weg geschlossen, andernfalls heifit er offen.
Der gerichtete Graph aus Abbildung 2.1 enthélt einen Weg von e; nach e, bestehend
aus der Folge der Kanten (e, e;), (e;, e,) und (e,, e,), aber es gibt keinen Weg von e,
nach e;. Man beachte, dass es auch in ungerichteten Graphen Ecken geben kann, zwi-
schen denen kein Weg existiert. Vergleichen Sie dazu die Graphen in Abbildung 2.3.

Ein Weg heifdt einfacher Weg, falls alle verwendeten Ecken bis auf Anfangs- und
Endecke verschieden sind. Der Umfang eines ungerichteten Graphen ist definiert als
die Lange eines geschlossenen einfachen Weges von geringster Lange. Enthilt ein
Graph keinen geschlossenen Weg so hat er den Umfang co. Der Umfang des unge-
richteten Graphen aus Abbildung 2.4 ist 4.

Ein einfacher Weg eines ungerichteten Graphen, der alle Ecken des Graphen ent-
halt, nennt man Hamiltonschen Kreis. Ein ungerichteter Graph heif3t Hamiltonscher
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Graph, wenn er einen Hamiltonschen Kreis besitzt. Der in Abbildung 2.5 dargestellte
Graph besitzt keinen Hamiltonschen Kreis. Der Graph wird zu einem Hamiltonschen
Graph, wenn eine Kante zwischen den Ecken e; und eg hinzugefiigt wird.

Abb. 2.5: Ein Graph ohne Hamiltonschen Kreis

Der Abstand d(e, e') zweier Ecken e, ¢ eines Graphen ist gleich der minimalen Anzahl
von Kanten eines Weges mit Anfangsecke e und Endecke ¢'. Gibt es keinen solchen
Weg, soistd(e,e') = co.Esgiltd(e, e) = 0fiir jede Ecke e eines Graphen. Der Durchmes-
ser D(G) eines Graphen G mit Eckenmenge E ist gleich dem gr6f3ten Abstand zweier
Ecken von G, d.h. D(G) = max{d(e,e') | e,e¢’ € E}. Der ungerichtete Graph aus Abbil-
dung 2.4 hat Durchmesser 3 und es gilt d(eg, e;) = 3.

Das Komplement eines ungerichteten Graphen G ist ein ungerichteter Graph G mit
der gleichen Eckenmenge. Zwei Ecken sind in G dann und nur dann benachbart, wenn
Sie nicht in G benachbart sind. Abbildung 2.6 zeigt einen ungerichteten Graphen und
sein Komplement.

Abb. 2.6: Ein ungerichteter Graph und sein Komplement

Sei G ein Graph mit Eckenmenge E und Kantenmenge K. Jeden Graph, dessen Ecken-
menge eine Teilmenge von E und dessen Kantenmenge eine Teilmenge von K ist,
nennt man Untergraph von G. Haufig werden Untergraphen betrachtet, welche alle
Kanten enthalten, die inzident zu einer Ecke aus einer gegebenen Teilmenge U von E
sind. Solche Untergraphen werden induzierte Untergraphen genannt und mit G; be-
zeichnet. Formal ist G; ein Graph mit Eckenmenge U < E und der Kantenmenge

{(e,e') | e;¢’ € Uund (e,€) € K}.

Abbildung 2.7 zeigt einen Graphen mit sechs Ecken und den induzierten Untergraphen
Gy fiir die Menge U = {e}, e, €5, €5, €c}. Man beachte, dass nicht jeder Untergraph ein
induzierter Untergraph ist.
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Es sei J eine Teilmenge der Kanten, dann nennt man den Graphen mit Kanten-
menge J und Eckenmenge {e | e ist Endecke einer Kante aus J} den von J induzierten
Untergraphen.

Abb. 2.7: Ein Graph und ein induzierter Untergraph

e W e\

Ein Untergraph C eines ungerichteten Graphen G heif3t Clique, falls C ein vollstandiger
Graph ist. Die Anzahl der Ecken einer maximalen Clique von G wird Cliquenzahl w(G)
von G genannt. Es gilt w(K,) = n — 1. Der in Abbildung 2.7 links dargestellte Graph
hat Cliquenzahl 4, eine entsprechende Clique wird von den Ecken e, e;, e, und e
gebildet. Fiir den rechts dargestellten Graphen gilt w(G) = 3. Fiir den in Abbildung 2.8
abgebildeten Graphen gilt w(G) = 2.

Eine Teilmenge U der Eckenmenge eines ungerichteten Graphen G heif3t unabhdn-
gig, falls kein Paar von Ecken aus U benachbart ist. Solche Eckenmengen werden kurz
unabhdngige Mengen genannt. Die in Abbildung 2.8 rot dargestellten Ecken bilden ei-
ne unabhangige Menge des dargestellten Graphen. Die Unabhdingigkeitszahl o(G) von
G ist die maximale Machtigkeit einer unabhdngigen Menge. Fiir den in Abbildung 2.8
abgebildeten Graphen ist &(G) = 5. Es gilt a(K,,) = 1. Ist U eine unabhédngige Menge
von G, dann ist U eine Clique von G, d.h., es gilt a(G) = w(G).

Abb. 2.8: Ein Graph G mit «(G) = 5 und w(G) = 2

2.2 Spezielle Graphen

Ein ungerichteter Graph heiflt zusammenhdngend, falls es fiir jedes Paar e,e’ von
Ecken einen Weg von e nach e’ gibt. Die Eckenmenge E eines ungerichteten Graphen
kann in disjunkte Teilmengen E,, ..., E, zerlegt werden, so dass die von den Mengen
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E; induzierten Untergraphen zusammenhé&ngend sind. Dazu bilde man folgende Re-
lation: e,e’ € E sind aquivalent, falls es einen Weg von e nach e gibt. Dies ist eine
Aquivalenzrelation. Die von den Aquivalenzklassen dieser Relation induzierten Unter-
graphen sind zusammenhadngend. Man nennt sie die Zusammenhangskomponenten.
Ein zusammenhadngender Graph besteht also nur aus einer Zusammenhangskompo-
nente. Der erste Graph aus Abbildung 2.3 besteht aus vier und der zweite Graph aus
drei Zusammenhangskomponenten.

Ein Graph heif3t bipartit, wenn sich die Menge E der Ecken in zwei disjunkte Teil-
mengen E, und E, zerlegen ldsst, so dass weder Ecken aus E;, noch Ecken aus E,
untereinander benachbart sind. Der obere Graph aus Abbildung 2.4 ist bipartit. Hier-
beiist E, = {e;,es} und E, = {e,, e5, e5}. Ein Graph heif3t vollstdndig bipartit, falls er
bipartit ist und jede Ecke aus E, zu jeder Ecke aus E, benachbart ist. Ist | E; | = n, und
|E, | = n,, so wird der vollstdndig bipartite Graph mit K, , bezeichnet. Der Graph aus
Abbildung 2.2 ist der Graph Kj ;. Der Graph K, ,, wird Sterngraph genannt. Fiir einen
bipartiten Graph G mit mindestens einer Kante gilt w(G) = 2.

Das Konzept von bipartiten Graphen kann verallgemeinert werden. Ein ungerich-
teter Graph G heif3t r-partit, wenn die Eckenmenge E von G in r disjunkte Teilmengen
E,,..., E, aufgeteilt werden kann, so dass die Endecken aller Kanten von G in verschie-
denen Teilmengen E; liegen. Die 2-partiten Graphen sind genau die bipartiten Gra-
phen. Ein r-partiter Graph heif3t vollstindig r-partit, wenn alle Ecken aus verschiede-
nen Teilmengen E; benachbart sind. Abbildung 2.9 zeigt einen vollstdndig 3-partiten
Graphen. Die zu den Teilmengen E; gehdrenden Ecken sind jeweils grau hinterlegt.

Abb. 2.9: Ein vollstdndig 3-partiter Graph

Ein Graph heif3t zyklisch, falls er aus einem einfachen geschlossenen Weg besteht. Der
zyklische Graph mit n Ecken wird mit C,, bezeichnet. C,, ist genau dann bipartit, wenn
n gerade ist. Der vorletzte Graph in Abbildung 2.3 ist der Graph C,. Es gilt w(C;) = 3
und w(C,) = 2 fiirn > 3. Ferner gilt a(C,,,,,) = nund a(C,,,) = n.

Ein Graph, in dem jede Ecke den gleichen Grad hat, heif3t reguldr. Die Graphen
C,, K, und K, , sind regulér. Die Ecken des Graphen aus Abbildung 2.10 haben alle
den Grad 3. Dieser Graph ist nach dem Graphentheoretiker J. Petersen benannt.

Graphen konnen auch auf Basis mathematischer Strukturen definiert werden. Da-
zu werden im Folgenden zwei Beispiele vorgestellt. Es sei P eine endliche Menge von
Punkten der zweidimensionalen reellen Ebenen. Die Menge P definiert einen Graphen
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Abb. 2.10: Der Petersen Graph

bei dem die Punkte den Ecken entsprechen. Zwei Ecken sind durch eine Kante verbun-
den, wenn der euklidische Abstand der zugehtrenden Punkte kleiner oder gleich ei-
ner Konstanten a ist. Solche Graphen werden Unit Disk Graphen genannt. Sie werden
zur Modellierung von drahtlosen Funknetzwerken verwendet. Dabei entsprechen die
Ecken den Funkgerdten, welche alle die gleiche Sendereichweite S, haben. Der daraus
abgeleitete Unit Disk Graph mit der Konstanten a = Sy zeigt, welche Funkgeréte di-
rekt miteinander kommunizieren konnen. Abbildung 2.11 zeigt einen Unit Disk Graph.
Anhand der Kreise kann leicht {iberpriift werden, ob zwei Ecken benachbart sind.

Abb. 2.11: Ein Unit Disk Graph

Im zweiten Beispiel entsprechen die Vektoren eines s-dimensionalen Vektorraums
iiber dem Kérper GF[2] den Ecken eines ungerichteten Graphen. Jede der 2° Ecken
wird durch einen Vektor (a,,...,a,) mitg; € {0, 1} reprasentiert. Ein Hypercube Q, der
Dimension s ist ein ungerichteter Graph bei dem zwei Ecken e, ¢’ genau dann benach-
bart sind, wenn sich die zu e und ¢’ gehdrenden Vektoren an genau einer Position
unterscheiden. Abbildung 2.12 zeigt den Hypercube der Dimension 3. Da die Vektoren
benachbarter Ecken sich an genau einer Stelle unterscheiden, hat jede Ecke genau s
Nachbarn, somit ist Q, reguldr mit A(Q;) = s.

Ein ungerichteter Graph, der keinen geschlossenen Weg enthalt, heif3t Wald. Die
Zusammenhangskomponenten eines Waldes nennt man Bdume. In Baumen gibt es
zwischen je zwei Ecken des Graphen genau einen Weg. Abbildung 2.13 zeigt alle m&g-
lichen Baume mit hochstens fiinf Ecken.



2.2 Spezielle Graphen =— 27

Abb. 2.12: Der Hypercube Q,

(1,1,0)

1,1,1)

(0,1,0)

0,1,

(1,0,0)
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(0,0,0)
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Abb. 2.13: Alle Baume mit hochstens fiinf Ecken
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Ein Wurzelbaum ist ein Baum, bei dem eine Ecke als Wurzel ausgezeichnet ist. Von der
Wurzel verschiedene Ecken mit Grad 1 nennt man Blétter, alle anderen Ecken nennt
man innere Ecken. Wurzelbdume werden haufig als gerichtete Graphen interpretiert.
Dazu werden alle Kanten weg von der Wurzel orientiert. In Darstellungen von Wur-
zelbdumen wird die Wurzel und die Orientierung der Kanten oft nicht explizit ange-
geben. Diese Information ist implizit dadurch gegeben, dass die Wurzel am héchsten
liegt und die Kanten nach unten gerichtet sind.

Im Folgenden werden Wurzelbaume in diesem Sinn oft als gerichtete Graphen in-
terpretiert. Dann hat jede Ecke auf3er der Wurzel den Eingrad 1. Abbildung 2.14 zeigt
einen gerichteten Baum, bei dem der Ausgrad jeder Ecke hochstens zwei ist. Solche
Bdume nennt man Bindrbdume.

Abb. 2.14: Ein Binarbaum

VARVA
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Ein Graph heif3t planar oder pldttbar, falls es eine Darstellung in der Ebene gibt,
bei der sich die Kanten hochstens in ihren Endpunkten schneiden. Abbildung 2.15
zeigt links einen planaren Graphen und rechts eine kreuzungsfreie Darstellung die-
ses Graphen. Die Graphen Kj ; und K, sind Beispiele fiir nicht planare Graphen. Sie
besitzen keine kreuzungsfreien Darstellungen in der Ebene (vergleichen Sie dazu Ab-
bildung 2.2). Sie spielen bei der Charakterisierung von planaren Graphen eine wichti-
ge Rolle, denn sie sind in gewisser Weise die ,,kleinsten“ nicht planaren Graphen. In
Abschnitt 6.5 wird bewiesen, dass sie nicht planar sind.

Abb. 2.15: Ein planarer Graph und eine kreuzungsfreie Darstellung

2.3 Graphalgorithmen

Es gibt keine Patentrezepte, um effiziente Algorithmen fiir Graphen zu entwerfen. Fast
jede Problemstellung erfordert eine andere Vorgehensweise. Trotzdem kann man drei
verschiedene Aspekte des Entwurfs von Graphalgorithmen unterscheiden. Diese wie-
derholen sich mehr oder weniger deutlich in jedem Algorithmusentwurf. Der erste
Schritt besteht meist in einer mathematischen Analyse des Problems und fiihrt hau-
fig zu einer Charakterisierung der Losung. Die dabei verwendeten Hilfsmittel aus der
diskreten Mathematik sind meist relativ einfach. Nur selten werden tieferliegende ma-
thematische Hilfsmittel herangezogen. Dieser erste Schritt erzeugt meist Algorithmen,
die nicht sehr effizient sind. Der zweite Schritt besteht darin, den Algorithmus mittels
einiger Standardtechniken zu verbessern. Kapitel 5 enthalt eine Einfiihrung in solche
Techniken. Diese fiihren haufig zu erheblichen Verbesserungen der Effizienz der Al-
gorithmen. Der dritte Schritt besteht in dem Entwurf einer Datenstruktur, welche die
Basisoperationen, die der Algorithmus verwendet, effizient unterstiitzt. Dadurch wird
oft eine weitere Verbesserung der Laufzeit oder eine Senkung des Speicheraufwandes
erreicht. Oft geht dieser Effizienzgewinn mit einem erhéhten Implementierungsauf-
wand einher.

Nicht immer werden diese drei Schritte in der angegebenen Reihenfolge ange-
wendet. Manchmal werden auch einige Schritte wiederholt. Zum Abschluss wird eine
mathematische Analyse der verwendeten Datenstrukturen vorgenommen. In diesem
Buch wird versucht, die grundlegenden Techniken von Graphalgorithmen verstdnd-
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lich darzustellen. Es ist nicht das Ziel, den aktuellen Stand der Forschung zu prasen-
tieren, sondern dem Leser einen Zugang zu Graphalgorithmen zu er6ffnen, indem die
wichtigsten Techniken erklart werden. Am Ende jedes Kapitels werden Literaturhin-
weise auf aktuelle Entwicklungen gegeben.

Im Folgenden werden Datenstrukturen fiir Graphen bereitgestellt und eine Me-
thodik zur Charakterisierung der Effizienz von Algorithmen beschrieben.

2.4 Datenstrukturen fiir Graphen

Bei der Losung eines Problems ist es notwendig, eine Abstraktion der Wirklichkeit
zu wahlen. Danach erfolgt die Wahl der Darstellung dieser Abstraktion. Dieser Schritt
muss immer im Bezug auf die mit den Daten durchzufiihrenden Operationen erfolgen.
Diese ergeben sich aus dem Algorithmus fiir das vorliegende Problem und sind somit
problemabhangig. In diesem Zusammenhang wird auch die Bedeutung der Program-
miersprache ersichtlich. Die Datentypen, die die Programmiersprache zur Verfiigung
stellt, beeinflussen die Art der Darstellung wesentlich, so kann man etwa ohne dy-
namische Datenstrukturen gewisse Darstellungen nur schwer oder iiberhaupt nicht
unterstiitzen. Die wichtigsten Operationen fiir Graphen sind die folgenden:

(1) Feststellen, ob ein Paar von Ecken benachbart ist.

(2) Iteration iiber die Menge der Nachbarn einer Ecke.

(3) Iteration iiber die Menge der Nachfolger und Vorganger einer Ecke in einem ge-
richteten Graphen.

Neben der Effizienz der Operationen ist auch der Verbrauch an Speicherplatz ein wich-
tiges Kriterium fiir die Wahl einer Datenstruktur. Haufig besteht eine Wechselwirkung
zwischen dem Speicherplatzverbrauch und der Effizienz der Operationen. Eine sehr
effiziente Ausfiihrung der Operationen geht oft zu Lasten des Speicherplatzes.

Weiterhin muss beachtet werden, ob es sich um eine statische oder um eine dyna-
mische Anwendung handelt. Bei dynamischen Anwendungen wird der Graph durch
den Algorithmus verdndert. In diesem Fall sind dann Operationen zum Loschen und
Einfiigen von Ecken bzw. Kanten notwendig. Haufig sollen auch nur Graphen mit ei-
ner gewissen Eigenschaft (z. B. ohne geschlossene Wege) dargestellt werden. In diesen
Fallen fiihrt die Ausnutzung der speziellen Struktur oft zu effizienteren Datenstruktu-
ren. Im Folgenden werden wichtige Datenstrukturen fiir Graphen vorgestellt. Daten-
strukturen fiir spezielle Klassen von Graphen werden in den entsprechenden Kapiteln
diskutiert.
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2.4.1 Adjazenzmatrix

Die naheliegendste Art fiir die Darstellung eines schlichten Graphen G ist eine n x n
Matrix A(G). Hierbei ist der Eintrag a;; von A(G) gleich 1, falls es eine Kante von ¢;
nach e f gibt, andernfalls gleich 0. Da die Matrix A(G) (im Folgenden nur noch mit A
bezeichnet) direkt die Nachbarschaft der Ecken widerspiegelt, nennt man sie Adja-
zenzmatrix. Da ihre Eintrdage nur die beiden Werte 0 und 1 annehmen, kann A(G) als
Boolesche Matrix dargestellt werden. Es lassen sich sowohl gerichtete als auch unge-
richtete Graphen darstellen, wobei im letzten Fall die Adjazenzmatrizen symmetrisch
sind. Abbildung 2.16 zeigt einen gerichteten Graphen und seine Adjazenzmatrix.

Abb. 2.16: Ein gerichteter Graph und seine Adjazenzmatrix

0 1 0 0 1
2 3 0o 0 1 1 0
A= 0O 0 0 1 0
0O 0 0 0 O
o 0 1 1 0
4 5

Ist ein Diagonaleintrag der Adjazenzmatrix gleich 1, so bedeutet dies, dass eine
Schlinge vorhanden ist. Um festzustellen, ob es eine Kante von e; nach e g gibt, muss
lediglich der Eintrag a%; betrachtet werden. Somit kann diese Operation unabhangig
von der Grof3e des Graphen in einem Schritt durchgefiihrt werden. Um die Nachbarn
einer Ecke e; in einem ungerichteten Graphen festzustellen, miissen alle Eintrdge der
i-ten Zeile oder der i-ten Spalte durchsucht werden. Diese Operation ist somit un-
abhdngig von der Anzahl der Nachbarn. Auch wenn eine Ecke keine Nachbarn hat,
sind insgesamt n Uberpriifungen notwendig. Fiir das Auffinden von Vorgédngern und
Nachfolgern in gerichteten Graphen gilt eine analoge Aussage. Im ersten Fall wird die
entsprechende Spalte und im zweiten Fall die entsprechende Zeile durchsucht.

Fiir die Adjazenzmatrix werden unabhdngig von der Anzahl der Kanten immer
n* Speicherplitze benétigt. Fiir Graphen mit weniger Kanten sind dabei die meisten
Eintrdge gleich 0. Da die Adjazenzmatrix eines ungerichteten Graphen symmetrisch
ist, geniigt es in diesem Fall, die Eintrdge oberhalb der Diagonale zu speichern. Dann
bendétigt man nur n(n — 1)/2 Speicherplitze (vergleichen Sie Aufgabe 18).

2.4.2 Adjazenzliste
Eine zweite Art zur Darstellung von Graphen sind Adjazenzlisten. Der Graph wird da-

bei dadurch dargestellt, dass fiir jede Ecke die Liste der Nachbarn abgespeichert wird.
Der Speicheraufwand ist in diesem Fall direkt abhdngig von der Anzahl der Kanten. Es
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lassen sich gerichtete und ungerichtete Graphen darstellen. Fiir die Realisierung der
Adjazenzliste bieten sich zwei Moglichkeiten an. Bei der ersten Méglichkeit werden
die Listen mit Zeigern realisiert. Dabei wird der Graph durch ein Feld A der Lange n
dargestellt. Der i-te Eintrag enthalt einen Zeiger auf die Liste der Nachbarn von e;. Die
Nachbarn selber werden als verkettete Listen dargestellt. Abbildung 2.17 zeigt links
die entsprechende Darstellung des Graphen aus Abbildung 2.16.

Abb. 2.17: Adjazenzliste mit Zeigern und mit Feldern

Bei der zweiten Mdglichkeit verwendet man ein Feld A, um die Nachbarn abzuspei-
chern. In diesem Feld werden die Nachbarn liickenlos abgelegt: Zuerst die Nachbarn
der Ecke e,, dann die Nachbarn der Ecke e, etc. Fiir gerichtete Graphen hat das Feld
A die Lange m und fiir ungerichtete Graphen die Lange 2. Um festzustellen, wo die
Nachbarliste fiir eine bestimmte Ecke beginnt, wird ein zweites Feld N der Lange n
verwaltet. Dieses Feld enthdlt die Indizes der Anfange der Nachbarlisten; d. h., eine
Ecke e; hat genau dann Nachbarn, falls N[i + 1] > N[i] gilt. Die Nachbarn sind dann
in den Komponenten A[N[i]] bis A[N[i + 1] — 1] gespeichert. Eine Ausnahmebehand-
lung erfordert die n-te Ecke (vergleichen Sie Aufgabe 17). Abbildung 2.17 zeigt rechts
die entsprechende Darstellung des Graphen aus Abbildung 2.16.

Um festzustellen, ob es eine Kante von e; nach e i gibt, muss die Nachbarschaftslis-
te von Ecke e; durchsucht werden. Falls es keine solche Kante gibt, muss die gesamte
Liste durchsucht werden. Diese kann bis zu n — 1 Eintrdge haben. Diese Operation ist
somit nicht unabhdngig von der Gréf3e des Graphen. Einfach ist die Bestimmung der
Nachbarn einer Ecke; die Liste liegt direkt vor. Aufwendiger ist die Bestimmung der
Vorgénger einer Ecke in einem gerichteten Graphen. Dazu miissen alle Nachbarlisten
durchsucht werden. Wird diese Operation haufig durchgefiihrt, lohnt es sich, zusatz-
liche redundante Information zu speichern. Mit Hilfe von zwei weiteren Feldern wer-
den die Vorgdngerlisten abgespeichert. Mit ihnen konnen auch die Vorganger einer
Ecke direkt bestimmt werden. Die Adjazenzliste bendtigt fiir einen gerichteten Gra-
phen n+m und fiir einen ungerichteten Graphen n + 2m Speicherplatze. Fiir Graphen,
deren Kantenzahl m viel kleiner als die maximale Anzahl n(n—1)/2 ist, verbraucht die
Adjazenzliste weniger Platz als die Adjazenzmatrix. Bei dynamischen Anwendungen
ist eine Adjazenzliste basierend auf Zeigern den anderen Darstellungen vorzuziehen.
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2.4.3 Kantenliste

Bei der Kantenliste werden die Kanten explizit in einer Liste gespeichert. Dabei wird
eine Kante als Paar von Ecken reprasentiert. Wie bei der Adjazenzliste bieten sich zwei
Arten der Realisierung an: Mittels Zeigern oder mittels Feldern. Im Folgenden gehen
wir kurz auf die zweite Méglichkeit ein. Die Kantenliste wird mittels eines 2 x 1 Feldes
K realisiert. Hierbei ist (K[1,i], K[2,i]) die i-te Kante. Es werden 2m Speicherplatze
benétigt. Abbildung 2.18 zeigt die Kantenliste des Graphen aus Abbildung 2.16.

Abb. 2.18: Die Kantenliste eines gerichteten Graphen

Um bei einem ungerichteten Graphen festzustellen, ob es eine Kante von e; nach e j
gibt, muss die Kantenliste ganz durchsucht werden. Bei gerichteten Graphen ist es
vorteilhaft, die Kanten lexikographisch zu sortieren. In diesem Falle kann man mittels
bindrer Suche schneller feststellen, ob es eine Kante von e; nach e : gibt.

Fiir ungerichtete Graphen kann die Kantenliste erweitert werden, so dass jede
Kante zweimal vertreten ist, einmal in jeder Richtung. Mit diesem erh6hten Speicher-
aufwand ldsst sich die Nachbarschaft zweier Ecken ebenfalls mittels bindrer Suche
feststellen. Fiir die Bestimmung aller Nachbarn einer Ecke in einem ungerichteten
Graphen bzw. fiir die Bestimmung von Vorgdngern und Nachfolgern in gerichteten
Graphen gelten dhnliche Aussagen. Fiir dynamische Anwendungen ist auch hier eine
mittels Zeigern realisierte Kantenliste vorzuziehen.

2.4.4 Bewertete Graphen

In vielen praktischen Anwendungen sind die Ecken oder Kanten eines Graphen mit
Werten versehen. Solche Graphen werden ecken- bzw. kantenbewertet genannt. Die
Werte kommen dabei aus einer festen Wertemenge W. In Anwendungen ist W hau-
fig eine Teilmenge von R oder eine Menge von Wortern. Abbildung 2.19 zeigt einen
kantenbewerteten Graphen mit Wertemenge W = IN.

Eine Mdoglichkeit, bewertete Graphen darzustellen, besteht darin, die Bewertun-
gen in einem zusdtzlichen Feld abzuspeichern. Jede der oben angegebenen Darstel-
lungsarten kann so erweitert werden. Bei eckenbewerteten Graphen stehen die Be-
wertungen in einem Feld der Lange n, dessen Typ sich nach dem Charakter der Wer-
temenge richtet.

Fiir kantenbewertete Graphen konnen einige der oben erwdhnten Darstellungsar-
ten direkt erweitert werden. Es kann zum Beispiel die bewertete Adjazenzmatrix B ge-
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Abb. 2.19: Ein kantenbewerteter Graph mit seiner bewerteten Adjazenzmatrix
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bildet werden. Hierbei ist B[, j] die Bewertung der Kante von e; nach e;. Gibt es keine
Kantevone; nache 7> SO wird ein Wert, welcher nicht in W liegt, an der Stelle B[i, j] ab-
gelegt. Fiir nummerische Wertemengen kann dies z. B. co oder die Zahl 0 sein, sofern
0 ¢ W. Abbildung 2.19 zeigt die bewertete Adjazenzmatrix des dargestellten Graphen.
Bei der Darstellung mittels Adjazenzlisten ldsst sich die Liste der Nachbarn erweitern,
indem man zu jedem Nachbarn noch zusitzlich die Bewertung der entsprechenden
Kante abspeichert.

2.4.5 Implizite Darstellung

In manchen Fillen kénnen strukturelle Eigenschaften eines Graphen fiir eine kom-
pakte Speicherung genutzt werden. Dies gilt zum Beispiel fiir Intervallgraphen. Ein
Intervallgraph ist durch eine endliche Menge J von abgeschlossenen Intervallen iiber
der Menge R bestimmt. Jedes Intervall aus J entspricht einer Ecke und die zu den In-
tervallen I;,I, € J gehorenden Ecken sind benachbart, wenn die beiden Intervalle
iiberlappen, d.h. I; N I, # &. Abbildung 2.20 zeigt ein Beispiel fiir einen Intervall-
graph. Diese Klasse von Graphen wird in Abschnitt 7.6 ndher betrachtet.

Abb. 2.20: Beispiel eines Intervallgraphen fiir eine Menge mit 6 Intervallen
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Eine mogliche Darstellung von Intervallgraphen besteht darin, die Intervallgrenzen
in einer 2 x n Matrix abzuspeichern. Dazu werden lediglich 2»n Speicherplatze bend-
tigt. Um festzustellen, ob es eine Kante von e; nach e; gibt, muss lediglich tiberpriift
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werden, ob sich die entsprechenden Intervalle iiberschneiden. Um die Nachbarn einer
Ecke e; zu bestimmen, muss ein Intervall mit allen anderen verglichen werden. Durch
den Einsatz von Baumstrukturen, wie sie in Kapitel 3 dargestellt werden, erreicht man
eine sehr kompakte Darstellung von Intervallgraphen, welche auch Nachbarschafts-
abfragen effizient unterstiitzt. Die Bestimmung der Nachbarn einer Ecke erfordert da-
bei nicht die Betrachtung aller Intervalle.

2.5 Der transitive Abschluss eines Graphen

Dieser Abschnitt beschreibt einen ersten einfachen Graphalgorithmus. Zur Motivation
dieses Algorithmus wird folgendes Problem betrachtet. Viele Programmiersprachen
bieten die Moglichkeit, grofie Programme auf mehrere Dateien zu verteilen. Dadurch
erreicht man eine bessere Organisation der Programme und kann z.B. Schnittstel-
len und Implementierungen in verschiedenen Dateien ablegen. Mit Hilfe des include-
Mechanismus kann der Inhalt einer Datei in eine andere Datei hineinkopiert werden.
Dies nimmt der Compiler bei der Ubersetzung vor. Am Anfang einer Datei steht dabei
eine Liste von Dateinamen, die in die Datei eingefiigt werden sollen. Diese Dateien
konnen wiederum auf andere Dateien verweisen; d. h., eine Datei kann indirekt in ei-
ne andere Datei eingefiigt werden. Bei grof3en Programmen ist es wichtig zu wissen,
welche Datei in eine gegebene Datei direkt oder indirekt eingefiigt wird. Diese Situa-
tion kann leicht durch einen gerichteten Graphen dargestellt werden. Die Dateien bil-
den die Ecken, und falls eine Datei direkt in eine andere eingefiigt wird, wird dies
durch eine gerichtete Kante zwischen den Ecken, die der Datei und der eingefiigten
Datei entsprechen, dargestellt. Somit erhdlt man einen gerichteten Graphen. Die An-
zahl der Ecken entspricht der Anzahl der Dateien, und die Datei D ; wird direkt oder
indirekt in die Datei D; eingeftigt, falls es einen Weg von D; nach D; gibt. Alle in die-
sem Graphen von einer Ecke D; aus erreichbaren Ecken entsprechen genau den in die
Datei D; eingefiigten Dateien.

Das obige Beispiel fiihrt zur Definition des transitiven Abschlusses eines gerichte-
ten Graphen. Der transitive Abschluss eines gerichteten Graphen G ist ein gerichteter
Graph mit gleicher Eckenmenge wie G, in dem es von der Ecke e eine Kante zur Ecke e’
gibt, falls es in G einen Weg von e nach ¢’ gibt, der aus mindestens einer Kante besteht.
Abbildung 2.21 zeigt einen gerichteten Graphen und seinen transitiven Abschluss.

Abb. 2.21: Ein gerichteter Graph mit seinem transitiven Abschluss
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Wie bestimmt man den transitiven Abschluss eines gerichteten Graphen? Zur Vor-
bereitung eines Verfahrens wird folgendes Lemma bendétigt.

Lemma. Es seiG ein gerichteter Graph mit Adjazenzmatrix A. Dann ist der (i, j)-Eintrag
von A°® gleich der Anzahl der verschiedenen Kantenziige mit Anfangsecke e; und Endecke

e, welche aus s Kanten bestehen.

s
Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach s. Fiir s = 1 ist die
Aussage richtig, denn die Adjazenzmatrix enthalt die angegebene Information {iber
Kantenziige der Lange 1. Die Aussage sei nun fiir s > 1 richtig. Nun sei 4; der (i,)-
Eintrag von A® und @; der (I, j)-Eintrag von A. Nach Induktionsvoraussetzung ist g;
die Anzahl der Kantenziige mit Anfangsecke e; und Endecke ¢;, welche aus s Kanten
bestehen. Dann ist 4;a;; die Anzahl der Kantenziige mit Anfangsecke ¢; und Endecke
€, welche aus s + 1 Kanten bestehen und deren vorletzte Ecke die Nummer [ trdgt. Da
der (i, j)-Eintrag von A**! gleich

ist, ist die Behauptung somit bewiesen. u

Abbildung 2.22 zeigt einen gerichteten Graphen und die ersten 3 Potenzen der zuge-
horigen Adjazenzmatrix.

Abb. 2.22: Ein gerichteter Graph und die Potenzen seiner Adjazenzmatrix

1 2
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00 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1
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00 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1

Mit Hilfe der Potenzen der Adjazenzmatrix A ldsst sich der transitive Abschluss leicht

bestimmen. Gibt es in einem Graphen mit n Ecken einen Weg zwischen zwei Ecken, so

gibt es auch zwischen diesen beiden Ecken einen Weg, der aus maximal n — 1 Kanten

besteht. Ist also Ecke e j von Ecke e; erreichbar, so gibt es eine Zahl s mit
1<s<n-1,

so dass der (i, j)-Eintrag in A® ungleich 0 ist. Aus der Matrix
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kann nun die Adjazenzmatrix E des transitiven Abschluss gebildet werden:

7o, fallss; = 0.

Abbildung 2.22 zeigt auch die Matrix E des abgebildeten Graphen. Die Matrix E heif3t
Erreichbarkeitsmatrix. Ist ein Diagonaleintrag von E von 0 verschieden, so bedeutet
dies, dass die entsprechende Ecke auf einem geschlossenen Weg liegt; d. h., der tran-
sitive Abschluss ist genau dann schlicht, wenn der Graph keinen geschlossenen Weg
enthélt. Dieses Verfahren ist konzeptionell sehr einfach, aber aufwendig, da die Be-
rechnung der Potenzen von A rechenintensiv ist. Im Folgenden wird deshalb ein zwei-
tes Verfahren vorgestellt.

Die Adjazenzmatrix des gerichteten Graphen G wird in n Schritten in die Adjazenz-
matrix des transitiven Abschluss tiberfiihrt. Die zugehdrigen Graphen werden mit G,
G,, ..., G, bezeichnet, wobei G, = Gist. Der Ubergang von G, nach G, erfolgt, indem
fiir jedes Paare;, e ;von Ecken, fiir die es in G, noch keine Kante gibt, eine Kante von e;
nach e; hinzugefiigt wird, falls es in G; Kanten von e; nach ¢; und von e, nach e; gibt;
d. h., es miissen in jedem Schritt alle Paare von Ecken iiberpriift werden.

Wieso produziert dieses Verfahren den transitiven Abschluss? Der Korrektheits-
beweis wird mit Hilfe des folgenden Lemmas erbracht. Um vollstandige Induktion an-
zuwenden, wird eine etwas starkere Aussage bewiesen.

Lemma. Firl=0,1,..., ngilt: InG, gibt es genau dann eine Kante von e; nach e ;, wenn
es in G einen Weg von e; nach e; gibt, welcher nur Ecken aus E; = {e,, ..., ¢;} verwendet.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach I. Fiir I = 0 ist die Aus-
sage richtig, denn E;, = @. Die Aussage sei nun fiir / > 0 richtig. Gibt es in G;,, eine
Kante von e; nach e;, so gibt es nach Konstruktion auch in G einen Weg von e; nach
e;, der nur Ecken aus E,,, verwendet. Umgekehrt ist noch zu beweisen, dass es in G,
eine Kante von ¢; nach e; gibt, falls es in G einen Weg W gibt, welcher nur Ecken aus
E,,, verwendet. Verwendet W nur Ecken aus E;, so ist die Aussage nach Induktions-
voraussetzung richtig. Verwendet W die Ecke e;, ;, so gibt es auch einen einfachen Weg
W mit dieser Eigenschaft. Es sei W, der Teilweg von e; nach ¢;,; und W, der von ¢,
nach e;. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es somit in G; Kanten von e; nach ¢, ; und
von ey, nach e;. Somit gibt es nach Konstruktion in Gy, eine Kante vone; nache;. =

Die Korrektheit des Verfahrens folgt nun aus diesem Lemma, angewendet fiir den Fall
I = n. Wie kann dieses Verfahren in ein Programm umgesetzt werden? Dazu muss erst
eine geeignete Darstellung des Graphen gefunden werden. Die Datenstruktur sollte
Abfragen nach dem Vorhandensein von Kanten effizient unterstiitzen, da diese sehr
héufig vorkommen. Da die Graphen G;, welche in den Zwischenschritten auftreten,
nicht weiter ben&tigt werden, sollte die Datenstruktur diesen Ubergang erlauben, oh-
ne allzuviel Speicher zu verbrauchen. Die Adjazenzmatrix erfiillt diese Anforderun-
gen. Abbildung 2.23 zeigt die Prozedur transAbschluss, welche die Adjazenzmatrix



