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I Einführung
 
Wir beginnen unseren Weg hin zu unserem angestrebten Ziel, der Aufarbeitung der für den Beginn eines Studiums relevanten Mathematik, mit ein paar einfachen Beispielen, die uns verdeutlichen sollen, welchen Problemen wir uns u.a. zu stellen haben. Die vollständige Lösung der in den folgenden Beispielen angesprochenen Aufgaben ist dem Leser allerdings erst später, nach der Lektüre der entsprechenden Kapitel (u.a. Kapitel VII), möglich und zwar dann, wenn die benötigten mathematischen Hilfsmittel erarbeitet wurden.
 
I.1 Ein paar Beispiele
 
Beispiel 1 – Die Suche nach dem größten Schächtelchen
 
 

 
Gegeben ist ein quadratisches Stück Papier mit der Seitenlänge a = 20 cm.
[image: e9783486763744_i0007.jpg] 
[image: e9783486763744_i0008.jpg]
 
Abbildung I.1.1: Ein quadratisches Blatt Papier.


 
Nun soll das Papier auf folgende Weise zurechtgeschnitten und gefaltet werden: 


[image: e9783486763744_i0009.jpg]
 
Abbildung I.1.2: Das zurechtgeschnittene Blatt Papier und die daraus faltbare Schachtel
mit dem Volumen V (x) = (a − 2x)2 · x.

 

 
Das x ist hier derart zu wählen, dass das Volumen der entstehenden Schachtel maximal, also möglichst groß, wird. Es stellt sich für uns dabei die Frage:[image: e9783486763744_i0010.jpg] 


Für welches x wird das Volumen V des Schächtelchens maximal?

 
Eine erste Abschätzung der „besten Wahl von x“ kann an Hand einer Tabelle erfolgen: 


 
 
 
 
 
	Versuch 
	x 
	Volumen V = (20 − 2x)2 · x
 
 
	1 
	1 cm 
	324 cm3
 
 
	2 
	2 cm 
	512 cm3
 
 
	3 
	3 cm 
	588 cm3
 
 
	4 
	4 cm 
	576 cm3
 
 
	usw. ... 
	 ... 
	 ...

 
Tabelle I.1.1: Schächtelchenvolumen für verschiedene x.


 
 

 
Es sieht so aus, dass für x = 3 cm das maximale Volumen erreicht wird. Aber ist dem wirklich so?
 
[image: e9783486763744_i0012.jpg]Beispiel 2 – Die optimale Einzäunung
 
 

 
Es sind 100 Meter Maschendrahtzaun gegeben. Wir sollen hiermit ein rechteckiges Gebiet so einzäunen, dass der Flächeninhalt des entstehenden Gatters maximal wird.
 
[image: e9783486763744_i0013.jpg]
 
Abbildung I.1.3: Der Zaun mit dem Umfang U = 2a + 2b = 100 Meter. Wir wählen a und
bestimmen damit b. Der Flächeninhalt ist A = a · b.


 
Nun können wir (wie in Beispiel 1) erneut eine Tabelle aufstellen und mittels dieser abschätzen, für welche Wahl der Seitenlängen der Flächeninhalt am größten wird. Wir beachten vor dem Aufstellen der Tabelle, dass 


U = 2a + 2b = 100 ⇔ a + b = 50 ⇔ b = 50 − a

ist. Wir geben also nur eine der beiden Seitenlängen vor und die andere ergibt sich sofort aus der Bedingung, dass wir 100 Meter Maschendrahtzaun zu verbrauchen haben. Dies ist also allen Möglichkeiten gemeinsam, dass sie alle den gleichen Umfang haben. Dies sei aber nur eine Bemerkung am Rande. Stellen wir nun unsere Tabelle auf (siehe Tabelle I.1.2).
 
 
[image: e9783486763744_i0014.jpg]
 
Tabelle I.1.2: Fläche und Umfang des eingezäunten Gebiets für verschiedene Seitenlängen.


 
In diesem Beispiel scheint der größte Flächeninhalt für a = b = 25 m angenommen zu werden. Dies ist in der Tat das tatsächliche Maximum aller Flächeninhalte bei diesem Problem. Die Begründung hierfür kann mit dem Wissen aus Kapitel VII gegeben werden, aber auch schon mit Hilfe der quadratischen Funktionen aus Kapitel III ist die Angabe des Maximums (in diesem Fall) zweifelsfrei möglich. Vielleicht bemerken wir schon jetzt, dass in beiden Beispielen nur ein gewisser Zahlenbereich für die gesuchten Größen sinnvoll ist. Diese Feststellung bringt uns viel später zur sog. Untersuchung der Randwerte.
 
 

 
Aus den beiden Beispielen ist zu ersehen, welcher Problematik wir uns zu stellen haben: In beiden Fällen versuchten wir, einen größtmöglichen Wert für eine bestimmte Größe bei der Lösung des Problems zu erhalten. Diese Größe hing von anderen Größen ab, welche wir frei wählen konnten. Je nach Wahl veränderte sich die zu maximierende Größe. Die mit den Tabellen gefundenen Werte haben wir uns im Hinterkopf vermerkt. Doch sind die so gefundenen Werte wirklich die allerbesten? Können wir das noch genauer untersuchen? Diese Fragen müssen wir zum jetzigen Zeitpunkt leider hinten anstellen, denn ihre Beantwortung muss bis Kapitel VII warten. Dort werden wir das Bestreben, den größtmöglichen Wert zu finden, als Suche nach den Extrema einer Funktion wieder aufgreifen.

 
I.2 Interpretation von Schaubildern
 
Auch in diesem Unterkapitel wollen wir anhand zweier Beispiele, die selber gerechnet werden können und sollen, einen weiteren Schritt auf unserem langen Weg tun.
 
 

 
Bisher haben wir voneinander abhängige Werte zur besseren Übersicht in Tabellen eingetragen (Unterkapitel I.1). Zwei voneinander abhängige Größen lassen sich jedoch zumeist in einem Schaubild sehr gut grafisch darstellen und veranschaulichen.
 
Aus Schaubildern können wir Werte schneller ablesen und auch einfacher Überlegungen anstellen, wie der weitere Verlauf aussehen könnte bzw. der zu sehende Verlauf zu interpretieren ist. Im Folgenden wollen wir uns in der Interpretation von Schaubildern üben und uns an den Umgang mit ihnen gewöhnen, da sie in Zukunft eine wichtige Rolle spielen werden.
 
 
[image: e9783486763744_i0015.jpg]Beispiel 1 – Radeln extrem (Abbildung I.2.1)
 
[image: e9783486763744_i0016.jpg]
 
Abbildung I.2.1: Profil der Radetappe.


 
Eine Etappe der Tour-Ich-Strampel-Bis-Der-Arzt-Kommt führt über die Schmerzhügel.
 
 
	(a) Wie viele Höhenmeter sind beim zweiten Anstieg zu überwinden?
 
	(b) Wie ist das Schaubild zwischen Streckenkilometer 5 und 10 zu interpretieren?
 
	(c) Nach Sacktal führt nur eine Sackgasse. Woran ist das im Schaubild zu erkennen? Wo beginnt die Sackgasse? Wo endet sie? Wie lang ist sie?
 
	(d) Wo gibt es vermutlich noch eine Sackgasse?
 
	(e) Wie groß ist die Gesamtabfahrt bei dieser Etappe?

 
Wir wollen diese Fragen anhand der Abbildung I.2.1 beantworten.
 
 

 
Lösung: 


 
	(a) Lesen wir die Höhenmeter ab, so erhalten wir einen Anstieg von 900m − 650m = 250m.
 
	(b) Das Schaubild ist hier parallel zur Streckenkilometerachse, d.h. es erfolgt kein Anstieg, die Strecke verläuft eben.
 
	(c) Das Schaubild ist in der Umgebung von Sacktal achsensymmetrisch zu der Achse, die parallel zur Höhenmeterachse durch Sacktal geht. Vergleichen wir die Anstiege und die Längen der Strecken, so können wir erkennen, dass die Sackgasse wohl von Streckenkilometer 26 bis Streckenkilometer 46 durchfahren wird. 

 
	(d) Das Schaubild sieht im Bereich um Streckenkilometer 52 wieder achsensymmetrisch aus. Die Sackgasse würde dann bei Streckenkilometer 47 beginnen und bei Streckenkilometer 57 enden.
 
	(e) Für die Gesamtabfahrt erhalten wir 
(850m − 650m) + (910m − 790m) + (820m − 790m) + (920m − 800m) + (920m − 650m) = 740m.



 
[image: e9783486763744_i0017.jpg]Beispiel 2 – Zum Bevölkerungswachstum (Abbildung I.2.2)
 
 

 
In Visionan lebten 1975 zwei Millionen Menschen. Wir betrachten folgende Entwicklungsmodelle.
 
 

 
Szenario 1 Die Bevölkerung wächst jährlich um 3,7%.
 
 

 
Szenario 2 Der Bevölkerungszuwachs ist konstant.
 
 

 
Szenario 3 Die Bevölkerung nimmt jährlich um 1% ab.
 
 

 
Szenario 4 Die Bevölkerungszahl bleibt konstant.
 
 

 
Szenario 5 Bis 2000 wächst die Bevölkerung konstant, dann nimmt sie 2% jährlich zu.
 
[image: e9783486763744_i0018.jpg]
 
Abbildung I.2.2: Bevölkerungswachstum in Visionan.


 
 
	(a) Ordnen Sie jedem Szenario das entsprechende Schaubild zu.
 
	(b) In welchem Jahr fällt bei Szenario 3 die Bevölkerungszahl erstmals unter eine Million?
 
	(c) Wann sind es bei Szenario 2 mehr als 4 Millionen Menschen, wenn im Jahr 2025 2,5 Millionen gezählt werden? 


 
Zur Beantwortung der Fragen ist es notwendig, dass wir hier und da Techniken und Sachverhalte verwenden, welche wir erst in späteren Kapiteln behandeln. Dem Leser sei deswegen geraten, dass er (oder sie) sich das Beispiel trotzdem zu Gemüte führt, um etwas über den Verlauf der Schaubilder gewisser Funktionen zu lernen und dass er (oder wieder sie) sich das Beispiel nach den ersten zwölf Kapiteln nochmal anschauen möge. Machen wir uns hier trotzdem an die Bearbeitung der gestellten Fragen.
 
 

 
Lösung: 


 
	(a) Auf Grund des Verlaufs der einzelnen Schaubilder können wir die folgende Zuordnung treffen: 
 
	Szenario 1 = Kurve (I), da exponentielles Wachstum (siehe Kapitel XI).
 
	Szenario 2 = Kurve (III), da lineares Wachstum (siehe u.a. Kapitel II).
 
	Szenario 3 = Kurve (V), da exponentieller Zerfall (siehe Kapitel XI).
 
	Szenario 4 = Kurve (IV), parallele Gerade zur Jahresachse (siehe Kapitel II).
 
	Szenario 5 = Kurve (II), linear, dann exponentiell (sieh u.a. Kapitel V).


 
	(b) Wir haben hier folgendes zu rechnen: 
[image: e9783486763744_i0019.jpg]

 
Wir müssen also fast 69 Jahre in die Zukunft gehen, denn dann fällt die Bevölkerungszahl unter die angegebene Marke. Damit befinden wir uns am Ende des Jahres 1975 + 68 = 2043.

 
	(c) Szenario 2 startet mit zwei Millionen Menschen und es liegt ein lineares Wachstum vor. In fünfzig Jahren kamen eine halbe Millionen Menschen hinzu (siehe Aufgabentext), somit ist der Zuwachs 
[image: e9783486763744_i0020.jpg]

 
Damit sind die vier Millionen nach 


[image: e9783486763744_i0021.jpg]

also im Jahr 2175 erreicht.
 


 
Die Untersuchung der vorgelegten Schaubilder in den beiden Beispielen soll uns verdeutlichen, welche Möglichkeiten sich ergeben, wenn man mathematische Sachverhalte grafisch aufträgt. Oft lässt sich dadurch schon die Lösung erahnen oder eine potentielle Lösungsidee angeben.

 
I.3 Mathematische Beschreibung von Abhängigkeiten
 
Hängt eine Größe von einer anderen Größe ab, so lässt sich diese Abhängigkeit häufig durch einen Term darstellen. Dabei setzen wir einen sog. Ausgangswert ein und können daraufhin den zugehörigen (abhängigen) Wert berechnen.
 
Der Ausgangswert wird bei uns häufig mit x, der errechnete Wert mit y oder f (x) (lies: f von x) bezeichnet. Wir wollen uns angewöhnen, letztere Schreibweise zu verwenden, da sie sich als praktischer für unsere Zwecke erweist, weil wir den zugehörigen Ausgangswert in einer Zeile mit dem errechneten Wert angeben können ohne zusätzliche Indizes hinschreiben zu müssen.
 
[image: e9783486763744_i0022.jpg]Beispiel – Werte in Terme einsetzen
 
 

 
Gegeben sei die Funktion f (Funktionsbegriff, siehe Unterkapitel I.4) mit 


f (x) = 23x2 + 2x + 1.

 
Wir berechnen den Wert für x = 2: 


f (2) = 23 · 22 + 2 · 2 + 1 = 97.

 
Zum Ausgangswert x = 2 gehört der Wert y = 97, was wir einfach durch die Notation ƒ (2) = 97 ausdrücken.

 
I.4 Der Begriff der Funktion
 
Wir haben bisher schon ein paar Mal den Begriff der Funktion verwendet. Zu Beginn dieses Unterkapitels definieren wir nun, was wir unter einer Funktion verstehen wollen.
[image: e9783486763744_i0023.jpg] 
Definition des Funktionsbegriffes (Kurzversion)
 
Eine Funktion ist eine Vorschrift, die jeder reellen Zahl aus einer Menge D (z.B. die reellen Zahlen [image: e9783486763744_i0024.jpg]) genau eine reelle Zahl aus einer anderen Menge W zuordnet.
 

 
Was bedeutet diese Definition übertragen auf unser kartesisches Koordinatensystem?
[image: e9783486763744_i0025.jpg] 
Ein y-Wert darf sehr wohl mehrere x-Werte haben!

 
[image: e9783486763744_i0026.jpg]Beispiel 1 – Erlaubt!
 
 

 
Wir betrachten die Parabel mit f(x) = x2. Hier ist z.B. f(2) = f(−2) = 4. Wir können allerdings auch gleich f(x) = ƒ(−x) = x2 schreiben. Im Bilde: 


[image: e9783486763744_i0027.jpg]
 
Abbildung I.4.1: Die erwähnte Parabel.


[image: e9783486763744_i0028.jpg] 
Aber: Ein x-Wert darf nicht mehrere y-Werte haben!

 
[image: e9783486763744_i0029.jpg]Beispiel 2 – Nicht erlaubt!
 
 

 
Wir betrachten das folgende Schaubild: 


[image: e9783486763744_i0030.jpg]
 
Abbildung I.4.2: Keine Funktion nach unserer Definition.


 
Laut Definition ist es z.B. nicht erlaubt, dass f(3) = 5 und f(3) = 1 gilt. Also liegt bei dem gegebenen Schaubild keine Funktion vor, denn es ist z.B. f(−2) = 1,5 und f(−2) = 6.
 
 
Wir wollen uns nun folgende Schreib- und Sprechweisen angewöhnen, da sie zum mathematischen Standard gehören und in vielen Lehrbüchern vorausgesetzt werden: 


 
 
 
 
	f; g; k; A; B;… 
	Funktionsbezeichnungen
 
 
	ƒ(x) 
	Bezeichnet die zur Zahl x gehörige Zahl, also die von der Funktion f dem Wert x zugeordnete Zahl. Wir nennen sie Funktionswert von x oder den Funktionswert an der Stelle x.
 
 
	Df 
	Die Menge aller x-Werte, auf die f angewandt werden soll und angewandt werden darf (Definitionsmenge).
 
 
	Wf 
	Die Menge aller Funktionswerte (Wertemenge).
 
 
	f: x → x2 
	Hier ist gemeint, dass jedem x ein x2 zugeordnet wird, d.h. x2 ist der Funktionsterm,. Wir schreiben auch f(x) = x2.
 
 
	Schaubild von f, Graph von ƒ 
	Alle Punkte P(x/y), die die Gleichung y = f(x) erfüllen, ergeben das Schaubild der Funktion f. Wir nennen y = f(x) die Gleichung des Schaubildes/des Graphen von f. Dieses/Dieser wird oft mit K bezeichnet.


 
Vor allem die Begriffe Wertemenge und Definitionsmenge bereiten in der Regel Probleme. Um sich ein (vielleicht doch recht hilfreiches) Bild von ihnen machen zu können, sind diese beiden Begriffe im folgenden Schaubild grafisch aufgezeigt: 


[image: e9783486763744_i0032.jpg]
 
Abbildung I.4.3: Zur Veranschaulichung von Werte- und Definitionsmenge.


[image: e9783486763744_i0033.jpg] 
Zum Merken
 

 
 
 
 
	Definitionsmenge: 
	Alle Werte, die eingesetzt werden dürfen (oder sollen).
 
 
	Wertemenge: 
	Alle Werte, die als Ergebnis herauskommen können.


 


 
Des Weiteren ist wichtig, das Folgende zu wissen:[image: e9783486763744_i0035.jpg] 


Anmerkung
 
Unter der maximalen Definitionsmenge versteht man die größtmögliche Menge für die die Funktion definiert ist. Fehlt bei einer Funktion die Angabe der Definitionsmenge, so ist stets die maximale gemeint.
 
Die maximale Wertemenge ist die größtmögliche Menge an Ergebnissen bzw. Funktionswerten. Für die Angabe gilt das Gleiche wie bei der maximalen Definitionsmenge.

 
Zur Verwendung der in der Tabelle angegebenen Symbolik müssen wir noch ein paar Anmerkungen kundtun, damit auch alles korrekt formuliert werden kann:[image: e9783486763744_i0036.jpg] 


Funktionsbezeichnungen
 
Eine Funktion bezeichnen wir zumeist mit einem Kleinbuchstaben. Die vollständige und korrekte Angabe einer Funktion kann wie folgt lauten: 


[image: e9783486763744_i0037.jpg]

 
Mit f bezeichnen wir die Funktion, welche eigentlich eine Abbildung ist. Eine Abbildung ordnet den Elementen einer Menge (Definitionsmenge von f) die Elemente einer anderen Menge (Wertemenge von f) zu. Bei uns sind beide Mengen die Gesamtheit der reellen Zahlen oder Teilmengen davon. Abbildungen zwischen solchen Mengen nennen wir dann Funktionen.
 
Mit f (x) ist nur ein Element aus der zugeordneten Menge gemeint, sodass wir zwischen f und ƒ(x) unterscheiden müssen. Wir werden versuchen, dies in den ersten Kapiteln auch konsequent zu tun. Die komplette Angabe von f mit Definitions- und Wertemenge unterlassen wir dabei in den meisten Fällen, wenn keine Missverständnisse auftreten können, um Schreibarbeit zu sparen.
 
Es kann auch passieren, dass wir von einer Funktion f (x) sprechen, was durchaus eine übliche Bezeichnung im praktischen Umgang mit Funktionen ist. Der Leser sollte dann aber wissen, dass diese Bezeichnung mathematisch nicht exakt ist und wir eigentlich zwei verschiedene mathematische Objekte (Funktion und Funktionswert) miteinander vermischen.


 
I.5 Einteilung des Zahlenstrahls – Intervalle
 
Zum Abschluss unserer kleinen Einführung wollen wir noch ein wenig Gebrauch von den klaren Formulierungsmöglichkeiten der Mathematik machen: Zusammenhängende Teilmengen der reellen Zahlen [image: e9783486763744_i0038.jpg] nennen wir Intervalle. Sie dienen uns dazu, die Definitions-und die Wertemengen in einer kurzen und genauen Art und Weise wiederzugeben. a und b sind dabei im Folgenden immer die Grenzen der gewählten Bereiche. Diese können wie 
folgt aussehen (in den Klammern stehen immer alternative Schreibweisen, wobei x der Platzhalter für die Werte dazwischen ist): 


[image: e9783486763744_i0039.jpg] 
Intervalle
 
[a; b] Alle Werte zwischen a und b sind gemeint, einschließlich a und b (a ≤ x ≤ b).
 
(a; b) Alle Werte zwischen a und b sind gemeint, ohne a und b (a < x < b).
 
[a; b) Alle Werte zwischen a und b sind gemeint, mit a, aber ohne b (a ≤ x < b).
 
(a; b] Alle Werte zwischen a und b sind gemeint, ohne a, aber mit b (a < x ≤ b).

 
Sind welche der möglichen Grenzen unendlich, d.h. eine quer liegende Acht mit Vorzeichen (±∞), dann verwenden wir auf den Seiten, auf denen sie stehen, die gebogenen Klammern.
 
[image: e9783486763744_i0040.jpg]Beispiele: 


[3; ∞); (−∞; 9]; (−∞; +∞)

[image: e9783486763744_i0041.jpg] 
Anmerkung zu den Intervallnamen
 
Wir nennen die Intervalle in obiger Reihenfolge (vorangegangener Kasten) abgeschlossen, offen, rechtsoffen, linksoffen. Die offenen bezeichnen wir auch als unbeschränkte Intervalle, sofern die Grenzen unendlich sind.

 
Auch die reellen Zahlen und ihre wichtigen Teilmengen kann man in der Intervallform schreiben. Diese Schreibweisen sollte man sich einprägen und auf jeden Fall wiedergeben können, da sie auch in vielen Aufgaben und Büchern verwendet werden.
 
 
	[image: e9783486763744_i0042.jpg] = (0; ∞) Alle positiven Zahlen ohne die 0.
 
	[image: e9783486763744_i0043.jpg] = [0; ∞) Alle positiven Zahlen mit der 0.
 
	[image: e9783486763744_i0044.jpg] = (−∞; 0) Alle negativen Zahlen ohne die 0.
 
	[image: e9783486763744_i0045.jpg] = (−∞; 0] Alle negativen Zahlen mit der 0.
 
	[image: e9783486763744_i0046.jpg] = (−∞; ∞) Alle Zahlen.

 
Wegen der unterschiedlichen Schreibweisen in den verschiedenen Lehrbüchern, gibt es noch eine kleine Anmerkung zu machen:
[image: e9783486763744_i0047.jpg] 
Zur Schreibweise
 
Anstelle der gebogenen Klammer können wir auch die eckige Klammer nach außen gerichtet schreiben, wenn die Grenze nicht mehr zum Intervall gehört.
 

 
Nachdem wir nun wissen, was uns u.a. erwarten wird und wir auch ein paar ganz grundlegende Begriffe geklärt haben, welche wirklich zum Standardvokabular eines jeden gehören sollten, der sich mit der Mathematik (ob freiwillig oder unfreiwillig ist dabei egal) auseinandersetzen soll, können wir uns mit dem nächsten Kapitel den wohl einfachsten Funktionstypen zuwenden, den linearen Funktionen.

 

 



II Lineare Funktionen
 
[image: e9783486763744_i0048.jpg]In diesem Kapitel wollen wir einen Überblick über die linearen Funktionen und die zu ihrer Behandlung notwendigen Techniken geben. Die theoretischen Grundlagen werden dabei um einige Beispiele ergänzt. Im Übungsbuch finden sich hierzu einige Aufgaben.
 
II.1 Die Streckenlänge im kartesischen Koordinatensystem
 
Mit dem Satz des Pythagoras ist es möglich, die Länge einer Strecke zwischen zwei Punkten im kartesischen Koordinatensystem zu berechnen. Wir wollen uns zuerst ein Beispiel anschauen, um dann auf eine allgemeine Formel schließen zu können.
 
Streckenlänge
 
Um die Länge einer Strecke zu berechnen, müssen die Koordinaten der beiden Endpunkte der Strecke bekannt sein. Wir nehmen für das gewählte Beispiel die Punkte K(1/2) und S(4/6).
 
[image: e9783486763744_i0049.jpg]Beispiel
 
 

 
Wir zeichnen die beiden Punkte K(1/2) und S(4/6) in ein Koordinatensystem ein (siehe Abb. II.1.1).
 
[image: e9783486763744_i0050.jpg]
 
Abbildung II.1.1: Kartesisches Koordinatensystem mit den im Text erwähnten Punkten K(1/2) und S(4/6).

 

 
Nun verbinden wir die beiden Punkte K und S und betrachten das entstandene rechtwinklige Dreieck. Aus den gegebenen Koordinaten der Punkte können wir die Seitenlängen des Dreiecks mit Hilfe des Satzes von Pythagoras errechnen. Wie wir die dazu benötigten Streckenlängen erhalten, zeigt Abb. II.1.2.
 
[image: e9783486763744_i0051.jpg]
 
Abbildung II.1.2: Rechtwinkliges Dreieck zu den beiden Punkten K(1/2) und S(4/6).


 
Die Länge der Strecke[image: e9783486763744_i0052.jpg] ist also (nach dem eben Erwähnten) gegeben durch
 
[image: e9783486763744_i0053.jpg]

 
Damit ist es uns gelungen, den Abstand der beiden Punkte K und S voneinander zu berechnen. Nun wollen wir für diese Rechnung eine allgemeine Formel notieren. Dazu betrachten wir zwei Punkte im ganz allgemeinen Fall, d.h. diese können beliebig gewählt werden. Wir nennen die beiden Punkte wieder K und S. Ihre Koordinaten schreiben wir in allgemeiner Weise mit Variablen nieder: K(x1/y1) und S(x2/y2).
 
[image: e9783486763744_i0054.jpg]
 
Abbildung II.1.3: Rechtwinkliges Dreieck zu den beiden beliebigen Punkten K (x1/y1) und S (x2/y2).


 
Im Schaubild können wir uns dann erneut die Strecken anschauen und ausrechnen (siehe Abb. II.1.3). Die Punkte sind dabei willkürlich eingezeichnet, als Beispiel sozusagen, denn 
ihre Lage kann ja jetzt beliebig sein. Die Länge der Strecke [image: e9783486763744_i0055.jpg] ergibt sich wieder mit Hilfe des pythagoreischen Satzes. Wir berechnen:
[image: e9783486763744_i0056.jpg] 
 Streckenlänge zwischen zwei Punkten im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem
 
[image: e9783486763744_i0057.jpg]
 
(II-1)



 
Die Reihenfolge der Variablen ist hier egal. Durch das Quadrieren werden die zu berechnenden Werte garantiert positiv.
 
Von der Streckenlänge zum Streckenmittelpunkt ist es nur ein kurzer Weg. Diesen wollen wir im nächsten Abschnitt gehen.


 
II.2 Der Mittelpunkt einer Strecke im kartesischen Koordinatensystem
 
Um die Koordinaten des Mittelpunktes einer Strecke zu berechnen, müssen wir uns nur im Klaren sein, dass hier ein Dreieck aus einem anderen durch eine zentrische Streckung1 mit dem Streckfaktor 0,5 entsteht. Das Streckzentrum ist einer der beiden Punkte K oder S.
 
[image: e9783486763744_i0058.jpg]
 
Abbildung II.2.1: Streckenmittelpunkt M zu den beiden Punkten K und S.


 
Die Koordinaten des Streckenmittelpunktes M berechnen wir, indem wir die beiden x-Werte und die beiden y-Werte jeweils miteinander addieren und diese beiden Summen dann halbieren. Wir bilden somit das arithmetische Mittel2 der x-Werte und das arithmetische Mittel der y-Werte.
 
[image: e9783486763744_i0060.jpg] 
 Streckenmittelpunkt Endpunkten einer Strecke im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem
 
[image: e9783486763744_i0061.jpg]
 
(II-3)



 
Hiermit sind wir in der Lage, die Länge der Strecke zwischen zwei Punkten und die Koordinaten des Streckenmittelpunktes ohne größere Schwierigkeiten zu berechnen. Wir fassen unsere Erkenntnisse abschließend noch einmal zusammen:
[image: e9783486763744_i0062.jpg] 
Zusammenfassung der Unterkapitel II.1 und II.2
 
Zwei Punkte K(x1/y1) und S(x2/y2) seien gegeben. Dann können wir 


 
	die Länge ihrer Verbindungsstrecke mit [image: e9783486763744_i0063.jpg] und
 
	die Koordinaten des Streckenmittelpunktes [image: e9783486763744_i0064.jpg]

berechnen.


 
II.3 Die Hauptform der Geradengleichung
 
Unter der Steigung einer Geraden verstehen wir das Verhältnis zwischen dem nach oben oder unten in y-Richtung und dem nach rechts in x-Richtung zurückgelegten Weg, wenn wir uns auf der Geraden im kartesischen Koordinatensystem von links nach rechts bewegen. Dieser Zahlenwert, oft mit dem Buchstaben m bezeichnet, ist bei Geraden immer gleich groß (oder klein) und wird auch Proportionalitätsfaktor genannt3. Lassen wir eine Gerade mit der Steigung m durch den Ursprung gehen, so erhalten wir über das Steigungsdreieck folgenden Funktionsterm: 


[image: e9783486763744_i0065.jpg]
 
(II-4)


 
Hierdurch wird eine Gerade durch den Ursprung beschrieben, welche folgerichtig als Ursprungsgerade bezeichnet wird. Für m = 1 ist f(x) = x. Liegt dieser Fall vor, so nennen wir die Ursprungsgerade auch die 1. Winkelhalbierende.
 
 
 Eine Gerade bzw. eine lineare Funktion ist durch die Angabe zweier voneinander verschiedener Punkte eindeutig definiert, d.h. es gibt nur eine einzige Gerade, die durch eben diese beiden Punkte geht. Anhand eines Beispieles wollen wir nun alle Schritte, die zur Aufstellung der Gleichung der Geraden notwendig sind, kennenlernen. Zuvor müssen wir aber noch den oben aufgestellten Funktionsterm etwas verändern bzw. ergänzen, denn dieser ist noch nicht vollständig. Wir schreiben:
[image: e9783486763744_i0066.jpg] 
Hauptform der Geradengleichung
 
[image: e9783486763744_i0067.jpg]
 
(II-5)



 
c ist der sog. y-Achsenabschnitt. Er gibt die Starthöhe auf der y-Achse bei x = 0 an. Ist c ≠= 0, so haben wir keine Ursprungsgerade mehr4. Die so entstehende Gerade ist parallel zu der entsprechenden Ursprungsgeraden, weil jeder Punkt der Ursprungsgeraden für die entstandene Gerade um c verschoben wird.
 
[image: e9783486763744_i0068.jpg]Beispiel 1 – Eine Aufgabe
 
 

 
Im Folgenden werden wir versuchen, die Gleichung der Geraden durch zwei gegebene Punkte aufzustellen. Dabei sind die Koordinaten der Punkte zu Beginn der Erläuterungen mit Zahlen vorgegeben, welche im späteren Verlauf durch die allgemeineren Buchstaben ersetzt werden, sodass eine möglichst anschauliche Vermittlung der Sachverhalte erfolgt.
 
Die Aufgabe, die wir uns stellen, lautet: Stellen Sie die Gleichung der Geraden (linearen Funktion) auf, die durch die Punkte S(2/3) und K(5/5) geht.
 
 

 
Zu Beginn der Lösung der Aufgabe zeichnen wir die beiden Punkte in ein kartesisches Koordinatensystem ein.
 
[image: e9783486763744_i0069.jpg]
 
Abbildung II.3.1: Die Punkte K und S im Koordinatensystem.


 
Dann verbinden wir die Punkte auf die angegebene Weise (Abb. II.3.2).
 
 
[image: e9783486763744_i0070.jpg]
 
Abbildung II.3.2: Die Punkte K und S im Koordinatensystem und die zugehörige Gerade.


 
In Abb. II.3.2 können wir das Dreieck mit den zwei gestrichelten Seiten erkennen und einzeichnen. Ebenso lesen wir ab, dass der Wert von c zwischen 1,5 und 2 liegt.
 
Im nächsten Schritt bestimmen wir die Längen eben dieser gestrichelt dargestellten Seiten des Dreiecks. Aus Abb. II.3.2 können wir ersehen, dass die horizontale (waagrechte) Strecke 3 und die vertikale (senkrechte, orthogonale) 2 Längeneinheiten (LE) lang sind.
 
[image: e9783486763744_i0071.jpg]
 
Abbildung II.3.3: Zu den Seitenlängen des u.a. gestrichelten Dreiecks.


 
Wir können Δx und Δy (lies: Delta x und Delta y) über die Koordinaten der Punkte berechnen5. Dies tun wir im Folgenden für die beiden Beispielpunkte. Danach notieren wir die gleiche Rechnung für beliebige Punkte, d.h. mit Variablen.
 
[image: e9783486763744_i0072.jpg]

 
 
Für den allgemeinen Fall ersetzen wir die Zahlenwerte durch Variable. Diese sind in der folgenden Skizze eingetragen:
 
[image: e9783486763744_i0073.jpg]
 
Abbildung II.3.4: Zu den Seitenlängen des gestrichelten Dreiecks bei beliebigen Punkten.


 
Wir notieren die eben durchgeführte Rechnung allgemein: 


Δx = x2 − x1 und Δy = y2 − y1

 
Daraus lässt sich jetzt die Steigung m errechnen. Sie ist das Verhältnis der vertikalen Strecke zur horizontalen oder, anders ausgedrückt, das Verhältnis von dem in y-Richtung zu dem in x-Richtung gelaufenen Weg: 


[image: e9783486763744_i0074.jpg]
 
(II-6)


Welchen Punkt wir als den ersten und welchen als den zweiten festlegen, das spielt keine Rolle bei der Berechnung der Steigung. Es ist lediglich zu beachten, dass die gewählte Reihenfolge bei den x- und y-Koordinaten identisch ist, da sonst Vorzeichenfehler in der Steigungsberechnung auftreten. Wir wollen hierzu kurz ein Beispiel geben.
 
[image: e9783486763744_i0075.jpg]Beispiel 1.1 – Die Reihenfolge der Werte bei der Steigungsberechnung
 
 

 
Es sind die Punkte S(2/3) und K (5/5) gegeben. Wir legen S als den ersten (Index 1) und K als den zweiten (Index 2) Punkt fest und berechnen die Steigung: 


[image: e9783486763744_i0076.jpg]
 

 
Nun vertauschen wir die Reihenfolge bei der Nummerierung der Punkte. Somit ist K nun der erste und S der zweite Punkt. Damit führen wir die Steigungsberechnung ein weiteres Mal durch: 


[image: e9783486763744_i0077.jpg]

 
Minus mal Minus bzw. Minus durch Minus ergibt Plus bei den Vorzeichen. Die Ergebnisse sind also gleich, die Reihenfolge spielt folgerichtig keine Rolle. Es gilt lediglich zu beachten, dass unter jedem y in der Formel das zugehörige x steht, sonst erhalten wir bei dem Steigungswert ein falsches Vorzeichen.
 
 

 
Zurück zur eigentlichen Aufgabe: Wir sind bereits in der Lage, einen Teil der gesuchten Funktionsgleichung aufzustellen: 


[image: e9783486763744_i0078.jpg]
 
(II-7)


 
Nun müssen wir noch c berechnen. Das machen wir, indem wir einen Punkt einsetzen, von dem wir sicher wissen, dass er auf der Geraden (bzw. ihrem Schaubild) liegt. Wir können z.B. S(2/3) oder K(5/5) wählen.
 
 

 
Verwende z.B. K (5/5): [image: e9783486763744_i0079.jpg], umgeformt: [image: e9783486763744_i0080.jpg].
 
Damit können wir unsere Funktionsgleichung fertig aufstellen: 


[image: e9783486763744_i0081.jpg]
 
(II-8)


 
Zur Probe können wir die x-Werte der Punkte K und S hier nochmals einsetzen. Dann sollten die entsprechenden y-Werte herauskommen, vorausgesetzt, dass wir richtig gerechnet haben6. Wir fassen unsere Vorgehensweise abschließend zusammen:
[image: e9783486763744_i0082.jpg] 
Aufstellen der Geradengleichung bei zwei gegebenen Punkten
 
Gegeben sind die beiden Punkte K(x1/y1) und S(x2/y2). Die Vorgehensweise zur Berechnung der Funktionsgleichung kann dann die folgende sein:
 
 
	Berechnung der Steigung7: [image: e9783486763744_i0083.jpg]
 
	Aufstellen der Gleichung (soweit bekannt): [image: e9783486763744_i0084.jpg] 

 
	Die Koordinaten eines auf dem Schaubild der Geraden liegenden Punktes einsetzen, um c zu berechnen: 
[image: e9783486763744_i0085.jpg]


 
	Das durch Termumformungen errechnete c wird eingesetzt und wir erhalten: 
[image: e9783486763744_i0086.jpg]

 
 Hierbei sind nun m und c bekannte Zahlenwerte, welche wir in Schritt 1 und Schritt 3 ausgerechnet haben.



 
Mit der erhaltenen Funktionsgleichung können wir anschließend diverse weiterführende Rechnungen bewerkstelligen. Am häufigsten stellt sich die Frage nach den Achsenschnittpunkten , d.h. wir suchen diejenigen Punkte, in denen das Schaubild der Funktion die x- bzw. y-Achse schneidet.
 
Die Achsenschnittpunkte einer Geraden
 
 
	Achsenschnittpunkt mit der y-Achse: Wir setzen x = 0 und berechnen ƒ(0) = m · 0 + c = c. Somit ist der Achsenschnittpunkt Sy(0/c) und c ist der sog. y-Achsenabschnitt, wie wir bereits weiter vorne erwähnt haben.
 
	Achsenschnittpunkt mit der x-Achse: Wir setzen y = 0 und lösen die Gleichung f(x) = mx+ c = 0 nachx auf. Es ist dann [image: e9783486763744_i0087.jpg] für m ≠ = 0. Der Achsenschnittpunkt mit der x-Achse ist [image: e9783486763744_i0088.jpg] bezeichnen wir als Nullstelle.

[image: e9783486763744_i0089.jpg] 
Nullstellen
 
Die Lösungen der Gleichung f(x) = 0, wobei f (x) eine beliebige Funktion sein kann und üblicher Weise x ∈ [image: e9783486763744_i0090.jpg] ist, nennen wir die Nullstellen der Funktion f.

[image: e9783486763744_i0091.jpg] 
Ein paar wichtige Nomenklaturen bei Geraden 


 
	1.f(x) = mx + c nennen wir die Hauptform der Geradengleichung.
 
	2.Haben wir zwei voneinander verschiedene Punkte gegeben, können wir die Gleichung der zugehörigen Geraden aufstellen (Zwei-Punkte-Form (ZPF)). Die Formel für die ZPF hat zwei gebräuchliche Darstellungen: 
 
	a) [image: e9783486763744_i0092.jpg] , wobei y = f(x) ist,
 
	b) [image: e9783486763744_i0093.jpg], wobei wieder y = f(x) gilt.

 
 
 Beide Formen sind natürlich äquivalent8 und gehen durch Termumformungen auseinander hervor. Wir erhalten die ZPF, indem wir das Schema von Seite 20 für die Punkte K(x1/y1) und S(x2/y2) durchführen.

 
	2.Haben wir einen Punkt einer Geraden und ebenso deren Steigung m gegeben, so sparen wir uns die Berechnung der Steigung. Die zugehörige Formel wird dann als Punkt-Steigungs-Form (PSF) bezeichnet. Wieder können wir zwei gleichbedeutende (äquivalente) Formeln aufschreiben: 
 
	a) y = m(x − x1) + y1, wobei y = f (x) ist,
 
	b) [image: e9783486763744_i0094.jpg] , wobei wieder y = f (x) gilt.

 
Der Unterschied zwischen der ZPF und der PSF besteht darin, dass wir bei der ZPF zwei Punkte gegeben haben und die Steigung der gesuchten Gerade berechnen müssen, bei der PSF sparen wir uns durch die Angabe der Steigung diesen Schritt und ebenso die explizite Angabe eines zweiten Punktes. Die PSF geht aus der ZPF durch Ersetzen des Ausdrucks [image: e9783486763744_i0095.jpg] durch m hervor.



 
Da wir jetzt Geradengleichungen aufstellen können, sind wir in der Lage, rechnerisch die gegenseitige Lage von Geraden zu untersuchen. Dieses Vorhaben gehen wir im nächsten Unterkapitel an. Vorab schauen wir uns aber noch ein kleines Beispiel an, um das gezeigte Schema noch ein wenig zu festigen.
 
[image: e9783486763744_i0096.jpg]Beispiel 2 – Zwei Punkte auf einer Geraden
 
 

 
Wir wollen die Gleichung der Gerade ermitteln, welche durch die Punkte A(−1/5) und B(1/ − 1) geht. Wir berechnen dazu zuerst die Steigung m, setzen anschließend in die Gleichung y = mx + c ein und finden abschließend durch einen der gegebenen Punkte (freie Auswahl!) den y-Achsenabschnitt c.
 
 

 
Lösung:
 
Wir ermitteln zuerst die Steigung: 


[image: e9783486763744_i0097.jpg]

 
Wir nehmen die Steigung m = −3 und den Punkt B(x = 1/y = −1) und setzen in y = mx + c ein. Es ist dann: 


[image: e9783486763744_i0098.jpg]

 
Damit erhalten wir die Geradengleichung y = −3x + 2.
 


 
II.4 Die gegenseitige Lage von Geraden
 
Geraden haben für gewöhnlich Gleichungen der Form f(x) = mx + c (siehe Unterkapitel II.3) oder sie können auf diese gebracht werden. Schneiden wir jetzt zwei Geraden g und h miteinander, so sieht der algebraische Weg das einfache Gleichsetzen als Lösungsstrategie vor. Wir lösen die lineare Gleichung dann nach x auf und erhalten so den x-Wert des Schnittpunktes. Durch das Einsetzen in g oder h ergibt sich auch der y-Wert des Schnittpunktes und wir sind fertig. Wir halten den Ansatz nochmal in einem Kasten fest:
[image: e9783486763744_i0099.jpg] 
Schneiden zweier Geraden (rechnerisch)
 
[image: e9783486763744_i0100.jpg]

 
Anschließend lösen wir die letzte Zeile nach x auf und erhalten, falls das Problem lösbar ist, die Geraden also nicht parallel sind, 


[image: e9783486763744_i0101.jpg]
 
(II-9)



 
Wir wollen die Bedeutung der einzelnen „Buchstaben“ nochmal wiederholen und hier und da ein paar Ergänzungen einstreuen, denn es ist von großer Bedeutung, dass wir wissen, was ein Aufgabensteller von uns will, wenn er z.B. von einem Proportionalitätsfaktor schwadroniert.
[image: e9783486763744_i0102.jpg] 
Wichtige Größen der Geradengleichung (Wiederholung) 


 
 
 
 
	m: 
	Gibt die Steigung einer Geraden an (anderer Name: Proportionalitätsfaktor). Es gilt:
 
 
	m > 0 ⇔ Die Gerade steigt.
 
 
	m < 0 ⇔ Die Gerade fällt.
 
 
	c: 
	y-Achsenabschnitt. Durch ihn wird der y-Wert der Geraden beeinflusst.
 
 
	Bei x = 0 ist y = c.
 
 
	x: 
	(Lauf-)Variable, Veränderliche



 
Die im Kasten auf Seite 23 stehende zweite Gleichung lässt sich umformen und wir können den gesuchten x-Wert berechnen. Für diesen ergeben sich drei mögliche Varianten, die jeweils auf eine bestimmte Lage der beiden Geraden zueinander schließen lassen. Wie die 
Geraden zueinander liegen, ob es einen Schnittpunkt gibt oder nicht, das lässt sich aber bereits ohne Rechnung an den Geradengleichungen erkennen.
[image: e9783486763744_i0104.jpg] 
Zur Geradengleichung und der Lage zweier Geraden zueinander
 
 
	Es ergibt sich genau ein x-Wert ⇔ Die Geraden schneiden sich in einem Punkt P(x0/y0)9.
 
	Es gibt keinen x-Wert, der die Gleichung erfüllt (z.B. ergibt die Umformung den Ausdruck 2 = 0, was nicht sein kann. Hiermit existiert kein x-Wert des Schnittpunktes und somit auch kein Schnittpunkt). ⇔ Die Geraden haben keinen Punkt gemeinsam und sind somit parallel (mg = mh; cg ≠= ch).
 
	Es gibt unendlich viele x-Werte, die die Gleichung erfüllen (z.B. ergibt die Umformung den Ausdruck 0 = 0, was für jeden x-Wert möglich ist, da das Ergebnis unabhängig von x ist, es also nicht von x beeinflusst wird). ⇔ Die beiden Geraden sind identisch, liegen also aufeinander (mg = mh; cg = ch).


 
Wir verdeutlichen das in diesem Unterkapitel Gesagte noch auf grafische Art und Weise.
 
[image: e9783486763744_i0105.jpg]
 
Abbildung II.4.1: Verdeutlichung der gegenseitigen Lagen von Geraden im Schaubild.
 



 
II.5 Über Schnittwinkel und orthogonale Geraden
 
II.5.1 Eine neue Möglichkeit, die Steigung zu berechnen
 
Spätestens in der zehnten Klasse lernten viele von uns ein neues Gebiet der Geometrie kennen, die Trigonometrie. Wir werden diese auch in diesem Buch behandeln, doch erst in Kapitel X. Für den Moment wird das reichen, was wir in diesem Unterkapitel vorstellen. Mit Hilfe der in der Trigonometrie erlernten Funktionen, ist es uns möglich, Winkel in vornehmlich rechtwinkligen Dreiecken zu berechnen und von diesen Winkeln wiederum auf die Seitenverhältnisse zu schließen. Die drei hierbei benötigten Funktionen heißen Sinus, Kosinus und Tangens und werden als sog. Winkelfunktionen bezeichnet. Für dieses Unterkapitel reicht es uns zu wissen, wie wir Sinus, Kosinus und Tangens aus den vorliegenden Seitenlängen eines rechtwinkligen Dreiecks berechnen können.
[image: e9783486763744_i0106.jpg] 
Die Winkelfunktionen
 
In einem rechtwinkligen Dreieck sind mittels der folgenden Seitenverhältnisse die trigonometrischen Funktionen definiert10: 


[image: e9783486763744_i0107.jpg]
 
(II-10)


 
Wir lesen: Sinus, Kosinus bzw. Tangens von α (alpha).

 
Um die Benennung der Katheten zu verdeutlichen, geben wir eine kleine Skizze an: 


[image: e9783486763744_i0108.jpg]
 
Abbildung II.5.1: Die Benennung der Katheten in Abhängigkeit vom gewählten Winkel. Wichtig ist, dass mit der Hypotenuse immer die Dreiecksseite gegenüber des rechten Winkels bezeichnet wird.

 

 
Jetzt haben wir die Definitionen gelesen und stellen uns womöglich die folgenden Fragen: Wofür benötigen wir hier konkret die Winkelfunktionen? Was haben rechtwinklige Dreiecke mit Geraden zu tun?
 
Diese beiden Fragen lassen sich mit Hilfe der Definition der Steigung m und der Definition des Tangens beantworten.
 
 

 
Aus Unterkapitel II.3 wissen wir, dass die Steigung m durch 


[image: e9783486763744_i0109.jpg]

gegeben ist. Betrachten wir jetzt noch einmal Abb. II.3.4 auf Seite 19. Wir nennen den Winkel bei S hier α, zeichnen diesen ein und erhalten somit Abb. II.5.2.
 
[image: e9783486763744_i0110.jpg]
 
Abbildung II.5.2: Abb. II.3.4 mit eingezeichnetem Winkel α.


 
Vergleichen wir diese Abbildung mit der linken Seite von Abb. II.5.1, so können wir, wenn wir die Gleichungen bei (II-10) berücksichtigen, folgenden Zusammenhang herstellen:
[image: e9783486763744_i0111.jpg] 
Steigung und Winkel
 
[image: e9783486763744_i0112.jpg]
 
(II-11)



 
Zur Verwendung von (II-11) gibt es noch ein paar Worte zu sagen: 


 
	Wir starten mit der Messung des Winkels α immer auf der x-Achse und laufen dann gegen den Uhrzeigersinn (mathematisch positiv).
 
	Der Winkel α einer Geraden mit der x-Achse ist auch an jeder Parallelen zur x-Achse zu finden (siehe Abb. II.5.3). Damit können wir diesen mittels zweier beliebiger, verschiedener Punkte der gegebenen Geraden ausrechnen. Hier findet der Satz vom Stufenwinkel aus der Mittelstufe Verwendung. 
 
[image: e9783486763744_i0113.jpg]
 
 Abbildung II.5.3: Zur Berechnung des Winkels α: Stufenwinkel bei einer Geraden.



 
	[image: e9783486763744_i0114.jpg] wird der Tangens von α unendlich. Das bedeutet, dass auch die Steigung unendlich wird: Wir erhalten eine Gerade mit der Gleichung x = d mit d ∈ [image: e9783486763744_i0115.jpg]. Sie stellt eine Parallele zu y-Achse durch den Punkt N(d/0) dar11.


 
II.5.2 Zueinander orthogonale Geraden
 
Wir wollen uns hier einen Zusammenhang zwischen den Steigungen zweier zueinander orthogonaler12 Geraden überlegen. Die resultierende Formel gehört mit zum kleinen Einmaleins der unteren Oberstufenmathematik.
 
[image: e9783486763744_i0116.jpg]
 
Abbildung II.5.4: Zwei zueinander orthogonale Ursprungsgeraden.


 
Auf einer Ursprungsgeraden g liege der Punkt P(u/v) (siehe Abb. II.5.4). Drehen wir diese Gerade nun um 90° im mathematisch positiven Sinn, so liegt P ∗ (−v/u) auf der zu g orthogonalen Geraden h. Dieses Resultat ergibt sich durch Überlegungen am Einheitskreis 
mittels Kosinus und Sinus (siehe Kapitel X). Die Steigungen der beiden Geraden sind somit gegeben durch
 
[image: e9783486763744_i0117.jpg]

 
Bilden wir das Produkt der beiden Steigungen, so ergibt sich mg · mh = −1.
 
Die Überlegung gilt für jede beliebige Gerade, da sich die Steigung einer Geraden beim Verschieben nicht ändert. Also können wir festhalten:
[image: e9783486763744_i0118.jpg] 
Über die Steigungen zweier zueinander orthogonaler Geraden
 
 

 
Sind zwei Geraden g und h orthogonal zueinander, d.h. stehen sie senkrecht aufeinander, so gilt für ihre Steigungen der Zusammenhang 


[image: e9783486763744_i0119.jpg]
 
(II-12)


 
Wichtig! Die Umkehrung gilt auch:
 
 

 
Existiert für die Steigungen mg und mh zweier Geraden g und h der Zusammenhang mg · mh = −1, so sind diese orthogonal zueinander. In mathematischer Kurzform schreiben wir: 


[image: e9783486763744_i0120.jpg]
 
(II-13)



 
Da wir ab jetzt in der Lage sind, zueinander rechtwinklige Geraden ohne größere Probleme aufzustellen, können wir auch den Abstand eines beliebigen Punktes zu einer ebenso beliebigen Geraden berechnen.
 
[image: e9783486763744_i0121.jpg]
 
Abbildung II.5.5: Skizze zur Abstandsberechnung zwischen einem Punkt X und einer Geraden ƒ.

 

 
 Wir können bei der Berechnung dieses Abstandes nach folgendem Schema vorgehen:
[image: e9783486763744_i0122.jpg] 
Abstand eines Punktes von einer Geraden
 
Gegeben sei der Punkt X(x0/y0), dessen Abstand d zu der Geraden f mit f(x) = mx + c (welche wir eventuell noch aufstellen müssen!) berechnet werden soll. Dabei führen wir folgende Schritte durch: 


 
	Bilden der negativen, inversen Steigung [image: e9783486763744_i0123.jpg]
 
	Aufstellen der Gleichung der Geraden g, welche die Steigung mneu hat und durch den Punkt X(x0/y0) geht.
 
	Berechnen des Schnittpunktes L(xL/yL) der Schaubilder von f und g, d.h. wir lösen f(x) = g(x) nach x auf und setzen das erhaltene x = xL in eine der beiden Funktionsgleichungen ein. Es sollte natürlich in beiden Fällen der gleiche y-Wert yL als Ergebnis erlangt werden.
 
	Berechnen des Abstandes der Punkte X und L voneinander, d.h. wir ermitteln die Streckenlänge[image: e9783486763744_i0124.jpg] mit Hilfe des Satzes von Pythagoras (Abstandsberechnung zweier Punkte, siehe Unterkapitel II.1).
 
	Es ist[image: e9783486763744_i0125.jpg] der gesuchte Abstand und wir sind fertig.


 
Mit dieser Vorgehensweise haben wir das sog. Lot vom Punkt X auf die Gerade f gefällt. Das Lot liegt auf der Geraden g. Der Schnittpunkt L der Geraden f und g wird als Lotfußpunkt bezeichnet. Zu dem letzten Kasten schauen wir uns ein kleines Beispiel an.
 
[image: e9783486763744_i0126.jpg]Beispiel – Wie weit bist du weg?
 
 

 
Wir bestimmen den Abstand des Punktes X (0/8) von der Geraden g mit g(x) = 2x + 4. Zur Lösung des Problems, arbeiten wir die einzelnen Schritte des gegebenen Schemas ab: 


 
	Die Steigung ist [image: e9783486763744_i0127.jpg]
 
	Die gesuchte Geradengleichung ergibt sich aus der PSF zu 
[image: e9783486763744_i0128.jpg]

 
Hinweis: Die Gerade nennen wir hier anders als im Schema, da g schon vergeben ist.

 
	Der Schnittpunkt berechnet sich mit 
[image: e9783486763744_i0129.jpg]

 
Der zugehörige y-Wert ist (Gerade g verwendet) [image: e9783486763744_i0130.jpg]. Damit haben wir den Lotfußpunkt [image: e9783486763744_i0131.jpg]gefunden.
 

 
	Wir ermitteln noch die Streckenlänge: 
[image: e9783486763744_i0132.jpg]


 
	Damit ist also [image: e9783486763744_i0133.jpg]der gesuchte Abstand.


 
II.5.3 Der Schnittwinkel zweier Geraden
 
Im vorangegangenen Unterkapitel haben wir uns auf den rechten Winkel als Schnittwinkel der beiden betrachteten Geraden beschränkt. Nun wollen wir beliebige Schnittwinkel zwischen den Geraden bestimmen. Dafür merken wir uns die folgende Vorgehensweise zur Bestimmung eben jenes Winkels: 


 
	Die Geraden zeichnen, wenn möglich.
 
	Die Schnittwinkel der Geraden mit der x-Achse mittels der Formel tan(α) = m berechnen.
 
	Die beiden Winkel aus dem vorangegangenen Punkt geeignet voneinander abziehen oder zusammenzählen. Hierbei sind die Vorzeichen der Geradensteigungen zu beachten.

 
Da alle Theorie ja bekanntlich grau ist, machen wir hierzu zwei Beispiele. Diese sollen uns zeigen, wie die zwei Geraden zueinander liegen können und unsere Rechenfähigkeiten etwas aufbessern.
 
[image: e9783486763744_i0134.jpg]Beispiel 1 – Geradensteigungen mit gleichen Vorzeichen
 
 

 
Wir wollen den Schnittwinkel der Geraden g und h mit g(x) = 2x − 1 und h(x) = x + 1 berechnen.
 
 

 
Schritt 1 – Zeichnen der beiden Geraden
 
[image: e9783486763744_i0135.jpg]
 
Abbildung II.5.6: Skizze zur Schnittwinkelberechnung der Geraden g und h.

 

 
Schritt 2 – Berechnung der Schnittwinkel mit der x-Achse
 
 

 
Mit tan(α) = m erhalten wir 


Gerade g: tan(αg) = 2 ⇔ αg = arctan(2) ≈ 63,43°,
 
Gerade h: tan(αh) = 1 ⇔ αh = arctan(1) = 45,00°.

[image: e9783486763744_i0136.jpg] 
Problem Taschenrechner
 
Mit arctan bezeichnen wir die sog. Umkehrfunktion zum Tangens tan. Es ist arctan(tan(x)) = x. Zum Thema Umkehrfunktionen verweisen wir auf Kapitel XII. Auf den meisten Taschenrechnern finden wir anstatt der Beschriftung arctan die Zeichenfolge tan−1. Nach dem Kapitel über Potenzfunktion (Kapitel IV) dürfte klar sein, warum diese Bezeichnung eigentlich ziemlich irreführend ist.

 
Schritt 3 – Berechnung des Schnittwinkels
 
 

 
Aus Abb. II.5.6 entnehmen wir, dass δ = αg − αh ist. Somit erhalten wir δ = 63,43° − 45,00° = 18,43°.
 
[image: e9783486763744_i0137.jpg]Beispiel 2 – Geradensteigungen mit verschiedenen Vorzeichen
 
 

 
Wir wollen den Schnittwinkel der Geraden g und h mit [image: e9783486763744_i0138.jpg]und [image: e9783486763744_i0139.jpg] berechnen.
 
 

 
Schritt 1 – Zeichnen der beiden Geraden
 
[image: e9783486763744_i0140.jpg]
 
Abbildung II.5.7: Skizze zur Schnittwinkelberechnung der Geraden g und h.


 
Schritt 2 – Berechnung der Schnittwinkel mit der x-Achse
 
 

 
Mit tan(α) = m erhalten wir 


[image: e9783486763744_i0141.jpg]
 

 
 Schritt 3 – Berechnung des Schnittwinkels
 
 

 
Aus Abb. II.5.6 entnehmen wir, dass δ = αg + |αh| = αg − αh ist. Somit erhalten wir δ = 33,69° − (−26,57°) = 60,26°.
 
 

 
Wir ersehen hieraus die Regel, dass der Schnittwinkel δ zweier Geraden g und h durch deren Schnittwinkel αh und αg mit der x-Achse berechnet werden kann.
[image: e9783486763744_i0142.jpg] 
Schnittwinkelberechnung bei zwei gegebenen Geraden
 
Der Schnittwinkel δ zweier Geraden g und h berechnen wir über die Schnittwinkel αg und αh der Geraden mit der x-Achse. Es ist, wenn für die Steigungen der Geraden mg ≥ mh gilt, 


[image: e9783486763744_i0143.jpg]
 
(II-14)



 
Zum Abschluss dieses Unterkapitels geben wir ein paar Begriffe und Zusammenhänge an, welche im täglichen Umgang mit Funktionen gekannt werden sollten. Manche davon verstehen sich von selbst, andere erscheinen leicht und sind trotzdem immer wieder eine beliebte Fehlerquelle.
[image: e9783486763744_i0144.jpg] 
Ein paar wichtige Grundlagen – Begriffe, die man kennen und können sollte
 
 
	Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks gehen jeweils von der Mitte einer Dreiecksseite zur gegenüberliegenden Ecke. Die Seitenhalbierenden teilen sich im Verhältnis 2: 1 (lies: zwei zu eins). Zwei Teile liegen auf der Seite der Ecke, einer auf der Seite der Dreiecksseite.
 
	Die Höhe einer Figur steht immer senkrecht auf der Grundseite.
 
	Die Winkelhalbierenden halbieren die Winkel der Ecken.
 
	Bei einem gleichseitigen Dreieck fallen alle diese Linien, welche in den ersten drei Punkten angesprochen werden, zusammen. Bei keinem anderen Dreieck sind sie sonst alle gleichzeitig identisch.
 
	Alle Punkte, die den Abstand r von einem Punkt M haben (sind alle also gleich weit von diesem Punkt entfernt), liegen auf dem Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt M.
 
	Alle Punkte, die gleich weit von einer Geraden entfernt liegen, liegen auf einer Parallelen zu der Geraden.
 
	Geraden können sich schneiden (haben genau einen Punkt gemeinsam, genau eine Lösung), parallel (haben keinen gemeinsamen Punkt, keine Lösung) oder identisch sein (haben unendlich viele gemeinsame Punkte, unendlich viele Lösungen). Die Lösungen ergeben sich durch die Berechnung linearer Gleichungssysteme (zur Vertiefung siehe Kapitel VIII). 

 
	Der Abstand eines Punktes wird mit Hilfe des Lotes ermittelt (siehe Seite 29). Dafür ist es notwendig, die Formel für zueinander senkrechte Geraden g und h zu kennen, d.h. mg · mh = −1. Hierzu haben wir uns auch ein Beispiel angeschaut.
 
	Die x-Achse heißt auch Abszisse, die y-Achse nennen wir auch Ordinate.
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