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Vorwort zur 3. Auflage
Der Mensch muß philosophieren,

ob er mag wollen oder nicht,
hierin ist er nicht frei.

Ludwig Feuerbach

Philosophie der Mathematik ist, das zeigen Rückmeldungen von Studierenden und
Lehrenden an Schule und Universität, ein Defizit in der mathematischen Ausbildung.
Es fehlt in der Lehre oft der Blick auf Hintergründe, Geschichte und Zusammenhänge.
Über mathematische Begriffe und Entwicklungen nachzudenken, wie sie in diesem
Buch vorgestellt werden, sie zu verstehen und einordnen zu können, ist ein wich-
tiges Anliegen des Lernenden. Denn das Nachdenken über Mathematik gehört zum
mathematischen Denken – nicht unfrei, sondern aus innerer Notwendigkeit heraus.
Es schafft Bewusstsein von dem, was man begrifflich, methodisch und technisch
lernt, lehrt und tut, und deutet auf Probleme, die beim Lernen und Lehren entstehen
können.

Der Verlag hat aus solchen Motiven entschieden, die 3. Auflage äußerlich und
preislich als Studienbuch herzustellen. Wir haben versucht, durch Überarbeitungen
und Erweiterungen innerlich dazu beizutragen. Als Buch zum Blättern, auswählen-
dem Lesen und zum Nachschlagen von Literatur, Begriffen, Personen und anderem
mehr war unser Buch schon in den vorherigen Auflagen auch ein Studienbuch. Es hat
bei allem die Anlage der wissenschaftlichen Abhandlung.

Eine besondere Erweiterung, die den Charakter des Studienbuches stärkt, ist ein
Anhang. Er greift auf, was das mathematische Denken heute begründet: die heutige
Auffassung des linearen Kontinuums als Punkt- und Zahlenmenge. Sie ist als Auf-
fassung kaum mehr bewusst, sondern quasi „mathematische Realität“ und verwehrt,
anders zudenken.DerAnhangheißt „Infinitesimal denkenund rechnen“und schließt
an die Darstellungen im Abschnitt 3.3 über das Kontinuum an. Er führt praktisch vor,
dass man anders denken und rechnen kann, und erläutert die Hintergründe. Ein Ab-
schnitt zeigt einen elementaren Einstieg in die Analysis, der trotz seiner Vorzüge in
der elementaren Lehre kaum Erwähnung findet.

Andere Erweiterungen kommen aus unserer Prüfung des Textes und berücksich-
tigen Leserhinweise und weitere Literatur. Wir haben versucht, Lücken zu schließen.
Es ist aber müßig zu bemerken, dass Vollständigkeit unerreichbar ist. Zwei weitere
wichtige Philosophen haben wir in das Kapitel 2, den Bericht aus der Geschichte der
Philosophie der Mathematik, aufgenommen:Charles Sanders PeirceundEdmundHus-
serl. Den Abschnitt dort über die heute fast obligate evolutionäre Position haben wir
vertieft. Die Schlussbemerkungen des mengentheoretischen Kapitels 4 sind neu ge-
schrieben. Für die Unterscheidung und die Sicht auf Nichtstandardmodelle stellen wir
im Kapitel 5 über Logik eine mengentheoretische und eine logische Axiomatik für die
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reellen Zahlen nebeneinander. Der Text ist durchgesehen, verbessert und im Hinblick
auf die Erweiterungen überarbeitet und ergänzt worden.

Wir danken den Lesern und Rezensenten für die freundliche Aufnahme des Bu-
ches, für Hinweise, Kritik und Ratschläge. In der mathematischen Redaktion des Wal-
ter de Gruyter Verlages sprechen wir Frau Friederike Dittberner (jetzt Freie Universität
Berlin), Herrn Leonardo Milla und Herrn Dr. Konrad Kieling unseren Dank aus für die
immer unterstützende, engagierte und kompetente Betreuung.

Hannover und Poznań Thomas Bedürftig
im Oktober 2014 Roman Murawski



Vorwort zur 2. Auflage
[. . . ] um den Schwierigkeiten und der Dunkelheit so viel wie möglich

abzuhelfen, welche scharfsinnigen Lesern in der
Beurteilung dieses Buches aufgestoßen sind.

Immanuel Kant

Über die positive Aufnahme unseres Buches und die vielen freundlichen Bemerkun-
gen freuen wir uns. Wir haben auch kritische Hinweise erhalten, die uns auf Lücken,
Fehler, Ungenauigkeiten oder Probleme aufmerksam machten. Auch über solche An-
merkungen und den daraus entstehenden, lehrreichen Austausch haben wir uns ge-
freut. Wir sind den Hinweisen gefolgt, konnten sie aber ihrer Vielzahl und ihrer in-
haltlichen Breite oder Besonderheit wegen nur partiell in die Arbeit an der zweiten
Auflage einbeziehen. Es liegt in der Weite eines Projektes wie einer „Philosophie der
Mathematik“, nicht alle Erwartungen erfüllen zu können.

Wiederholt gelesene und gehörte Äußerungen haben uns veranlasst, unser Buch
zu erweitern und manche Abschnitte zu überarbeiten. Es geht um Dinge, die die Leser
besonders vermissten, oder um eine ausführlichere oder klarere Darstellung zu ge-
wissen Punkten. Die Erweiterung des Buches betrifft vorwiegend drei Abschnitte. Im
Kapitel 3 wird in einem neuen Abschnitt 3.4 das philosophische Problem der Anwend-
barkeit der Mathematik, zu dem es in der ersten Auflage nur einzelne Bemerkungen
im Kapitel 2 gab, zusammenhängend und systematisch behandelt. Im Kapitel 5 haben
wir in der ersten Auflage die Differenz zwischen Wahrheit und Beweisbarkeit nur an-
gemerkt. Wir haben die Unterscheidung jetzt deutlicher formuliert und schildern ihre
interessante, philosophisch bedeutsame und mathematik-soziologisch nicht einfache
Entwicklung im Abschnitt 5.5.

Eine weitere Erweiterung ergibt sich aus einer Vertiefung. In Diskussionen, in
Korrespondenzen und bei Vorträgen haben wir bemerkt, dass die Problematik des
Kontinuums nicht so präsent ist wie etwa die fast populäre Thematik der Unendlich-
keit. Speziell scheint uns die Bedeutung der Nichtstandardanalysis für die Auffassung
des Kontinuums nicht hinreichend wahrgenommen worden zu sein. Die Nichtstan-
dardanalysis, die mathematisch nicht weniger Standard ist als andere Gebiete, gibt
es seit 50 Jahren. Wir haben die Ausführungen des Abschnittes 3.3 „Das Kontinuum
und das unendlich Kleine“ ergänzt um einen gründlicheren Blick in die Geschichte
des Kontinuums, um einen Punkt über den „Gegenspieler“, den Punkt, und vor allem
um eine etwas deutlichere Darstellung der Konzepte der Nichtstandardmodelle der
reellen Zahlen und die Konsequenzen für den Begriff des Kontinuums.

Die Erweiterungen haben auch zu Änderungen, Umformulierungen und Ergän-
zungen in weiten Teilen des übrigen Textes geführt. Dies gilt besonders für das Kapi-
tel 6, den „Rückblick“, der neu geschrieben ist. Die Konzeption des Buches und die
Folge der Kapitel ist unverändert geblieben.
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Wir sind vielen Lesern und Kollegen für ihre Kommentare, Korrekturhinweise,
Fragen und die zahlreichen Anregungen zu Dank verpflichtet. Unter ihnen danken
wir besonders Harald Boehme (Bremen), Wolfgang Breidert (Karlsruhe), Dirk W.
Hoffmann (Karlsruhe), Olaf Neumann (Jena) und Knut Radbruch (Kaiserslautern).
Heinz Griesel (Kassel) danken wir für tiefgehende und ausführliche Anmerkungen
und Ratschläge in einer Rezension und Reinhard Strehl (Lüneburg) für die zahl-
reichen Korrekturen, Hinweise und Verbesserungsvorschläge aus seiner kritischen
Durcharbeitung unseres Buches, die wir fast vollständig berücksichtigt haben.

Wir danken dem Deutschen Akademischen Austauschdienst (DAAD), der die Zu-
sammenarbeit der Autoren auch bei den Arbeiten an der zweiten Auflage unterstützt
hat, und dem Nationalen Zentrum für Wissenschaft (Narodowe Centrum Nauki, Grant
N N101 136940) für seine finanziellen Hilfen. In der mathematischen Redaktion des
Walter de Gruyter Verlages sprechen wir Frau Anja Möbius, Frau Friederike Dittberner,
Herrn Jens Lindenhain und Herrn Dr. Christoph von Friedeburg unseren Dank aus für
die immer freundliche, kompetente und aufmerksame Betreuung.

Hannover und Poznań Thomas Bedürftig
im April 2012 Roman Murawski
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Die Philosophie der Mathematik steht zwischen der Philosophie und der Mathematik.
Das ist kein leichter Stand. Für den Außenstehenden stellt sich die Frage, was Ma-
thematik, dieses fest gefügte, unfehlbare System von Zahlen, Formeln und Methoden
überhaupt mit Philosophie zu tun haben soll. Die Philosophie, deren Teilgebiet die
Philosophie der Mathematik ihrem Namen nach ist, und die Philosophen haben es
schwer mit einer Mathematik, die wissenschaftlich Vorbildcharakter hat und zudem
bis ins Unüberschaubare angewachsen ist. Schließlich ist der Gegenstand einer Phi-
losophie der Mathematik eine Mathematik, deren Mathematiker in der Regel wenig
geneigt sind, sie philosophisch zu betrachten. Das ist eine verständliche Haltung, da
ihre mathematische Arbeit weit entfernt von jeder Philosophie zu sein scheint.

Wir werden sehen, dass die Dinge etwas anders liegen. Mathematik ist eine leben-
dige, sich entwickelnde und sich wandelnde Wissenschaft mit einer wechselvollen
Geschichte. Ihre Grundbegriffe, Methoden und Prinzipien sind traditionell wichtige
Gegenstände der Philosophie. Und die mathematische Arbeit ist, wenn man in ihre
Fundamente schaut, der Philosophie sehr nah.

Die Grundlage, auf die Mathematik baut, erlaubt nicht nur, sondern fordert gera-
dezu trotz aller inner- und außermathematischen Erfolge und Anerkennungen, über
sie nachzudenken. Dieses mathematisch zu tun, ist Aufgabe des mathematischen Ge-
bietes derMathematischen Grundlagen. Damit aber ist niemand vom Nachdenken be-
freit. DenndieMathematischenGrundlagen reichenbis ins tägliche Zahlenfundament
der praktischen mathematischen Arbeit, in die Lehre, ins mathematische Sprechen
und Denken und in die mathematischen Methoden hinein. Viele ihrer Fragen sind
philosophischen Ursprungs und ihre Ergebnisse von philosophischer Bedeutung. In
ihrem Umfeld entstehen philosophische Fragen. Die Reflexion über Fragen aus den
Mathematischen Grundlagen und der Philosophie dient der Bewusstheit in der ma-
thematischen Arbeit und in der Lehre von Mathematik.

Die Autoren sind Mathematiker und haben sich vorgenommen, nicht zuletzt Kol-
leginnen und Kollegen in die Philosophie der Mathematik einzuführen, also Schüler,
Studenten, Lehrer und Dozenten der Mathematik. Unsere Einführung ist naturgemäß
auch für Philosophen von der Schule bis in die Universität interessant, gerade weil sie
von der anderen Seite kommt. Das, was wir an mathematischen Kenntnissen voraus-
setzen, ist über weite Strecken elementar. Dort, wo das nicht der Fall ist – und dies ist
eine Gebrauchsanweisung für dieses Buch –, ist der Text klein gesetzt. Das ist auch dann
so, wenn es um speziellere Ausführungen mathematikphilosophischer Art geht. Der
in der Standardgröße gedruckte Text ist in der Regel auch für interessierte Laien mit
mathematischenVorkenntnissen ausder Schule geeignet. Kurze speziellere Passagen,
die hier vorkommen können, können überlesen werden.

Ausgangspunkt und immer wieder Bezugspunkt unseres Textes sind die reellen
Zahlen. Kapitel 1 skizziert den Weg zu ihnen und vermerkt in pointierter Weise mathe-
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matische und philosophische Probleme und Fragen, die sich auf diesem Wege stellen.
Die Fragen weisen in die Mathematischen Grundlagen und in die Philosophie der
Mathematik. Das umfangreiche Kapitel 2 ist ein Abriss von Positionen aus der Ge-
schichte der Mathematik und der Philosophie bis hin zu aktuellen Strömungen. Es
bildet den Hintergrund für die folgenden Kapitel, speziell für die Grundfragen der Phi-
losophie der Mathematik im Kapitel 3, das die Fragen aufnimmt, die sich in Kapitel 1
stellten. Kapitel 2 kann als unabhängiges Kompendium dienen. Einleitung, Kapitel 1
und Kapitel 3 lassen sich im Zusammenhang lesen, und es kann aktuell in Kapitel 2
nachgeschlagen werden, wenn Rückfragen notwendig werden und weiterer Bedarf
nach zusammenhängenden Informationen über Philosophen, Mathematiker, mathe-
matikphilosophische Schulen und Auffassungen entsteht.

Im Kapitel 4 geht es um den heute universellen Hintergrund mathematischen For-
mulierens: die Mengenlehre. Die Verwendung von Mengensprechweisen wirkt zurück
auf unser mathematisches Denken. Das Ziel ist, ein Bewusstsein für dieses oft unbe-
wusste Fundament des mathematischen Sprechens und Denkens zu wecken. Auch
dieses Fundament reflektieren wir und stellen zwei Mengenlehren vor, deren Ansätze
sehr verschieden sind. Kapitel 5 schließlich ist der axiomatischen Methode und dem
zweiten mathematischen Fundament, der Logik, gewidmet. Wir geben einen kurzen
Abriss über logische Grundbegriffe und blicken kurz auf die Geschichte der Axiomatik
und der Logik. Die mathematische Logik hat manche ehemals philosophische Fragen
aufgenommen und tiefgreifende Ergebnisse von philosophischer Tragweite erzielt. Im
Kapitel 6 schauen wir zurück und versuchen kurz zu charakterisieren, was Philoso-
phie der Mathematik ist, in die wir bis dahin eingeführt haben. Ein Anhang enthält
Kurzbiographien ausgewählter Philosophen und Mathematiker. Der Text schließt mit
je einem Index für Symbole, Namen und Begriffe.

Wir danken für die großzügigen Förderungen, die dieses Buch erst möglich ge-
macht haben: dem Deutschen Akademischen Austauschdienst (DAAD), der die Zu-
sammenarbeit der Autoren seit Jahren unterstützt, der Alexander von Humboldt-Stif-
tung für finanzielle Hilfe und der Fundacja na rzecz Nauki Polskiej (Stiftung für die
Polnische Wissenschaft) für die Übernahme mancher Sach- und Nebenkosten.

Und wir danken Herrn PD Dr. Robert Plato und Herrn Simon Albroscheit im Verlag
De Gruyter für die geduldige, entgegenkommende und aufmerksame Betreuung und
Hilfe bei der Herstellung dieses Buches.

Hannover und Poznań Thomas Bedürftig
im Januar 2010 Roman Murawski
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Einleitung
Ich bin nicht religiös, aber es ist fast

wie eine Berührung mit Gott, wenn man über Mathematik nachdenkt.¹
Paul Halmos

Die mathematische Laufbahn des Menschen beginnt früh. Die erste Mathematik ent-
steht in der Auseinandersetzung und im Einklang mit der Wirklichkeit. Die Zahlen,
die mit dem Zählen verbunden sind und in der Mathematik zu den natürlichen Zahlen
werden, erhalten von hierher ihre Bedeutungen. Das gilt ganz ähnlich für die nega-
tiven und gebrochenen, die rationalen Zahlen, die aus dem Umgang mit alltäglichen
Größen in einer Art Abstraktion entstehen.

Anders ist es mit den reellen Zahlen, die wir im Kapitel 1 an den Anfang unseres
Buches stellen. Hier gibt es eine entscheidend neue Situation. Um die reellen Zahlen
ausgehend von den natürlichen und rationalen Zahlen zu erreichen, geht die Mathe-
matik ganz eigene und neue Wege. Sie löst sich aus den Bindungen an die konkreten
Anwendungen. Die alte, einfache Abstraktion von alltäglichen und physikalischen
Größen funktioniert nicht mehr. Es ist gerade der Konflikt mit den Größen, der sie
veranlasst, reelle Zahlen theoretisch zu konstruieren oder deren gewünschte Eigen-
schaften axiomatisch zu postulieren. Es sind geometrische und theoretische Notwen-
digkeiten, die die Mathematik auf besondere Weise herausfordern und Begriffe und
Methoden verlangen, die noch vor nicht allzu langer Zeit sehr neu und revolutionär
gewesen waren. Diesen gegenüber stellten und stellen sich Fragen, die nicht nur ma-
thematischer, sondern auch philosophischer Art sind. Die Fragen weisen in viele Rich-
tungen der Philosophie der Mathematik und der Mathematikgeschichte. Wir deuten
einige der Fragen hier in der Einleitung an – anknüpfend an die reellen Zahlen – und
nennen einige Probleme.

Die reellen Zahlen sind, das ist heute die allgemeine Haltung, sicherer mathema-
tischer Besitz. Man hat die heftigen Diskussionen weitgehend vergessen oder hält sie
für erledigt, die noch vor 100 Jahren die Häupter und Herzen der Mathematiker, ja
ihr Gewissen bewegten. Die Probleme aber sind durchaus nicht verschwunden. Man
sieht sie gleichwohl in den Mathematischen Grundlagen gut aufgehoben, übergeht
gern die Probleme und geht pragmatisch zur Tagesordnung über, die mit ℝ beginnt.
Die mathematische Lehre, in der es um schnelle Vermittlung der Begriffe und Me-
thoden geht, geht von diesen reellen Zahlen aus, meidet möglichst die begrifflichen
und methodologischen Fragen und verschenkt an diesem entscheidenden Punkt die
Möglichkeit der reflektierenden Vermittlung eines interessanten Stoffes und tieferer
Einsicht in die mathematischen Elemente.

1 I am not a religious man, but it’s almost like being in touch with god when you’re thinking about
mathematics.
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Wir begeben uns im ersten Kapitel auf den Weg zu den reellen Zahlen, um ganz
konkret und elementar ihre Probleme aufzudecken, die noch heute die Mathemati-
schen Grundlagen und die Philosophie der Mathematik beschäftigen. Im Kapitel 3 –
auf derGrundlage eines ausführlichenBerichtes über historische mathematikphiloso-
phische Positionen im Kapitel 2 – erörtern wir dann die Probleme näher und verstehen
die Konflikte besser, die zu Zeiten Kroneckers, Freges, Cantors und Dedekinds die
Gemüter so erhitzt haben.

In der universitären Lehre und im mathematischen Unterricht ist von Konflikten
wenig oder nichts zu bemerken. Die reellen Zahlen werden in der Mitte der gymnasia-
len Schulzeit gewöhnlich so eingeführt, dass verborgen bleibt, welch entscheidender
Schritt hier getan wird. Auch dem geneigten Leser dürfte in seiner Schulzeit dieser
Schritt kaum zu Bewusstsein gekommen sein. Denn mit der Autorität der Mathematik
und des Mathematiklehrers wird der Mathematikunterricht an allen Tiefen und Klip-
pen vorbei gelenkt. Wir wollen zur Einführung kurz, bevor wir im Kapitel 1 die Pro-
bleme im Detail identifizieren, einige Punkte im geläufigen Mathematikunterricht und
in der Lehre an den Universitäten anschauen – und uns dabei vielleicht an unsere
eigene Schul- oder Studienzeit erinnern. Es handelt sich um ganz einfache Dinge, die
man in der Routine aber leicht übersieht.²

Die mathematische Lehre an den Universitäten beginnt gewöhnlich mit den reellen
Zahlen. Sie setzt sie voraus – wenn sie gründlich ist, axiomatisch, d. h. in der Auf-
listung ihrer Eigenschaften, die kaum hinterfragt, sondern gesetzt werden. Wenn die
Erweiterung zu den reellen Zahlen thematisiert wird, sieht das vielleicht wie folgt aus.

Wir haben in einem Lehrbuch über Zahlbereiche in der Ausbildung von Lehrern
([240], S. 159 ff.) dieses zur Einführung der reellen Zahlen gefunden: Am Anfang des
Kapitels über reelle Zahlen wird konstatiert – nach einer Bemerkung über die Dia-
gonale im Einheitsquadrat, einer grundsätzlichen Bemerkung über die Zahlengerade
(s. u.) und einem indirekten Irrationalitätsbeweis:

„Die uns vertraute Zahl √2 gehört also nicht zur Menge der rationalen Zah-
len.“

Das spiegelt den Brauch bei der Einführung der reellen Zahlen im Mathematikunter-
richt wieder und ist selbst in einem Lehrbuch im Studium etwas überraschend. Woher
ist uns √2 als Zahl vertraut? Zuvor waren gerade die rationalen Zahlen eingeführt
worden. Wohin gehört denn „die Zahl“√2 dann? Offenbar, so suggeriert man, zu einer

2 Wir bemerken, dass wir uns hier allein auf die Standardtheorie der reellen Zahlen beziehen.
Interpretationen anderer Art werden z. B. in dem umfangreichen Lehrbuch [79] behandelt, das durch-
gehend mathematikhistorische Ausführungen enthält und das wir für das weitergehende Studium der
reellen Zahlen empfehlen.
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besonderen Art von neuen Zahlen, zu den reellen Zahlen, die schon da sind. Wo, das
sehen wir gleich.

Diese Haltung bei der „Einführung“ der reellen Zahlen ist der Hintergrund für
manchen Mathematikunterricht. Wie sollen Lehrer, die so oder ähnlich zu denken
studiert haben, Schülern vermitteln, was hier wirklich passiert, an welcher begriff-
lichen Schwelle sie stehen? Die Chance zumindest partiellen Verstehens der Probleme
und der Eigenart ihrer Lösung wird verspielt. Ungeklärt wird bleiben, was√2 als Zahl
eigentlich ist, und offen, warum man wie mit dem Term √2, der nie da gewesen ist,
rechnen kann.

Ein wichtiger Punkt folgt anschließend im Unterricht: Näherungsverfahren, z. B.
für√2 – was immer√2 auch ist. Danach kommt eine Redewendung, etwa so:

Den abbrechenden und periodischen Dezimalbrüchen fügen wir die unend-
lichen nicht periodischen Dezimalbrüche hinzu. Alle zusammen, das sind die
reellen Zahlen. (Vgl. [240], S. 189)

Was sind das: Unendliche nicht periodische Dezimalbrüche? Das ist eine nur negative
Bestimmung, die Leugnung eines großen Problems. Es geht speziell um den Umgang
mit der Unendlichkeit. Worum Mathematiker im 19. Jahrhundert hart und eigentlich
unentschieden gerungen haben, wird in der Lehre und im Unterricht in einem Neben-
satz vorausgesetzt. Nochheute ist dasUnendlichedas großeProblem indenMathema-
tischen Grundlagen, das ursächlich ist für viele weitere Probleme. Seine Problematik
durchzieht das ganze vorliegende Buch.

Hinter dieser Art des Vorgehens steht die so genannte Zahlengerade, bei der man
nicht mehr differenziert, ob es um Punkte oder Zahlen auf ihr geht. Es ist eine ge-
bräuchliche und berechtigte Übung im Verlauf des Mathematikunterrichts, Zahlen als
Punkte auf einer Geraden zu veranschaulichen. Ist man aber berechtigt, Zahlen und
Punkte zu identifizieren? Das oben erwähnte Lehrbuch leitet das Kapitel über „eine
Einführung in die reellen Zahlen“ ganz offen mit dieser Erklärung ein:

„Die reellen Zahlen werden also gleich zu Beginn durch die Gesamtheit aller
Punkte der Zahlengeraden erklärt und als gegeben angesehen.“ [Fettdruck
original im Lehrbuch]

Das ist praktisch – und erschlagend. Man erledigt mit einem Schlag die gesamte
Problematik des Kontinuums in allen ihren Facetten. Was eigentlich ist die Zahlen-
gerade? Was ist das für eine Gesamtheit, die „Gesamtheit aller Punkte“? Wie bildet
man sie? Setzt man Punkte oder kann man sie sich nehmen? Welch ein Gegenstand
ist ein Punkt? Ist das Kontinuum einer Geraden durch Punkte ausschöpfbar, also eine
Menge, eine „Gesamtheit“ von Punkten? Wenn das so ist: Punkte sind zunächst keine
Zahlen. Kann man Punkte einfach zu Zahlen erklären? Was sind das für Zahlen? Wie
rechnet man mit Punkten?
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Weiter wird mit der obigen Erklärung auch das Problem der Vollständigkeit vonℝ
beseitigt. Denn als Menge aller Punkte einer Geraden haben die so erklärten reellen
Zahlen anschaulichderenLückenlosigkeit. Eigentlichdenktmanheutemathematisch
genau umgekehrt. Man konstruiert oder setztℝ axiomatisch und erklärt dann Kopien
vonℝ zu Geraden. Nicht Punkte werden zu Zahlen, sondern Zahlen zu Punkten.

Das Ziel dermengentheoretischenKonstruktionender reellenZahlen, so verschie-
den sie sind, ist immer die Vollständigkeit. Hier stellt sich endgültig und klar die Frage
nach dem Verhältnis von konstruiertem Zahlenbereich und geometrischer Geraden.
Gibt es eine Differenz zwischen der Menge der reellen Zahlen und den möglichen
Verhältnissen im Kontinuum einer geometrischen Geraden? Dieses Problem ist in dem
Moment nicht mehr erkennbar, wenn man ℝ als Menge aller Punkte einer Geraden
präsentiert oder Geraden für Kopien vonℝ hält. Die durchaus mögliche Differenz aber
verweist auf die so genannte Nichtstandardanalysis. Im Hintergrund erscheint die alte
Vorstellung unendlich kleiner Größen. Wir gehen im Kapitel 3 und im Anhang dar-
auf ein.

Welche Fragen, die in die Philosophie verweisen, stellen sich hier? Wir haben sie an-
gedeutet. Es sind philosophischeGrundfragen: Es ist die große alte Frage nach dem Un-
endlichen, die die Bildung unendlicher Mengen betrifft, wie die Annahme unendlich
kleiner Größen, der Infinitesimalien. Es ist die Frage nach mathematischen Begriffen
wie die der Zahl und der Größe. Es ist das Problem des klassischen Kontinuums, der
heutigenAuffassungdesKontinuumsalsMenge vonElementenundder Identifikation
von Punkten und Zahlen. Es ist die Frage nach den Axiomen und der axiomatischen
Methode. Und es ist überhaupt die Frage des Verhältnisses der Mathematik und ihrer
Begriffe zur Wirklichkeit. Welchen Status haben mathematische Begriffe? Was sind
Zahlen? Was ist ihr Ursprung?

Solche Fragen, die nicht zuletzt relevant sind für die Lehre von Mathematik, wer-
den im Kapitel 1 auf dem Weg zu ℝ konkret. Im Kapitel 2 begegnen sie uns in einem
umfangreichen Abriss der Geschichte der Philosophie der Mathematik immer wieder.
Dort stellen wir zahlreiche Mathematiker und Philosophen und mathematikphiloso-
phischen Positionen vor, von denen wir Antworten erwarten.

Im Kapitel 3 erörtern wir vor dem Hintergrund der Geschichte der Philosophie
und Mathematik die Grundfragen. Es geht um die Frage, was Zahlen eigentlich sind.
Es geht diskursiv um den Begriff der Unendlichkeit, der sich als zentrales Problem
durch die verschiedenen Positionen im Kapitel 2 zieht, um den Begriff der Größe,
des Kontinuums und um das unendlich Kleine. Die Größen und die Infinitesimalien
verschwanden aus der reinen Mathematik mit der Ersetzung des klassischen Konti-
nuums durch ℝ. Geblieben von den Größen sind hier und dort ihre Namen, von den
Infinitesimalien bloße Bezeichnungen.

Mengenlehre und Logik bilden die mathematische Disziplin der Mathematischen
Grundlagen. Aus ihnen kommen die heutigen mengentheoretischen Sprechweisen
und die Klärung der Begriffe des Beweises, der Folgerung, der Theorie. Die neue Me-
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thode der Sicherung und Darstellung des mathematischen Wissens ist eine erneuerte
Axiomatik. Mengenlehre, die im Prinzip eine Theorie des Unendlichen ist, Logik und
Axiomatik stellen wir in den Kapiteln 4 und 5 vor, schildern ihre Geschichte und
verfolgen und deuten ihre Probleme und Ergebnisse. Es entstehen naturgemäß dort,
wo neue Grundlagen sind, neue grundlegende philosophische Fragen.

Wir haben oben vornehmlich Probleme herausgestellt, die in den reellen Zahlen
verborgen sind. Unbedingt bemerken müssen wir, welche mathematischen Mög-
lichkeiten sie eröffnet und welche Fortschritte sie bewirkt haben. Der Schritt vom
klassischen Kontinuum ins Kontinuum der reellen Zahlen in der zweiten Hälfte des
19. Jahrhunderts war revolutionär. Erst die reellen Zahlen und die Mengenlehre in
ihrem Hintergrund machten es möglich, im anschaulichen Kontinuum verborgene
Eigenschaften des Kontinuierlichen mathematisch zu erfassen. Zu diesen gehö-
ren grundlegende Begriffe wie der des Zusammenhangs, der Vollständigkeit, der
Stetigkeit oder der Dimension. Endlich konnten die Begriffe des Grenzwertes, des
Differentials und Integrals präzisiert werden, die schon lange, aber ungesichert
in Gebrauch waren. Alles dies konnte nur gelingen, indem von manchem Problem
wie den oben genannten abstrahiert wurde – durchaus gegen massive Widerstände
z. B. intuitionistischer Art. Wir sind heute in einer anderen Position. Die damals
neuen Grundlagen haben sich längst bewährt. Wir können uns heute mit nüchternem
Abstand bewusst machen, auf welchem Boden wir stehen – ohne Grundsatzstreit
über die Probleme, die weiter bestehen. Wir können die mathematischen Leistun-
gen und die Versuche bewundern, die Probleme zu überwinden, und zugleich das
mathematische Wagnis realisieren, das in diesen Leistungen liegt.

Die angesprochenen Aspekte werden in den kommenden Kapiteln thematisiert.
Zuerst aber kommen wir im Kapitel 1 zu einigen Problemen unseres Fundamentes ℝ,
die im allgemeinen Alltag ein wenig verschollen zu sein scheinen. Das Kapitel 1 ist
kurz, konkret, elementar und skizzenhaft. Die vorgestellten Schritte auf dem Weg zu
den reellen Zahlen sind natürlich bekannt. Ungewohnt sind vielleicht die Abstraktion
von jedem Vorwissen am Anfang, die besondere Aufmerksamkeit bei jedem einzelnen
Schritt, die unerbittliche Unterscheidung zwischen geometrischer und arithmetischer
Ebene und die klare Nennung der Probleme.



1 Auf demWeg zu den reellen Zahlen
Zwischen der intuitiven Idee und der mathematischen Formulierung,

welche die wissenschaftlich wichtigen Elemente unserer Intuition
in präzisen Ausdrücken beschreiben soll,

wird immer eine Lücke bleiben.
Richard Courant

Wir versuchen in diesem Kapitel, das mathematische Fundament der reellen Zahlen
nachzuzeichnen, seinen Aufbau und seine mathematischen Grundlagen skizzenhaft
darzustellen, um Probleme philosophischer, methodischer und mathematischer Na-
tur offen zu legen. Wir konstatieren, wie wir es schon in der Einleitung angemerkt
haben, noch einmal die nicht seltene Unkenntnis oder die Toleranz diesen Proble-
men gegenüber und den Pragmatismus, mit dem man die reellen Zahlen als univer-
selles mathematisches Fundament setzt. Die reellen Zahlen scheinen irgendwie im-
mer schon da zu sein. Sie sind quasi zu den „natürlichen“ Zahlen des Mathematikers
geworden. In diesem Kapitel wollen wir zunächst nur aufmerksam machen auf die
Fragen im Hintergrund der reellen Zahlen, indem wir den, genauer: einen Weg zu ih-
nen aufmerksam beobachten und die Wahrnehmung für Details und Schwierigkeiten
schärfen. Zum Zwecke der Klarheit wählen wir eine knappe und pointierte Formulie-
rung der Probleme.

Der Weg zu den reellen Zahlenℝ beginnt wie fast alles in der Mathematik bei den
(echten) natürlichen Zahlen ℕ. Wir wählen in diesem Kapitel einen etwas späteren
Ausgangspunkt: die rationalen Zahlen ℚ. Es ist der Ausgangspunkt des Lernenden,
der noch nichts von reellen Zahlen weiß. Wir versetzen uns also bewusst in einen
mathematischen Zustand wie den eines Schülers oder ähnlich dem der Pythagoreer
vor 2500 Jahren. Etwas anderes als rationale Zahlen haben und kennenwir arithmetisch
nicht. Das ist die Anforderung in diesem Kapitel, von unseren Vorkenntnissen und
Vormeinungen wirklich vollständig und durchgehend abzusehen. – Über den Weg
von den natürlichen zu den rationalen Zahlen sprechen wir kurz im Rückblick des
Kapitels 3.

1.1 Irrationalität

Was bedeutet Irrationalität? Nehmen wir das Standardbeispiel. Gesucht ist die Zahl,
die quadriert 2 ergibt. Man nenne sie√2. Überall steht sofort der

Satz. √2 ist irrational.

Dazu gibt es dann einen indirekten Standardbeweis. Auch wir führen hier der Voll-
ständigkeit halber einen Beweis und halten uns an die Beweisführung in dem wohl
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ältesten überlieferten Nachweis der Irrationalität von√2 in den Elementen des Euklid
([96], Buch X, § 115a).

Beweis. Wir nehmen an, √2 wäre rational, sagen wir √2 = m
n . m und n seien die

kleinsten Zahlen in diesem Verhältnis. Es folgt 2 = m2

n2 und 2 ⋅ n2 = m2. Also ist m2

gerade und mitm2 notwendig auchm, z. B.m = 2 ⋅a. Dann muss n ungerade sein, weil
m und n die kleinsten Zahlen in dem angenommenen Verhältnis m

n sind. Gleichzeitig
aber folgt, und das ist der Widerspruch, dass n gerade ist, nämlich so: Aus m = 2 ⋅ a
und 4 ⋅ a2 = m2 = 2 ⋅ n2 folgt, dass n2 = 2 ⋅ a2 ist, also gerade und damit auch n gerade
ist.

Was bedeutet die Aussage des Satzes? Die Suggestion, die nicht nur den Wissenden
trifft, ist:√2 ist eine andere Art von Zahl, eben eine irrationale Zahl.

Was aber ist unsere Situation? Etwas anderes als rationale Zahlen gibt es nicht.
Daher kann „irrational“ nichts anderes heißen als:

√2 ist nicht rational.

„Nicht rational“ aber heißt – mangels anderer Zahlen:

Satz. √2 ist keine Zahl.

Das heißt es gibt keine Zahl, die quadriert 2 ergibt. Was ist√2 dann?

√2 ist ein Term ohne Bedeutung.

Wir können diesen Term zwar schreiben, um Spannung zu wecken, wie wir ihn mit
Sinn füllen. Aber Sinn hat das zunächst nicht. Es sei denn wir geben√2 einen anderen
Sinn. Sehen wir den nicht im nächsten Standardbeispiel?

d =

Aus dem Satz des Pythagoras folgt, so argumentieren wir, dass das Quadrat über der
Diagonale im Einheitsquadrat den Flächeninhalt 2, die Diagonale d also die Länge√2
hat. Und: Wenn man d auf der Zahlengeraden abträgt, dann kann man dort √2 als
Länge von d sehen:
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d

d

Das ist die nächste Suggestion, die den Wissenden und Lehrenden verleitet und den
Lernenden verführt,√2 ohne Weiteres als Zahl zu akzeptieren.

Welchen Fehler machen wir? Wir nehmen naiv an, jeder Punkt auf der Geraden,
auf der wir uns die rationalen Zahlen als Punkte veranschaulicht haben und die dort
dicht liegen, repräsentiert eine Zahl.Welche Zahlenaber habenwir?Rationale Zahlen!
Und allein zu diesen Zahlen gehört bis jetzt ein Punkt auf der Zahlengeraden. Da √2
nicht rational ist, haben wir keine Zahl√2 auf der Zahlengeraden gefunden, sondern
vielmehr einen Punkt, zu dem keine Zahl gehört. Das heißt es gibt keine Zahl, die der
Länge der Diagonalen d entspricht. Es bleibt dabei:

√2 ist keine Zahl. Und: Es gibt keine Maßzahl, die die Länge von d angibt.

Das wiederum heißt:

Satz. Die Diagonale d im Einheitsquadrat ist nicht messbar.

Das ist eine erstaunliche Situation. Die Diagonale d hat eine Länge, und unsere Er-
fahrung sagt uns, dass es kein Problem ist, Längen zu messen. Jetzt müssen wir aus
prinzipiellen Überlegungen akzeptieren, dass uns unsere Erfahrung täuscht. Es gibt
Größen, denen wir – bei vorgegebener Einheit – keine Zahl zuordnen können. Wir
können sie nicht messen. Denn Einheit und Größe können, wie man sagt, inkommen-
surabel sein. Wir können den Bereich der Größen nicht mit unseren Zahlen erfassen.

Kehren wir zum Anfang zurück, bei dem etwas nicht stimmt. So kann man den
AnfangdesWeges zuden reellen Zahlen eigentlichnicht beginnen: „√2 ist irrational.“
Denn die Formulierung tut von vornherein so, als ob√2 eine Zahl wäre. Man muss so
anfangen:

Satz. Es gibt keine Zahl, die quadriert 2 ergibt. Es gibt keine Maßzahl für die Diagonale
im Einheitsquadrat.
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Schon allein mit dem Zeichen √2 von Anfang an zu operieren, ist im Prinzip proble-
matisch, da dies „Zahl“ suggeriert und vorgibt, als hätte man die Lösung des Problems
parat.

Die Schwere der Problematik und gerade das Problem des Ausgangspunktes des
langen Weges zu den reellen Zahlen, der vor dem Lernenden liegt, wird gewöhnlich
verschleiert. Man scheut sich vor dem „Offenbarungseid“: Die bisherige Arithmetik ist
am Ende. Man versäumt die spannende und produktive Frage: Was kann man mathe-
matisch tun?

Hinter solchen scheinbar nur methodischen und didaktischen Problemen stehen
grundsätzliche philosophische Fragen.

1.2 Inkommensurabilität

Welcher Art die Probleme sind, können wir am besten sehen, wenn wir weit zurück in
Geschichte der Mathematik schauen. Die Entdeckung, die wir gemacht haben, haben
die Pythagoreer vermutlich etwa 450 Jahre v. Chr. auch gemacht – in etwas anderer,
vermutlich direkterer Weise als wir. Die Überlieferung ist hier unklar, die Quellenlage
dürftig. Eine der Rekonstruktionen der Historiker in diesem Zusammenhang ist, dass
es das regelmäßige Fünfeck war, ihr Ordenssymbol und ihr Symbol für den Kosmos,
an dem die Pythagoreer das Phänomen der Inkommensurabilität entdeckt haben.¹

Die Aufgabe war, das Verhältnis von Seite und Diagonale im regelmäßigen Fünf-
eck zu bestimmen. ZurVerhältnisbestimmung von Strecken hatten die Pythagoreer ein
einfaches, überall anwendbaresVerfahrenentwickelt, dieWechselwegnahme, die zum
bekannten euklidischen Algorithmus im Bereich der natürlichen Zahlen geworden ist.
Die Wechselwegnahme war ein in der Geschichte der Mathematik wichtiges Verfah-
ren, das auch in den Kapiteln 2 und 3 im Hintergrund immer wieder eine Rolle spielt.
Da es in seiner geometrischen Form und Bedeutung selten praktiziert wird, stellen wir
es hier kurz vor und wenden es dann im regelmäßigen Fünfeck an.

Seien a und b zwei Strecken. Die Griechen hatten keine normierten Maßeinheiten
für Längen, mit denen sie a und b hätten messen, Maßzahlen zuordnen und so ihr
Verhältnis bestimmen können. Sie gingen so vor:

Man nehme von a die kleinere Strecke b weg, so oft wie dies geht. Es bleibt der
Rest r1. Von b nehme man jetzt zweimal den Rest r1 weg. Es bleibt der Rest r2 usw.

1 Vgl. hierzu den Aufsatz von H.-G. Bigalke: Rekonstruktionen zur geschichtlichen Entwicklung des
Begriffs der Inkommensurabilität ([29]). Andere Autoren wie H. Boehme widerlegen die Idee dieser
Version (s. [30]) und begründen eine wieder arithmetisch-algebraische und indirekte Argumentation
ähnlich der, wie wir sie oben ausführten.
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a

b

r

r

r

r

r

r

a ⋅ b + r

b ⋅ r + r

r = r +

·

r

r r

In unserem Beispiel misst r3 die Strecke r2 genau drei Mal. Damit ist r1 = 4 ⋅ r3,
b = 11 ⋅ r3, a = 26 ⋅ r3 und das Verhältnis von a zu b als 26 : 11 bestimmt. r3
ist ein gemeinsames Maß für a und b. Das war das Ziel der Wechselwegnahme: Die
Bestimmung eines gemeinsamen Maßes für je zwei gegebene Strecken.

a

d

a

d

a

d

Abbildung: Anfang einer unendlichen Folge regelmäßiger Fünfecke.

Dieses Verfahren übertragen wir jetzt in die Situation des regelmäßigen Fünfecks in
der obigen Abbildung. Wir wollen dort das Verhältnis von Diagonale d zur Seite a
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bestimmen und orientieren uns an diesem Bild. Aus Gründen der Symmetrien im re-
gelmäßigen Fünfeck verläuft die Wechselwegnahme für d und a so:

d = a + d1
d1 = a1 + d2
d2 = a2 + d3
...

...
...

...
...

a = d1 + a1
a1 = d2 + a2
a2 = d3 + a3
...

...
...

...
...

Was kann man im wahrsten Sinne sehen, was haben die alten Griechen gesehen?

Die Wechselwegnahme bricht nicht ab.

Sie folgt der unendlichen Folge der Fünfecke, die immer kleiner werden und im Un-
endlichen verschwinden. Das heißt:

Es gibt kein gemeinsames Maß für Diagonale und Seite im regelmäßigen Fünfeck.

Die Erkenntnis ist und war:

Satz. Diagonale und Seite im regelmäßigen Fünfeck sind inkommensurabel. Es gibt
keine Zahlen, die das Verhältnis von Diagonale und Seite ausdrücken.

Ein „sichtbarer“ und direkter Beweis der Inkommensurabilität wie der eben gegebene
ist etwas ganz anderes als das indirekteArgument oben für die „Irrationalität“ von√2.
Er bietet eine ganz andere Erfahrung für den Lernenden, die die Inkommensurabilität
erst begreiflich macht und den – viel späteren – Begriff der Irrationalität begründet.
Auch für √2 gibt es eine – ästhetisch nicht ganz so überzeugende – Möglichkeit der
Einsicht in die Inkommensurabilität von Diagonale und Seite im Quadrat.

Wir sehen im obigen Bild zusätzlich, dass, da d1 = d − a ist, inneres und äußeres
Verhältnis von d und a übereinstimmen: d : a = a : (d − a). Das Verhältnis von d und
a ist also das Verhältnis des goldenen Schnittes. Also:

Es gibt keine Zahlen, die das Verhältnis des goldenen Schnittes ausdrücken.

Die Entdeckung der Inkommensurabilität vor etwa 2450 Jahren hat die alten Griechen
tief erschüttert. Warum?

Zahlen waren die Grundlage der Mathematik und – das ist bemerkenswert – der
Metaphysik der Pythagoreer. Zahlen hatten für sie eine reale Kraft, die aus einer hö-
heren Welt der Zahlen in die materielle Welt wirkte und die realen Dinge und ihre Ver-
hältnisse nach den Verhältnissen der Zahlen formte. Das war die tiefe philosophische
Überzeugung der Pythagoreer: Alles ist Zahl. Vor ihren Augen brach nun diese Über-
zeugung in sich zusammen. Denn sie sahen Strecken, die nicht in einem Verhältnis
natürlicher Zahlen standen und so das zentrale Prinzip ihrer Philosophie aufhoben.
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Ihre Philosophie zerbrach in Mathematik und Metaphysik, die zuvor Eines gewesen
waren.

Legenden ranken sich um die Entdeckung der Inkommensurabilität, die im Orden
der Pythagoreer als Geheimnis gehütet und angeblich von Hippasos von Metapont
verraten wurde – mit dramatischen Folgen für den Verräter. Ihn traf der Fluch des
Pythagoras. Auf seiner Flucht zur See verschlangen ihn die Fluten, die Gewitter und
Sturm aufgewühlt hatten.

Platon deklarierte es einhundert Jahre später in deutlichen Worten als Schande,
nichts von Inkommensurabilität zu wissen:

„Es kam mir vor, als wäre das gar nicht bei Menschen möglich, sondern eher
nur beim Schweinevieh. Und da schämte ich mich, nicht nur für mich selbst,
sondern auch für alle Hellenen.“ ([255], Gesetze, Bd. 8, 819–820 AD)

Auch für den Lernenden heute bricht wie für die Pythagoreer eine – kleinere – Welt zu-
sammen, und er erstaunt vielleicht ein wenig wie Platon. Denn seine Mathematik, die
bis dahin galt, versagt. Diese Erfahrung aber kann der Lernende nur machen, wenn er
dieMöglichkeit hat, sie zu machen. Dazu gehört der arithmetische „Offenbarungseid“.
Er kann sie nicht machen, wenn man ihm √2 und die irrationalen Zahlen vorsetzt
und so tut, als wenn sie längst da wären und man alles messen könne. Er braucht die
Erfahrung, um den großen Schritt in eine neue, theoretische Mathematik zu erkennen
und zu erleben, wie die Mathematik „theoretische Zahlen“ erfindet und das Problem
der Inkommensurabilität theoretisch überwindet.

Der Lehrende ist hier vielleicht nicht immer sensibel genug. Wir erinnern an das
in der Einleitung erwähnte Lehrbuch [240]. Denn man vergisst gern, was wir uns oben
vorgenommen haben, nämlich wirklich den Standpunkt des Lernenden einzunehmen
und von allem Vorwissen zu abstrahieren. Die reellen Zahlen sind so nah und so be-
quem. Mit ihnen ist alles messbar. Und es ist in der Tat mühsam, jeden Schritt bis zu
den reellen Zahlen zu gehen. Aber die Einsicht in den „Abgrund“ der Inkommensura-
bilität und in die folgenden Schritte bis zuℝ ist wichtig. Eines ist klar: In dem Moment,
in dem reelle Zahlen gesetzt werden, ist die Inkommensurabilität verschwunden. Es
bleibt die Irrationalität.

Heute stellen sich wie damals in diesem Zusammenhang philosophische Fragen.
Zahlen und Zahlentheorie, die für die Pythagoreer damals das Fundament der Phi-
losophie gewesen waren, lösten sich aus der Philosophie und standen nun der Phi-
losophie gegenüber. Sie wurden Gegenstände der philosophischen Reflexion. In der
Philosophie Platons traten die Ideen an die Stelle der Zahlen. Welchen Status hatten
die Zahlen nun? Neben dem mathematischen Problem entstand die philosophische
Frage nach den Zahlen:

– Was sind Zahlen?
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Diese Frage meint zunächst die einfachsten der Zahlen, die natürlichen Zahlen, auf
die alle anderen, auch die späteren reellen Zahlen zurückgeführt werden. Und diese
Frage war es neben der Frage nach den reellen Zahlen, die im 19. Jahrhundert die
mathematische Disziplin derMathematischen Grundlagen hervorbrachte. Diese sollte
mathematisch klären, was Zahlen sind. Über die Versuche hierzu und die philosophi-
schen Ansichten werden wir in Kapitel 2 und 3 berichten.

Die anschließende Frage wird sein:

– Was sind reelle Zahlen?

Diese Frage ist nicht nur mit mathematischen, sondern auch von philosophischen
Problemen umgeben, wie wir gleich sehen werden. Was sind das eigentlich für Ge-
genstände, mit denen wir täglich umgehen? Allgemeinere mathematikphilosophische
Fragen schließen sich an:

– Was ist der Status mathematischer Begriffe?

– Wie ist das Verhältnis der Mathematik und ihrer Begriffe zur Wirklichkeit?

Gescheitert war damals das philosophische Programm der Pythagoreer nicht in der
Praxis. Es waren geometrische Größen, die den Zahlen ihre Grenzen zeigten. Die ma-
thematische Antwort der Griechen war plausibel: Sie entwickelten eine Größenlehre,
die der Zahlenlehre an die Seite gestellt wurde und, so kann man sagen, seitdem vor-
rangig war. Diese Größenlehre war wie die griechische Geometrie axiomatisch, d. h.
sie basierte auf – nicht immer expliziten – Grundsätzen, die die Verhältnisse und den
Gebrauch der Größen beschrieben.

Mathematisch wird im modernen axiomatischen Vorgehen die Frage ausgeklam-
mert, was dieses oder jenes ist. Was daher philosophisch und auch mathematisch
offenblieb, ist die Frage:

– Was sind, besser: Was waren Größen?

Heute sind die alten Größen aus der reinen Mathematik ausgebürgert. Es sind die
Zahlen, die reellen Zahlen, die sie vertreten.

1.3 Rechnen mit√2?
Unsere Frage obenwar:Was kannmanmathematisch tun,wennmanarithmetischmit
leeren Händen dasteht? Z. B.: Wie sollen wir mit√2 rechnen, wenn wir nicht wissen,
was √2 ist und wie dieser Term sich zu den rationalen Zahlen verhält? √2, 3√2, √3,√5 usw. sind alles Terme ohne Bedeutung. Was soll dann

3 ⋅ √2, 2 + 3 ⋅ √2, √2 ⋅ √3
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usw. sein? Selbst √2 ⋅ √2

ist ein Term ohne Bedeutung.
Dennoch rechnet man bald ohne Bedenken, als wenn die reellen Zahlen vorhan-

den wären: Man adjungiert, wie man sagt,√2 anℚ und tut dabei so, als ob die Menge
aller Terme a + b ⋅ √2, also

ℚ(√2) = {a + b ⋅ √2 | a, b ∈ ℚ}
eine Teilmenge von ℝ wäre – wobei ℝ und das Rechnen in ℝ stillschweigend voraus-
gesetzt wird. Ohne Kommentar ist das nicht korrekt. Es ist notwendig, wenigstens ein
paar Worte zum Rechnen mit√2 und anderen Termen wie oben zu sagen.

Wir müssen in Studium und Unterricht deutlich sein und zumindest etwas wie
dies sagen: Wir tun so, als könnte man mit √2 rechnen: Rechne mit √2 formal so,
als ob sein Quadrat 2 wäre. Fasse z. B. 3 ⋅ √2 und 2 + 3 ⋅ √2 als formale Terme auf,
rechne aber mit ihnen wie gewöhnlich, d. h. tu so, als ob die Rechengesetze, wie sie
inℚ herrschen, auch für diese formalen Terme gelten würden.

Es muss deutlich werden, dass hier etwas ganz Neues, etwas Theoretisches pas-
siert, dass es um eine formale Erweiterung, um eine formale Adjunktion von√2 anℚ
geht. Im Studium sollte man das elementare algebraische Verfahren der formalen Ad-
junktion, das ohne den Term√2 auskommt, unbedingt vorstellen.

1.4 Näherungsverfahren, Intervallschachtelungen und
Vollständigkeit

Wir halten noch einmal fest: Wir haben nichts als die rationalen Zahlen ℚ. Von der
Zahl√2 können wir noch immer nicht sprechen, selbst wenn wir mit√2 rechnen.

Wenn man d, die Diagonale im Einheitsquadrat, nicht messen kann, so kann man
ihre Länge mit rationalen Zahlen doch annähern. Dafür und für andere Fälle sind viele
Näherungsverfahren ausgedacht worden. Wir wählen ein altes Verfahren, das Heron-
Verfahren, das schon in der Antike verwendet und nach Heron von Alexandria (um
100 n. Chr.) benannt wurde.

Wir wollen das Quadrat über d mit dem Flächeninhalt 2 durch Rechtecke mit
dem Flächeninhalt 2 annähern, die rationale Seitenlängen haben. Wir beginnen sehr
einfach und sehr ungenau mit dem Rechteck R1, dessen Seiten die Längen a1 = 2
und b1 = 1 haben. Als nächste Näherung bilden wir das Rechteck R2, dessen Seite
a2 das arithmetische Mittel von a1 und b1 ist: a2 = a1+b1

2 . Dann muss b2 = 2
a2

sein.
Entsprechend verfahren wir mit a3 und b3 usw. usf. Für die Folge der Rechtecke ergibt
sich das folgende Bild:
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a

a

a

bbb

Die Seiten im Rechteck Rn haben also die Längen

an =
an−1 + bn−1

2
und bn = 2

an
.

Alle Maßzahlen zu den Seiten ai, bi der Rechtecke Ri sind rationale Zahlen. Die Werte
ai fallen, die Werte bi steigen an, die Differenzen ai − bi nähern sich dem Wert 0.

Die Folge der Seiten ai, bi denken wir uns jetzt auf einer Geraden g von einem
Anfangspunkt O aus abgetragen, also durch Punkte auf der Geraden g repräsentiert,
die durch Striche markiert sind. Wir betonen, es geht um die Seiten als geometrische
Strecken und deren Längen. Das sieht im Prinzip so aus:

b b b b bn an a a a a

d
O g

Wir sehen eine Schachtelung von Intervallen, die jeweils von den Endpunkten der bi
und ai begrenzt werden. Das ist im nächsten Bild noch etwas deutlicher veranschau-
licht.

b b b b bn an a a a a

O
d

g
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Die ai, bi sind die Endpunkte der Rechteckseitenmit rationalen Längen. Die Pünkt-
chen „ . . .“ deuten an, dass das Verfahren immer weiter läuft und zu immer neuen
Seiten ai, bi führt, die bei jedem Schritt näher um den Punkt für d zusammenrücken.
Das Intervall [bn, an] ist eine Station mit vielleicht großem n in der nicht abbrechen-
den Folge von Intervallen [bi, ai], die alle den Endpunkt von d enthalten. Dies ist die
geometrische Situation.

Daneben, und dies müssen wir völlig getrennt sehen, steht die arithmetische Si-
tuation im Bereichℚ der rationalen Zahlen. Wir stellen uns alle rationalen Zahlen als
Punkte auf einer Geraden vor. Und zwar so: Im nächsten Bild wollen wir nur die „ra-
tionalen Punkte“ sehen, d. h. die „Zahlengeraden“ der rationalen Zahlen und darauf
die Intervalle der rationalen Zahlen, die die Längen der Rechteckseiten ai, bi angeben.
Die Entsprechung „Punkt – Zahl“ ist so geläufig, dass man gewöhnlich die rationalen
Maßzahlen der Seiten ai, bi ebenfalls einfach mit ai, bi bezeichnet. Wir müssen streng
sein und Zahlen von Punkten unterscheiden. Wir bezeichnen daher die Maßzahlen
mit āi, b̄i. Wir bemerken: Es fehlt eine Entsprechung für d, da es für die Länge von d
keine rationale Maßzahl gibt.

b̄ b̄ b̄ b̄ . . . . . .b̄n ān ā ā ā ā

ℚ

So überzeugend kongruent die arithmetische Situation aussieht, so entscheidend an-
ders ist sie. Oben, in der geometrischen Darstellung, liegt der Endpunkt von d in allen
Intervallen [bi, ai]. Hier inℚ gibt es eine d entsprechende Zahl nicht:

Der Durchschnitt inℚ über alle Intervalle [b̄i, āi] ist leer.

Was tut man? Man postuliert eine d entsprechende Zahl.

Forderung:
Es gibt genau eine Zahl, die in allen Intervallen [b̄i, āi] liegt.

Die heißt√2. Sie füllt die Lücke, die inℚ war, und misst d.

b̄ b̄ b̄ b̄ . . . . . .b̄n ān ā ā ā ā

d

Eine andere Frage ist, was das ist, was man da fordert. Dazu kommen wir gleich.
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Der eben beschriebene Vorgang veranschaulicht den entscheidenden Schritt zu den
reellen Zahlen. Wir haben durch √2 ein Lücke in ℚ geschlossen – durch eine Forde-
rung.

Jetzt fordern wir gleich die ganze Menge der reellen Zahlen, die überall lückenlos
und vollständig sein soll.

Forderung:
ℝ sei eine Menge. Mit den Elementen vonℝ rechne man so wie mit den rationalen
Zahlen. Auch die Anordnung der Elemente soll so sein wie die der rationalen
Zahlen mit der folgenden zusätzlichen Eigenschaft der Vollständigkeit:

Axiom (der Vollständigkeit). Sei ([rn, sn]) eine Intervallschachtelung inℝ. Dann gibt es
genau eine Zahl x ∈ ℝ, die in allen Intervallen [ri, si] liegt.

r r r r . . . . . .rn sn s s s s

ℝ
x

„Axiom“ ist das griechische Wort für „Forderung“, eine Forderung, die für „gerecht“
oder plausibel gehalten wird und deren Aussage „evident“ sein soll. Provoziert hat
die axiomatische Forderung der Vollständigkeit der Konflikt mit den anschaulichen
geometrischen Größen, die jetzt gemessen und durch die reellen Zahlen repräsentiert
werden können. Dies ist das Ziel der Forderung gewesen.

Hier stellt sich die Frage nach der axiomatischen Methode.

Woher kommen Axiome, wie wählen wir sie aus, wie begründen wir sie?

Ganz grundsätzlich:

Ist die axiomatische Methode geeignet, reale oder anschauliche Phänomene zu
erfassen?

Axiome, so sagt man, sind evidente Aussagen. Wir bemerken, dass die Evidenz der
Forderung der Vollständigkeit der anschaulichen Vollständigkeit der geometrischen
Geraden entlehntwirdundnicht aus dem Bereichder rationalen Zahlen selbst kommt.
Es ist, davon geht man aus, eine geometrische Evidenz, die der Arithmetik hinzuge-
fügt, man kann fast sagen „aufgezwungen“ wird. Für die klassische Arithmetik, die
bis ℚ reicht, ist gerade die Unvollständigkeit evident. Wir erreichen mit der axioma-
tischen Setzung vonℝmit dem Vollständigkeitsaxiom eine neue arithmetische Stufe,
eine axiomatische, d. h. eine theoretische Stufe.

Es fehlt noch die Konstruktion der reellen Zahlen, die sagt, was diese geforderten
reellen Zahlen sind. Dazu kommen wir im nächsten Punkt.
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Jetzt hat sich die Situation entscheidend gewandelt: Jeder möglichen geometrischen
Länge, markiert durch einen Punkt auf einer Geraden, entspricht nun, das sichert
das Vollständigkeitsaxiom, eine reelle Zahl. Und umgekehrt: Alle diese reellen Zahlen
lassen sich wieder auf einer geometrischen Geraden, der „Zahlengeraden“, als Punkte
veranschaulichen. Das ist ein großer Schritt: Wegen der gegenseitigen Entsprechung
von Punkten und Zahlen kann man Zahlen und Längen identifizieren. Oder besser:
Wir können Längen und allgemein Größen durch reelle Zahlen ersetzen.

Die Folge ist: Die Zahlengerade wird eine Gerade aus Zahlen. Die geometrische
Gerade wird zurKopie vonℝ. Wir haben in Kürze und Schnelligkeit beobachtet, was in
der Mathematik des 19. Jahrhunderts allmählich geschah. Das lineare, geometrische
Kontinuum wurde von einem arithmetischen Kontinuum abgelöst. Das Kontinuum
ist seitdem ℝ. Das Kontinuum ist zu einer Menge geworden. Zurückübersetzt in die
Geometrie: Das lineare Kontinuum ist zur Punktmenge geworden.

Die Frage, die sich jetzt stellt, wenn wir auf dieses Ergebnis schauen, ist: Wird
diese umkehrbare Korrespondenz zwischen reellen Zahlen und Punkten der geometri-
schen Gerade, dem anschaulichen, geometrischen Kontinuum wirklich gerecht? Ist es
überhaupt möglich, das geometrische „Kontinuum“ einer Geraden durch Punkte, die
auf ihr liegen, zu begreifen? Oder handelt es sich bei Punkten und Geraden um ganz
fremde Dinge, zwischen denen nur ein äußeres Verhältnis, das der Inzidenz besteht:
Punkte liegen auf Geraden, Geraden verlaufen durch Punkte?

– Kann das Phänomen des Kontinuums durch Punkte erfasst werden?

– Ist das geometrische Kontinuum eine Menge von Punkten?

Soll das der Fall sein, dann muss man z. B. die Gerade irgendwie als Punktmenge
bilden können. Will man aber eine Menge von Punkten bilden, so muss man wissen,
was Punkte sind. Niemand jedoch will das mehr wissen, seit man die neue Axiomatik
hat. Jeder lächelt über die „Definition“ des alten Euklid und schreibt in Anführungs-
strichen: „Ein Punkt ist, was keine Teile hat.“ Wir werden die Frage erneut stellen und
müssen sie stellen:

– Was ist ein Punkt?

Die Situation, die sich mit der Konstruktion der reellen Zahlen im nächsten Abschnitt
ergibt, scheint die Problematik zu klären und das Problem der Punktmengenbildung
zu erledigen. Wir können die Gerade mit den reellen Zahlen, wenn wir sie haben,
koordinatisieren, d. h. die reellen Zahlen auf der Geraden darstellen. Ist aber wirklich
„jeder Punkt“ erfasst? Was sind „alle Punkte“ der Geraden? Die Antwort setzt gerade
wieder voraus, anzunehmen, die Gerade ist eine fertig gebildete, vorliegende Menge
von Punkten – und „passt“ Punkt für Punkt zu ℝ.

Genau das nimmt man an. Erst dies macht die Gerade zur Kopie vonℝ, zur „Zah-
lengeraden“. Die allgemeine, philosophische Frage jedoch bleibt:
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– Kann die Menge der reellen Zahlenℝ das lineare Kontinuum sein?

Mathematisch ist die Entscheidung gefallen, die Frage aber nicht beantwortet.
Es entsteht noch einmal, in anderer Weise, eben diese Frage. Sie hängt zusam-

men mit der Evidenz des Vollständigkeitsaxioms, in dem die zentrale mathematische
Annahme liegt. Ist das Vollständigkeitsaxiom geometrisch wirklich evident?

Betrachten wir Intervallschachtelungen geometrisch, so entsprechen den Inter-
vallen Strecken. Betrachten wir den anschaulichen Durchschnitt über alle Intervall-
strecken einer Intervallschachtelung, so ist dieser Schnitt, das verlangt das Vollstän-
digkeitsaxiom, geometrisch genau ein Punkt. Warum genau ein Punkt? Könnten es
nicht mehrere sein? Ihr Abstand müsste dann unendlich klein, infinitesimal sein. Das
ist denkbar, wenn man eine Setzung nicht macht, die sich in dem „genau ein“ in der
obigen Formulierung des Vollständigkeitsaxioms ausdrückt. Diese Setzung ist das

Axiom (Archimedisches Axiom). Ist ε eine reelle Zahl, dann gibt es eine natürliche Zahl
n mit 1

n < ε .

Diese Forderung schließt Infinitesimales überhaupt und damit infinitesimale Ab-
stände von Punkten auf der Zahlengeraden aus. Es gibt neben den reellen Zahlen
aber nicht-archimedische, „hyperreelle“ Zahlbereiche mit infinitesimalen Zahlen, die
kleiner als alle 1

n sind. Im Abschnitt 3.3, speziell im Anhang lernen wir ein Beispiel
kennen.

Noch eine weitere Beobachtung macht nachdenklich. Aus Kontinua wird oben in
der Operation des Durchschnittes über alle Intervalle ein Punkt, also etwas Diskon-
tinuierliches. Kann das sein? Ist es nicht geometrisch denkbar oder gar denknotwen-
dig, dass das Ergebnis der Durchschnittsbildung ein Intervall, ein Kontinuum ist? Es
müsste unendlich klein, „infinitesimal“ sein. Könnte es also so sein:

Sei ([rn, sn]) eine Intervallschachtelung mit reellen Grenzen auf einer Geraden g.
Dann gibt es ein Kontinuum I, das in allen Intervallen [ri, si] liegt. Dieses Konti-
nuum ist infinitesimal.

r r r r . . . . . .rn sn s s s s

g
I

Die Vorstellung von etwas, das unendlich klein sein soll, ist eine Herausforderung.
Das unendlich Kleine ist heute kein mathematisches Problem, es ist ein philosophi-
sches Problem – wie das Problem des Unendlichen überhaupt, das uns gleich aus-
führlicher begegnet.

– Wie ist das unendlich Kleine denkbar? Wie ist sein Verhältnis zu den Zahlen?
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Die Idee infinitesimaler Größen trat früh in der Mathematik auf, sie hat im 17. Jahr-
hundert zur Infinitesimalrechnung geführt, hat im 18. Jahrhundert trotz ihrer Proble-
matik eine Blüte erlebt, ist im 19. Jahrhundert verworfen worden und wurde in der
Mitte des 20. Jahrhunderts mathematisch rehabilitiert – mit noch geringen Folgen für
das mathematische Denken. Auch darüber berichten wir im dritten Abschnitt des Ka-
pitels 3 und im Anhang.

Wir bemerkennoch, dass dieDurchschnitte über die Intervallstrecken, diewir uns
eben vorstellten und die die Frage nach dem unendlich Kleinen aufwarfen, auch das
Element des unendlich Großen enthalten: Es geht im Durchschnitt um unendlich viele
Intervallstrecken.

1.5 Zur Konstruktion der reellen Zahlen

Wir kommen zu der Frage, was das sein kann, was man als Zahl x im Vollständig-
keitsaxiom fordert. Es geht um die Konstruktion dieser Zahlen und die Konstruktion
des Zahlbereichsℝ.

Da tut man etwas, was sehr mathematisch ist und den unbefangen Leser vielleicht
überrascht und befremdet. Wir stellen uns die Intervallschachtelung wie oben vor,
die gegen die geforderte Zahl √2 „konvergieren“ soll, wie man sagt. Da man nicht
sagen kann, was z. B. dieses x = √2 ist, erhebt man die oben angegebene Intervall-
schachtelung selbst zur mathematischen Identität und sagt – im ersten Versuch: Diese
Intervallschachtelung, das ist die√2. Prägnant, aber unzulässig ausgedrückt:

– √2 ist die Intervallschachtelung, die gegen√2 konvergiert.

In dieser Formulierung machen wir gerade den Fehler, den wir zur Vermeidung emp-
fohlen haben: Wir tun am Ende des Satzes so, als wenn √2 schon da wäre. Daraus
ergibt sich der zirkuläre Charakter der Formulierung. Anders aber ist es umständlich
zu sagen: Diese Intervallschachtelung ist √2. Es geht darum, den formalen Term √2
als eine vorliegende, konkrete Intervallschachtelung zu erklären. Kurz und weniger
deutlich:

– √2 ist eine Intervallschachtelung.

Vom psychologischen und philosophischen Standpunkt ist auch diese Formulierung
einigermaßen merkwürdig. Das Problem ist, eine Zahl zu konstruieren, wie sie im Voll-
ständigkeitsaxiom gefordert wird. Zur Verfügung steht als Instrument eine Intervall-
schachtelung, ein Prozess. Der Konstruktionsprozess aber liefert keine Zahl. Er führt
prinzipiell zu keinem Ergebnis, da er unendlich ist. Da also der Konstruktionsprozess
das Einzige ist, was man in der Hand hat, erklärt man ihn zu seinem Ergebnis. Also:

– Der Prozess wird als sein Ergebnis gesetzt.
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Das erscheint paradox. Da das Problem der Konstruktion einer Zahl in der Intervall-
schachtelung repräsentiert ist, wird es fast absurd:

– Das Problem ist die Lösung.

Wenn ein Problem soweit konkretisiert ist wie im Beispiel √2, ist das mathematisch
legitim. Es ist ein typisch theoretisches Vorgehen, für den Lernenden aber sehr unge-
wöhnlich und schwer zu akzeptieren. Eine Intervallschachtelung ist doch keine Zahl.

Was man hier tut, ist auch erkenntnistheoretisch bemerkenswert. Kein geringe-
rer als Richard Dedekind, der im 19. Jahrhundert wesentlich an der Konstruktion der
reellen Zahlen beteiligt war und dabei mathematisch in etwas anderer, aber vergleich-
barerWeise vorging, hatte seine Schwierigkeitenmit dieserVorgehensweise. Erwehrte
sich gegen die Identifikation der Zahl, die man sich im Innern aller Intervalle vor-
stellt, mit der Schachtelung. Im Denken tritt für ihn etwas zu dem unendlichen Prozess
hinzu. Dedekind hätte von der Zahl√2 als „geistiger Schöpfung“ gesprochen, die der
Mensch aus der Vorstellung der Intervallschachtelung hervorbringt. Das aber ist eine
philosophische Redeweise und mathematisch nicht konkret. Mathematisch greifbar
ist in unserem Beispiel allein die Intervallschachtelung.

Das mathematische Vorgehen – die Erklärung von Intervallschachtelungen als
Zahlen und dann das Rechnen mit solchen Intervallschachtelungen – dokumentiert
wieder sehr deutlich den mathematischen Schritt ins Theoretische. Für den unvorbe-
reiteten Anfänger ist dieser Schritt eine besondere Herausforderung. Die Konstruktion
der reellen Zahlen ist eine Konstruktion in einer neuen, theoretischen Bedeutung. In
der Schule erwähnt man gewöhnlich diese Konstruktion nicht – aus Vorsicht. Auch in
der universitären Lehre geht man ihr gern aus dem Wege.

Es tritt in der bisher nur vorläufig und im Grundsatz beschriebenen Konstruktion ein
zusätzliches Problem auf, das den ersten Versuch,√2 zu definieren, kompliziert, prin-
zipiell aber nicht verändert. Es gibt unterschiedliche Intervallschachtelungen, die√2
darstellen können. Im obigen Beispiel des Heron-Verfahrens braucht man nur die An-
fangsbedingung zu verändern und schon ergibt sich eine andere Intervallschachte-
lung, die ebenso√2 darstellen kann. Da die Wahl frei ist und es diverse Verfahren gibt,
gibt es unbegrenzt viele Intervallschachtelungen, die√2 sein könnten. Was tut man?
Man nimmt alle solche „äquivalenten“ Intervallschachtelungen, die zusammen √2
sein sollen. Einzelne Intervallschachtelungenwiedie obenangegebene repräsentieren
dann √2 in diesem neuen Sinn. Dies ist der zweite und endgültige Versuch, zu sagen,
was√2 ist:

– √2 ist eine Menge von Intervallschachtelungen.

– ℝ ist die Menge aller Mengen äquivalenter Intervallschachtelungen.
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Es gibt unterschiedliche Konstruktionen der reellen Zahlen, die in ähnlicher Weise
vorgehen. Und alle Konstruktionen zeigen wie zuvor das Vollständigkeitsaxiom, dass
im Bereich der Zahlen etwas Neues und Besonderes geschehen ist:

Mit der Forderung der reellen Zahlen, die sich besonders im Vollständigkeits-
axiom ausdrückt, ist der Bezug zur Wirklichkeit aufgehoben. Die Konstruktionen
bieten Repräsentanten für die reellen Zahlen, die keine Einzelobjekte, sondern
unendliche Prozesse sind.

Das Axiom der Vollständigkeit ist, wie wir oben bemerkten, vom Gesichtspunkt der
Zahlen her nicht evident.

Das Vollständigkeitsaxiom ist für den Bereich Zahlen eine abstrakte Setzung, die
der Geometrie der Geraden entlehnt ist.

Das Ziel war die Entsprechung zwischen den Punkten auf einer Geraden und Zah-
len, um die Größen und die Punkte auf einer Geraden durch die gesetzten Zahlen
darstellen und dann ersetzen zu können. Das Ziel erzwingt dabei die ungeklärte Vor-
aussetzung, dass die Gerade eine fertige Punktmenge ist. Nur so kann man von den
Punkten einer Geraden überhaupt sprechen. Diese Sprechweise ist so Usus geworden,
dass wir sie gar nicht mehr als besonders bemerken. Die Folge und die ausdrückliche
Absicht war die Arithmetisierung der Analysis und der Mathematik.

Die Konstruktionen der reellen Zahlen, von denen wir eine angedeutet haben,
sind keine Abstraktionen aus einer physikalischen oder anschaulichen Wirklichkeit.
Über den Grad und die Problematik ihrer Formalität werden wir im nächsten Punkt
sprechen.

Mit der Axiomatik und der Konstruktion der reellen Zahlen, die unendliche Pro-
zesse als mathematische Gegenstände akzeptiert und die Gerade als Punktmenge auf-
fasst, ist die Mathematik in eine neue Ebene des Theoretischen und Abstrakten auf-
gestiegen.

1.6 Über den Umgang mit dem Unendlichen

In der eben angedeuteten Konstruktion der reellen Zahlen werden Intervallschach-
telungen als klar bestimmte Objekte aufgefasst. Dies ist heute derart Standard, dass
kaum mehr wahrgenommen wird, welche Setzung hier passiert.

Eine Intervallschachtelung ist eine unendliche Folge von Intervallen

[b1, a1], [b2, a2], [b3, a3], [b4, a4], . . . ,
die verläuft wie die Folge der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, . . . . Eine solche Folge
ist ein offener, nie abgeschlossener Prozess. Das wird besonders deutlich, wenn
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man etwa an die Konstruktion der Intervallschachtelung oben denkt, die gegen√2 konvergiert. Man berechnet Intervall auf Intervall und gelangt an kein Ende.
Die Grenzen der jeweils folgenden Intervalle kann man zudem nicht in gleicher
Weise übersehen wie die Folge der natürlichen Zahlen. Die Pünktchen „ . . .“ in dem
Term „[b1, a1], [b2, a2], [b3, a3], [b4, a4], . . .“ signalisieren, dass der Prozess immer
weitergeht.

In erster, naiver Wahrnehmung fasst man solche Folgen auf als potentiell unend-
lich. Darin sind Folgen keine klar umrissenen, begrenzten Objekte wie andere in der
Mathematik.Mankann siemathematischnur schwer fassen. Ihre Folgenglieder lassen
sich nicht zusammenfassen wie andere Gegenstände, da sie sich in ihrer unbegrenzt
fortlaufenden Folge einer Zusammenfassung entziehen. Die Folgen selbst bleiben so
unfertig, sind nicht greifbar und dadurch ebenso einer Zusammenfassung nicht zu-
gänglich. Aber genau diese Zusammenfassungen, zuerst die der Folgenglieder und
dann der Folgen, müssen geschehen, wenn man wie oben sagen will, was√2 ist.

Was tutman?Man tut so, unddas istwieder eine Setzung, alswennderunendliche
Prozess der Folgenglieder, der wie das Zählen verläuft, abgeschlossen wäre. In dieser
Wahrnehmung fasst man die Folge der Intervalle als „aktual unendlich“ auf, als klar
bestimmtes Ganzes. Für die Folgen a1, a2, a3, . . . und b1, b2, b3, . . . schreibt man „(an)“
und „(bn)“ und für die zugehörige Folge der Intervalle „([bn, an])“ und symbolisiert
dadurch die Folgen als fertig vorliegende Objekte.

Was hier geschieht, wird noch deutlicher bei der Folge der natürlichen Zahlen.
Aus dem Term „1, 2, 3, . . .“ wird „{1, 2, 3, . . .}“. Hier wird die Setzung besonders klar:
Die Pünktchen „ . . .“ signalisieren einen nicht endenden Prozess, die Setzung der
abschließende Mengenklammer „ }“ dessen Ende. Diese Setzung ist das Unendlich-
keitsaxiom der Mengenlehre, das verlangt, unendliche Mengen als aktual unendlich,
d. h. als gegeben wie andere mathematische Objekte zu denken und in der Regel wie
endliche Mengen zu behandeln.

Heute ist diese Auffassung mathematischer Alltag. Sie wird gewöhnlich kommen-
tarlos im Unterricht und in der Lehre praktiziert. Vor hundert Jahren stritten die Ma-
thematiker noch darüber, ob das legitim sei, ob man unendliche Mengen überhaupt
denken könne und verwenden dürfe. Wir werden sehen, dass die Entscheidung für
die aktuale Unendlichkeit, die zuerst von Georg Cantor (1845–1918) vorangetrieben
wurde, neben mathematischen auch philosophische Probleme beinhaltet. Das Pro-
blem der Unendlichkeit wird uns in allen folgenden Kapiteln begleiten.

Die Frage, die sich hier also stellt, ist die nach der Unendlichkeit:

– Ist es legitim, unendliche Folgen als Ganzes, Unendliches als gewöhnlichen Ge-
genstand aufzufassen?

Im Kapitel 2 stellen wir viele historische und aktuelle Haltungen zu dieser Frage vor.
Im Abschnitt 3.2 „Unendlichkeiten“ diskutieren wir eingehend die Frage der Unend-
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lichkeit und diverse Antworten darauf. Im Abschnitt 4.3 ist das Unendlichkeitsaxiom
das entscheidende Axiom.

Wirmerkenan: Trotz der Probleme, die ausder aktualenUnendlichkeit entstehen,
sinddie aktual unendlichenMengen–unddie reellenZahlenauf ihrer Basis –heute in
der Mathematik und ihren Anwendungen bewährte Instrumente. Hier deutet sich eine
weitere grundsätzliche Frage an. Die reellen Zahlen sind theoretische Konstruktionen
oder sie werden axiomatisch gefordert. Wir wissen, wie gut sie in den Anwendungen
funktionieren. Aber warum ist das so?

– Warum lösen die hochabstrakten reellen Zahlen konkrete Probleme?

Warum ist dasKonzept der aktualenUnendlichkeit, dasmit der realenWelt vermutlich
nichts zu tun hat, in den Anwendungen so wirkungsvoll?

– Warum ist Unendlichkeitsmathematik anwendbar?

Wir suchen im Abschnitt 3.4 Antworten auf die philosophische Frage nach der An-
wendbarkeit.

1.7 Unendliche nicht periodische Dezimalbrüche

Die Berechnung der Intervallgrenzen zur Bestimmung von √2 z. B. mit dem Heron-
Verfahren liefert endliche Folgen von Dezimalbrüchen, deren Differenz immer klei-
ner wird. Man sagt, dass die Dezimalbrüche √2 immer besser annähern – und meint
damit zunächst, dass die Länge der Diagonalen im Einheitsquadrat immer genauer
approximiert werde:

√2 ≈ 1,414 213 56.
Wenn man√2 „genau“ angeben will, schreibt man

√2 = 1,414 213 56 . . . .
Die Pünktchen „ . . .“ sagen „usw.“ und das suggeriert, als wüsste man, wie es wei-
tergehe – so wie wenn man 1, 2, 3, . . . schreibt. An jeder Stelle der Berechnung ist
offen, wie die folgenden Stellen aussehen werden. Dennoch geht man davon aus –
sich auf die aktual unendliche Folge aller möglichen Berechnungen stützend –, dass
die unendlich vielen Stellen von √2 in ihrer Gesamtheit vorliegen. Dies zeigt noch
einmal die Kraft der Setzung, die im Unendlichkeitsaxiom liegt. Solche Schreib- und
Denkweisen beinhalten einen nicht geringen Anspruch an den Lernenden.

Noch problematischer wird es, wenn ganz allgemein von beliebigen unendlichen
nicht periodischen Dezimalbrüchen die Rede ist, die die rationalen Zahlen zu den
reellen Zahlen komplettieren sollen. In dem in der Einleitung erwähnten Lehrbuch
finden wir den Satz:
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„Wir haben zurecht die Erwartung, dass die Menge der reellen Zahlen (d. h.
nach unserer Definition die Gesamtheit aller Punkte der Zahlengeraden) der
Menge aller möglichen Dezimalbrüche (abbrechend, periodisch oder nichtpe-
riodisch) vollständig entspricht.“

Wie sollen wir einen solchen, völlig beliebigen unendlichen nicht periodischen Dezi-
malbruch angeben? Zum Beispiel so: 3,335 267 88. . .? Was kann hier „ . . .“ bedeuten?
IrgendeinVerfahren, dasunsStelle auf Stelle liefert und„ . . .“ als „usw.“ interpretieren
könnte, liegt nicht vor. „ . . .“ kann man nicht verstehen. „Nicht periodisch“ ist eine nur
negative Bestimmung, die die Bedeutung von „ . . .“ und „usw.“ gerade aufhebt. Was
man mit der Rede von den unendlichen nicht periodischen Dezimalbrüchen tut, ist
problematisch. Sie umfasst einen Bereich unfassbarer, überabzählbarer Dimension.
Es ist bedenklich, wenn man im Unterricht und in der Lehre diese Problematiken
übergeht.

Schon vor 50 Jahren kommentierte Paul Lorenzen (1915–1994) das „Kunststück“
der unendlichen nicht periodischen Dezimalbrüche so:

„Von einer Aufeinanderfolge unendlich vieler Ziffern zu reden, ist also – wenn
es überhaupt nicht Unsinn ist – zumindest ein großes Wagnis. Hierüber wird
im mathematischen Unterricht zur Zeit aber meist kein Wort verloren.“ ([211],
S. 5, zitiert nach [315], S. 327)

Bis heute hat sich daran offenbar nichts geändert.

An zwei kleinen Beispielen wollen wir demonstrieren, zu welchen Schwierigkeiten, in
welchesDilemmadiese „unendlichennicht periodischenDezimalbrüche“ führenkön-
nen, selbst wenn ein Berechnungsverfahren vorliegt. Das letztere Beispiel geht zurück
auf den Intuitionisten L. E. J. Brouwer (1881–1966), der Anfang des 20. Jahrhunderts
heftig gegen die aktuale Unendlichkeit zu Felde gezogen war. Man findet es z. B.
in [314] in etwas anderer Form geschildert. Es zeigt, wie ernst die Problematik ist.

Wir konstruieren aus der unendlichen Dezimaldarstellung von π eine neue
Zahl ψ1 wie folgt:

ψ1 beginne mit 0 und Komma. Die Ziffern nach dem Komma werden so bestimmt:

Die n-te Stelle vonψ1 sei eine 1, wenn die n-te Stelle in der Darstellung von π eine
0 ist und dann in den nächsten Stellen nacheinander 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 folgen.
Im anderen Fall sei die n-te Stelle 0.

Ist
ψ1 = 0 oder ψ1 ̸= 0?
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Können wir das entscheiden? Vor 50 Jahren war die Hoffnung auf eine Antwort noch
utopisch. Aber heute können wir dies entscheiden, dank der enormen Rechner, über
die wir heute verfügen – und denen wir vertrauen.

Antwort:
Die 17 387 594 880. Stelle von ψ1 ist 1.

Das heißt, auch wenn ψ1 „praktisch“ 0 ist, mathematisch ist

ψ1 ̸= 0.
Wir konstruieren jetzt auf ganz ähnliche Weise aus π eine weitere Zahl ψ2:

ψ2 beginne wieder mit 0 und Komma.

(1) Ist die erste Nachkomma-Stelle in der Dezimaldarstellung von π eine 7, setze man
als 1. Stelle nach dem Komma von ψ2 eine 1, im anderen Falle eine 0.

(2) Sind in der Dezimaldarstellung von π die zwei dann folgenden Ziffern 7, setze als
nächste, 2. Nachkomma-Stelle von ψ2 eine 1, im anderen Falle 0.

(3) Sind in der Darstellung von π die drei dann folgenden Ziffern 7, setze in die
nächste, 3. Stelle von ψ2 eine 1, im anderen Falle 0.

(4) Sind in der Darstellung von π die vier dann folgenden Ziffern 7, setze man in die
4. Stelle von ψ2 eine 1, im anderen Falle 0.
usw. usf.

Ist ψ2 = 0 oder ψ2 ̸= 0 ? Können wir dies entscheiden?
Das bringt uns in eine eigenartige Situation. Wir würden wetten, dass

ψ2 = 0

ist. Aber kein Rechner – heute und in der Zukunft – wird diese Wette entscheiden
können. Liegt dies an der endlichen Rechnerleistung aller irgendwann verfügbaren
Rechner? Nein! Wir müssten mit unseren riesigen, aber endlichen Rechnern, wenn wir
die Wette gewinnen wollen, die unendlich vielen Stellen in der Dezimaldarstellung
von π in endlicher Zeit durchlaufen. Das ist prinzipiell unmöglich.

Oder ist vielleicht doch
ψ2 ̸= 0?

Können wir bei unendlich vielen Stellen wirklich ausschließen, dass irgendwann, jen-
seits aller vorstellbaren Erreichbarkeit, die geforderte riesige Folge von Siebenen auf-
tritt?

Die Situation ist die: Wir können noch nicht einmal entscheiden, ob die Unent-
scheidbarkeit der Alternative „ψ2 = 0 oder ψ2 ̸= 0“ prinzipieller oder praktischer
Natur ist.
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Unsere Vorstellung ist, die unendliche Dezimaldarstellung von π läge vor. Dann
liegt die unendliche Dezimaldarstellung von ψ2 genauso vor. Welches Licht wirft un-
ser Dilemma mitψ2 auf unsere „unendlichen nicht periodischen Dezimalbrüche“? So
viel oder so wenig wie wir wissen, was mit den Stellen von ψ2 ist, so wenig wissen
wir über die Stellen von π. Ist unsere Vorstellung, die unendliche Dezimaldarstellung
von π läge fertig vor, wenn wir an obiges Zitat von P. Lorenzen denken, vielleicht doch
eher unsinnig als gewagt?



2 Aus der Geschichte der Philosophie und
Mathematik

Was für eine Philosophie man wähle,
hängt davon ab, was für ein Mensch man ist.

Johann Gottlieb Fichte

Kapitel 1 war ein elementarmathematischer Einstieg in die Philosophie der Mathema-
tik. Und es selbst gehört schon zur Philosophie der Mathematik. Denn Philosophie
der Mathematik beginnt dort, wo wir unser Denken auf die Mathematik und unser
mathematisches Tun richten.Wir stellten FragenundentdecktenProbleme, für diewir
Antworten und Lösungen suchen. Wir sind noch nicht so weit, schon Antworten und
Lösungenpräsentieren zukönnen.Wir suchen zuerstOrientierungundUnterstützung
in der Geschichte der Mathematik und der Philosophie von der Antike bis zur Neuzeit.
Dazu folgen wir dieser Geschichte und schildern Entwicklungen und eine Vielzahl
von Meinungen und Positionen bedeutender Philosophen und Mathematiker über die
Mathematik und ihre Gegenstände. Wir werden versuchen, neutral zu berichten und
eine breite objektive Basis für mögliche Antworten auf unsere Fragen im Kapitel 3
und für die Probleme späterer Kapitel vorzubereiten. Der Leser wird dem Motto über
diesem Kapitel folgend in der Vielfalt der vorgestellten Auffassungen seine eigene
Haltung bilden. Die wahre, die richtige Haltung, aus der dann die eindeutigen, die
wahren Antworten folgen, wird es nicht geben.

Unsere Übersicht ist chronologisch und notwendig umrissartig. Sie folgt zuerst
den großen Namen berühmter Philosophen, die auch die Mathematik und ihre Ob-
jekte zum Gegenstand ihrer Überlegungen machten. Im 19. Jahrhundert sind es zu-
nehmend die Mathematiker selbst, die beginnen, über ihre Disziplin nachzudenken
und Auffassungen zu bilden. Es sind Namen großer Mathematiker, an denen unsere
Übersicht sich dann orientiert. Schließlich entstehen Schulen und Strömungen von
Auffassungen, die von zahlreichen Mathematikern vertreten werden. In der Wende
vom 19. zum 20. Jahrhundert haben die Mathematiker die Grundlagen der Mathematik
ganz in die eigenen Hände genommen und mit ihr ein Stück der Philosophie der Ma-
thematik, die eng mit den Grundlagen verbunden ist. Natürlich gibt es weiter Philo-
sophen und Wissenschaftstheoretiker, die sich mit dem Phänomen der Mathematik
befassen, aber auch diese tun dies vornehmlich mit dem Blick auf die Grundlagen.

Die mathematikphilosophischen Positionen, die uns begegnen, sind beeinflusst
von philosophischen Systemen und Positionen im Allgemeinen, die wir in der Regel in
die Umgebung dreier philosophischer Grundpositionen einordnen können. Anschau-
lich können wir uns die philosophischen Positionen jeweils als Punkt im folgenden
Dreieck vorstellen, dessen Abstände zu den Eckpunkten die Nähe zu den Grundposi-
tionen angeben.
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Denken Realität

Geistige Welt

Die Grundfrage ist: Wo liegen die Quellen der Erkenntnis und ihrer Begriffe? Die Po-
sitionen, die genau die Eckpunkte einnehmen, sind die klassischen philosophischen
Grundpositionen:

– die idealistische Position, die in einer geistigen, intelligiblen Welt den Ursprung
der Erkenntnis ansiedelt,

– die empiristische Position, in der die Realität unsüber die ErfahrungErkenntnisse
liefert,

– die rationalistische Position, die in den Strukturen des Denkens die Grundlage
unserer Erkenntnis sieht.

Der berühmte Repräsentant der idealistischen Position ist Platon. Die Positivisten z. B.
repräsentieren die empiristische Position, Kant das, was wir – etwas wider den all-
gemeinen philosophischen Sprachgebrauch – „rationalistisch“ nennen. Diese Posi-
tionen werden wir, wenn sie uns begegnen, ausführlicher beschreiben. Eine weitere,
neuere Grundposition werden wir behandeln, wenn wir die neuere Philosophie der
Mathematik erreicht haben.

Mit den Positionen über den Ursprung der Erkenntnis ist immer auch die ontologi-
sche Frage verbunden, das ist die Frage nach dem Wesen und der Existenz der Dinge.
Ihre Untersuchung und Beantwortung gehört in die philosophische Lehre über das
Sein, die so genannte Ontologie, die je nach Position andere Antworten gibt.

Als roten Faden verfolgen wir durch die Geschichte die Ansichten über die ers-
ten und einfachsten mathematischen Gegenstände, die natürlichen Zahlen. Die Frage
nach ihrem Wesen und der Weise ihrer Existenz ist wohl die älteste mathematikphi-
losophische Frage. Wir wollen versuchen, die einzelnen Positionen in ihrer Haltung
dennatürlichenZahlengegenüber jeweils kurzundprägnant zu charakterisieren, und
heben die

Charakterisierungen der Zahlen kursiv und abgesetzt im Text

hervor. Voraussetzung ist, dass Repräsentanten der jeweiligen Positionen ihre Ansich-
ten über die Zahlen äußern oder dass wir authentisch auf solche Ansichten schließen
können.
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2.1 Pythagoras und die Pythagoreer

In derVor- und Frühgeschichte des Menschen entwickelte sich eine elementare Mathe-
matik zur Bewältigung des Alltags der Menschen. Sie diente zur Lösung wirtschaft-
licher und praktischer geometrischer Probleme der Landvermessung und der frühen
Astronomie. Pythagoras und die Pythagoreer scheinen die ersten gewesen zu sein,
die diese elementare Mathematik nicht nur angewandt und weiterentwickelt, sondern
auch reflektiert haben.¹

Pythagoras (ca. 570–ca. 500 v. Chr.) hatte das arithmetische, astronomische und
geometrische Wissen der Priesterorden im alten Ägypten und Babylon von ausge-
dehnten Reisen und Aufenthalten mit nach Griechenland gebracht. Gegen Ende des
6. vorchristlichen Jahrhunderts, um 530 v. Chr., gründete er den ethisch-religiösen
Geheimbund der Pythagoreer in Kroton (Unteritalien) in den westlichen griechischen
Kolonien. Kroton war bald das wissenschaftliche Zentrum der damaligen Zeit, und
die Pythagoreer wurden die führenden Philosophen im alten Griechenland. Sie waren
wissenschaftliche Pioniere insbesondere auf mathematischem und naturwissen-
schaftlichem Gebiet. Ihr Interesse galt in erster Linie der Mathematik, der Musik
und der Astronomie. Man schreibt ihnen verschiedene mathematische Resultate in
der Arithmetik, der Zahlentheorie und Geometrie zu. Charakteristisch für sie war die
Verbindung einer religiösen Mystik mit wissenschaftlichen Prinzipien und exakten
Untersuchungsmethoden.

Nur wenige der Pythagoreer sind namentlich bekannt. Der Grund ist, wie es
scheint, eine Folge der pythagoreischen Weltanschauung, die die Hervorhebung
einzelner Personen untersagte. Auch wissenschaftliche Entdeckungen hielt man, wie
berichtet wird, geheim. Die Blüte der pythagoreischen Mathematik fällt in die Wende
vom 5. ins 4. Jahrhundert v. Chr. Mitglieder des Bundes damals waren u. a. Archytas
von Tarent, Timaios von Lokroi, Eudoxos von Knidos, Philolaos und Eurytas. Bemer-
kenswert ist: Die Pythagoreer waren – nach Diogenes Laertios – die Autoren der ersten
Definitionen in der Mathematik. Von ihnen sollen die Mehrzahl der Definitionen aus
dem ersten Buch der Elemente des Euklids stammen.

Im Zentrum der Mathematik der frühen pythagoreischen Schule um Pythagoras
standen die Zahlen, ihre Arithmetik und eine elementare Zahlentheorie. Mit der
Mathematik hatte Pythagoras auch die Zahlenmystik mitgebracht, die in den Pries-
terorden Babylons und Ägyptens gepflegt wurde. Zahlen waren zugleich Maßzahlen

1 Wie unsicher die Überlieferung über die mathematischen Beiträge der Pythagoreer ist und wie kon-
trär die Rekonstruktionen, zeigt H. Boehme in [30] und [32]. Wir berichten hier, z. B. den Auffassungen
in [327] folgend, aus der traditionellen Version der Geschichtsschreibung, deren Quellenlage karg ist
und die sich auf oft unsichere Zeugnisse aus der Zeit der Neupythagoreer (1. bis 4. Jahrhundert n. Chr.)
stützt. W. Burkert ist in [53] in vielem vorsichtiger und verweist wie H. Boehme die neupythagoreische
Überlieferung weitgehend in den Bereich der Legende.
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zur Bestimmung astronomischer Verhältnisse und Zeichen mit mystischer Bedeutung
in der Astrologie. Diese Zahlenmystik formte Pythagoras um zu einer frühen philoso-
phischen Weltanschauung. „Alles ist Zahl“ war das philosophische Bekenntnis der
Pythagoreer. Nur das Geformte sei erkennbar, sagte Philolaos, und Form beruhe auf
Maß und Zahl. Zahlen bildeten für die Pythagoreer eine eigene, höhere geistige Welt,
der die irdische Welt nachgebildet war.

Diese Auffassung ist in mindestens zweierlei Hinsicht bemerkenswert:

– Sie erklärt die Entstehung von Theorie.
Denn die Pythagoreer erforschten die höhere Welt der Zahlen, um die materielle
Welt zu verstehen. Es war ausgeschlossen, die Gesetze in dieser höheren Zahlen-
Welt ausder ErfahrungundBewährung indermateriellenWelt zubegründen. Ihre
Begründung musste innerhalb der Zahlenwelt geschehen. Es entstand die wohl
erste wirkliche Theorie: Die Zahlentheorie.

– Diese Theorie war Mathematik und Philosophie in einem.
Für die Pythagoreer basierte die Erkenntnis der Dinge auf dem Wissen über die
Zahlen und ihre Verhältnisse, also in einer intelligiblen Welt. Die Pythagoreer wa-
ren die ersten Idealisten. Am Anfang der Philosophie steht, so können wir sagen,
die Mathematik.

Die Zahlen bei den Pythagoreern erhielten in ihrer philosophischen Funktion neben
denpraktischenund theoretischen auchübertragene Bedeutungen, die zum Teil deut-
lich auf ihremystischenund symbolistischenQuellen zurückweisen.Die geradenZah-
len waren „weiblich“, die ungeraden „männlich“. Fünf, die Summe aus der ersten
geraden und ungeraden Zahl, symbolisierte die Ehe. Zehn, die Summe der ersten vier
Zahlen – der τετράϰτυς (tetraktys) – war eine „göttliche“ Zahl. Es gab – und gibt in der
heutigen Zahlentheorie – befreundete und vollkommene Zahlen. Letztere sind Zahlen,
die gleich der Summe ihrer Teiler sind. Eine Aufgabe der Zahlentheorie war es, eine
Gesetzmäßigkeit für die Bildung vollkommener Zahlen zu finden. Die Eins stand geo-
metrisch für „Punkt“ –die geometrische „Einheit“, Zwei für Linie, Drei für Fläche, Vier
für Körper und die drei Dimensionen des Raumes. Zahlen waren für die Pythagoreer
keine abstrakten Abstraktionen. Sie waren reale Kräfte, die auf die Natur und in der
Natur wirkten. „Zahl“ war das Prinzip alles Seienden. Die Struktur der realen Welt war
für sie ein Abbild der höheren Welt der Zahlen. Zahlentheorie war Metaphysik.²

Es gab damals, so berichtet Jamblichos um 300 n. Chr., den Versuch, philoso-
phisch zu bestimmen, was Zahlen sind. Die Formulierung stammt angeblich von Py-
thagoras selbst: Zahlen sind die „Entfaltung“ der „in der Einheit liegenden erzeugen-
den Prinzipien“. Diese Formulierung erklärt, warum die Pythagoreer die Eins nicht als

2 Metaphysik ist die fundamentale philosophische Disziplin, die die Ursprünge und Bedingungen des
Seienden untersucht.


