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Vorwort

Uber den Inhalt. Dieses Buch basiert auf verschiedenen Vorlesungen, die an den Uni-
versitdten Stuttgart und Dortmund {iber viele Jahre hinweg von den Autoren erfolg-
reich gehalten wurden. Hieraus entstanden die beiden Biicher Elemente der diskreten
Mathematik [23] und das vorliegende Buch Algebraische Methoden der diskreten Ma-
thematik. Unser erster Band [23] wendet sich an einen Leserkreis ohne spezifische
Vorkenntnisse. Bei dem vorliegenden Buch iiber algebraische Methoden wird durch
den Titel ein verdnderter Fokus klar. Zunéchst ist es keine Fortsetzung von [23], son-
dern ein unabhangiges Buch. Es wendet sich weniger an Studierende im Grundstudi-
um, sondern an Leser mit fortgeschrittenen Kenntnissen in Mathematik, wie man sie
im Hauptstudium (oder bei Masterstudenten) in Mathematik oder Informatik voraus-
setzen kann. Die Zielgruppe umfasst auch Doktoranden und Dozenten, die sich auf
einem modernen Gebiet zwischen Mathematik und Informatik fortbilden méchten.

Bei der Stoffauswahl spielte natiirlich die personliche Neigung der Autoren eine
Rolle. Wir beginnen mit einem allgemeinen Kapitel Algebraische Strukturen, welches
die Grundlage fiir das gesamte Buch bereitstellt. In der tabellarischen Zusammenfas-
sung kann der Leser erkennen, welche Tatsachen er bereits kennt, auffrischen oder
neu lernen kann. Die folgenden Kapitel konnen prinzipiell unabhéngig voneinander
gelesen werden, aber es gibt bewusst diverse Querbeziige. So ist der Bezug vom Kapi-
tel Kryptographie zu den spater behandelten kryptographischen Verfahren bei ellipti-
schen Kurven gewollt und offensichtlich.

In gewisser Weise ist algebraische Kryptographie ein Leitmotiv. Kryptographie ist
in der Internetgesellschaft des einundzwanzigsten Jahrhunderts allgegenwartig. Die
Vermittlung von Grundkenntnissen in Kryptographie sollte selbstverstdandlicher Stan-
dard jeder Mathematik- und Informatikausbildung sein. Fiir uns stehen asymmetri-
sche kryptographische Verfahren im Vordergrund. Auch deshalb, weil sie hdufig ma-
thematisch spannender sind als rein auf Performance ausgerichtete symmetrische
Verfahren. Wir behandeln auch Shamirs Angriff auf das Merkle-Hellman-Verfahren.
Dieser Angriff ist ein mathematisches Glanzstiick! Das Merkle-Hellman-Verfahren
spielt durch diesen Angriff keine praktische Rolle mehr; es bleibt aber ein Lehrstiick,
wie skeptisch wir gegeniiber unbewiesenen Sicherheitsbeteuerungen bleiben soll-
ten. Auch die eigentliche Frage, ob man sichere Kryptosysteme {iberhaupt auf NP-
schwierigen Problemen aufbauen kann, bleibt hochaktuell. Die ,,philosophische* rein
spekulative Antwort, zu der wir tendieren, ist ,Nein“. Aber leider ist der Rand zu
schmal, um die Begriindung zu fassen.!

Das Kapitel iiber zahlentheoretische Algorithmen ist wichtig fiir das Erzeugen von
Kryptosystemen, fiir die beispielsweise grofie ,,zufdllige* Primzahlen bendttigt wer-
den. Es ist auch wichtig fiir die Sicherheit der Verfahren. Wenn man sich auf das

1 Frei nach Pierre de Fermat.
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Diffie-Hellman-Verfahren zum sicheren Schliisselaustausch verlassen mochte, so mag
es beruhigend sein, zu verstehen, warum die bekannten Algorithmen bei dem Pro-
blem, diskrete Logarithmen zu berechnen, bei moderaten Eingabegrofien versagen.
Beim Rechnen mit grofien Zahlen bauen viele Analysen darauf auf, dass man Zahlen
in fast-linearer Zeit multiplizieren kann. Dies ist ohne den Algorithmus von Schénha-
ge und Strassen nicht zu verstehen. Das Verfahren ist technisch anspruchsvoll und
basiert auf brillianten Ideen. Der hier wiedergegebene Korrektheitsbeweis prasentiert
dennoch alle Details auf wenigen Seiten.

In dem Kapitel iiber Primzahlerkennung in Polynomialzeit stellen wir den deter-
ministischen Polynomialzeittest von Agrawal, Kayal und Saxena vor. Dieser nach den
Autoren benannte AKS-Test wurde 2002 entdeckt und ist ein Paradebeispiel der er-
folgreichen Anwendung diskreter algebraischer Methoden in der Mathematik. In der
Darstellung des AKS-Tests folgen wir iiber weite Strecken der Darstellung des Origi-
nalartikels, beriicksichtigen allerdings zwei wesentliche Vereinfachungen. So benut-
zen wir keine tiefliegenden Sétze zur Primzahldichte, sondern nur die Aussage, dass
das kleinste gemeinsame Vielfache der ersten n Zahlen schneller als 2" wéchst. Dies
hat nach Nair einen elementaren Beweis mittels einer Integralabschitzung. Im Ge-
gensatz zum Originalartikel benutzen wir auch keine Kenntnisse iiber Kreisteilungs-
polynome. Dies wird ersetzt durch die viel elementarere Aussage, dass Zerfallungs-
korper existieren. Durch diese Aufarbeitung ist es moéglich, den AKS-Test in einer
Mathe-AG an Gymnasien mit einer engagierten Lehrkraft und interessierten Schii-
lern liickenlos zu besprechen. Wir méchten Lehrer zu einem solchen Schulprojekt
ermutigen!

In dem Abschnitt iiber elliptische Kurven stehen wieder die zahlentheoretischen
und kryptographischen Anwendungen im Vordergrund. Kryptographie iiber ellipti-
schen Kurven hat sich in der Praxis etabliert; und dieses Gebiet wird in der Zukunft
weiter an Bedeutung gewinnen. Wir stellen dafiir die notwendige Mathematik be-
reit. Ein grofles Problem fiir die Akzeptanz elliptischer Kurven ist, dass Anwender
gar nicht verstehen, warum das, was sie ausrechnen, korrekt ist. Dies trifft in weit
geringerem Umfang auf RSA-basierte Verfahren zu, denn das Rechnen modulo 7 ist
elementar verstandlich. Im Vergleich dazu sind elliptische Kurven inhdrent kompli-
zierte mathematische Objekte. Es ist fiir einen Anwender im Prinzip sehr einfach, die
bendtigten Operationen auf elliptischen Kurven zu implementieren. Es reichen die
Grundrechenarten. Der Formalismus steht damit in Form von Kochrezepten zur Ver-
fiigung, aber Kochrezepte (und viele Biicher, die sie enthalten) verraten nicht, warum
sie ,funktionieren“. Dies fiihrt berechtigterweise zu Beriihrungsangsten und einer da-
mit verbundenen Skepsis gegeniiber elliptischen Kurven. Wir treten dieser Skepsis
entgegen, indem wir den schwierigen Teil nicht umschiffen. Der Beweis der Grup-
penstruktur wird vollstdndig gefiihrt und basiert ausschlief3lich auf dem Kapitel {iber
algebraische Strukturen. Wir verlangen vom Leser insbesondere keine Vorkenntnisse
aus der algebraischen Geometrie oder Funktionentheorie.
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Mit den beiden Kapiteln Kombinatorik auf Wortern und Automatentheorie bege-
ben wir uns in das Teilgebiet der theoretischen Informatik, in dem die Halbgrup-
pentheorie eine zentrale Rolle spielt. Wir behandeln reguldre Sprachen in einem all-
gemeinen Kontext, der wesentlich fiir das Verstdndnis von deterministischen und
nichtdeterministischen Automaten ist. Zwei fundamentale Resultate auf diesem Ge-
biet sind Schiitzenbergers Charakterisierung sternfreier Sprachen und das Zerle-
gungstheorem von Krohn und Rhodes. Fiir beide stellen wir neue und vereinfachte
Beweise vor.

Das letzte Kapitel widmet sich diskreten unendlichen Gruppen. Die ausgewahl-
ten Themen geho6ren zur algorithmisch-kombinatorischen Gruppentheorie, wie sie
in dem Klassiker von Lyndon und Schupp [55] gepragt wurde. Wir behandeln den
Zugang, Standardkonstruktionen durch die systematische Verwendung konfluenter
Wortersetzungssysteme zu erkldren. Dies fiihrt zu mathematisch prazisen Aussagen
und vielfach direkt zu Algorithmen. In dem Abschnitt {iber freie Gruppen wird der
Einfluss von Stallings auf die moderne Gruppentheorie unmittelbar sichtbar. Einige
seiner Ideen wurden unabhingig und bereits frither von Benois entwickelt. Dies wird
hier dargestellt. Eine besonders schéne Anwendung von Stallings’ Ideen ist der geo-
metrische Beweis, dass die Automorphismengruppe endlich erzeugter freier Gruppen
von (endlich vielen) Whitehead-Automorphismen erzeugt wird.

Wir sind davon {iberzeugt, dass es sich bei diskreten algebraischen Methoden um
ein zukunftsweisendes Gebiet handelt und dass die Grundlagen in diesem Bereich
weiter an Bedeutung gewinnen werden. Das Buch ergédnzt und vertieft Grundlagen
und zeigt Anwendungen auf. Es werden auch viele Themen behandelt, die iiber den
Standardstoff hinausgehen. Wie in [23] favorisieren wir fliissige gegeniiber allzu lang-
atmigen Erkldrungen; so soll Freiraum fiir eigene Uberlegungen bleiben. Am Ende
eines jeden Kapitels haben wir kurze Zusammenfassungen als Lern- und Merkhilfe
hinzugefiigt. Erwdhnen wir Mathematiker namentlich, so finden sich biographische
Angaben, sofern es uns sinnvoll erschien und die Daten 6ffentlich zuganglich waren
oder wir das Einverstdndnis zur Nennung der Geburtsjahre erhielten. Mit anderen
Worten, teilweise fehlen diese Angaben. Bei notwendigen Umschriften von Namen
haben wir die international iibliche englische Umschrift bevorzugt. Bei lebenden Ma-
thematikern haben wir, falls uns bekannt, auf ihre selbst verwendete Umschrift zu-
riickgegriffen. Schlief3lich mdchten wir darauf hinweisen, dass wir Satzzeichen am
Ende von abgesetzten Formeln unterdriickt haben.

Uber die Autoren lisst sich berichten, dass sie sowohl in der Mathematik als auch in
der Informatik zu Hause sind:

Volker Diekert hatte das grof3e Gliick, dass er bei Alexander Grothendieck in Mont-
pellier (Frankreich) eine Abschlussarbeit anfertigen und bei Ernst Witt in Hamburg
regelmaflig Seminare besuchen konnte. Diese beeindruckenden Persoénlichkeiten ha-
ben nachhaltigen Einfluss auf seine Entwicklung gehabt.
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Manfred Kufleitner hat beim ersten Autor in Stuttgart in Informatik promoviert
und dann ebenfalls in Frankreich (Bordeaux) ein Auslandsjahr verbracht. Mathema-
tik und Schachspielen begeistern ihn seit frithester Jugend. Die genaue Vorausschau,
durch welche Ziige ein Ziel erreicht werden kann, findet sich durchgehend beim Pla-
nen der Beweise im Text.

Gerhard Rosenberger verfiigt {iber die grofite Lebenserfahrung, die Erfahrungen
Mathematik zu unterrichten und Lehrbiicher zu verfassen. Gepragt in seiner Lehre
und Forschung sowie bei seiner Prdsentation von Vortrdgen wurde er insbesondere
durch langere Aufenthalte in Russland und den USA. In seinen Forschungsarbeiten
kann er auf Koautoren aus mehr als 25 verschiedenen Landern verweisen.
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1 Algebraische Strukturen

Die urspriingliche Aufgabe der Algebra war es, Gleichungen und Gleichungssysteme
zu 16sen. Die Anwendungen hiervon waren das Vermessungswesen, die Architektur,
die Steuererhebung oder auch die Kalenderrechnung. Methoden zum Lsen von li-
nearen und quadratischen Gleichungen sowie zum Wurzelziehen waren den Babylo-
niern schon mehrere hundert Jahre v. Chr. bekannt. Die ersten allgemeinen Losungs-
verfahren fiir Gleichungen dritten Grades wurden erst im 16. Jahrhundert durch Sci-
pione del Ferro (1465-1526) und spater nochmals durch Niccolo Fontana Tartaglia
(1500-1557) entdeckt und von Gerolamo Cardano (1501-1576) veroffentlicht. Noch et-
was spéter fand Lodovico Ferrari (1522-1565), ein Schiiler Cardanos, entsprechende
Losungsformeln fiir Gleichungen vierten Grades.

In unmittelbarem Zusammenhang mit den jeweils zur Verfiigung stehenden Me-
thoden wurden auch die Zahlenbereiche, mit denen man rechnete, regelmaflig er-
weitert. Die Entdeckung komplexer Zahlen wird beispielsweise haufig Cardano und
Rafael Bombelli (1526-1573) zugeschrieben, wohingegen die (positiven) rationalen
Zahlen schon den alten Agyptern bekannt waren. Bereits in der Antike hatte man
verstanden, dass /2 keine rationale Zahl war. Der Beweis soll auf Theaitetos (ca.
415-369 v. Chr.) zuriickgehen und wurde in Buch X der Elemente durch Euklid nie-
dergeschrieben. Dennoch hat /2 als Losung von X? = 2 eine einfache Beschreibung
und, in der Antike wichtiger, als Lange in einem rechtwinkligen Dreieck mit Katheten
der Lange 1 eine unmittelbare geometrische Interpretation. Die ersten reellen Zahlen,
die nicht als Losungen von Gleichungssystemen mit rationalen Koeffizienten auftre-
ten, wurden erst 1844 von Joseph Liouville (1809-1882) angegeben. Solche Zahlen
nennt man transzendent, wohingegen Zahlen algebraisch heifien, wenn sie Losun-
gen eines polynomiellen Gleichungssystems sind. Die beiden bekanntesten Vertreter
transzendenter Zahlen sind die Euler’sche Zahl e (nach Leonhard Euler, 1707-1783)
und die Kreiszahl 7t. Den Nachweis der Transzendenz von e erbrachte Charles Hermi-
te (1822-1901) im Jahr 1872. Das entsprechende Resultat fiir 7t im Jahr 1882 geht auf
Carl Louis Ferdinand von Lindemann (1852-1939) zuriick. Fiir die Euler’sche Konstan-
tey =0,57772 - - - ist es noch offen, ob sie transzendent ist.

Die Methoden, um die ,,Nicht-Durchfiihrbarkeit“ von Dingen zu zeigen, sind hau-
fig abstrakter als die Methoden, die man fiir die ,,Durchfiihrbarkeit“ braucht. Wenn
man zeigen wollte, dass 1t algebraisch ist, wiirde es geniigen, ein entsprechendes
Polynom anzugeben. Aber wie zeigt man, dass kein Polynom mit rationalen Koeffizi-
enten die Zahl 7t als Nullstelle besitzt? Wie zeigt man, dass es keine Lésungsformeln
fiir Gleichungen fiinften Grades gibt? Wie zeigt man, dass das antike Problem der
Dreiteilung von Winkeln nur mit Zirkel und Lineal nicht méoglich ist?

Solche Fragestellungen haben die moderne Algebra geprégt. Zum einen versuch-
te man, die Struktur von Zahlen besser zu verstehen. Zum anderen motivierte die Ver-
breitung von Vektoren und Matrizen die Untersuchung von verallgemeinerten arith-
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metischen Operationen. Niels Henrik Abel (1802-1829) zeigte 1824, dass keine L6-
sungsformeln fiir Gleichungen fiinften Grades existieren. Auf den Ideen Abels auf-
bauend untersuchte Evariste Galois (1811-1832) allgemeine Gleichungen und erkann-
te, dass die Weiterentwicklung der Gruppentheorie hierfiir von grof3em Wert war. Vor-
angetrieben von David Hilbert (1862-1943) wurde Ende des 19. Jahrhunderts der soge-
nannte axiomatische Ansatz bei den Mathematikern immer populérer. Die Idee war
es, interessante Objekte (z. B. Zahlen) nicht direkt zu erforschen. Stattdessen stiitzten
sich Untersuchungen auf ein paar wenige vorgegebene Voraussetzungen (die Axio-
me), die unter anderem auf die Objekte zutreffen, an denen man interessiert ist. Da-
durch begann die Erforschung von allgemeineren Zahlkérpern. Ernst Steinitz (1871
1928) verbffentlichte 1910 die erste axiomatische Studie zu abstrakten Kérpern. In den
ersten Jahren des 20. Jahrhunderts kam das Konzept von Ringen auf. Amalie Emmy
Noether (1882-1935) legte 1921 die Grundlagen fiir die Untersuchung von kommutati-
ven Ringen.

Die Theorie von Halbgruppen und Monoiden wurde vergleichsweise spat entwi-
ckelt. Dies liegt vor allem an der intuitiven Idee, dass je mehr Struktur ein Objekt
aufweist, desto mehr Eigenschaften lassen sich fiir diese Objekte herleiten. Viele Ma-
thematiker hielten Halbgruppen fiir zu allgemein, als dass dafiir nichttriviale Struk-
turaussagen gelten. Als Erste haben Kenneth Bruce Krohn und John Lewis Rhodes
(geb. 1937) diese Ansicht 1965 widerlegt. Sie haben eine Zerlegung von endlichen
Halbgruppen in einfache Gruppen und Flipflops beschrieben (siehe Satz 7.30). Dieses
Ergebnis gilt als Grundstein der Halbgruppentheorie. Eine gréf3ere Bedeutung wur-
de Halbgruppen erst mit der Verbreitung der Informatik beigemessen. Hierzu tragt
insbesondere der enge Zusammenhang zwischen Halbgruppen und Automaten bei.

Auf einen allgemeineren Standpunkt stellt sich die universelle Algebra — manch-
mal spricht man auch von allgemeiner Algebra. Begriindet wurde sie 1935 von Garrett
Birkhoff (1911-1996). Hier werden beliebige algebraische Strukturen untersucht und
haufig auftretende Begriffsbildungen — wie z. B. Homomorphismen und Unterstruktu-
ren — in einem einheitlichen Zusammenhang dargestellt. Die Idee der Verallgemeine-
rung wird in der Kategorientheorie sogar noch etwas weiter getrieben. Samuel Eilen-
berg (1913-1998) und Saunders MacLane (1909-2005) entwickelten das Konzept der
Kategorien und Funktoren im Jahr 1942. Die Kategorientheorie hat aufgrund ihrer All-
gemeinheit viele Erscheinungsformen. Beispielsweise kann man damit die Semantik
von Programmiersprachen in einem mathematischen Rahmen darstellen.

Die heutige Algebra ist durch eine starke Verwebung mit den anderen mathe-
matischen Disziplinen gekennzeichnet. Zu betonen ist hierbei die enge und histo-
risch bedingte Beziehung zur Geometrie und zur Zahlentheorie. Entsprechend sind
die Anwendungen der Algebra auf3erordentlich vielfaltig. Nennen wollen wir hiervon
die Automatentheorie, algebraische Codierungstheorie und Codes variabler Linge,
Kryptographie, Symmetriebetrachtungen in der Chemie und der Physik, Computer-
Algebra-Systeme und die Graphentheorie. Die moderne Algebra ist auch von vielen
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Begriffsbildungen gepragt. Tatsdchlich ist gerade dies einer der Beitrdge der jewei-
ligen Theorien, da hierdurch wichtige Eigenschaften, Zusammenhange und Unter-
scheidungskriterien entwickelt und beschrieben werden kénnen.

In diesem Kapitel widmen wir uns einem genaueren Studium der Gruppen, da-
nach behandeln wir Ringe, Polynome und die Kérpertheorie soweit, wie es zum Rah-
men des Buches passt oder zum Verstdndnis der anderen Kapitel notwendig ist. Einen
kleinen Uberblick iiber die verschiedenen algebraischen Strukturen geben die folgen-
den Diagramme.

f Halbgruppen \\ f Ringe

Monoide nullteilerfreie Ringe
Gruppen Korper
kommutative Multiplikation
Invertierbarkeit multiplikative Inverse
neutrales Element x -y +0fiirx,y #0
\ Assoziativgesetz J \ Distributivgesetze
Eine Verkniipfung Zwei Verkniipfungen

Wir geben nun einen groben Uberblick iiber einige elementare Grundbegriffe der
Algebra. Fiir (bindre) Verkniipfungen o : M XM — M wird haufig die Infixschreibweise
x o y anstelle von o (x, ) verwendet, und wenn die zugrundeliegende Verkniipfung
Kklar ist, dann schreiben wir dafiir kurz xy. Eine Verkniipfung auf M ist assoziativ,
wenn fiir alle x, v,z € M die Rechenregel (xy)z = x(yz) gilt, und sie ist kommu-
tativ oder auch abelsch (nach Niels Henrik Abel), wenn xy = yx fliralle x,y € M
ist. Ein Element e € M ist neutral, falls xe = ex = x fiir alle x € M gilt. Neutra-
le Elemente bezeichnet man oft auch als Einselemente. Ganz dhnlich ist n € M ein
Nullelement, wenn xn = nx = n fiir alle x € M gilt. Eine Menge M zusammen mit
einer assoziativen Verkniipfung bildet eine Halbgruppe. Eine Halbgruppe mit einem
neutralen Element wird als Monoid bezeichnet. Wenn in einem Monoid M mit neu-
tralem Element e jedes Element x ein Inverses vy mit xy = yx = e besitzt, dann
bildet M eine Gruppe. Bei zwei Verkniipfungen + und - kann man auch Rechengeset-
ze zwischen diesen beiden Operationen formulieren. Dies fiihrt auf die Begriffe Ring
und Korper, auf die wir spéter eingehen.

Etwas grob gesprochen bildet eine Teilmenge Y < X einer algebraischen Struk-
tur X eine Unterstruktur, wenn Y selbst auch wieder dieselben Struktureigenschaften
erfiillt, wie sie bei X gefordert werden. Betrachten wir beispielsweise die Halbgrup-
pe M = {1,0} mit der Multiplikation; hier sind {1} und {0} Unterhalbgruppen. Die
Halbgruppe M ist auch ein Monoid, aber nur {1} ist ein Untermonoid, da {0} zwar ein
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Monoid bildet, aber nicht die 1 von M enthilt. Die von X < Y erzeugte Unterstruktur
von Y ist die kleinste Unterstruktur, welche die Menge X enthilt; diese Unterstruktur
wird mit (X) bezeichnet.

Eine Abbildung zwischen zwei algebraischen Strukturen, die mit den jeweiligen
Operationen vertraglich ist (wie + und -) sowie neutrale Elemente aufeinander ab-
bildet, heisit Homomorphismus. So werden fiir einen Homomorphismus ¢ : M — N
zwischen Monoiden M und N die beiden Eigenschaften @ (xy) = @ (x)@(y) und
@ (1y) = 1y gefordert; hierbei bezeichnen 1) und 1y die jeweiligen neutralen Ele-
mente. Eine Bijektion @ besitzt stets eine Umkehrabbildung @ ~!. Sind beide Abbil-
dungen @ und ¢! Homomorphismen, so nennt man ¢ einen Isomorphismus. In
vielen Fallen ist ein bijektiver Homomorphismus bereits ein Isomorphismus.

Fiir Zahlen k,f € 7 schreiben wir k | ¥, falls m € Z existiert mit km = ¥;
in diesem Fall ist k ein Teiler von £. Wir sagen, k ist kongruent £ modulo n (und
schreiben k = £ mod n), falls eine Zahl m € Z existiert mit k = £ + mn.

1.1 Gruppen

Der Begriff einer Gruppe entstammt einer umgangssprachlichen Sprechweise und
geht wesentlich auf Galois zuriick. Er untersuchte die Losungen polynomieller Glei-
chungen iiber den rationalen Zahlen und fasste diese in Gruppen auflésbarer Glei-
chungen zusammen. Den iiberlieferten Manuskripten nach schrieb er wesentliche
mathematische Erkenntnisse erst in der Nacht vor einem Duell auf, bei dem er auf
tragische Weise umkam. Die Bedeutung seiner Werke wurde erst posthum ab Mitte
des 19. Jahrhunderts erkannt.

Wir untersuchen Gruppen vom abstrakten Standpunkt aus. Eine Gruppe G ist ei-
ne Menge mit einer bindren Operation (g, h) — g - h, welche assoziativ ist und damit
der Gleichung (x - y) - z = x - (v - z) geniigt. Ferner gibt es ein neutrales Ele-
mentl € Gmitl - x = x -1 = x, und zu jedem x € G gibt es ein Inverses y mit
x -y =y -x = 1. Tatsdchlich reicht es, die Existenz von Linksinversen zu verlangen,
da diese dann automatisch auch rechtsinvers sind; siehe Aufgabe 1.7. (a). Auflerdem
sind die Inversen dann eindeutig bestimmt und wir schreiben x ! fiir das Inverse y
von x. Fiir eine Teilmenge X < G bezeichnen wir mit (X) die von X erzeugte Unter-
gruppe von G. In (X) sind damit genau die Gruppenlemente, die sich als Produkt von
Elementen x und x~! mit x € X schreiben lassen. Fiir X = {x1,...,Xn} schreiben
wir auch (x1,..., x5, ) anstelle von ({x1,...,Xn}).

Im Folgenden sei G eine Gruppe, g,d1,92 € G seien beliebige Gruppenelemen-
te und H eine Untergruppe von G. Die Menge gH = {gh |h € H} nennen wir die
(Links-)Nebenklasse von g beziiglich H. Analog ist Hg die Rechts-Nebenklasse von g.
Die Menge der Nebenklassen bezeichnen wir mit G/H, d. h.

G/H={gH|geG}

Analogist H\G = {Hg | g € G} die Menge der Rechts-Nebenklassen.



Gruppen =— 5

Lemma 1.1. Es gelten folgende Eigenschaften:

(@) |H| =|gH| = |Hg|

(b) giHngoH+ O < g1 €g:H < g1H<g:H < gi1H = g:H
(¢) IG/H| = |H\G]

Beweis. Zu (a): Die Abbildung g- : H — gH, x — gx ist eine Bijektion mit der
Umkehrabbildung g~'- : gH — H, x — g~'x. Dies zeigt |H| = |gH|. Symmetrisch
folgt |[H| = |Hg|.

Zu (b): Sei gihi = gohp mit hy,hy» € H. Dann gilt g; = gzhzhil € goH. Aus g €
g2H folgt g1H < g»H - H = g>H. Nun folgt aus g1H < g»>H sofort g1H N g2H +
@. Hieraus konnen wir jetzt symmetrisch goH < g;H schlieflen. Also sind alle vier
Aussagen in (b) dquivalent. Zu (c): Es ist g1 € g»H genau dann, wenn g;! € Hg;!
gilt. Nach (b) liefert daher die Zuordnung gH — Hg~! eine Bijektion zwischen den
Mengen G/H und H\G. O

Aus Lemma 1.1 (b) folgt, dass verschiedene Nebenklassen von H disjunkt sind.
Jedes Element g € G liegt in der Nebenklasse gH. Zusammen bedeutet dies, dass
die Einteilung in Nebenklassen eine Partition von G ist, in der nach (a) alle Klassen
gleichméchtig sind. Mit [G : H] bezeichnen wir die Anzahl der Nebenklassen von H
und nennen [G : H] = |G/H| den Index von H in G. Die Madchtigkeit |G| von G heif3t
Ordnung (oder Gruppenordnung) von G. Mit Lemma 1.1 (c) gilt dann auch [G : H] =
|[H\G|. Die Ordnung eines Elements g ist die Ordnung von (g). Falls {g) endlich ist,
dann ist die Ordnung von g die kleinste positive Zahl n, fiir die g™ = 1 gilt. Der
folgende Satz (benannt nach Joseph Louis Lagrange, 1736—1813) ist fundamental.

Satz 1.2 (Lagrange). |G| = [G: H] - |H|

Beweis. Fiir jede Nebenklasse gH widhlen wir genau einen Reprasentanten v € gH.
Diese Reprasentanten fassen wir in der Menge R zusammen. Es gilt nun |R| = |G/H|
und G/H = {rH |r € R}. Zu zeigen ist |G| = |R| - |H|. Nach Lemma 1.1 ist die
Menge G die disjunkte Vereinigung J{v H | ¥ € R} und alle Nebenklassen v H haben

die Machtigkeit von H, siehe Abbildung 1.1. Hieraus folgt die Behauptung. O
G | | | |
10X 1Y |z
H xH yH zH

Abb. 1.1: Die Gruppe G als disjunkte Vereinigung von Nebenklassen.
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Fiir endliche Gruppen G ergeben sich aus dem Satz von Lagrange folgende Fol-
gerungen. Die Ordnung einer Untergruppe H ist ein Teiler der Ordnung von G. Mit
H = (g) folgt, dass die Ordnung von g ein Teiler der Gruppenordnung von G ist.
Falls K eine Untergruppe von H und H eine Untergruppe von G ist, dann gilt [G :
K]l =[G:H][H:K].

Satz1.3. Seig € G mit Ordnung d € N. Danngilt g" =1 < d | n.

Beweis. Fiir die eine Richtung sei n = kd. Dann gilt g" = (g%)* = 1*¥ = 1. Fiir
die Umkehrung sei g" = lund n = kd + ¥ mit0 < v < d.Dann gilt 1 = g" =
(gHkg" =1 - g" = g" und damit r = 0. Also ist n ein Vielfaches von d. O

Korollar 1.4. Sei G endlich. Fiir alle g € G gilt g'¢' = 1.

Beweis. Sei d die Ordnung von g € G. Aus dem Satz von Lagrange 1.2 folgt, dass d
ein Teiler von |G| ist. Mit Satz 1.3 ergibt sich g!¢! = 1. O

Eine Gruppe G heifdt zyklisch, falls G von einem Element x erzeugt wird; dies
bedeutet G = (x). Wir nennen dann x ein erzeugendes Element. Zyklische Gruppen
sind entweder endlich oder isomorph zu (Z, +,0). Falls |{x)| = |{y)| fiir zyklische
Gruppen (x) und {y) gilt, definiert x’ — 7 einen Gruppenisomorphismus. Des-
halb sind zyklische Gruppen durch die Anzahl ihrer Elemente (bis auf Isomorphie)
eindeutig bestimmt. Fiir alle n > 1 ist {1,x,x2,...,x"" 1} mit der Verkniipfung
xt . xJ = x(i+)) modn ajne yon x erzeugte zyklische Gruppe mit n Elementen. Dies
wird in Abbildung 1.2 veranschaulicht.

Abb. 1.2: Von x erzeugte Gruppe der Ordnung n.

Satz 1.5. Gruppen von Primzahlordnung sind zyklisch.

Beweis. Sei |G| eine Primzahlund g € G\ {1}. Nungilt |(g)| = 2 und nach dem Satz
von Lagrange 1.2 ist |{g)| ein Teiler von |G|. Da |G| eine Primzahl ist, folgt |{g)| =
|G| und damit erzeugt g die Gruppe G. O

Satz 1.6. Untergruppen von zyklischen Gruppen sind zyklisch.
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Beweis. Sei G = (g) und U eine Untergruppe von G. Da die triviale Untergruppe
{1} zyklisch ist, konnen wir im Folgenden U # {1} annehmen. Nun existiert n > 0
mit g" € U. Sei n minimal mit dieser Eigenschaft. Betrachte ein beliebiges Element
gk € U, dann ist gkm°d" ¢ [, Da n minimal ist, folgt k = 0 mod n, also wird U
von g" erzeugt. O

Satz 1.7. Sei G eine abelsche Gruppe und seien g, h € G mit teilerfremden Ordnungen
n,m € N. Dann hat gh die Ordung nm.

Beweis. Sei d die Ordnung von gh. Wegen (gh)™ = (g")™(h™)" =1 -1 = 1 folgt
mit Satz 1.3, dass d ein Teiler von nm ist. Falls d + nm gilt, existiert ein Primteiler p
von nm mit d | %. Wegen ggT(m,n) = 1 gilt entweder p | n oder p | m (aber
nicht beides gleichzeitig). Ohne Einschriankung nehmen wir p | n und p  m an.
Es gilt nun (gh)?™ = g»™ -1 # 1, da 7m kein Vielfaches von n ist. Dies ist ein
Widerspruch zu 4 | %. Also gilt d = nm. O

Der folgende Satz ist nach Augustin Louis Cauchy (1789-1857) benannt. Der hier
vorgestellte Beweis ist von James H. McKay (1923-2012) [58].

Satz 1.8 (Cauchy). Sei G endlich und sei p eine Primzahl, welche die Ordnung von G
teilt. Dann gibt es in G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Sein = |Gl und S = {(g1,...,9p) €GP |1g1---9gp =1inG}. Dain je-
dem p-Tupel (g1,...,9p) € S die Elemente g1,...,gp-1 € G beliebig gewdhlt wer-
den kénnen und g, dann durch g, = (g1 - - 'g;a—l)*1 eindeutig bestimmt ist, gilt
|S| = nP~1. Wir definieren ~ durch (g1,...,9p) ~ (Gi+1,---,9p,91,...9i) fiir 1 <
i < p.Diesist eine Aquivalenzrelation auf G?. Die Aquivalenzklasse von (g1, ..., dp)
besteht aus allen zyklischen Vertauschungen. Aus (g1 - - - gi)(gi+1 - - - gp) = 1 folgt
(gis1- - 9p)(g1 -+ - gi) = 1. Also ist ~ auch eine Aquivalenzrelation auf S. Ange-

nommen, es gilt (g1,...,9p) = (Gi+1,---,9p,91,...gi) fiirein1l < i < p. Dann
gilt g1 = gi+v1 = g2is1 = - - - = G(p-1)i+1. Bei dieser Schreibweise rechnen wir im
Index modulo p.Da ki + 1 = i + 1 mod p dquivalent ist zu k = £ mod p, sind alle
Indizes £i + 1 fiir 0 < ¢ < p — 1 verschieden, und es gilt g1 = g» = - - - = gp.

Dies zeigt, dass jede Aquivalenzklasse von ~ entweder aus einem Element oder aus p
Elementen besteht. Die Klassen mit nur einem Element sind genau die von der Form
{(g,...,9)}.Sei s die Anzahl der Aquivalenzklassen mit einem Element und sei t die
Anzahl der Aquivalenzklassen mit p Elementen. Die Einteilung in Aquivalenzklassen
liefert s + pt = |S| = n?~1. Aus p | n folgt s = 0 mod p. Wegen (1,...,1) € S gilt
$ > 1 und damit s > p. Also existiertg € G \ {1} mit (g,...,g9) € S,d.h.gF =1
und g + 1. Aus Satz 1.3 folgt, dass g € G die Ordnung p hat. O

Zum Abschluss dieses Abschnitts behandeln wir den Homomorphiesatz der Grup-
pentheorie. Wie wir spater sehen werden, ist dieser die Grundlage fiir einen analogen
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Satz der Ringtheorie. Sei @ : G — K ein Gruppenhomomorphismus, d.h., es gilt
P(g192) = p(g1) p(g) fiiralle g1, g> € G. Wir definieren folgende Mengen:

{geG|lo@=1}
PG) = {p@ eK|geG}

ker()
im()

Wir bezeichnen ker(g) als den Kern von @ und im(g) als das Bild (engl. image)
von @. Eine Untergruppe H von G ist ein Normalteiler von G, wenn die Links-Ne-
benklassen von H gleich den Rechts-Nebenklassen von H sind, d. h., falls gH = Hg
fiir alle g € G gilt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass die Einteilung in Links-
Nebenklassen und die Einteilung in Rechts-Nebenklassen dieselben Partitionen lie-
fern. Wenn G kommutativ ist, dann sind alle Untergruppen auch Normalteiler.

Satz 1.9. Fiir jede Untergruppe H von G sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) H ist ein Normalteiler von G.

(b) G/H ist eine Gruppe beziiglich der Verkniipfung g\H - g.H = g1 g>H mit neutra-
lem Element H.

(c) H ist der Kern eines Homomorphismus @ : G — K.

(d) H ist eine Untergruppe und fiir alle g € G gilt gHg~' < H.

Beweis. (a) = (b): Die Mengen g1Hg»H und g1g.H sind gleich, denn es gilt
gi1(Hg»)H = g1(g2H)H = g1g>H. Dies zeigt, dass die Verkniipfung auf G /H wohl-
definiert und assoziativ ist und dass H das neutrale Element ist. Wohldefiniertheit
bedeutet, dass die Operation unabhéngig von den Reprdsentaten g; und g» ist. Das
Inverse von gH ist g~ 'H € G/H.

(b) = (c): Betrachte die Abbildung ¢ : G — G/H, g — gH. Es gilt p(g192) =
g192H = g1Hg>H = @(g1) ¢ (g2). Also ist @ ein Homomorphismus. Der Kern von
@istker(p) ={ge G|gH =H} = H.

(c)=>(d): Sei @ : G — K ein Gruppenhomomorphismus mit ker(g) = H. Es gilt
1 € H,da@(1) = 1. Seien g1,92 € H, dannist p(g195") = @(g1)P(g2)~! =
1-1 = 1. Daraus folgt g1g, 1 ¢ ker(p) = H. Dies zeigt, dass H eine Untergrup-
pe ist; siehe Aufgabe 1.8.(a) Fiir alle g € G und alle h € H gilt p(ghg™!) =
P@eeE@ ' =e@e(g) ! =1unddamitgHg ' < H = ker(p).

(d)= @): AusgHg ' < HfolgtgH < Hgund Hg~! < g 'H fiiralle g € G.Dasich
alle Gruppenelemente in G als Inverses darstellen lassen, gilt damit auch Hg < gH
fiir alle g € G. Insgesamt haben wir gH = Hg fiiralleg € G. O

Falls H ein Normalteiler ist, bezeichnet man die Gruppe aus Satz 1.9 (b) als die
Faktorgruppe von G modulo H. Die Abbildung G — G/H, g — gH ist ein Homo-
morphismus mit Kern H. Im Falle von zyklischen Gruppen kann man Faktorgrup-
pen durch ,,Aufwickeln“ interpretieren. Betrachten wir die endliche zyklische Gruppe
Cs = {0,1,2,3,4,5} mit der Addition modulo 6 als Verkniipfung. Dann ist {0, 3}
eine Untergruppe. Da in kommutativen Gruppen jede Untergruppe ein Normalteiler
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{0, 3} {1,4}

12,5}

Cs ,2Aufwickeln*“ von Cg Ces/10,3}

Abb. 1.3: Ubergang von Cg zu Cg/ {0, 3}.

ist, und da jede zyklische Gruppe kommutativ ist, ist {0, 3} ein Normalteiler von Cg
und wir konnen die Faktorgruppe Cg/{0, 3} bilden, sieche Abbildung1.3. Am Beispiel
der unendlichen zyklischen Gruppe (Z, +,0) und ihrem Normalteiler 47 ergibt sich
eine analoge Zeichnung, siehe Abbildung 1.4. Hierbei identifizieren wir Z /47 durch
Wahl von Reprasentanten mit der Menge {0, 1, 2, 3}. Jedes Element dieser Menge ent-
spricht der Nebenklasse in der es vorkommt, z. B. entspricht das Element 3 der Ne-
benklasse 3 + 47 = {...,—1,3,7,...}. Dieselbe Deutung funktioniert ganz analog
fiir die unendliche und nicht zyklische Gruppe (R, +, 0) und ihren Normalteiler 47.

Abb. 1.4: Ubergangvon Z zu Z/47.



10 —— Algebraische Strukturen

Dies liefert eine Veranschaulichung der unendlichen Gruppe R/4Z als Kreis der Lan-
ge 4,

Satz 1.10. Untergruppen von Index 2 sind Normalteiler.
Beweis. Sei [G : H] = 2. Dann gilt:

H fallsg e H
gH‘{ G\H fallsg¢H }‘Hg

Also ist H ein Normalteiler. O

Satz 1.11 (Homomorphiesatz der Gruppentheorie). Seien G,K Gruppen und sei @ :
G — K ein Homomorphismus. Dann induziert @ den Isomorphismus:

P :G/ker(p) — im(g)
gker(p) - @(g)

Beweis. Sei H = ker (). Die Abbildung @ ist wohldefiniert: Sei g1H = g>H. Dann
ist g1 = goh fiir h € H. Damit gilt P(g1H) = @(g1) = @(g2h) = @(g2)p(h) =
@(g2) = P(g2H), da @ (h) = 1. Aus der Wohldefiniertheit folgt nun unmittelbar,
dass @ ein Homomorphismus ist.

Nach Konstruktion ist @ surjektiv. Zu zeigen bleibt, dass @ injektiv ist. Sei

@(g1H) = P(g2H). Es folgt (g1) = @(g2) und @(g;'g2) = @(g:'g1) = 1.
Dies zeigt schlieflich g; ‘g2, 9591 € H und damit g1H = g»>H. O
G [2 im()
R )2 A

g1 - ker(@) } - @ (g1)
g2 - ker(q) } - @ (g2)

K g3 - ker(@) /} R P(g3) )

Abb. 1.5: Veranschaulichung des Homomorphiesatzes der Gruppentheorie.

Bemerkung 1.12. Aus dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie 1.11 und Satz 1.9
folgt, dass es gleichwertig ist, Faktorgruppen oder homomorphe Bilder von Gruppen
zu betrachten. Auf3erdem sehen wir, dass ein Gruppenhomomorphismus @ genau
dann injektiv ist, wenn ker(gp) = {1} gilt. ¢
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1.2 Bewegungsgruppen regelmafiiger Vielecke

In diesem Abschnitt wollen wir die oben eingefiihrten Konzepte anhand von Abbil-
dungen von regelméafligen Vielecken auf sich selbst veranschaulichen. Ein regelmd-
fSiges n-Eck ist ein ungerichteter Graph C,, = (V,E) mit V = Z/nZ und der Kanten-
menge E = {{i,i+1}|i€Z/nZ} c (‘;).DieFéillen =0, = 1und n = 2 entarten
und sind fiir uns uninteressant. Fiir n > 3 hat ein n-Eck stets n Kanten.

(3)
0‘0 ©O—® ©—
Dreieck Viereck Filinfeck

Ein Automorphismus eines Graphen G = (V, E) ist eine bijektive Abbildung @ : V —
V mit
Vx,y eVi{x, ¥} €E & {@Xx),@(¥)} €E

Die Menge der Automorphismen Aut(G) < V" eines Graphen G = (V, F) bildet eine
Gruppe mit der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen als Verkniipfung und
dem neutralen Element idy. Man bezeichnet Aut(G) als die Automorphismengruppe
oder Bewegungsgruppe von G. Im Folgenden wollen wir die Gruppen D,, = Aut(Cy)
untersuchen, die Bewegungsgruppen von regelmafligen n-Ecken.

Sei ¢ € Dy, dann ist @ eindeutig durch die Werte ¢ (0) und @ (1) bestimmt.
Sei @(0) = i miti € Z/nZ. Dann gibt es fiir @ (1) nur die Moglichkeiten @ (1) =
i+ 1und @(1) = i — 1, denn der Knoten i ist nur mit den Knoten i — 1 und i +
1 verbunden. In dem fiir uns interessanten Fall m > 3 sind i + 1 und i — 1 zwei
verschiedene Knoten. Falls ¢ (1) = i + 1, dann folgt (2) = i+ 2,daiund i + 2 die
einzigen Nachbarn von i + 1 sind, und weil @ (2) # i = @ (0) wegen der Bijektivitdt
von @ gilt. Wenn wir so fortfahren, erhalten wir @ (j) = @(0) + j. Im anderen Fall
@ (1) = i — 1 erhalten wir symmetrisch @ (j) = @ (0) — j fiir alle j € Z/nZ. Dies
bedeutet |Dy| = 2n fiir n > 3, da wir fiir ¢ (0) genau n Méglichkeiten haben und
zwei mogliche Orientierungen in Frage kommen. Die 6 Elemente von D3 lassen sich
wie folgt veranschaulichen:

T
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Wegen 6 = 3! ergibt sich, dass D3 alle Permutationen der Ecken 0, 1 und 2 enthalt. Wir
zeigen jetzt, dass fiir n > 3 die Gruppe D,, in Drehungen und Spiegelungen zerfallt.
Definiere die Drehung § € D;, durch:

o0(j)=j+1 firjez/nz

Dann gilt 5"(]’) = j + k fiir alle k,j € Z/nZ und damit 6" = id. Insbesonde-
re folgt daraus 6% = 8™, falls k = m mod n. Es gibt n Drehungen id = §°,6 =
61, 62,...,8" L. Dabei gilt fiir jede Drehung (6%)~! = "% = §-* falls k € Z/nZ.
Wir definieren die Spiegelung o € D;, durch

o(j)=-j firjez/nz

Wir kénnen o durch die Spiegelung an der Achse durch den Punkt 0 € Z/nZ und den
Mittelpunkt des n-Ecks visualisieren. Das Verhalten fiir ungerade n und gerade n ist
unterschiedlich. Fiir gerade n hat o zwei Fixpunkte. Es gilt 0 (0) = O und o ( %) = %
Fiir ungerade n ist O der einzige Fixpunkt.

Sei i € Z/nZ ein beliebiger Eckpunkt. Betrachte die Spiegelung o; an der Achse
durch i und den Mittelpunkt des n-Ecks. Dann gilt o (j) = —(j —i) +i=2i— j =
6%1(0 (j)). Das heifit, die Spiegelungen haben mit o = 0y alle die Gestalt g; = 520
Fiir ungerade n sind alle o; verschieden, und wir erhalten

Dn = {idlaiazi"'16n71’0010-1""10-n*1}

Fiir gerade n geht die Spiegelungsachse durch i und den Mittelpunkt auch durch den
Punkt % + i und es gilt o; = oz, Es gibt dann aber % weitere Spiegelungsachsen
durch je zwei gegeniiberliegende Kanten.

n ungerade n gefade, n gerade,
Spiegelungsachse Spiegelungsachse
durch 2 Knoten durch 2 Kanten

Betrachte die Abbildung 8o mit i ungerade. Dann gilt 5o ( Jj) = i— j.Man beachte,
fiir n gerade und i ungerade gibt es kein j miti — j = j mod n, d.h., !0 besitzt
keine Fixpunkte. Die Spiegelungsachse teilt genau zwei Kanten. Um diese Kanten zu
berechnen, betrachten wir die Gleichung 6' (j) = j+1.Es ergibt sich die Kongruenz
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i— j = j+ 1 mod n. Dies ist gleichbedeutend mit i — 1 = 2j mod n. Fiir gerades n

und ungerades i hat dies die beiden Lésungen:
i1 und . o n+i-1
I=72 1=

Daraus folgt, dass 6’0 an folgenden Kanten spiegelt:

{1—1,1—1+1} und {n+1—1,n+1—1+1}

2 2 2 2
Unabhédngig davon, ob n gerade oder ungerade ist, konnen wir D, schreiben als
D, = {id,s,82,...,6" 1, 0,80,6%0,...,0" Lo}. Damit kennen wir alle 21 Ele-

mente aus D,,. Als Nachstes stellen wir einige Identitaten fiir D,, zusammen:
o2=id, 6" =id, o =06"

Die Ordnung von o ist 2 und die Ordnung von § ist n. Die Untergruppe S = (o) =
{id, o} von Dy, = (6, o) enthilt 2 Elemente und besitzt nach dem Satz von Lagrange
1.2 genau 1 Nebenklassen. Es gilt G/S = {S,8S,...,0" 1S}. Aus 60 = 0671 ¢ S6
fiir n > 3 folgt 6S + S6. Damit ist S kein Normalteiler fiir n > 3. Im Fall von n =
3 liefert die Einteilung in Links-Nebenklassen und Rechts-Nebenklassen von S die
folgenden Partitionen von Dj:

D3

Betrachten wir die Untergruppe N = () = {id, §, 62,..., 6" !} mit Ordnung .
Dann hat N den Index 2 in D,,. Die beiden Nebenklassen dieser Gruppe sind N und
oN = {0,06,082%,...,00" 1}. Nach Satz 1.10 ist N ein Normalteiler von D,,. Dies
folgt auch aus der Beziehung 06! = 6 {0

Fiir n > 2 betrachte D»,,. Dann enthilt die Untergruppe E,, = (62) = {id, §2, 6%,
..., 82"2} genau n Elemente. Der Index von E = Ej, in D2, ist damit 4. Die vier Ne-
benklassen von E sind E, SE, o E und o §E. Es gilt 0 62! = §2"~2ig; insbesondere ist
2n — 2i gerade. Daraus folgt 0 E = Eo. Zusammen mit 6E = ES kdnnen wir schlie-
Ben, dass E ein Normalteiler von D>, ist. Damit ist D»,, / E eine Gruppe mit 4 Elemen-
ten. Wir wahlen das Reprasentantensystem {id, 6, o, 0§} fiir die vier Nebenklassen
beziiglich E. Fiir die Nebenklassen gilt nun zusétzlich zu den Rechenregeln aus D2,
die Beziehung 62 = id, da alle Elemente aus E dem Reprisentanten id entsprechen.

Anstatt mit den Nebenklassen zu rechnen, definieren wir auf dem Reprasentan-
tensystem die Gruppenstruktur direkt durch die folgende Multiplikationstabelle.
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id 3 o 06

id id o o o)
o o id o6 o
o o o6 id o
g6 06 o o id

Die Tabelle ist symmetrisch und auf der Diagonalen steht jeweils id. Die Gruppe ist
daher abelsch und alle nichttrivialen Elemente haben die Ordnung 2. Deshalb kann
die Gruppe nicht zyklisch sein. Man bezeichnet sie als die Klein’sche Vierergruppe
nach Felix Christian Klein (1849-1925). Sie ist isomorph zum direkten Produkt Z /27 x
Z/27 und zur Automorphismengruppe des folgenden Graphen mit vier Knoten:

® ©

1.3 Symmetrische Gruppen

Mit S, bezeichnen wir die Permutationen auf der Menge {1,...,n}. Die Permutatio-
nen S, bilden beziiglich der Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen eine Grup-
pe, dabei sei ro durch (o) (i) = (o (i)) fiir 1 < i < n definiert. Man nennt S,
die symmetrische Gruppe einer n-elementigen Menge. Sie enthilt alle Gruppen der
Ordnung n als Untergruppe, denn jedes Element g einer Gruppe G definiert durch
x — gx eine Permutation auf der Menge G. Fiir |G| = n konnen wir also G in
die Gruppe Sy, einbetten. In diesem Abschnitt wollen wir die Elemente von S;,, ni-
her betrachten. Sei 71 eine Permutation auf {1,...,n}. Dann ist ein Paar (i, j) €
{1,...,m}2 mit i < j eine Fehistellung von 1r, wenn 77(i) > 77(j) gilt. Die Anzahl
der Fehlstellungen von 11 bezeichnen wir mit I(7r). Eine Permutation aus S;, hat ma-
ximal ('21) Fehlstellungen, und die Permutation 71 = (n,...,1) mitw(i) =n -1+ 1
nimmt diese obere Schranke an. Die identische Abbildung ist die einzige Permutation
ohne Fehlstellungen. Das Vorzeichen (,,Signum®) von Tt ist sgn(mr) = (—1)!); es ist
ein Element der multiplikativen Gruppe {1, —1}.

Lemma1.13. Seirr: {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation. Dann gilt:
w(j) — 1

l<i<j<n
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Beweis. Sei F < {1,...,n}? die Menge der Fehlstellung von 1, und sei G = {(i, j) | 1
<i<j=<mn, (i,j) ¢ F das Komplement von ‘f. Dann gilt:

rrﬂﬁ—WU): I WU%#NU_Iivﬂﬁ—WU)

i<y J7F wpey I E wpeg 1
:(_1)\f\ 1_[ M 1_[ M (—l)mzsgn(n)
wper  J7E g JTE
) Tl'_] TT(J) Tr

Hierbei gilt [ ] U)ef Tl eg = 1, da jedes Paar (i, j) mit 1 <
i < j < ngenau elnmal uber dem Bruchstnch und einmal unter dem Bruchstrich
den Faktor j — i beitragt. O

Satz 1.14. Die Abbildung sgn : S,, — {1, —1} ist ein Homomorphismus.

Beweis. Sei T = ({1 """ ) die Menge aller zweielementigen Teilmengen von {1,...,
n}.Firaller € S,undallei # jgilt = 7(1) = "(l)i_}”]) Also kommt es nicht auf

TI'(J) L (i)

die Reihenfolge von i und j an, sodass der Ausdruck [ i jier wohldefiniert

ist und mit sgn (1) tibereinstimmt. Fiir 11, 0 € S, gilt

o) - (o) mo () -mo®) o) -0
senime) _u,g[eT J-i {l}]:[ET o) -0 it
ZHM nwzsgn(’n’)sgn((f)
iger  J 1 tigter I~
wobei die vorletzte Gleichheit {{o (i), o (j)} | {i,j} € T} = T verwendet. -

Eine Transposition ist eine Permutation, welche genau zwei Elemente miteinan-
der vertauscht und alle anderen Elemente unverdndert 1asst. Die Anzahl der Fehlstel-
lungen einer Transposition ¢, die i mit j vertauscht, ist fiir i < j die Zahl 2(j—1i) —1.
Denn schreiben wir o als Tupel (o (1), ...,0(n)), so ergibt sich die folgende Darstel-
lung, in der wir alle Fehlstellungen erkennen:

o=Q0,...,i-1,j,i+1,...,j—1,i,j+1,...,n)

Die j — i — 1 Elemente zwischen i und j haben jeweils eine Fehlstellung mit i und
mit j; hinzu kommt noch die Fehlstellung von i und j selbst. Das Vorzeichen einer
Transposition ist daher stets —1.

Korollar 1.15. Wenn sich eine Permutation 1t auf {1,...,n} als Produkt von m Trans-
positionen schreiben ldisst, dann gilt sgn(1r) = (—1)™.

Beweis. Jede Transposition hat das Vorzeichen —1. Nach Satz 1.14 ist sgn : S, —
{—1, 1} ein Homomorphismus. Daraus folgt sgn(mr) = (—-1)". O

Als Nachstes iiberzeugen wir uns davon, dass die Gruppe S, von Transpositio-
nen erzeugt wird. Etwas genauer zeigen wir, dass hierfiir Transpositionen ausreichen,
welche jeweils nur benachbarte Elemente i und i + 1 vertauschen.
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Satz 1.16. Jedes Element der symmetrischen Gruppe S,, kann als Produkt von hochs-
tens (g‘) Transpositionen geschrieben werden, so dass jede dieser Transpositionen nur
benachbarte Elemente vertauscht.

Beweis. Sei it € S,. Wir machen eine Induktion nach der Anzahl der Fehlstellun-
gen I(17). Wenn 71 keine Fehlstellungen hat, dann gilt stets 17 (i) = i, und 77 ist die
Identitat. Insbesondere ist T dann das Produkt von O Transpositionen. Wenn 71 eine
Fehlstellung enthilt, dann gibt es einen Index i mit 77 (i) > (i + 1). Sei o die Trans-
position, die i und i + 1 vertauscht; dann hat 7t o eine Fehlstellung weniger als 1. Mit
Induktion ldsst sich 7to als Produkt von Transpositionen o7 - - - 0, schreiben, wo-
bei m = I(1r0) gilt und jede Transposition o; nur benachbarte Elemente vertauscht.
Esfolgtm =01 ---opo. O

Aufgrund von Korollar 1.15 sehen wir, dass die Definition des Vorzeichens unab-
hidngig von der Wahl der Anordnung der Elemente in {1,...,n} ist, denn die Defini-
tion einer Transposition ist davon unabhéangig. Ist also X eine endliche Menge und 7t
eine Permutation von X, so kénnen wir das Vorzeichen sgn(7r) definieren. Insbeson-
dere kénnen wir bei einer endlichen Gruppe G mit einer beliebigen Anordnung der
Elemente beginnen, und jede solche Anordnung definiert fiir alle g € G dasselbe Vor-
zeichen sgn(g) € {1, —1}; hierzu betrachtet man die von g induzierte Permutation
x — gx auf G.

Bemerkung 1.17. Der Kern des Homomorphismus sgn : S, — {1,—1} ist die alter-
nierende Gruppe A,, iiber n Elementen. Es sind die Permutationen mit positivem Vor-
zeichen. Man spricht auch von der Menge der geraden Permutationen, wahrend die
Elemente mit Vorzeichen —1 als ungerade Permutationen bezeichnet werden. Nach
Korollar 1.15 werden gerade (bzw. ungerade) Permutationen von einer geraden (bzw.
ungeraden) Anzahl von Transpositionen erzeugt. Bemerkenswert ist auch, dass die
Gruppen A, ab n = 5 keine nichttrivialen Normalteiler haben. Diese Eigenschaft
fiihrte zu der Erkenntnis, dass Polynomgleichungen fiinften oder h6heren Grades im
Allgemeinen nicht mit sogenannten Wurzelausdriicken auflésbar sind. Der entspre-
chende Satz ist nach Paolo Ruffini (1765-1822) und Niels Henrik Abel benannt, und
seine Entdeckung steht am Anfang der Galois-Theorie. o

1.4 Ringe

Wir erinnern uns, dass ein Ring durch ein Tupel (R, +, -,0,1) gegeben ist, wobei
(R, +,0) eine abelsche Gruppe und (R, -, 1) ein Monoid ist. Der Ring heif3t kommuta-
tiv, wenn die Multiplikation kommutativ ist. Ferner gelten die Distributivgesetze:

x+y)-z=x-z+y-z

z-(x+y)

zZ-xXx+z-y
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Gilt in einem Ring 0 = 1, so folgt R = {0} und R ist der Nullring. In allen ande-
ren Ringen gilt 0 # 1. Die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente {r
R |3s: rs = sr = 1} ist die Einheitengruppe oder multiplikative Gruppe von R und
wird mit R* bezeichnet. Es gilt 1 € R*. Ein Ring R ist ein Schiefkorper, wenn nur die
Null nicht invertierbar ist, also R* = R\ {0} gilt. Wir behandeln hier nur kommutative
Schiefkorper, dies sind genau die Korper.

Eine Teilmenge S eines Rings R heif3t Unterring, falls S beziiglich der Addition
eine Untergruppe und beziiglich der Multiplikation ein Untermonoid bildet. Insbe-
sondere haben Unterringe dieselbe Null und dieselbe Eins. Damit ist S mit den Ein-
schrankungen der Operationen von R selbst ein Ring. Ein Unterring S eines Korpers R
ist ein Unterkérper, falls S selbst ein Korper ist.

Beispiel 1.18. Ist R ein Ring, so bildet die Menge der Abbildungen
RR = {f:R — R| f ist Abbildung }

einen Ring mit der punktweisen Addition und Multiplikation. Formal sind fiir f, g €
RR die Abbildungen f + g € RRund f - g € RX definiert durch:

f+9)r) = fr)+g@)
f-a9r) = fr) g

Auch wenn R ein Kérper ist, so ist RR kein Korper. o

Wir nennen eine Abbildung @ : R — S zwischen Ringen einen Homomorphis-
mus oder genauer einen Ringhomomorphismus, falls die folgenden Bedingungen fiir
alle x, v € R erfiillt sind.

@ px+y)=@x)+p)
(b) px-y)=px)- @)
© 1) =1

Die erste Eigenschaft bedeutet, dass @ ein Gruppenhomomorphismus beziiglich der
Addition ist. Es gilt deshalb auch @ (0) = 0. Die beiden letzten Eigenschaften be-
sagen, dass @ ein Monoidhomomorphismus beziiglich der Multiplikation ist. Insbe-
sondere folgt (c) nicht aus (b). Ein bijektiver Ringhomomorphismus ist ein Ringiso-
morphismus, denn aufgrund der Bijektivitdt ist die Umkehrabbildung auch ein Homo-
morphismus.

Beispiel 1.19. Sei R ein Ring und v € R. Dann ist die Zuordnung R¥ — R mit f —
f(r) ein Ringhomomorphismus. o

Eine Teilmenge I < R heifdt Ideal, wenn I eine additive Untergruppe von R ist
undwenn R - I - R < I gilt. Eine Teilmenge I < R ist eine additive Untergruppe von R,
wenn (I, +,0) eine Untergruppe von (R, +,0) ist. Ein Ideal kann nur dann ein Un-
terring sein, wenn 1 € [ gilt. Dann gilt aber schon I = R. Die Menge der additiven
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Nebenklassen von I ist R/I = {r + I |* € R}. Aufgrund der Kommutativitdt der Ad-
dition in R bildet die Menge der Nebenklassen R/I selbst eine abelsche Gruppe. Fiir
die Addition gilt dann:

r+D+ G+ =r+s+1
Wir definieren jetzt eine Multiplikation durch:
r+D-(s+I)=rs+1

Die Definition hdngt nicht von der Wahl der Reprdsentanten ab, wie die folgende
Rechnung mit Teilmengen von R zeigt:

r+D(s+D)=rs+Is+rvi+IIcrs+1

Die Assoziativitdt der Multiplikation und das Distributivgesetz auf R /I folgen nun aus
den entsprechenden Gesetzen auf R und wir erhalten einen kanonischen surjektiven
Homomorphismus R — R/I. Wir nennen R/I den Restklassenring von R modulo I.
Die Elemente von R /I werden Restklassen genannt. Wir sagen ,,+ ist kongruent s mo-
dulo I“, falls » + I = s + I gilt. Beim Rechnen modulo I kénnen wir wie iiblich zwi-
schen Reprasentanten und Klassen hin und her wechseln.

Sei @ : R — S ein Ringhomomorphismus, dann ist der Kern ker(g) definiert
durch dasIdealker(@) = {r € R| @ (r) = 0} von R. Das Bild von @ ist der Unterring
im(p) = {@()|r € R} von S. Im Gegensatz zu im(q) ist das Ideal ker(¢g) nur
dann ein Unterring, wenn im(@) = {0} gilt. Analog zu Satz 1.9 kann man zeigen,
dass I genau dann ein Ideal ist, wenn I der Kern eines Ringhomomorphismus @ :
R — S ist. Dies sei dem interessierten Leser iiberlassen.

Beispiel 1.20. Fiir den Ringhomomorphismus @ : RR — R: f — £(0) gilt ker(p) =
{f:R—=R]f(0) =0}. Die Abbildungen mit einer Nullstelle bei 0 bilden damit ein
Ideal in RR. o

Es gibt Abbildungen zwischen Ringen, die nur Gruppenhomomorphismen beziig-
lich der Addition sind.

Beispiel 1.21. Betrachte den Ableitungsoperator
D:{f:R— R| fistdifferenzierbar } — R%, f — f

Dann gilt (f + g)’ = f’ + g’, aber D ist kein Ringhomomorphismus, denn der Kern
ker(D) = {f | f ist konstant} ist kein Ideal. O

Lésst sich fiir eine Teilmenge S < I jedes Element v < I als endliche Summe
¥ = Des¥sS¥g mit 75,7 € R schreiben, wobei fast alle 75,7, gleich O sind, so
sagt man, dass I von S erzeugt wird. Existiert eine endliche erzeugende Menge, so
heif3t das Ideal endlich erzeugt. Ideale der Form I = R - v - R fiir ein ¥ € R nennt
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man Hauptideale. In Z ist jedes Ideal ein Hauptideal, denn es wird von dem grofiten
gemeinsamen Teiler {iber alle seine Elemente erzeugt. Jedes Ideal in Z hat also die
Form nZ fiir eine natiirliche Zahl n € N, siehe Satz 1.31. Der folgende Satz ist analog
zum Homomorphiesatz der Gruppentheorie 1.11.

Satz 1.22 (Homomorphiesatz der Ringtheorie). Sei @ : R — S ein Ringhomomorphis-
mus. Dann induziert @ den Ringisomorphismus

R/ker(@) — im()
v + ker(@) — @(r)

Beweis. Die Menge @ (v + ker(q)) besteht genau aus dem einen Element @ (7). Da-
her definiert » + ker(@) — @(¥) einen Ringhomomorphismus. Aus Satz 1.11 folgt,
dass dies eine Bijektion ist, und bijektive Ringhomomorphismen sind Isomorphis-
men. O

Aus dem Homomorphiesatz der Ringtheorie folgt leicht, dass Homomorphismen
von endlichen Kérpern in sich selbst bijektiv sind. Wir zeigen eine etwas allgemeinere
Aussage.

Korollar 1.23. Ringhomomorphismen von einem Korper in einen Ring mit 0 # 1 sind
injektiv. Insbesondere sind alle Homomorphismen zwischen Korpern injektiv.

Beweis. Sei @ ein Homomorphismus und @ (z) = 0. Angenommen, es wire z # 0.
Dann wiirde 1 = @(1) = @(z71z) = (™Y - p(z) = p(z7!) - 0 = 0 gelten,
was ausgeschlossen wurde. Also gilt z = 0, und damit ist ker(gp) = {0}, was nach
Satz 1.22 die Injektivitat zeigt. O

Ein Ideal M < R heif3t maximal, falls M + R und es kein Ideal I mit M < I ¢ R
gibt. Man beachte, dass R selbst ein Ideal ist und damit das ,,grof3te“ Ideal R kein
maximales Ideal von R ist.

Satz 1.24. Ein Ideal M < R in einem kommutativen Ring R ist genau dann maximal,
wenn R /M ein Korper ist.

Beweis. Sei M < R maximal und x + M € R/M eine Restklasse mit x ¢ M. Wir
zeigen, dass x + M in R/M invertierbar ist. Da M maximal und x ¢ M ist, folgt
M + xR = R. Also finden wir eine Darstellung m + xy = 1 mit m € M. Damit ist
das Produkt xy kongruent zu 1 modulo M, und y + M ist das multiplikative Inverse.
Dies zeigt, dass jede Klasse x + M aus R/M, die nicht dem Nullelement M entspricht,
invertierbar ist. Also ist R/ M ein Korper.

Sei jetzt R /M ein Korper. Dannist 1 ¢ M, da0 =+ 1 injedem Korper gilt. SeiI < R
einldealmit M ¢ Tund x € I \ M. Dannist x + M + 0 + M und da R/M ein Kérper
ist, existiert einv € R,sodass (x + M) - (r + M) =1+ M.Esfolgt1 € xR + M und
daher auch R = xR + M < I, da xR + M ein Ideal ist. Dies zeigt I = R, und M ist
maximal. O
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In dem Ring Z entsprechen die maximalen Ideale nZ genau den Primzahlen in
N und fiir eine natiirliche Zahl n € N ist der Restklassenring Z/nZ genau dann ein
Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Ein Element 7 eines Rings R heif3t Nullteiler, falls ein s € R \ {0} existiert mit
rs = 0 oder s¥ = 0. Beispielsweise ist 2 im Ring Z/67Z ein Nullteiler. Ein Ring ist
nullteilerfrei, wenn 0 der einzige Nullteiler ist. Nach dieser Definition gilt in nulltei-
lerfreien Ringen 0 # 1. Invertierbare Elemente sind keine Nullteiler. In jedem Ring
(R, +, -,0g, 1R) lassen sich ganze Zahlen k € Z durch

k-1g=1g+---+1g
—_—

k mal

interpretieren. Fiir eine ganze Zahl k € Z schreiben wir daher auch k € R und mei-
nen das Element k - 1. In dieser Schreibweise ergeben sich fiir 0,1 € Z z.B. die
Identitdten 0 = O € Rund 1 = 1 € R. Es gibt jetzt zwei Falle. Entweder alle positi-
ven Zahlen sind in R von Null verschieden, oder es gibt eine Kkleinste positive Zahl n
mit n = 0 in R. Im ersten Fall sagen wir, dass R die Charakteristik O hat, im zweiten
Fall ist die Charakteristik # mit n > 0. In jedem Fall bezeichnen wir die Charakte-
ristik von R mit char(R). Das Ideal char(R) - Z ist der Kern des Homomorphismus
Z - R, k — k- 1g. Nach dem Homomorphiesatz der Ringtheorie 1.22 ist Z/char(R)Z
isomorph zu einem Unterring von R. Aus der Definition der Charakteristik folgt, dass
jeder Unterring S von R die gleiche Charakteristik hat wie R.

Lemma1.25. Sei R nullteilerfrei. Dann gilt char(R) = 0 oder char(R) ist eine Primzahl.

Beweis. Da R nullteilerfrei ist, ist sein Unterring Z/char(R)Z ebenfalls nullteilerfrei.
Ein Ring Z/nZ mit n € N ist genau dann nullteilerfrei, wenn n = 0 oder n eine
Primzahl ist. O

Korper sind nullteilerfrei und damit ist ihre Charakteristik entweder Null oder
eine Primzahl. Kérper mit Charakteristik Null enthalten Z als Unterring und damit
konnen alle Briiche % =rs~ ! mitv,s € Zund s # O interpretiert werden. Sie ent-
halten also die rationalen Zahlen Q als eindeutig bestimmten Unterkorper. Weitere
Koérper der Charakteristik Null sind z. B. R, C oder auch {a + b~/—1|a,b € Q} ¢ C.
Korper mit einer Primzahlcharakteristik p enthalten den Koérper Z/pZ. Fiir einen null-
teilerfreien Ring R gibt es also einen eindeutig bestimmten Unterkdrper Q bzw. Z/pZ.
Diesen nennen wir den Primkdrper von R.

Der Binomialkoeffizient (’,ﬁ) fiir x € Cund k € 7 ist definiert durch

<X> - X-(Xfl)'l'(i(X7k+1) fiirk > 0
k 0 fiirk < 0

Fiir k > O stehen iiber dem Bruchstrich genau k Faktoren; insbesondere steht fiir
k = 0 sowohl iiber als auch unter dem Bruchstrich das leere Produkt, welches sich
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zum neutralen Element 1 auswertet. Fiir n, k € N ist damit (2) = lo(%kw = (nrfk>.
Fiir alle x € Cund k € Z gilt das Additionstheorem:

x) [(x-1 (X 1

k)~ k k-1
Dies sieht man wie folgt. Fiir k < 0 sind beide Seiten 0, und fiir k = 0 werten sich
beide Seiten zu 1 aus. Sei also k > 0. Dann ist (’;) =% (’,:j) = XT_" (’,ﬁ:}) + % (’;ji) =
(xlzl) + (x_l). Fiir n € N gilt (") = (2) = 1. Mit Induktion folgt nun aus dem
Additionstheorem, dass der Binomialkoeffizient ( k) fiir n, k € N stets ganzzahlig ist.
Insbesondere lassen sich Binomialkoeffizienten fiir n € N und k € Z als Vielfaches
des neutralen Elements 1g in beliebigen Ringen R interpretieren.

Satz 1.26 (Binomialsatz). Sei R ein kommutativer Ring. Fiir alle x,y € R und alle
neNgilt (x + y)" =>4 (Z)xky”"‘.

Beweis. Die Summe auf der rechten Seite 1duft dabei iiber alle k € Z, wobei aber fast
alle Summanden Null sind. Durch diese Konvention gestalten sich Indexverschiebun-
gen oft etwas einfacher. Der Beweis ist mit Induktion nach n. Fiir n = 0 steht auf
beiden Seiten das neutrale Element 1. Sei nun n > 0. Dann gilt:

(x+)" = (x+)(x+)"" = (x +y)% (nlz 1>Xkyn1k
) i
D) (5]
(e ) (" )erees (e

Der Binomialsatz ist ein wichtiges Hilfmittel fiir die Betrachtung der Abbildung
¥ — vP in kommutativen Ringen.

Satz 1.27. Sei R ein kommutativer Ring mit Primzahlcharakteristik p. Dann definiert
v — 7P einen Ringhomomorphismus.

Beweis. Es gilt 17 = 1 und (rs)? = rl’s’” Es bleibt zu zeigen (v + s)P = v? + sP.
Nach dem Binomialsatz gilt (» + s)P = > ( )r sP~k_ Alle Binomialkoeffizienten
( k) fir 1 < k < p — 1 sind durch p teilbar. Da R die Charakteristik p hat, sind
diese Binomialkoeffizienten alle Null in R. Es folgt (v + s)P = (g>ros"’ + (,’Z)r"’so =
sP + 7P,

Den Homomorphismus aus Satz 1.27 bezeichnet man als den Frobenius-Homo-
morphismus nach Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917). Er ist vor allem fiir KGrper
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interessant, denn in diesem Fall ist er nach Korollar 1.23 injektiv und bei endlichen
Korpern damit notwendigerweise bijektiv. Als Anwendung von Satz 1.27 beweisen wir
den kleinen Satz von Fermat. Insbesondere ist der Frobenius-Homomorphismus auf
Primkorpern die Identitat.

Satz1.28 (Kleiner Satz von Fermat fiir Ringe). Es sei R ein kommutativer Ring mit Prim-
zahlcharakteristik p und a € 7 eine ganze Zahl. Dann gilt in R:

al =a

Beweis. Fiir p = 2 gilt —1 = 1 in R. Daher gilt (—a)? = (-1)?a”? = —a? € R
fiir alle Primzahlen p. Es reicht also a € N zu betrachten. Wir zeigen die Aussage mit
Induktion. Fiir a = 0 gilt die Aussage. Betrachtenun (a+1)? =afP+1” =a+1 € R.
Die erste Gleichheit folgt aus Satz 1.27, die zweite gilt nach Induktion. O

Insbesondere gilt in der Situation von Satz 1.28 fiir Elemente a € Z, welche in R
invertierbar sind, die Gleichung a?~! = 1inR.

1.5 Modulare Arithmetik

Den grifiten gemeinsamen Teiler von zwei ganzen Zahlen k und £ bezeichnen wir
mit ggT(k,¥); es ist die gréBte natiirliche Zahl, die sowohl k als auch £ teilt. Den
grofiten gemeinsamen Teiler von k und O definieren wir als die Zahl |k|. Zwei Zahlen
heifden teilerfremd, wenn ihr grofiter gemeinsamer Teiler 1 ist. Fiir das Rechnen im
Restklassenring 7 /nZ hat sich fiir ganze Zahlen k, £ und n die Schreibweise

k=¢ modn

etabliert; sie bedeutet nichts anderes als k + nZ = £ + nZ. Wir sagen dann, k ist
kongruent ¥ modulo 7. Es gilt genau dann k = £ mod », wenn sich k und £ um ein
Vielfaches von n unterscheiden. Mit k mod 7 meinen wir die eindeutig bestimmte
Zahlr € {0,...,|n| — 1} mit k = ¥ mod n. Haufig zieht man k mod » als Repra-
sentant der Restklasse k + nZ heran. Mit (Z/nZ)* bezeichnen wir die Gruppe der
Einheiten des Rings 7 /nZ. Dies sind die Restklassen, die ein multiplikatives Inverses
besitzen.

1.5.1 Der euklidische Algorithmus

Der euklidische Algorithmus (Euklid von Alexandria, Wirken um 300 v. Chr.) ist ein ef-
fizientes Verfahren zur Berechnung des gré3ten gemeinsamen Teilers. Da ggT(k, ¥) =
ggT(—k,¥) = ggT(¥, k) gilt, geniigt es natiirliche Zahlen k und ¥ zu betrachten. Sei
0 < k < £ undschreibe ¥ = qk+7,wobei 0 < v < kder Restist. Es gilt+ = £ mod k.
Jede Zahl, die k und den Rest 7 teilt, teilt auch die Summe £ = gk + . Jede Zahl, die



