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Avant-propos

La théorie de la relativité générale constitue, avec la théorie quantique, 'une des
plus grandes avancées scientifiques du Xx° siécle. Le cadre mathématique sur lequel
elle s’appuie est celui des variétés pseudo-riemanniennes, et I'une des découvertes
majeures d’Albert Einstein est d’avoir compris le lien entre la gravitation, la matiére
et la géométrie de notre espace physique rebaptisé espace-temps.

Tout étudiant en physique connait les efforts et la persévérance dont il faut faire preuve
pour comprendre les bases de la relativité générale. Les enseignants en Master, dans
les écoles doctorales ou dans les Grandes Ecoles, savent également les difficultés que
I’on rencontre lorsqu’il s’agit d’exposer une théorie si fondamentale. Pourtant, les
applications pratiques et les conséquences théoriques dans l'astrophysique moderne
sont innombrables et incontournables.

Cet ouvrage de problémes et d’exercices, de difficulté variable, a été construit dans
I'unique but d’aider tout étudiant, chercheur ou curieux souhaitant assimiler les bases
de la relativité générale via la pratique du calcul, tensoriel notamment, et du raison-
nement mathématique et physique. De nombreuses démonstrations de cours, premiers
tremplins vers des calculs plus complexes, sont ainsi intégrées dans des problémes plus
généraux et souvent trés classiques. Chaque probléme ou exercice fait I'objet d’une
correction suffisamment détaillée pour permettre un travail parfaitement autonome
de I'étudiant du Master au Doctorat.

Les deux premiers chapitres sont congus pour amener le lecteur a se familiariser avec
les notions mathématiques essentielles de géométrie différentielle et de calcul tensoriel.
De nombreux points de vocabulaire sont introduits, et I’espace-temps est présenté et
étudié dans le cadre plus général des variétés pseudo-riemanniennes.

Le troisiéme chapitre met ’accent sur le probléme récurrent de la mesure du temps,
des distances et des énergies par un observateur plongé dans un espace-temps courbé
par un objet massif, ou bien artificiellement accéléré au cours d’'un voyage spatial.
Le probléme pratique des systémes de géolocalisation est abordé, tout comme celui
de la gravitation en champ faible faisant le lien avec la gravitation de Newton.
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Les chapitres quatre et cinq abordent 1’étude de ’espace-temps au voisinage des deux
principaux types de trous noirs observés dans I’'Univers que sont les trous noirs & symé-
trie sphérique, sans rotation ni charge électrique, appelés trous noirs de Schwarzschild,
et les trous noirs en rotation mais dénués de charge électrique que ’on nomme trous
noirs de Kerr. Le formalisme 31, utilisé de nos jours dans de nombreuses publica-
tions, est présenté au lecteur.

Le chapitre six propose une introduction a I’étude des ondes gravitationnelles, depuis
la linéarisation de I’équation d’Einstein jusqu’aux conséquences pour la perte d’énergie
d’un systéme binaire d’objets compacts.

Dans le chapitre sept, on introduit le tenseur énergie-impulsion et le tenseur
champ électromagnétique. Divers exemples, comme les célébres équations de Tolman-
Oppenheimer-Volkoff, permettent de découvrir leur utilisation dans le cadre de I’hy-
drodynamique et /ou de I’électrodynamique relativiste. Le formalisme 3+1 est de nou-
veau abordé et nous conduit a la projection des équations d’Einstein et des équations
de Maxwell. Enfin, une construction du champ électromagnétique dans la magnéto-
sphére d’un trou noir de Kerr est destinée a préparer le lecteur a I’étude du processus
de Blandford-Znajek.

Dans le chapitre huit, c’est une présentation du role de la relativité générale dans la
cosmologie moderne qui est proposée au travers d'une série d’exercices et de problémes
dont certains sont issus du cours donné par Frangois-Xavier Désert en Master 2,
a I’Université Joseph Fourier de Grenoble.

Les notations utilisées, les définitions et les relations fondamentales de la relativité
générale sont regroupées dans un formulaire placé en fin d’ouvrage permettant a
I’étudiant d’avoir un apergu synthétique des bases de la théorie.

D. Gialis
14 juin 2013

Avertissement — Au début de chaque probléme, des lettres indiquent le niveau de
difficulté : [M] signifie accessible dés la premiére année de Master, [MD] signifie ac-
cessible aux étudiants en fin de Master et plus, et enfin, [D] est réservé aux problémes
les plus difficiles de niveau Doctorat.

Notations — La sommation associée aux indices est faite selon la convention
d’Finstein. En revanche, le type de lettres (latines ou grecques) pour lécriture des
indices et la correspondance au type de coordonnées (spatiales ou temporelles) varient
selon les problémes.
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Chapitre 1

Introduction a la géomeétrie
différentielle

[M] ® EXERCICE 1.1

Les notions de base naturelle et de vecteur tangent sont illustrées dans cet exercice
de niveau élémentaire.

Courbes et vecteurs tangents — Dans ’espace euclidien R?, muni de coordonnées
cartésiennes {x, y, z}, on considére un point P de coordonnées (0, 1,0) par lequel
passent trois courbes définies par

Ci(0) = (A 1,0),
C2(€§) = (sing, cos&, §) ,
Cs(p) = (sinh p, cosh p, p + p°).

1 — Calculer au point P, df/dX, df/dg, et df/dp, pour la fonction f telle que
f(l’,y,Z) :1.2 _y2 +22‘

2 — Déterminer les composantes des vecteurs tangents d/d\, d/d¢, et d/dp, a
chacune des courbes, au point P et dans la base {9/0z,0/0y,0/0z}. Que dire
alors des trois courbes 7

» SOLUTION

1 — En dérivant la fonction f par rapport & un parameétre 7 € {\, &, p}, on obtient

df of ox  Of 0y  Of 0z

ar ~ 9z 0r 9y or | 9z o
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%:0, g—g:—sing, g—ij):sinhp,

Au point P de coordonnées (z = 0,y = 1,z = 0), c’est-a-dire (A = 0,£ = 0,p = 0),

on déduit
dfy _ ary _ ary _
(&)= (@), (&),

2 — On peut écrire

A _0e0 o 920
dX XN Ox  OXNOdy O\ 0z’
d_wo oo 0:0
d¢ — 9¢ 0x O Oy O 9z
d_0o o 0:0
dp  0pox  Opdy 0Op Iz’
ce qui, d’aprés la question précédente, donne au point P de coordonnées (z = 0,
y=12=0),
d d d
a_(lvoal)v d_g_(]-voa]-)v d_p_(]-aoa]-)a
dans la base {9/0x,0/0y,0/0z}. Les trois courbes sont donc tangentes en P.

[M] ® EXERCICE 1.2

Le but est ici de définir une géodésique sur une surface de I'espace euclidien et d’en
déterminer explicitement les équations.

Géodésiques sur la sphére S; — On se place dans 'espace euclidien R?. Une
géodésique d’une surface S C R? est une courbe +, de classe C* sur I C R, tracée
sur S telle que, pour tout t € I, et tout vecteur T du plan tangent & ~y en t,
(%) 1L T. On admet que cette courbe est un arc paramétré régulier, c’est-a-dire
tel que, Vt € T, %(t) # 0.

Remarque : on notera que 7(t) et ses dérivées (), 5(¢) sont des vecteurs.
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1 — Soit {u,v} un systéme de coordonnées de S, et o une courbe réguliére de S
de classe C* sur I C R. Montrer que, Vt € I,

16O = E(u(t), v(t) (i(t)* + 2 F (u(t), v(t)) (t) 5(t) + G(u(t), v(t)) (0(t))* ,

avec E, F' et G trois applications que I'on exprimera sous la forme d’un produit
scalaire noté < .,. >.
|I?

2 — On admet que la fonction £ : (¢,u,v,u,0) — ||o(t)||* vérifie les équations

d’Euler-Lagrange. Démontrer que o est une géodésique.
3 — Montrer que toute géodésique est parcourue a vitesse constante.

4 — On consideére la sphére Sy = {z € R3, ||z||> = 1}. Soient I CR et y: I — Sy
une géodésique de Sy. Montrer qu’il existe une fonction A : ¢ — < (t),y(¢) >,
telle que 4(t) = A(t) v(t). En déduire les équations des géodésiques sur Ss.

» SOLUTION

1 — On peut écrire, par définition, o(t) = M (u(t), v(t)), avec M un point de o, ce qui
donne

,(t)_aM,+8M,

= YT T Y

avec {OM/0u,0M/Ov} la base naturelle associée au systéme de coordonnées {u, v}
sur S. La norme au carré s’écrit donc

lo(®)||? = E(u,v) 4* + 2 F(u,v) 40 + G(u,v) 9?,

avec

oM oM oM oM oM oM

E(u,v):< %,% >, F(u,v):< %’W >, G(U,’U):< E,W>

2 — Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent
da(ocy o
dt \ du ou

d <a£> or_ o

at\ov) v
c’est-a-dire
d . o oE or .. 0G .,
" (E(u,v)u+ F(u,v)0) = <8uu +28 o+ 5 " > ,

d . .
T (F(u,v)u+ G(u,v)0) =
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De plus,
oM
E(u,v)u+ F(u,v)0 =<7, rm
oM
F(u,v)t+ G(u,v) 0 =<4, 0
ce qui implique

i(E(u,v)’[L—ﬁ—F(u,y)i}):<5— a_M>+<é—’%(a_M> >,

dt " Ou ou
d . . . OM . d [OM
E(F(u,v)u—I—G(u,v)v) —<0,E >4+ < e (E) >
Enfin,
V(OB o O 4y G ) _ M, | O°M o>
2 \ou " 8uuv 8uv B 62“ 8u81}
oM\ . -
dt ou )7
L (OE e 9 08y 4 25 g2 —<Qi—ﬂ+§ﬂ%®d>
A ov ov - 8 v ou? 7’
oM\ . -
dt o )77
Les équations d’Euler-Lagrange donnent donc
<o, % >=0,
<o, W >=0,

ce qui signifie que & appartient au plan tangent a S en t. Autrement dit, o est une
géodésique.

3 — Soit v une géodésique. On a simplement

d
3 (I7) = (<77>)—2<vv> 0,
puisque 4 L 4. La vitesse est donc constante le long d’une géodésique.

4 — La courbe v étant une géodésique, le vecteur Oﬁ, égal a ~(t), est tel que
[[OM]| =1, ce qui s’écrit aussi < y(t),v(t) >= 1. En dérivant deux fois, on obtient
<), 7(8) >+ <A(t),7(t) >=0.

Comme < ¥(t),¥(t) > est constant, on peut définir une fonction A constante telle que

——
At) = — < 4(t),5(t) >= —w?. Cela montre aussi que OM 1 4. On dispose donc,
pour ~, de I’équation différentielle suivante :

¥+wry=0.
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Les géodésiques sur la sphére Sy sont donc telles que

~(t) = v(0) cos(wt) + @ sin(wt).

Autrement dit, une géodésique est un grand cercle défini comme l'intersection de Sy
avec le plan dont une base est {OM,7(0)}, avec OMy = ~(0).

B EXERCICE 1.3

Cet exercice illustre simplement, par I’étude d’un exemple, la notion de métrique
induite, si importante en relativité générale.

Métrique induite — Dans l’espace euclidien R*, muni d'un repére {O, €,, €, €.}
cartésien, on considére une courbe C : s — (z(s),0, 2(s)), paramétrée par son
abscisse curviligne s.

1 — Paramétrer la surface de révolution engendrée par la rotation autour de
laxe (Oz).

2 — Calculer la métrique induite par la métrique euclidienne dans cette paramé-
trisation.

» SOLUTION

1 — Pour obtenir une paramétrisation de la surface de révolution, il suffit d’exprimer
les coordonnées d’un vecteur quelconque de cette surface, qui sont obtenues aprés
rotation d’'un vecteur de la courbe. Cette paramétrisation s’écrira ainsi

B cos(p) —sin(p) O x(s) x(s) cos(p)
Y :(s,p)—~ | sin(p) cos(p) O 0 = | x(s) sin(p)
0 0 1 z(s) z(s)

2 — Un vecteur déplacement élémentaire sur cette surface s’écrit

- 0% %
d¥ = s ds + 3 dp,
avec
o5 [ #(s)cos(n)
o5 @(s) sin(p) | ,
o5 —x(s)sin(p)
5= | = o)
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La métrique induite est donc donnée par
do? = [|dZ]|? = (#(s)? + 2(s)?) ds® + 2(s)* dp?,

en notant #(s) = dz/ds, et Z(s) = dz/ds. La variable s étant 1’abscisse curviligne
sur C, ds? = da? + dz?, clest-a-dire, #(s)? + 2(s)? = 1. Finalement, la métrique
induite est simplement : do? = ds? + x(s)? dp?.

[M] ®m EXERCICE 1.4

Le calcul de P’aire d’une pseudo-sphére dans un espace muni d’une métrique non-
euclidienne est un exercice classique.

Pseudo-sphére en dimension 3 — Soit I'espace R?, muni de la métrique g telle
que g(ds,ds) = ds? = dz? + dy? — dz2. On définit la pseudo-sphére comme étant
la surface US = {(x,9,2) € R3, 22 + y?> — 22 = —1}. On appelle projection
stéréographique, 1'application qui, & un point (x,y) du disque, D, de rayon 2
et de centre N = (0,0, 1), tangent a la pseudo-sphére en N, associe le point
d’intersection de la droite passant par les points S = (0,0,—1) et A = (z,y,1)
avec la pseudo-sphére (voir figure 1.1).

1 — Exprimer, dans le systéme de coordonnées {xz,y}, la métrique induite par la
forme quadratique g sur la pseudo-sphere.

2 — Quelle est 'aire de la pseudo-spheére 7

» SOLUTION

1 — Soit M = (xzap,ynm,2zym) un point de la pseudo-sphére. On peut y associer le
point A du disque en écrivant SM =t SA, avec t > 1. On déduit facilement

{ep=te, yyy =ty, zm =2t —1}.

Comme z%; + y3, — 23, = —1, on a alors ¢ (2% + y? — 4) = —4, et la paramétrisation
suivante pour la pseudo-sphére,

B 4x
xM_4—ac2—y2’
_ Y
wa—m,

4+ 22492
EM = 7% 5

4 — g2 — g2
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S

Figure 1.1 — Projection stéréographique de la pseudo-sphére.

De plus,

dry = xdt + tdx,
dyy = ydt +tdy,
dZ]V[ =2dt.

On peut donc écrire, en réarrangeant les termes,
dad; +dyi; —d23, = (2% +y? — 4) dt? + 2t dt (xdz + ydy) + t* (dz? + dy?).

De Pégalité t (22 +y? —4) = —4, on a la relation (2% +y% —4)dt+2¢ (rdx+ydy) = 0,
ce qui implique

da?, + dy3, — dz3, = % (d2® + dy?).
La métrique induite s’écrit donc

16

— (dz?® 4+ dy?).
(4—1‘2—y2)2(x + y)

do? = da3, + dy3, — dz3, =
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2 — D’aprés la métrique induite, I’élément d’aire s’écrit

16

L’aire de la pseudo-sphére est donc égale a

S = / T 3 dxdy—/ / rdrd9 5y = T00.
4—x o

[M] W EXERCICE 1.5

La dualité métrique est une notion fondamentale pour comprendre les bases du calcul
tensoriel et de la géométrie pseudo-riemannienne. Une interprétation géométrique
vient illustrer ici sa définition et ses propriétés.

Dualité métrique — On se place dans une variété pseudo-riemannienne )V munie
d’une métrique g. En tout point M de V, et pour tout vecteur u de ’espace
vectoriel tangent Tps()), on peut définir une unique forme linéaire u* de T%,(V)
telle que

*:TM(V) — R
v = u(v)=g(u,v).

On dit que u* est associée a u par dualité métrique. Dans une base B = {e,},
les coordonnées covariantes v, d’un vecteur u sont définies comme les coordonnées
de la forme u* dans la base duale B* = {e/} de B.

De la méme fagon, les coordonnées contravariantes u* d’une forme linéaire u*
sont définies comme les coordonnées dans B de 'unique vecteur u tel que,
Yv* € Ty, (V), vi(a) = g*(u*,v*). On dit alors que le vecteur @ est associé a
u* par dualité métrique.

1 — Exprimer les coordonnées covariantes d’un vecteur u en fonction de ses coor-
données contravariantes dans une base B = {e,}, et de g, = g(e,,e,). En dé-
duire les coordonnées covariantes d’un vecteur de la base 5.

2 — Exprimer les coordonnées contravariantes d’une forme linéaire u* en fonction
de ses coordonnées covariantes dans la base B* = {e/}, et de g"” = g*(e", e”),
avec g* le tenseur dual de g. En déduire les coordonnées contravariantes d’un
vecteur de la base B*.

3 — Les formes linéaires associées aux vecteurs de la base B forment-elle une base
de T3,(V)?

4 — Montrer que le produit scalaire entre un vecteur ey de la base B et le vecteur
11 associé a la forme linéaire e de la base B* est égal au produit scalaire entre la
forme linéaire e* et la forme linéaire u* associée au vecteur ey .
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5 — Donner une interprétation géométrique des coordonnées covariantes et contra-
variantes d’un vecteur u en choisissant une base normalisée mais non orthogonale
pour g. Que se passe-t-il lorsque la base est orthonormée ?

» SOLUTION
1 - Si, dans la base B, u = u" e, la définition de u* donne
u*(e,) = g(u" ey, e)) = g u,
et, en posant u* = u, e",
u*(e,) =u,et(e)) =u, 08 =u,,

c’est-a-dire, u, = g, . On en déduit la p-idéme coordonnée covariante, notée (ey),,
d’un vecteur ey de la base B qui s’écrit donc (ey), = gxp-

2 — On pose u = ute, dans la base B, et u* = u,e” dans la base B*. On
a donc d’une part, e’(4) = u"e’(e,) = u”, et, dautre part, par définition,
e’(a) = g*(u*,e") = g" u,. Ainsi, ¥ = ¢" u,. On en déduit la p-iéme coor-

donnée contravariante, notée (e*)*, d’'une forme linéaire e* de la base B* qui s’écrit
donc (e*)H = g,

Remarque : si u* est associée 4 u par dualité métrique, alors 1 = u.

3 — Puisque les formes linéaires {wy} associées aux vecteurs de la base B ont pour co-
ordonnées les composantes covariantes du tenseur métrique, on a : det g # 0 équivaut
a {wy} est une base de T}, (V).

4 — Le vecteur @ associé a la forme linéaire e*

scalaire est

slécrit 1 = gM e,, donc le produit

glex, 1) = g™ gler,e,) = g™ gru = 1.

Attention, dans cette expression, A est fixé, et la sommation se fait uniquement
sur /... La forme linéaire u* associée au vecteur ey s’écrit u* = gy, e", donc le
produit scalaire est

Mut) =gaugtletet) = g gt =1,

*
g'(e
o1, la encore, la sommation se fait uniquement sur g. On a donc bien égalité des deux
produits scalaires.

Remarque : on notera que g(e,, ) = J2 et g*(e?, u*) = 5.
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5 — Dans une base normalisée {e,, }, soit v le vecteur de coordonnées contravariantes v*
égales aux coordonnées covariantes u, d’'un vecteur u. D’aprés les questions précé-
dentes, v = g(u,e,), donc v est la somme des projections orthogonales (pour g) du
vecteur u sur les vecteurs de la base {e, }. Chacune de ces projections sur un vecteur
de base ne dépend pas des autres vecteurs de base, mais uniquement de la métrique
via le produit scalaire. Par définition, chacune des coordonnées contravariantes d’un
vecteur u correspond quant a elle & la projection sur un vecteur de base parallélement
a tous les autres vecteurs de la base (voir figure 1.2). Les coordonnées covariantes et
contravariantes d’un vecteur ne sont donc égales que lorsque la base est orthogonale
(ici, orthonormée).

IS" Références bibliographiques : [5], [12], [17], [15].

€9 4

>

€

Figure 1.2 — Coordonnées covariantes et contravariantes en dimension 2 : les vecteurs

u = (u',u?) et v = (u1,u2) sont différents lorsque la base n'est pas orthogonale.

[M] W EXERCICE 1.6

Quadri-vecteurs de genre lumiére, temps et espace — On se place dans un
espace-temps muni d’une métrique g de signature (+,—,—,—), et P'on étudie
quelques-unes des propriétés des quadri-vecteurs selon leur genre.

1 — Soient x et y deux quadri-vecteurs non nuls de genre lumiére définis en un
point P de cet espace-temps.

(a) Montrer que si le pseudo-produit scalaire entre x et y est nul, alors les deux
quadri-vecteurs sont colinéaires.

(b) Montrer que tout vecteur orthogonal au vecteur x est soit de genre lumiére,
soit de genre espace.
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2 — Soit u un quadri-vecteur de genre temps défini en un point P de cet espace-
temps.

(a) Montrer que tout quadri-vecteur v colinéaire & u est aussi de genre temps.
(b) Montrer que tout quadri-vecteur v orthogonal & u est de genre espace.

3 — Soit u un quadri-vecteur de genre espace défini en un point P de cet espace-
temps. Montrer qu’il existe des vecteurs de genre espace, temps ou lumiére qui
sont orthogonaux a u.

» SOLUTION

1(a) — En tout point P de l'espace-temps, on peut définir un systéme de coordonnées
localement cartésiennes dans lequel le tenseur métrique a pour composantes cova-
riantes non nulles : gog = 1, et g11 = g22 = g33 = —1. De plus, par une simple rotation
spatiale, ce systéme de coordonnées peut étre choisi tel que, un des deux vecteurs
(par exemple, le vecteur x) n’ait qu’une seule composante spatiale non nulle. Enfin,
les quadri-vecteurs de genre lumiére ont, par définition, une pseudo-norme égale a 0.
On dispose donc des trois équations suivantes :

gu 'z’ =0,
G y"'y” =0,
9uv at yy =0,
la derniére de ces équations traduisant la nullité du produit scalaire. En choisissant

un systéme de coordonnées tel que les seules composantes non nulles du vecteur x
soient 20 et !, les équations précédentes peuvent se réécrire simplement

@°)? = ") - ) - ) =0,

ce qui implique que (y°)% = (y!)?, et par suite (y*)? = —(y®)?, ou encore y?> = y3 =0 :
les vecteurs x et y sont donc colinéaires.

1(b) — Si le vecteur y est quelconque, la seule équation qui change, dans le systéme
précédent, est la derniére. On a donc

avec A, la pseudo-norme de y. On en déduit donc que si A # 0 alors A < 0 et y est
de genre espace.

2(a) — En posant v = Au, avec A # 0, on obtient g(v,v) = A2g(u,u) > 0, donc v
est aussi de genre temps.
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2(b) — Comme dans la question précédente, on peut définir un systéme de coordonnées
localement cartésiennes dans lequel u et v ont pour coordonnées, respectivement,
(u,ut,0,0) et (v°, 01,02 v3). Comme u est de genre temps, (u”)? — (u!)? > 0, et
I'orthogonalité de u et v implique (u%)? (v°)? = (u')? (v!)2. Ainsi, on déduit que
(vh)? > (v°)2, et donc g(v,v) < 0.

3 — On reprend la démarche précédente. Soient u de genre espace et de coor-

données (u°,ut,0,0), et v de coordonnées (v° vl v? v3) orthogonal & u. On a :

()2 — (u)? <0, et (u0)? ()2 = (u)? (v1)2

~ Siv? =0, comme u' # 0, v* =0, et g(v,v) <O0.

— Si v? # 0, comme (u®)? < (u)?, (v°)? > (v})2 Donc, si v? = v? = 0, alors
g(v,v) > 0, et si v? et v* sont telles que (v°)2 = (v1)? + (v?)? + (v*)2, alors
g(v,v) =0.

Le quadri-vecteur v n’a donc pas de genre défini.

B EXERCICE 1.7

La dérivée de Lie est un outil important qui sera souvent utilisé, notamment dans le
chapitre 7. Elle est introduite ici dans le cadre plus général des dérivations.

Dérivée de Lie — On considére une variété pseudo-riemannienne munie d’un sys-
téme de coordonnées {z/}, dont la base naturelle associée est {e,}. Par défi-
nition, une dérwation v est une fonction qui transforme tout champ scalaire
f en un autre champ scalaire v(f), et qui posséde les propriétés suivantes :
(2) v(f +9) = v(f) +v(g), (b) v(fg) = v(f)g+ folg), et (c) si k est une

fonction constante, v(k) = 0.

1 — Soit v une dérivation et V un vecteur de composantes v*, telles que v* =
v(a#). Montrer que pour tout champ scalaire f, v(f) = Vv f, avec Vy f = v¥ 0, f.

2 — Pour tout champ scalaire f, en notant V[f] = wo(f), montrer que
V[fl=< V[,V > ou Vf est le gradient de f.

3 — Soient v et w, deux dérivations. Montrer que le crochet de Lie [v, w], défini
pour tout f par

[0, w](f) = v(w(f)) —w(v(f)),

est aussi une dérivation. Exprimer les coordonnées [v, w|(z*), dans la base {e,},
du vecteur associé a [v,w], en fonction des coordonnées des vecteurs V et W, tels
que V[f] = v(f) et W[f] = w(f). Quelle expression équivalente peut-on donner
a ces coordonnées lorsque le tenseur de torsion est nul ?
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4 — On appelle dérivée de Lie du champ vectoriel W dans la direction de V
LvW = [V, W],

en notant [V, W] = [v,w]. Pour un champ scalaire f, la dérivée de Lie, dans la

direction de V, est : Ly f = V][f].

(a) Déterminer les coordonnées, dans la base duale {e*}, de la dérivée de Lie,
suivant V, d’une forme linéaire ® = ¢, /.

(b) Soient w,, et w*, les coordonnées covariantes et contravariantes d'un champ
vectoriel W : & quelle condition Lv (w*) = 0 implique Lv(w,) =07

5 — Soit T, un tenseur de composantes covariantes 7),,. Déterminer les coor-
données, dans la base {e* ® e”}, de la dérivée de Lie, dans la direction de V,
du tenseur T.

6 — Soient V et W, deux champs vectoriels quelconques, et P et ) deux points
de coordonnées respectives z# et x* + hv*, avec 0 < h < 1. On effectue un chan-
gement de coordonnées en @, tel que les nouvelles coordonnées de () soient égales
aux coordonnées de P. Exprimer les nouvelles coordonnées contravariantes w'*,
du vecteur W en (). En déduire que

o) = i PHQ = P)

» SOLUTION

1 — Soit P un point fixe quelconque de la variété, de coordonnées z;. Pour tout autre
point M, de coordonnées z,, on peut écrire, au premier ordre

fF(M) = f(P)+ (2 — 2%p) 0, f(P).
En appliquant la dérivation v, on obtient simplement
o(f(M)) = v(ahy) 0uf(P)
ce qui implique

v(f(P)) = v(ap) 0uf(P) = v"(P) 0, f(P).

2 — Le gradient de f s’écrit : Vf = 9, f €”, avec {€”}, la base duale de la base naturelle
associée a {z*}. Donc, on a

<V V>=00,f <e’ e, >=0v"d,f =VI[f].
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3 — Pour tous champs scalaires f et g, on a les relations :

[0, wl(f + 9) —v( (f) +w(g)) —wlv(f) +v(g))
(f)) = w(v(f)

= v(w
[v, }(fg)—v( ( ) g
(

v

)+
Jo(w(g)) — (v(g)) v(w(f)) —gw(v(f))
= f [v,w] 9)+g[v wl(f),
[v, w] (k) = v(w(k)) —w(v(k)) = v(0) —w(0) =0,

w(g) +
w(g)
(9)
(

avec k une constante. La fonction [v, w] est donc bien une dérivation. Les coordonnées
des vecteurs V et W, dans la base naturelle, sont respectivement v* = v(z*), et
wh = w(xt), donc

[v, w](2") = v(w(z")) — w(v(z")) = v(w") —w(©")
=¥ d,w! — w” Jv* .
Lorsque le tenseur de torsion est nul, les coefficients de connexion sont symétriques :

FAW = FAW. On peut donc remplacer les dérivées partielles par les dérivées cova-
riantes :

[v,w](z*) = V" V,u* —w” V, o .
4(a) — Pour tout vecteur W, on peut exprimer la dérivée de Lie du scalaire
2(W) = ¢, w
Ly (dyw”) = (Lv (b)) 0’ + ¢y (Lv(w”)) = 0 (¢ w"),

avec les relations,

$u (Lv (w”)) = ¢y (V" Drw” — w Inv”)

v Or (g w”) = 0N (Ordy) w” + 1 ¢y, (Oaw”),
ce qui implique, en réarrangeant les indices,

(Lv(pa) w = (V7 Dy dx + ¢y Orv”) w.

Le vecteur W étant quelconque, on déduit

Ly (¢x) =" Oy o + ¢, O\0" .

4(b) — Supposons que Ly (w*) =0, on peut écrire,

Ly (wy) = Lv(gur U’)\)
= Ly (gur)
= (9or0uv7 + gue0rv?)
= w (D, vr + O\vy).
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La condition d’annulation de Lv (w,) est donc d,v\ + v, = 0, ¢’est-a-dire V est un
vecteur de Killing.

5 — Pour tous vecteurs U et W, la dérivée de Lie du scalaire T}, u* w”, suivant le
vecteur V, s’écrit

Ly (T vt w”) = Ly (L) ut w” + T Ly (u) w” 4 )y v Ly (W)
= ON(Ty uH w”),

avec les relations

Ty Lv (uh)w” =T, w” (U’\ o —ut dyY),

Ty u* Ly (w”) = Ty ut (0 O w” — wt dyv”),

o ONTy v w”) = IR ON(Ty) uH w” + v Ty w” O\ut + v T u* O w" |
ce qui implique,
Lv(Ty) utw” = (U’\ ON(Tu) + T 8“11’\ + Ty 8VU)\) ut w” .

Les vecteurs U et W étant quelconques, on déduit

Lv (TMV) = ’UA O (ij) + Ty 8“1})‘ + T“)\ 8y1})\ .

6 — Le changement de coordonnées en ) s’écrit : 2'# = z* — hv*, ce qui implique

oz’

oxv

= 6" — ho,v".

Par ailleurs, au premier ordre en h, w”(Q) = w"(P) + hv* O w”(P). Les nouvelles
coordonnées du vecteur W en @ sont donc données par

Ox'H
= ozv v

w™(Q) (Q) = (84 — h ") [w” (P) + hv* dyw” (P)],

au premier ordre en h. Ainsi, on a
w*(Q) = w" (P) + hv* d\w" (P) — hw” (P) d,v* .
En passant a la limite, on obtient

i W(Q) = w(P)

— A H v e
=" Ohw' —w” d,v
h—0 h v ’

c’est-a-dire

I
hli% h

I¥" Reéférences bibliographiques : [9], [12], [15], [17].
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[M] W EXERCICE 1.8

Changement de coordonnées dans I'espace-temps — On considére un espace-
temps muni d’une métrique et d’un systéme de coordonnées {t, z,y, z} tel que le
carré de 1’élément de longueur infinitésimal s’écrit

ds? = (2 — a®t?)dt? — 2atdtdz — d2® — dy?® — d2?, (1.1)

oll a et ¢ sont deux constantes non nulles.

1 — Par une transformation de coordonnées, montrer que ds? peut étre ramené
a I’élément de longueur de I’espace-temps de Minkowski exprimé en coordonnées
cartésiennes {t',z',y’, 2'}.

2 — Quelle est la vitesse d'une particule spatialement fixe dans le systéeme de
coordonnées {t,x,y,z}, mesurée par un observateur spatialement fixe dans le
systéme de coordonnées {t',z’,y', 2"} ?

3 — Pour quelle raison le systéme de coordonnées {t,z,y, z} ne permet-il pas de
décrire tout I'espace-temps de Minkowski ?

» SOLUTION
1 — On peut réécrire I'élément de longueur ds? de la facon suivante :
ds? = 2 dt? — (atdt + dz)? — dy? — dz2.

Ainsi, en posant 2/ = = + ‘12—tQ, t' =t, 3y = yetz =z on obtient un élément de
longueur de I'espace-temps de Minkowski

ds? = 2 dt"? — da? — dy’? — d2?.

2 — Pour la particule, la variation des coordonnées spatiales sur sa ligne d’univers
étant nulle : do = dy = dz = 0. De plus, comme dz’ = dz + at dt, la vitesse mesurée
par I'observateur est telle que : da’/dt’ = at’,dy’/dt’ = d2’/dt’ = 0, le temps ¢’ étant
le temps propre mesuré par cet observateur.

3 — Dans l'expression (1.1) de la métrique en coordonnées {¢, x,y, z}, on lit directement
gt = ¢ — a®t%. La métrique change donc de signature lorsque ¢t > c¢/a. Dans la
question précédente, on voit qu'une conséquence de ce changement est que la vitesse
de la particule peut dépasser la vitesse de la lumiére. C’est donc en contradiction avec

les propriétés de 1’espace-temps de Minkowski.
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[MD] W EXERCICE 1.9

Changement de coordonnées et élément de volume — On se place dans une
variété pseudo-riemannienne de dimension n munie de deux systémes de coor-
données {z#} et {z'#}.

1 — Pour toute fonction f intégrable sur un volume V quelconque de cette variété,

montrer que
/ f@a")\/]glda™ = / f'(@™) V/g'1da",
v v
avec g et g’ les déterminants du tenseur métrique relativement aux systémes de
coordonnées {z"} et {'#}, et f’ telle que f'(a'*) = f(z*). Conclure.

2 — Dans l'espace euclidien R?, un systéme de coordonnées {z/#} est reli¢ aux
2 /1 x/2
)

coordonnées cartésiennes {z*} par les relations : ! = 2/t + 22, 2% = 2
333 — 21,/1 x/2 + .TIS-
(a) Décrire les surfaces obtenues en fixant les coordonnées {x/#}.

(b) Déterminer les composantes covariantes du tenseur métrique dans le sys-
téme {z'#}. En déduire que ces coordonnées ne sont pas orthogonales.

(c) Exprimer I’élément de volume infinitésimal dV dans le systéme {z/}.

» SOLUTION

1 — On sait que
[ sanydan = [ e,
v v
ou J est le déterminant de la matrice jacobienne de la transformation de coordonnées,

c’est-a-dire J = det(dz#/dz'"). Par ailleurs, les composantes du tenseur métrique se

transforment selon
, oz® 9xP
I = i gav 927

Le déterminant de cette derniére relation donne donc

Vgl =171V1gl,

et I'on obtient

[ ) Viglda" = [ @) VigTas”.
\z \z
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2(a) — En fixant les coordonnées {2/}, comme (2')? — (22)% = 42! 2/2, on obtient
I’ensemble des surfaces dont les équations cartésiennes sont de la forme
1
F(.%‘l,.’L‘2,l‘3) —_ 1‘3 _ 5 [(1‘1)2 _ (1,2)2] _ l‘/3,
avec '3 € R. Ce sont donc des paraboloides hyperboliques.

2(b) — II faut réexprimer le carré de 'élément de longueur ds? = (da')? + (dz?)?

+(dz?®)? en fonction des nouvelles coordonnées. On a facilement
dat = da’ + da'?,
dz? = da’t — da'?,
dz® = 22" da’ + 22/ da’? + da’.
On déduit alors
ds® = [2+4(2)?] (da")? + [2+ 4(2")?] (dz)? + (da')?
+ 82"t 2"? da™ da’? + 42’ da’t da”® + 42t da’? da? .

La présence des termes croisés dz/# dz'”, avec u # v, implique que ces coordonnées
ne sont pas orthogonales. Les composantes covariantes du tenseur métrique sont :

9/11 =2+ 4(1'/2)2v gé2 =2+ 4(1'/1)2a géS =1,

ro_ a1 2 A A ) ro_ 1 o1
G12 = gog =4z x'7, g13 = 931 = 2x 7, Go3 = 30 = 2T .

2(c) — L’élément de volume dV peut étre déterminé de deux fagons différentes. La pre-
miére utilise la valeur absolue du jacobien de la transformation des coordonnées :

|J| = | det(dz*/0x™)| .
Dans notre cas,

1 1 0
J = 1 -1 0|=-2.
2% 22t 1

Le systéme de coordonnées {x#} étant cartésien, on a ainsi
dV = dz! d2? da® = |J| da’ d2’? da’® = 2da’ da’? da’® .
La seconde méthode utilise le déterminant du tenseur métrique,

2 + 4(1./2)2 41./1 .’L‘/2 21./2
g=| 4atz? 2+4(z")? 22" |=4.
212 221 1

Nous obtenons alors

AV = /gda"t da”? da’® = 2da" d2’? da” .
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Chapitre 1 — Introduction a la géométrie différentielle

B EXERCICE 1.10

Le principe variationnel est un outil trés efficace qui permet d’obtenir rapidement les
équations des géodésiques. Le lecteur pourra, par exemple, se reporter au chapitre 4
et a la détermination des géodésiques dans I’espace-temps de Schwarzschild.

Equations des géodésiques et principe variationnel — On se place dans un espace-
temps £, muni d’'une métrique g. Une géodésique de £ peut étre définie comme
la ligne d’univers qui rend extrémal le temps propre d’une particule matérielle
reliant un événement A & un événement B.

1 — Aprés avoir exprimé le temps propre reliant deux événements A et B reliés
par une ligne d’univers quelconque de genre temps paramétrée affinement par A,
expliquer pourquoi une géodésique peut-elle maximiser ou minimiser le temps
propre ?

2 — On choisit une métrique de signature (—,+, +,+), et 'on définit un lagran-
gien £ par L(z#,&") = —g,, 2" &7, avec ## = dz* /d\. Démontrer, via le principe
variationnel, que 1’équation des géodésiques est de la forme

@t +TH pi% 3P =0,

ol les coefficients T'* of s’écrivent

1
Iag = 59" (98900 + 0agop = s gsa)-
Ces coeflicients sont appelés symboles de Christoffel ou coefficients de la connexion
(voir exercice page 23).

3 — On suppose que les composantes du tenseur métrique ne dépendent pas d’une
certaine coordonnée z*. Comment s’écrit I’équation d’Euler-Lagrange associée a
cette coordonnée ? Que peut-on en déduire ?

4 — Pour une particule massive en chute libre, montrer que les symboles de Chris-
toffel s’écrivent également

- 6_95/\ ﬁ
B pge gk Oxv ]
avec {£%}, un systéme inertiel local de coordonnées.

5 — Exemple 1 : Soit un espace-temps de de Sitter simplifié, en dimension 2, dont
la métrique est donnée par

ds® = —dt? + cosh? t dz?.

19
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(a) Donner les équations des géodésiques.

(b) Retrouver ces équations en appliquant le principe variationnel avec un la-
grangien qui s'écrit £2 = —(dt/dr)? + cosh? t (dz/d7)?.

6 — Exemple 2 : On considére un espace-temps dont la métrique est donnée par
ds? = A(r)dt? — B(r)dr? — r? d6? — 7% sin? 6 dy?,

ou A et B sont des fonctions strictement positives sur R .
(a) Déterminer les symboles de Christoffel.

(b) En déduire les équations des géodésiques.

» SOLUTION

1 — Par définition, l'intervalle de temps propre dr reliant deux événements infiniment
proches de € est tel que ¢*dr? = +g,,, daz# dz”, le signe dépendant de la signature de
la métrique : si la métrique a pour signature (+, —, —, —) alors c’est un signe +, et
si la métrique a pour signature (—,+, +,+), c’est un signe —. L’intervalle de temps
propre d7 reliant deux événements A et B quelconques, reliés par une ligne d’univers
" (\) de genre temps paramétrée affinement par A, s’écrit alors

dat dz”
I "X A

Une géodésique de genre temps minimise le carré de la pseudo-distance ds? entre deux
événements infiniment proches; si ds? > 0, alors ¢? dr? = ds? et la géodésique mini-
mise aussi le temps propre entre ces deux événements. En revanche, si ds? < 0, alors
c2dr? = —ds? et la géodésique maximise le temps propre entre ces deux événements.

2 — Les équations d’Euler-Lagrange s’écrivent

d(oLy_oL g
d\ \ 9in dxr

avec
oL .
oin =2 g 2",
oL 0o .o .

— T
Oxh oxh
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En dérivant par rapport a A la premiére expression, on trouve :

d (oL . dguw .,
a(%) = 2w S 2oy
.y G .o .0
= —2g,,5 —2 8;‘7 7 Y.

Aprés changement des indices et par symétrie du tenseur métrique, les équations
d’Euler-Lagrange deviennent

Ox™ ox°

P+ %g“" {2 9950 89(”} i’ =0,

avec 5 P P
980 .o . _ Y90 .o .5 9980 . 5

xoaxh = v’ + —— %%
Oze 0zb oz~

Conclusion, on obtient I’équation des géodésiques

2

i i’ =0,

avec les symboles de Christoffel,

1
Iag = 59" (95900 + 0agop = 0 gsa)-

Par symétrie du tenseur métrique, I, 5 =T";

3 - L’équation d’Euler-Lagrange associée & 2> est simplement

£ tant
@ = constante,
c’est-a-dire, g, ¥ = &) = constante. Autrement dit, la composante covariante &, du

vecteur tangent a la géodésique, suivant la coordonnée z*, est donc conservée le long
de cette géodésique.

4 — La particule étant en chute libre, on peut écrire

dee @ dg#t
Comme —— ¢ % @ , on obtient

dr ozt dr
d2§a 82§a dzt S 8§a d2l‘“
dr2 ~ 91z dr | Ozt dr?

o
En multipliant cette équation par ——, on trouve

oge”
ort 9% dat [890’\ 8&0‘} d2zH

g dr?

o0&« Ot dxt dr

=0.

0&x Qat
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oxr g 92 o [o¢ dav 9%¢e  da¥
aveC — —— = et = — . )
&> Q- H ordx+  OxHt |Qzv dr Ozt dxv dr
Par identification avec I’équation des géodésiques, on définit donc
F}\ N ox™ 825(1 .
e gge gk Qv
5(a) — Les composantes covariantes du tenseur métrique sont gy = —1 et

Joa = cosh? t. D’apres 'expression des symboles de Christoffel, les seuls symboles non
nuls sont les suivants :

t .
I, =sinht cosht,
4, =r%, =tanht.

Les équations des géodésiques s’écrivent donc

dr2

d2 dt d
z + 2tanht — a

2 2

ﬂ—i—sinht cosht <d_x> =0,
dr

dr? dr dr =0

5(b) — Le principe variationnel s’écrit § [ £2dr = 0. Les équations d’Euler-Lagrange,

d (oLEy oLk
dr \ of o
et q
- ] 2 oy —
o [cosh*(¢t) 2] =0

avec t = dt/dr et & = dz/dr, redonnent facilement les équations précédentes.

6(a) — Les composantes covariantes du tenseur métrique sont : gy = A(r),
grr = —B(r), goo = —12, et gy, = —1? sin® 0. Par définition des symboles de Chris-
toffel, les seuls symboles non nuls sont les suivants :

Uy = %gw rgrr = % ]Z/((:)) ’ Mo = —% 9" Orgeo = —% ,
Iy = _% 9" Orgpp = _% ; %9 =T%, = %g% Irgoo = % )
Fgw _ _%geeaggw = —siné cos#, re,=r%, = %gw Oy = % 7
%, =T%= %gw 09pp = % )
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6(b) — L’équation des géodésiques se traduit par les relations suivantes :

S—Z+F2t (%)ZP"W (%)ZP"@@ (%)ZP"W (j—f)Q =0,
gj%rmj—?j—ejtr“’w <(d1—f>2:0,
T arn i, -

I¥" Reéférences bibliographiques : [17], [19].

[MD] m EXERCICE 1.11

Unicité de la connexion de Levi-Civita — Sur toute variété pseudo-
riemannienne ), munie d’une métrique g, il existe une infinité de connezions
ou dérivations covariantes, notées V, telles que VM €V :

(@,0) — Vgi=u"V,0"é,,

avec {€,} une base de 'espace vectoriel Tj;(V) tangent & V en M, {e!} sa
base duale, et V,v* les composantes de la dérivée covariante Vv de ¢ telle que
Vv = Vvt €, ®e”. Ces connexions doivent vérifier les propriétés suivantes :

V(ﬁ’ v, U_;) € (TM (V))3a (17 ) Val+ Vg,
VigrsW = Vg + Vg,
et pour tout champ scalaire f défini sur V,
Viav=fVav,
Va(fv)=<Vf,u> v+ fVaU,
avec V f le gradient de f dans T%,(V), l'espace dual de Tar(V).

1 — Dans un systéme quelconque de coordonnées {z*}, donner l'expression de
< Vf,u > pour un champ scalaire f défini en un point M de V et un vecteur u
de TM (V)
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2 — Soit V une connexion définie par les coefficients ’yfb‘y tels que : Vg €, = %ﬁ\u €.
(a) Montrer que le vecteur V¥ peut se mettre sous la forme

Vat¥ = u® [8a(v") + 75, vPlE,,
avec @ = ut €, U = v"€,, et en notant €,(f) =< Vf,é, > pour tout champ
scalaire f (voir exercice page 12).

(b) Que devient cette expression si {€), } est la base naturelle associée & un systéme
de coordonnées {z*} 7 Exprimer alors la dérivée covariante d’un vecteur o.

(c) En déduire une définition de Vw = V,w, e* ® e” pour tout w € T},(V).
Généraliser cette définition a tout tenseur de type (5 )

3 — Soient C une géodésique de V pour la métrique g, et ¥ un champ vectoriel
de V tel que, en tout point de la géodésique C, u est un vecteur tangent a C.
A partir de I’équation des géodésiques (voir exercice page 19), et sachant que

U est transporté parallélement a lui-méme le long de C pour V (& Vgu = 6),
montrer que ’Yﬁ\y = FAW. Conclure.
4 — On définit le tenseur de torsion S, par rapport a la connexion V, par
S: Ty (V) x (Tu(V)? — R
(w,4,V) = <w,Val— Vzd+ [u,v] >,
avec [+, -] le crochet de Lie.

(a) Quelles sont les composantes de S dans la base naturelle associée a {z#}?
A quelle condition S est-il identiquement nul ?

(b) On suppose que S est identiquement nul. Montrer que Vg = 0, et que les
composantes de la dérivée covariante du gradient de tout champ scalaire f sont
symétriques.

» SOLUTION

1 - En un point M de V, le gradient d’un champ scalaire f s’écrit 0, f(M)e", avec
les vecteurs e de la base de T}, (V), duale de la base naturelle {e,}. Un vecteur &
se décomposera suivant @ = u* e,. On aura donc

< Vi >=0,f(M)el(u” e,) =u’ 8, f(M)o"

c’est-a-dire < Vf, 4 >=u"0,f(M) = u(f).
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2(a) — Par définition de la connexion, et d’aprés ses propriétés, on a

Vgl =< Vo, a> é,+v"Vze,
=u" <Vt e, > e, +v'u’" Vg e,
=u®Ea(v") &y + 07 u¥ 9l
= u® [€a (v") + 75, vié,.
2(b) - S {€,.} est la base naturelle associée a un systéme de coordonnées {z*}, alors
€, = 0, et I'expression devient

La dérivée covariante d’un vecteur v est alors simplement reliée & la connexion par

8 1%
Vi = {a% +ygavﬁ] g, ® e,

2(c) — Soit la forme linéaire w = w, e”. On a :
Vw(@)] = V(w, u”) = (Vyw, v’ +w, V,u’) et
ce qui équivaut a
Vv’ et =V(<w, i >) —w, V,u” et

On peut donc définir Vw comme le tenseur, de type (g), de composantes V,w, dans

la base {e* ® e}, et qui est tel que, pour tout couple de vecteurs (u, v),
Vw(i,v) = (< w, 4 >) — Vi(w, V).

Comme le gradient de < w, @ > s’écrit

V(< w, i >)=V(vgu®) = <% u® + Ou > e,

w22
Oxh ¢ Ozt

et d’aprés les composantes V,u” de la dérivée covariante de #, les composantes V ,w,,
sont telles que

Owq,

= Oun

[e3 83 v
Ut —wa Y, u’

v
Vauw, u

Aprés un changement des indices muets, on obtient

Ow o

VﬂwV:aTZ_rYVy,

Wea-
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Regardons a présent ce qui se passe, par exemple, pour un tenseur T de type G) :
celui-ci peut se décomposer dans la base {e, ® e*} selon T = TZ e, ® e*. Pour tout
(w, @) € T4, (V) x Tar(V), on a alors

V [T(w,@)] = V(T", w, u")

— (V,\TZ wy ut + TZ Vaw, ut + TZ wy, Vul) e,
ou encore
VAT, wy, ut et = V(TII’L wy ut) — (T’;L Voawy ut + T, w, Vaur) e

avec oV p ol
v VAN H vy OWy v s A
V(Tﬂwyu‘)— (8;10)‘ w,,u“—ﬁ—Tu BIS) u“—i—Tﬂwyw) e’

En définissant le tenseur VT de type (%) et de composantes VT, tel que, pour tout
triplet (w, @, ¥) € T3, (V) x (Ta(V))?,
VT (w,d,7) = VAT, wy, u” v

ot Ow Out
_ 1 v Wy v
a ( daA ' + T, dxA T oz

— TIZLV)\UJV ut — T’;wy V)\UH> o

. aT’;i v e% @ v oA
- 81‘>‘ +’ya)\Tp,_’yp,)\Ta Wy us v
On trouve alors facilement la généralisation de cette définition a tout tenseur T de

type (5 ) qui va donc donner un tenseur VT de type (qil).

3 — L’équation des géodésiques, paramétrées affinement par )\, s’écrit
dut

K“!‘Flgﬁuauﬂzo.

Par ailleurs, le transport paralléle de @ le long de C s’écrit
= —
Vau = u® [— +7§auﬁ} € =0,

avec
ou*  Out dx®  dut

dxe — dxe AN dA
puisque, par définition, u®* = da®/d\. On a donc

et, par identification, ’ygﬁ =T" - La connexion assurant le transport paralléle des
vecteurs tangents aux géodésiques est donc unique et ses coeflicients sont égaux aux
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symboles de Christoffel, eux-mémes étant définis de fagon univoque grace aux coeffi-
cients de la métrique. Ainsi,

L o
Yap = 9 g" (8,39(10 + 80905 - 8‘793(1)'

La symétrie du tenseur métrique implique 'yg 5= vg .- Cette connexion symétrique,
unique, est appelée connexion de Levi-Civita.

4(a) — Le crochet de Lie de deux vecteurs @ et ¥ est défini par
[@, 0] = (V" Oput —u” Oyvt) é,,.
On a donc
S(w, 4, V) = wy, [(u” Vo —v” Vyut) + 0" 0,ut — u” 0,0%]
— (7504 — ,YZB) wy, u® VP,

Les composantes de S sont donc : Sgﬁ = ’yga — 5- Le tenseur de torsion est identi-
quement nul pour la connexion de Levi-Civita.

4(b) — Par définition du tenseur métrique, g, = e, - e,. En dérivant,

a)\g,u,z/ = (a)\e,u,) -€e, + €, (aAeu) )
= FPHA Gpv + 1,5 9o -

Ainsi, la dérivée covariante du tenseur métrique a pour composantes
_ 12 P
V)\g/uz - a)\g,uz/ -T Iy Gpv — r o\ Yup s

c’est-a-dire, V g = 0.

Les composantes de V(V f) s’écrivent simplement

0
VoVl = 5 5(Vuf) =T, Vaf
0% f o
= dongwr Vel
0% f o
B
=V, V., [.

Elles sont donc symétriques.



