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1 Einleitung

1.1 Hintergrund der Arbeit

1.1.1 Nominalismus,Mengen und Fusionen

Gemäß einer genauso gängigen wie vagen Charakterisierung besteht der oder ei-

ne Variante des Nominalismus in der Ablehnung abstrakter Gegenstände.

Mengen sind das Paradebeispiel abstrakter Gegenstände. Jede Katze ist kon-

kret, die Menge der Katzen ist etwas abstraktes – und als solche für den Nomina-

listen nicht akzeptabel. Zudem kann der Nominalist mit Verweis auf Russell ein

logisches Argument gegen den Mengenbegriff anführen: intuitiv sollte es zu jeder

Eigenschaft F die Menge der F geben. Die übliche erststufige Formalisierung die-

ses Postulats ist inkonsistent.1

Der Fusionsbegriff ist dem Nominalist sympathischer, denn die Fusion kon-

kreter Gegenstände ist konkret: die Fusion der Katzen ist der aus allen Katzen be-

stehende Gegenstand. Er ist zwar unzusammenhängend über die Welt verstreut,

aber dennoch konkret. Der Fusionsbegriff wird auch nicht vom logischen Argu-

ment getroffen. Zu jeder nicht-leeren Eigenschaft F soll es die Fusion der F geben.

Die übliche erststufige Formalisierung dieses Postulats ist konsistent.2

Die vage Frage, ob sich der Mengenbegriff sich durch den Fusionsbegriff er-

setzen lässt, besitzt also nicht nur logisches, sondern auch philosophisches Inte-

resse.

Eine erste Analyse lässt daran zweifeln, dass die Frage zu bejahen ist. Zwar

teilt der Fusionsbegriff mit dem Mengenbegriff das Merkmal der Rechtseindeu-

tigkeit: sind Eigenschaften umfangsgleich, so sind ihre Fusionen identisch. Aber

der Fusionsbegriff ist imGegensatz zumMengenbegriff nicht linkseindeutig:Hase

und Hasenteil sind nicht umfangsgleich, ihre Fusionen jedoch identisch.3

1 Weiter ist derMengenbegriff unendlichkeitserzeugend. Aber daran braucht sich der Nominalist

nicht unbedingt zu stören.

2 Der Fusionsbegriff ist zudem nicht unendlichkeitserzeugend.

3 So gesehen ist der Fusionsbegriff vielleicht kein echter Komprehensionsbegriff. Immerhin: wir

können von dem Sachverhalt, dass die Fusion der Kinder von Adam identisch ist mit der Fusion

der Kinder von Eva, darauf schließen, dass Adam und Eva dieselben Kinder haben. Denn Kinder

sind Menschen und überlappende Menschen sind identisch. (Dagegen sind Hasen und Hasen-

teile in der Regel verschieden, auch wenn sie sich überlappen). Aber leider sind Fusionen von

Menschen in der Regel keine Menschen.
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1.1.2 Elementschaft und Überlappung

ImHinblick auf eine Präzisierung der gestelltenFrage ist es günstig, den Blick auf

Theorien der Elementschaftsbeziehung ε und Theorien der Überlappungsbezie-

hung ∘ zu lenken. Denn
z ist die Menge der F bzw z ist die Fusion der F

wird gemeinhin durch

∀u(u ε z ↔ Fu) bzw ∀u(u ∘ z ↔ ∃x(Fx ∧ u ∘ x))
erklärt.4 Welche Axiome sind mit ε bzw ∘ verbunden?
(i) Überlappung ist reflexiv und symmetrisch. Ferner enthalten überlappende

Gegenstände einen gemeinsamen Teil. Zusammengenommen führt dies zum so

genannten Überlappungsaxiom5

∀xy(x ∘ y ↔ ∃z∀u(u ∘ z → u ∘ x ∧ u ∘ y))
(ii) Das Extensionalitätsaxiom bzw Individuierungsaxiom6

∀u(u ε z ↔ u ε w) → z = w bzw ∀u(u ∘ z ↔ u ∘ w) → z = w

ist äquivalent mit der Forderung der Rechtseindeutigkeit des Mengen- bzw Fusi-

onsbegriffs.

(iii) Die oben angeführten Existenzpostulate gehen über in das Komprehensi-

onsschema ∃z∀u(u ε z ↔ Fu)

bzw das Fusionsschema

∃xFx → ∃z∀u(u ∘ z ↔ ∃x(Fx ∧ u ∘ x))
Das Komprehensionsschema ist inkonsistent: es enthält die Russell-Antinomie

∃z∀u(u ε z ↔ ¬u ε u)

4 So ergibt sich unmittelbar die Linkseindeutigkeit des Mengenbegriffs. Ist z die Fusion der F

und mit der Fusion z der F identisch, so sind F und F umfangsgleich, sofern jedes F bzw F,

was ein F bzw F überlappt, mit diesem identisch und Überlappung reflexiv ist.

5 Das Überlappunsaxiom ist äquivalent zur Konjunktion der Sätze ∀xx ∘ x, ∀xy(x ∘ y → y ∘ x) und

∀xy(x ∘ y → ∃z∀u(u ∘ z → u ∘ x ∧ u ∘ y)).

6 Ich übernehme die Bezeichnung aus [46].
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An konsistenten Instanzen enthält es den mit dem Leeremengeaxiom ∃z∀u¬u ε z
äquivalenten Satz ∃z∀u(u ε z ↔ u ̸= u)

sowie das Adjunktmengeaxiom

∀xy∃z∀u(u ε z ↔ u ε x ∨ u = y)

Das Fusionsschema ist konsistent. Sowohl das Summenaxiom

∀xy∃z∀u(u ∘ z ↔ x ∘ y ∨ u ∘ y)
als auch das Negataxiom

∀x(∃y¬x ∘ y → ∀x∃z∀y(∀u(u ∘ y → u ∘ z) ↔ ¬x ∘ y))
ist mit einer Instanz des Fusionsschemas äquivalent.

1.1.3 Die Theorien ASE und CI

Die Theorie ASE, eine Teiltheorie der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre mit

Auswahlaxiom ZFC, ist durch Extensionalitätsaxiom, Leeremengeaxiom und Ad-

junktmengeaxiom axiomatisierbar. Bezüglich relativer Interpretierbarkeit7 ist

ASE erheblich schwächer als ZFC. Immerhin ist die Robinson-Arithmetik Q in

ASE relativ interpretierbar.8 Da Q wesentlich unentscheidbar ist, ist folglich jede

konsistente Theorie, in der ASE relativ interpretierbar ist, unentscheidbar.

Goodmans Individuenkalkül aus [19] ist die durch Fusionsschema, Indivi-

duierungs- und Überlappungsaxiom axiomatisierte Theorie.9 Die Theorie CI ist

durch Summen-, Negat-, Individuierungs- und Überlappungsaxiom axiomati-

sierbar10 (also eine Teiltheorie von Goodmans Individuenkalkül) und in BA, der

Theorie der Booleschen Algebren, treu interpretierbar. Mit der Entscheidbarkeit

von BA ergibt sich so die Entscheidbarkeit von CI.11

7 Siehe [48].

8 Siehe [47]. Umgekehrt ist ASE in Q relativ interpretierbar. Siehe [49].

9 Siehe auch [67]. Goodmans Individuenkalkül ist endlich axiomatisierbar. Siehe [52].

10 Siehe [32].

11 Siehe [52].
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1.1.4 Ein Nichtinterpretierbarkeitsresultat

In [52] hat Niebergall gezeigt, dass ASE ist in keiner mit CI konsistenten L[∘]-
Theorie relativ interpretierbar ist. Der Beweis verläuft so:

Angenommen ASE ist in einer mit CI konsistenten L[∘]-Theorie relativ inter-
pretierbar. Da ASE endlich axiomatisierbar ist, enthält die betreffende Theorie

einen Satz φ, so dass ASE in der durch φ axiomatisierten Theorie und erst recht

in der Erweiterung von CI um φ relativ interpretierbar ist. Aber diese Erweiterung

ist konsistent und somit (siehe oben) unentscheidbar. Als endliche Erweiterung

von CI ist sie jedoch entscheidbar. Widerspruch.

1.1.5 Mereologien

Der polnische Logiker Lesniewski entwickelte von 1916 an einige Theorien des Fu-

sionsbegriffs, die er später Mereologien nannte.12 In [63], [65] und [22] wurden sei-

ne Theorien in vertraute Notation übertragen. Dasmereologische Axiomensystem

aus [22] besteht cum grano salis aus Überlappungsaxiom, Individuierungsaxiom

und dem Fusionsaxiom zweiter Stufe

∀X(∃xXx → ∃z∀u(u ∘ z ↔ ∃x(Xx ∧ u ∘ x)))
Es gibt also gute historische Gründe, Mereologien auf den Bereich der L[∘]- und
LL[∘]-Theorien zu beschränken.13 Aber nicht jede L[∘]- bzwLL[∘]-Theorie soll ei-
ne Mereologie erster bzw zweiter Stufe sein:

Konsistente Merologien erster Stufe sollten mit Goodmans Individuenkalkül

(und erst recht mit CI) konsistent sein. Denn Fusionsschema, Individuierungs-

undÜberlappungsaxiom ergeben sich aus der Analyse des Fusions- unddes Über-

lappungsbegriffs. Man wird keines dieser Axiome als synthetisch ansehen wol-

len. Mit dem Ergebnis von Niebergall ergibt sich so: nicht einmal ASE ist in einer

konsistenten Mereologie erster Stufe relativ interpretierbar. Konsistente Mereolo-

gien erster Stufe sind also bezüglich relativer Interpretierbarkeit sehr schwach14

und somit ist − Mereologien erster Stufe gelten als die nominalistischen Theori-

12 Einen Überblick gibt [57].

13 L[∘] bzw LL[∘] ist die zu ∘ gehörige Sprache erster bzw (monadischer) zweiter Stufe. Der Be-

griff derL[∘]-Theorie ist klar, der Begriff derLL[∘]-Theorie wird in dieser Arbeit mittelsder allge-

meinen Folgerungsbeziehung erklärt. Siehe hierzu Kapitel 2.

14 Man könnte auch sagen: der Fusionsbegriff ist für sich genommen sehr schwach. Inwiefern

Theorien (etwa Zahlentheorien) durch Hinzufügung des Fusionsbegriffs verstärkt werden kön-

nen, siehe [37].


